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Aspectos fundamentais da leoria geral
da programacdo malemética

por Fernando de Jesus

1. Introdugdo

Designando por & = (@,:++,%,) um ponto
ou vector (1) do espacgo euclideano ", seja
f:Dc R*~ R. O problema geral da pro-
gramagiio matematica consiste em optimizar
a fungdo-objectivo (ou fumgdo-critério) f(x)
sujeita as restrigdes ¢;(x)<0 (+=1,...,m)
e x=0. Em alguns problemas de progra-
magio matematica podem estar ausentes todas
oun parte das restrigbes x;=0 (j=1,.--,n)
mas, como toda a variavel livre pode consi-
derar-se diferenca de duas varidveis nio-ne-
gativas, tais problemas podem reduzir-se a
a4 forma geral apresentada; reciprocamente,
8e as variaveis sio ndo-negativas, o programa
pode apresentar-se na forma seguinte: opti-
mizar f(x) com as restrigdes g:(x)=<0, su-
pondo que estas incluem as inequagdes
—;<0 (j=1,--,m).

Caso especial importante e ji estudado
desenvolvidamente é o da programagdo linear
em que f(x) 6 funcdo linear e g;(x) 6 linear
afim, isto 6,

J(x) = 2"3’“’3‘ e gi(x)= iauwj—bs-

i=1 F=1

Se a fun¢lio f(«) ou alguma das fungdes
gi(x) ndo assumir a forma indicada, o pro-
blema de programacio diz-se ndo-linear.

Ao contririo do que acontece na progra-
macio linear cujo estudo esti muito avan-
cado, dispondo-se de algoritmos eficientes
para a pesquisa do éptimo da fungio-objec-
tivo, os progressos na teoria dos programas
niio-lineares tém sido mais modestos, podendo
dizer-se que nfio ha ainda métodos gerais efi-
cientes para resolver todos os tipos.de pro-
gramas nio-lineares.

A classe de programas nio-lineares que
tem sido estudada com maior desenvolvi-
mento 6 constituida pelos problemas em que
a funcdo-objectivo é ndo-linear e g; () sio
lineares afins. Entre estes, ha dois casos
especiais que interessa referir. No primeiro,
a funcgido-objectivo é separavel, isto é,

f(@) = X fi(z;); no segundo, a fungdo-
j=1

-objectivo pode escrever-se como soma de

uma forma linear com uma forma quadratica:

(1) Quando for considerado vector, = designard
sempre um vector-coluna.
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n n "
f(a:) = 2 G} xj -+ 2 2 djk & L. Este ultimo
i=1 j=1 k=1
é conhecido por problema da programagdo
quadratica.

Outra classe de programas nio-lineares
que apresenta grande interesse na pratica é
constituida pelos programas lineares onde
se impde a restricio adicional de que algu-
mas ou todas as variaveis s6 podem tomar
valores inteiros. A maior parte dos autores
continua a chamar a estes problemas pro-
gramas lineares em nimeros inteiros, quando
todas as variaveis s6 tomam valores inteiros,
© programas lineares mistos quando 86 algu-
mas variaveis tomam valores inteiros.

Os programas matematicos aparecem fre-
quentemente em estudos no dmbito de varias
disciplinas. Em particular, podem surgir em
economia matematica, econometria, estatistica
e investigag¢io operacional. A titulo exempli-
ficativo, consideramos seguidamente alguns
problemas que se podem formalizar por meio
de um programa ndo-linear.

Exempro 1.1. Admitamos que um mono-
polista deseja maximizar o seu rendimento.
O prego de venda p; do i-ésimo produto
depende da quantidade de todos os outros
que sdo produzidos e suponhamos que

pi=bi— Dajz (=1,...,n).
=1

Substituindo estes valores na funcfo-ren-

n
dimento f (x)= D, p;;, obtém-se uma fun-
=}
¢io quadratica que devera ser maximizada,
sujeita as restricdes ;=0 (j=1,...,2) e
a certas restrigdes de capacidade.

Exempro 1.2. (Problema da escolha de
uma carteira de titulos). Suponhamos que
uma unidade econémica deseja aplicar dada

soma de numerario C na aquisicio de titu-

los de rendimento. O objectivo a atingir pode
ser o de maximizar o rendimento médio para
uma variincia fixada, ou o de minimizar a
varidncia para um rendimento fixado. Se
zj(j=1,...,n) é a quantia a ser investida

no j-ésimo titulo, entio X, = C. O ren-
J=1

dimento total 6 ) r;2;, o seu valor médio é

J=1 -
n

E = )\ pjx;  a sua varidncia 6
f=1

N
Z Z Q;; Xy Ty,

i=] je=1

onde [a:;] é a matriz das varidncias e cova-
riancias das variaveis aleatérias r; de valor

médio p;. O problema consiste entio em
n

maximizar D, p; @; sujeita s restrigdes
7=1

n n
Z 2 a;;m;xjga

i=m] j=1

n
(¢ constante), X @, = C e a,=0; ou mini-
=1

n n
mizar D, D) ai;x;«; sujeita as restrigdes
f=1 jeil

n n
O &=y (i constante), X x;=C, z,;=0.
=1 J=1

Exemwpro 1.3. (Ajustamento linear com
restrigdes). Consideremos o problema de ajus-
tar uma recta y = ax + b a um conjunto de
dados observados (z;,y,) (j=1,---,n) @
que se impdem restrigdes aos coeficientes a
e b. O problema pode tomar, por exemplo,
a forma seguinte: achar ¢ e & que minimizam

a fungio f(a,b) = 3 [y — (ax; + b)R su-
=1
jeita A8 restricdes a=0, 6=0.



GAZETA DE MATEMATICA

Exempro 1.4 (Modelo nio-linear de rela-
- ¢des interindustriais). Admitamos que para
cada um de n bens existe uma actividade de
producéio, uma actividade de importagio e
uma actividade de exportagio. Sejam

X; = quantidade produzida do j-ésimo bem
M; = quantidade importada do j-ésimo bem
E; = quantidade exportada do j-ésimo bem

Os parametros do modelo siio os seguintes:

a;; = coeficiente de produgio para o ¢-ésimo
bem utilizado na produgio do j-ésimo
(quantidade do ¢ésimo bem utilizada
na produgio de uma unidade do j-ésimo
bem)

w; = coeficiente de producéio para o trabalho
utilizado na produciio do j-ésimo bem

¢; = coeficiente de produgio para o capital
utilizado na produgdo do j-ésimo bem

g; = preco unitario de importagio do j-ésimo
bem

h; = preco unitario de exportag¢io do j-ésimo
bem

Y; = procura final do j-¢simo bem

L = oferta de trabalho disponivel

D = maximo défice admissivel da balanca
comercial.

Todos os parimetros sio considerados
nao-negativos.

O problema de programacio pode formu-
‘lar-se do modo seguinte :

Minimizar o capital total necesséario

C = Z GjXJ'
i=1
satisfeitas as restrigdes

Nao-negatividade das variiveis: X;=0,
M;=0, E;=z0 (j=1,-.-,n)

Produ(;io: X, + ﬂ[‘, —— EJ — 2 ajr ng Y?
k

=1
(J=1,::-,n)
Balanga comercial :

D+ X hiEj— 3 g; M;=0

Jj=1 j=1

Oferta de trabalho: L — D) w; X;=0.

i

Duas hipéteses que também se admitem
sio as seguintes :

) a;=0 (F,5j=1,..-,m), N a;<1

i==]

(j=1,...,n) (Propriedades de
LEONTIEF).

) hi=vy;+pEf com >0, ;<0
(j=1,...,1).

A primeira traduz que o «output» excede
o «input» para todos os bens, condigio neces-
saria para planos de produgio eficientes; a
seganda hipétese admite-se frequentemente
em economia: quanto maior for a quantidade
exportada do j-ésimo bem, mais pequeno é
o rendimento por unidade.

Em virtude de se ter %=y + o E;, é
evidente que a nao-linearidade do moudelo re-
sulta da restricdo referente & balanga comer-
cial.

Restringindo a atencido aos programas em
que f(x) e gi:(x) sio continuas e diferen-
ciaveis até & ordem desejada, convém referir
que uma das técnicas para abordar a resolu-
¢do de um problema de programac¢io mate-
matica consiste em adoptar a transformagdo
em varidveis quadradas. Esta tem por objec-
tivo transformar as inequagdes em equagdes
e portanto dar ao problema a forma de um
problema de extremos condicionados por
equagdes, susceptivel de tratamento, por
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exemplo, pelo classico método dos multipli-
cadores de LLAGRANGE.
Considerando o programa na forma

optimizar f (x)
com as restrigdes

gi(@)=0 (F=1,-..-,m)
x;=0 (G=1,..,m),

introduzamos as variaveis quadradas
PG=1,,n) e 2F=1,..-,m). O
problema pode entdio reduzir-se i forma

optimizar f(x)
com as restrigdes

G(@)+2=0 (=1,-.,m)
=g =0 (j=1,.,n).

Em geral, este método classico depara na
pratica com numerosas dificuldades que pro-
vém, fundamentalmente, da necessidade de
analisar grande niimero de solugdes possiveis.

E interessante estudar a aplicagio do
método proposto 4 resolugéio de um programa
linear para ter ideia das dificuldades de ordem
pratica que surgem, mesmo no caso de estar
presente a linearidade.

Como se sabe, mediante a introdugiio de
convenientes variaveis auxiliares, todo o pro-
grama linear se pode reduzir & forma

n
maximizar f () = ) ¢;a;

J=1
com as restrigdes
n
Za.-jmj=b£ (i::l,---,m)
J=1
x;=0 (JIEI;"':'R)-

Utilizando variaveis quadradas
BG =1, ,m)

o problemareduz-se a maximizar

f(x)= 2 ¢ &)

J=1
com as restricdes
o :
Za;ja};:b; (3:1, ,'m)
J=1
xj—y?:O (j—l’---,ﬂ).

O método dos multiplicadores de LAGRANGE
conduz &4 maximizag¢io da fun¢io lagrangeana

1) F(“?;y:)‘sy‘):f(:c)'"

— z A ( Z ai.;." &y — bt‘) — Z P'_,-(xj""y_?)
i=l J=1 Jje=1

oua

1) Fx,y,2,p)= Zbilf'l'

i=1
+ Z (cf— b 7‘tau'—!ﬁ,) a4+ X Y2
J=1 fml J=1

As condi¢des necessirias para o maximo
de F(x,y,\,p) sido as segaintes:

[ o F il :
=c;— Z J.;a,-;—~p.J.=0 (‘]=1’-..,'R)
0 x; i=1
o F :
—=2f‘jyj“:0 G=1,.-,m)
2) 1 n
oI
= — a"'m'—bi EO
ok (j§1 ey )
(f:=1"":m)
F 2
2 ——@—g)=0 (=1,-,m),
Lapl"-
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facilmente redutiveis a

S

=

2y | wma=0 (j=1,.,n)

(j:l!"‘?n)

Nayzi=b (F=1,...,m).
L j=1

Observando que F(x,y,A,p) s6 possui
méximo livre se ¢, =0, entio pode enun-

ciar-se a proposicio seguinte :

I. Se existem multiplicadores ) =1 e
pj=pj e varidvels x; = x; = 0, satisfazendo
as condigdes

o— DM ay=p <0
i=1
paj=0
Z aijx; = b,
=1

entdo (af , +-+ ,xa) € solugdo maximizante do
programa linear proposto.

Considerando o sistema dual (A; n#o sujeito .

a restrigdes de sinal)

(A= Z R;‘a;,-g() 3
i=1
tem-se (x;=0)
e — 2 hai;a;=<0

i=]

z Cj Xy — Z 2 )\"a;,‘ﬂfjéo

F=1 J=1i=1

donde resulta

3) Neizi= D biki.
i=1 i=1
Por outro lado, de acordo com o teorema I,

Nagall= Db N

i=1 i=]

1M

ou
i: (6 — p5) aj = % bidi
i=1 i=1
donde vem
4) ﬁcjm}=ibgl?.

i=1 im

Pode pois concluir-se, atendendo a 3) e
4), que

II. Resolvendo o problema de programagdo
linear pelo método dos multiplicadores de La-
grange, verifica-se que, existindo os multipli-
cadores ); (sem restrigio de sinal), eles devem
minimizar a fungdo

» bk,
i=1
satisfazendo as condigdes
¢— D haij =<0
=1
y .’-':_;' = 0 .

I evidente que se esti de novo perante
um problema de programacao linear (pro-
grama dual). As condigdes

;=0 (j=1,..+,m)

conduzem a 2" casos possiveis pois é neces-
sario considerar quer pj=0 quer x;=0.
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Verificou-se pois que o método de resolugdo
de um programa linear pelo método dos mul-
tiplicadores de Lagrange revela-se ndo-opera-
cional porque é impossivel na prdatica, quando
n é grande, considerar todos os 2" casos
possivers.

O método de simplex para resolver um
programa linear pode considerar-se como um
processo sistematico para afastar a maior
parte dos casos e considerar apenas um
pequeno nimero. De facto, o método do
simplex restringe o nimero de casos, consi-
derando sdmente aqueles em que n'— m das
variaveis sio nulas, onde o determinante da
matriz dos coeficientes das m variaveis res-
tantes é nido-nulo, e onde o valor bem defi-
nido destas m variaveis é positivo (caso de
nio-degenerescéncia). As condigdes p; x;=0
indicam que p; =0 para x;>0 e isso
determina de uma maneira univoca ; e os
p; restantes. Se todos os p; nio satisfazem
a restricio p, <0, pbde-se a solugio de parte
e examina-se novo caso na iteragio seguinte,
etc.

O interesse pelos problemas de progra-
gramacgio nio-linear tem aumentado simulta-
neamente com o crescente interesse pela pro-
gramacgédo linear. Em 1951, H. W. Kunx e
A. W. Tucker publicaram um importante
artigo Nonlinear Programming onde estu-
daram condigles necessirias e suficientes
para a existéncida de solugdes Optimas para
problemas de programacio e que constituiram
ponto de partida para grande nimero de
trabalhos sobre programacio nio-linear.
Generalizagbes desta memoria inicial apare-
ceram feitas por varios autores num trabalho
posterior intitulado Studies in linear and
nonlinear programming, editade por K. J.
Arrow, L. Hurwicz e H. Uzawa, e publi-
cado em 1958.

Em 1954, A. CuarNes e C. LEMKE publi-
blicaram' um método de aproximagio para
resolver problemas de minimiza¢io de uma
fungiio separavel sujeita a restrigdes lineares

quando cada uma das func¢des separaveis &
convexa. Uma formulagéio alternativa deste
problema foi dada por Daxtzic em 1956.
Esta técnica foi generalizada em 1963 por
C. MimuLer por forma a incluir restrigdes
separaveis. A partir de 1955 apareceram
numerosas contribui¢des nos dominios da
programacio quadratica.

Pressupde-se nesta exposi¢io que o leitor
conhece a teoria dos programas lineares e
os métodos de optimizacio classicos. O objec-
tivo deste trabalho consistira em apresentar
os aspectos fundamentais da teoria moderna
dos programas matematicos.

2. Funcgdes convexas e cdncavas

As nocdes de convexidade e concavidade
de uma fun¢éio desempenham papel relevante
em varias partes da teoria dos programas
matematicos e por isso é conveniente referir
aqui os conceitos e proposi¢des fundamentais
relativos as funcdes convexas e cOncavas.

Sendo X< R, diz-se que X é conjunto
convexo sse, com 0=<0=<1 e 6=1—0,

1) Ve, yeRr 0z +0yeX.

Consideram-se convexos o cenjunto vazio,
o conjunto constituido por um g6 elemento e
a totalidade de Rn.

A fungio numérica f, definida no con-
junto convexo X, é convexa sse

2) Ma,yeX f(0z+0y)=<0f(z)+0f(y)-

Se em 2) tem lugar apenas a desigualdade
em sentido restrito quando x=Fy e 0<<0<1,
entio f diz-se convexra em sentido resirito.
Uma funcéo f diz-se concava (concava em
sentido resirito) sse — f é convexa (convexa
em sentido restrito).
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Exenpro 2. 1. Chama-se funcdo linear
afim a fungio numérica do tipo g(x)=cx+ta
onde ce " e ae £: 6 dbviamente uma
fung¢do simultineamente convexa e cOncava
em R™.

ExemrrLo 2. 2. A forma quadritica g(x)=
= x” Ax semidefinida positiva (semidefinida
negativa) é fangéio convexa (c6ncava) sobre
BE*; em particular, a forma quadratica defi-
nida positiva (definida negativa) é convexa
(concava) em sentido restrito.

Com efeito, para a forma quadratica semi-
definida positiva, tomem-se dois pontos x e
¥ e qualquer 6 (0<6=<1). Entio se
z=0x+40y, tem-se

2T Az =0z +0y)T A0z + 0y)
=[y+0(@—yI" A[y+0(x—y)]
=yTAy+20(x—y)" Ay +
+ (@ —y)" A(z—y).
Supondo 2T Ax=>0 paratodoo «, entio,

para 0=6=<1, 0x7dax=022" A e pode
escrever-se

BTAZ<yTAy+20(z—y)T Ay +
+0@—y)TA(x—y)
ou
2T Ae<yTAy+0(@x—y)TAy+
+0(x—y)TAr=<b0xTAx+0yT Ay

Como consequéncia imediata da defini¢io,
é possivel mostrar que

I. Se as fungdes f;(j=1,-.-,k) sdo

convexas (concavas) no conjunto convexo X
3 k

de R, entdo D, )\ f; é também fungdo con-

=1
vexa (concava) em X com 1;=0.

Pode demonstrar-se também que

II. f é convexa em X sse [X,f]=
= {(x,2): f(x)<z| ¢é conjunto convexo de
Rrtl,

A condi¢io é necessaria. Com efeito, se
S é convexa em X e se (z,2) e (x,2)
pertencem a [X, f] virda f(z)<z e f(a/)
<=l a

fle+0)<0f(x)+0f(2)<02z+02.
O ponto
O(@,2)+0(,2)=0a+0a',0z+4 02)

pertencera entio a [X,f] o que prova a
convexidade deste conjunto.
A condigiio é suficiente. De facto, se [X, f]

é convexo, com (x,f(x)) e (y,f(y)) per-

tencentes a [X, f], vem

6 (z,f @)+ 0y, f@)=>0x+0y,0f(=)+
+0f(y)elX, f]

e portanto
[0z +0y)=<0f(@)+0f()-

Analogamente se mostraria que

II'. f é concava em X sse [X,f]=
= |(®,2):f(x)=2] é conjunto convexo de
Rn-d—l-

Os teoremas II e II' utilizam-se muitas
vezes para caracterizar as func¢des convexas
e concavas. Eis agora uma propriedade extre-
mamente importante para o estudo da pro-
gramacio matematica :

III. Se f é fungdo convexa (cOncava) no
conjunto fechado X, entdo qualquer minimo
(mdximo) relativo de f em & é também minimo
(mdximo) absoluto sobre X .

Suponhamos f convexa no conjunto fe-
chado X e admitamos que f assume um
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minimo relativo em a0e X. Se f assume o
minimo absoluto em ¥, nio se pode ter
f(@%) > f(x*). De facto, se assim acontecesse,
a convexidade de f permitiria escrever

FOz* +020)=<0f(2*) + 0 (%) < f(20).
Considerando qualquer ¥ («?) com
€L |a* —a0|

e tomando 0 <0 < Py

z=0x*+0x0e V,(20) e f(x)<f(al).

Esta desigualdade contradiz a hip6tese de f
possuir minimo relativo em z0.

A definicio de convexidade e concavidade
permite também mostrar facilmente que

, tem-se

IV. O conjunto de pontos de X onde a
fungdo convexa (concava) f assume o seu mi-
nimo (mdximo) absoluto é conjunto convexo;
se o extremo absoluto é assumido em dois pontos
distintos, entdo também é assumido numa infi-

nidade de pontos.

O teorema é Gbvio se o extremo absoluto
é assumido num s6 ponto. Suponhamos entdo
que o minimo absoluto da funcéio convexa jf
¢ assumido em dois pontos distintos x! e 2.
Mostra-se também que o minimo é assumido

em qualquer ponto x = 8 z! 4 6a2. De facto,

F@) =f(0a! +0a)<0f (") + 6 (a?) =
=f(@*)=rf(=")
e, como f(x)=f(a?), éevidente que f(z)=
= fat) = f().

V. Se f é convexa (concava) em sentido
restrito, entdo o minimo (‘mdwximo) absoluto de
f € assumido num ponto unico.

Na defini¢gio de funcio convexa (cOncava)
niio se exigiu que f(x) fosse continna ou

diferencidvel. Pode no entanto demonstrar-se
que

VI. Se f ¢ convera ou concava em X e
ai é limitada, entdo f é continua no intX.

Uma fungiio f convexa ou céncava nio é
necessariamente diferenciavel. As funcdes
convexas (concavas) diferenciaveis podem ser
caracterizadas pela proposig¢io seguinte:

VII. Se X ¢é conjunto convexo aberto e f
é diferencidqvel em X, entdo f ¢ convexa
(concava) em X sse

F@) —f@)=(=) Vi) (@ —2%),

onde Vf(x*)= [;—’F, S ATOE

3 .
w] dmn ¥

Sapondo f convexa em X, entdo, para
0<bi=<1l, vem

fOx+02%)<0f(@)+0f (%)
ou
FlOz+(1—0)2*]<0f(x) +(1—0)f (=%

que se pode escrever ainda na forma

f@—fE=N)= _f[x‘-!-ﬂ(a:—-gm')]—-f(m*) :

Atendendo & diferenciabilidade (1) e fazendo
tender 0 para zero, vem imediatamente o
resultado.

(1) Designemos por o; uma fung¢fo de escalares ou
vectores com a seguinte propriedade:

lim % (:c) -
=0 |x|

0.

Diz-se que f ¢ diferencidvel em x sse

S+ az) = f(2)+vf(@)an+ o (a2).
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Reclprocamente, cumprida a desigualdade

f@—F @)=V f@*")(@—a*), afangio f

é convexa. Com efeito, de

=)

escolhendo

—f@E)ZVf(*) (= —=2*),

z* =02 +0a2 ¢ o =a! ou 2,
obtém-se
fE)z=f(0at + 02 +
+ Vf(0a! +022) [t — (Ot + Oa2)]
@)z fOat +7a%) +
+ VF(0x!t + 022 [2? — (02t + 022)]
e, notando que
xt — (0t 4+ 022) =0 (2! — 22)
a2 — (02t 4 0 2?) = —0 (a'—a?),
vem

F@t)= £(0 24022 +0V f(O 2+ 022 (xt—a?)
f@)=f0xt+022)—0Vf(Bat+0a%)(2t—a?)
ou
0 f(x)=0f(02t +0a?) +
+00Vf (Ot + 0a?) (! — a?)
6f(@)=0 (0t +0at)—
—00Vf(0xt +0a?) (! — 22).

Somando ordenadamente estas desigualdades,
vem finalmente

07 (@) + /@)= f(Oat +0aY),
relagio que exprime a convexidade de f.

VIII. Se f é bi-diferencidvel no conjunto
convexo aberto X, ela é convexa (cOncava)
em X sse a forma quadrdtica

LS

ox; 0y

>3-l

im] j=1

é semidefinida positiva (negativa) para todo o
xe X.

Observemos primeiramente que, sendo f
bi-diferenciavel em «, a férmula de TAYLOR
da

fl@+Az)=Ff(x)+ Vf(z)Az +

+ 5 (AxT V@A

onde f tem a aignificacio j& conhecida e

v’f(w)=l_ :

oxid i
Consideremos entao a expressio (0<6<1)

T=01(x)+0f@) —f(Tz +09)
=017 (#) —f F+0) 10 £ (o) —F (Fz+8)).

Utilizando a férmula de TAYLOR, vem

T=0Vf(Tz +03)0(@—3)+

@™ —y") V) e —3) +

4+ 00Vf(Oz + 0y)(y — )+

x),

simplificando-se a primeira e terceira par-
celas.
Sendo V2 f(x) semidefinida positiva, vem

T=Tf(@)+0f@) —f(Tz+09)=0

o que exprime a convexidade de f.

Para provar a necessidade, observemos
que, nio sendo V2 f(x) semidefinida posi-
tiva em 0, existiria um vector u tal que
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u? V2 f(x%) u < 0. Assim, para todo o « na
vizinhanga de a0 ter-se-ia também

u? V2 f(x)u <O.

Pondo v =a0 e y=a0 4 tu, onde ¢ é um
escalar suficientemente pequeno, a expressio
T viria negativa com esta escolha de x e y
o que violaria a condicio de convexidade
de f

Pode demonstrar-se também que

IX. 8Se a forma quadrdtica

e L A

tm1 jemy 0 %10 Fj

é definida positiva (negativa), f é convexa
(concava) em sentido restrito.

Sendo | D,| (m=n) o menor contido nas

primeiras m linhas e primeiras m colunas °

da matriz hessiana

2L (in1 =2

0 x; 9 x; oidx;

)

a teoria das formas quadraticas ensina que
a forma é definida positiva quando e sé
quando |Dn|>0 e é semidefinida quando
| Dn|=0; é definida negativa quando e sé
quando (— 1)"| D, |>0 e semidefinida nega-
tiva quando e 86 quando (— 1)*|D,|=0.

Este critério permite identificar na pratica
nio s6 grande nimero de fungdes convexas
e c6ncavas mas também definir regides de
convexidade e concavidade.

ExemprLo 2.3. A funcido f(x) = a?+
+ 2,29 a2 é convexa pois

s )2 2
L on g, 00 L 9

0x 83% E 0@y 0 Xy =)

f *f
6&'9 SE;—}‘ 2 arg

B ot (R
ox; 9 &y 0
o S

_aﬂ'.'ga&'l 60:%_
2 2 2 2 2
Pf 2250 a{a{_( S ).:0.
0] ox] oy 0y 0Ty
ExempLo 2. 4. A fangio f(2) = —a}—
—3a}+ 5% —2x @y —a] é concava pois

e, considerando

, vem

-i=-—-4w?——-6a:l+5—2w2
33'1

2f
-—1222—6
0 x; “

i=—2ml—2a‘:ﬂ
ail'g Jx
e

émldwg

2f

2

Ep—

resultando

2
P — —1222—-6<0

ot
e
a!f aif a!f 2
ale ol . =(—12x2—-6)(—2
0a? oal (awlam2> e

—(— 2 =242} + 12 — 4 = 24a? + 8>0.

Trata-se até de funcio concava em sentido
restrito (teorema IX).

Exempro 2. 5. Definir a regido de conca-
vidade para a fungéo

1 1
exp =
2no? [ 202

f@) = (2 + a%)] :

As derivadas parciais de segunda ordem
sido
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- ST
ot 1 TEO (R A exp| — ———
da:f 2wot \ o2 202 =
2 +12
o R L
a.'.r:g 2 wot 2¢2 |
B en o]
dxldw, 2‘1‘5’0‘ o2 20’2 ~

Para que a fungiio seja concava devem ser
satisfeitas as seguintes desigualdades:

mﬂ
—1 —1=<0

(- (F-)-(3)=o

que, simplificadas, ddo

x?gﬁ ou —oc=r =0
a? 4220 ou o circulo de raio ¢ e centro
na origem .

* A regiio de concavidade é pois o ecirculo
g =t

Para finalizar estas breves consideragdes
sobre funcdes convexas e coOncavas, refe-
rem-se dois teoremas que mostram como por
meio de restrigdes sob a forma de desigual-
dades, envolvendo fungdes convexas, se pode
definir uma regiio convexa.

XI. O conjunto de pontos que satisfazem
& restricdo g¢(x)=0, onde g(x) é convexa,
é conjunto convexo.

De facto, sendo = e y dois pontos que
satisfazem a g(x)=<0, vem

g@)=0
9@¥)=0

gz +8y)<bg(x)+0g()=0,

0 que mostra que Oz 46y também satisfaz
4 restrigio.

Como se sabe da teoria dos conjuntos
convexos, a interseccio de conjuntos con-
vexos é conjunto convexo e portanto

XII. O conjunto definido por g:(x)=<0,
onde gi(x) ({=1,:..,m) sdo convexas, é
conjunto convexo.

3. Teoremas fundamentais

Sem perda de generalidade, todo o pro-
blema de programacio matematica se pode
apresentar na forma

maximizar f(z)

com as restrigdes

9:(@)=0(@=1,:..,m)

x=0.

De facto, surgindo a necessidade de mini-
mizar f(x), proceder-se-i & maximizacio de
— f(x)(); aparecendo restrigdes na forma
g;(®)=0, poderio transformar-se em
—g,(x)=0; notemos também que g, (x)=
=0=g,(x)=0A — g,(®)=0, e, 58 x nio
estd sujeito & condigio de nio-negatividade,
poder-se-a escrever # =z’ — 2/ com z'=0
o x'=0.

O objectivo deste paragrafo consiste no
estudo de teoremas que exprimam condigdes
necessarias e suficientes para a existéncia do
solugio 6ptima para um programa matema-
tico.

(*) min f(2) = — max (— f(=)).
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Raramente essas condi¢gdes permitem obter
o Optimo quando este existe mas essas pro-
posicdes estio na base da construgio de
algoritmos iteratives e sio fundamentais para
a interpretaciio econdémica dos programas.

Na exposicio que se segue, & & vector-
-coluna com » componentes. Tomando

G (2)= [9_, (m)]

gm(m) ’
o problema de programagio pode apresen-
tar-se na forma seguinte:

max f(z)
com as restrigdes

G((x)<0
=0,

Os gradientes de f(x) e g,(x) represen.
tam-se por Vf(z) e Vg,(x) e serio consi-
derados vectores-linhas.

Ha vantagem também em introduzir a ma-
triz Jacobiana

dg,:l (i-=1,---,m)
voe-[22] (:

(-7") awj J—l,--—,n 3

o vector-linha A=[}; ... },] e a funcio la-
grangeana

F(x,))=f(x)—1G(x).

Adoptam-se também aqui as designagdes
ja conhecidas da teoria dos programas linea-

res. Assim, todo o ponto x tal que G (z)< 0
e x=0 constitui solugdo admissivel (ou
possivel); se, além de admissivel, optimizar a
fungio-objectivo, 2 toma o nome de solugdo
éptima. O conjunto das solugdes admissiveis

constitni a regido admissivel (ou conjunto
admissivel) C = |x: G (x)<0Ax=0]}.

A restrigio g,(x)<0 diz-se activa no ponto
z se g,(x)=0; de contrario aiz-se inactiva.
Sendo # ponto fronteiro da regiio admissi-
vel, ndo se tem necessiriamente g,(x)=0
para todo o i: sdo inactivas as restri¢des
que definem a fronteira onde x nio esta.

Sendo x ponto fronteiro de €, admitamos
que g, (x)=-+=g, (@) =a;,="--
Supde-se que na regiio admissivel é satis-

feita a seguinte condi¢do de regularidade de
Kuhn-Tucker : a regiio admissivel é tal que,

n&'!j.=0.

se para todo o ponto fronteiro e para todo
o deslocamento dx suficientemente pequeno

a partir de x, se tem

Vg, @ dr S0 m ity 48
a
dz;Z0( =jis+de),
entiio a direcgio dx = (dx,,...,d=,) é tan-

gencial a uma curva na regiio admissivel,

tendo # como ponto inicial (1).

Consideremos um exemplo em que nio
é satisfeita essa condi¢io de regularidade.
Tomando em R?2

g!(xl:x2)=rﬂ_(xl_'1)=’50

x1=0, =0,

vé-se facilmente que no ponto fronteiro
x = (1,0) ndo é verificada a condicdo (fig. 1).

De facto, Vg;(x)=(0,1) e, para a di-
recgio dx indicada pela seta, tem-se
Vo (@)de=0 e dx;=0 mas dx «nio
esta» na regido admissivel.

(1) E costume dizer, na pritica, que dz estd situado
na regifio admissivel ou, talvez melhor, que da é
direcgiio admissivel.
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A
&
1 Ve,
v
Cc dx
(o} 1 # Xq

Fig. 1

Pode-se demonstrar agora o primeiro teo-
rema fundamental :

I. Satisfeita a condicdo de regularidade
de Kuhn-Tucker, uma condi¢do necessiria

para que a solugdo admissivel x seja maxi-
mizante da fungdo objectivo é que exista

2=>0 tal que
Vf(x) —AVG@(x)<0
[Vf(@)—2AVG(x)]x=0
AGz)=0.
~ Observemos que a proposicéo é dbviamente
verdadeira quando # & maximizante interio®
pois nesse caso Vf(z)=0 e G(x)<O0 (o
que implica 2 = 0).
Sendo z fronteiro, designe «(z) o con-

junto de fndices para os quais g,(z)=0.
Em virtude da condi¢io de regularidade,

os pontos x vizinhos de = tais que
1) Mies Vg@@—H=0,
x;=0=2;=>0

sio pontos interiores de C definindo direec-
cbes admissiveis # — = para as quais

2) Vf(z)(x —x)=<0.

Ambas as desigualdades 1) e 2) séio validas
se Vf(@)=0 ou Vg,(x)=0. De 1) e 2)
vem

1) Vg (@)a=Vy, ()=
21 Vix)z=Vf(x)x.

A relagio 2') implica que » & maximizante
da fungio linear Vf(x)x. Consideremos
entiio o problema de achar 2=0 que maxi-
miza

3) Vf(z)x
com as restrigbes
4) Vg (@)xsVy (x)z Miex.

Estamos em presenca de um programa linear

cuja solugio é evidentemente z = x. Tem
um programa dual em que se podem utilizar
para novas variaveis };=0. O dual requer
a minimizagio de

5) Du[Vy (@)=,

ied

sujeita as restri¢des

6) 2uVg, @)= Vf(x).

iex

Consequentemente, achar = (x;, -+ , &)
que maximiza f(x) reduz-se ao problema de
encontrar »=0 que resolvem o programa
linear dual 5) e 6).

Tomando ;=0 para i¢«, a desigual-
dade 6) pode escrever-se na forma

7) V@) —AVG(@)=0.
Como

[Vf@) =1V @]e =V Gf @70V 6@)]z,
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e, pelo teorema da dualidade na programacio
linear,

AV @ (@)]z = Vi (@)=,
é claro que
8) [Vf@) -2V @ @)]z=0
e também & evidente que
9) 1G(x)=0

L ficil demonstrar que, sendo f(x) con-
cava e G'(x) convexa, as condigdes do teo-
rema | sfio também suficientes. De facto,

atendendo a que 1=0 e G(x)=<0, vem

F@=f(x)—1G ()

e, como f(x) e — G'(x) sdo cﬁncavas (e di-
ferenciaveis), vem

F@=f(x)+ Vf(@)(x — )
—G@)=—G@x)— VG (@) (z—x)

donde resulta

f@)=f(@) + Vf()(z—z)—1G (@) —
— AV G (@) (z — z) = f(z) +
+ (V@) =1y G (@)= —
—[Vf(@) =iV G @)]z=f(z),

isto é,

II. Sendo f(x) concava e G (x) convexa,

a solugdo admissivel = é maximizante de f(x)
com as restrigdes G (2)=0 e =0 sse existe

2=0 tal que
Vi@@)-2VG(x)=<0
[Vf(@) —2AV G (x)]x=0
AG(x)=0

As proposigdes que se demonstraram séo
teoremas de KunN-Tucker. Os escalares
=0 sio conhecidos por multiplicadores
de Kuhn-Tucker. As condi¢gdes expressas
nestes teoremas tém aparecido na literatura
sob varias formas que interessa registar.
Abandonando a notagio matricial, tem-se:

v

%=0 (i=1,..

i kle

A6 gf*(ii;);]%=o

2 i 9 (2)=0 (ou ); g;(x)=0 para ¢=1,...,m)

i=1
"f) TR 7,(_3_9‘_) e
dxj )% EI ‘\oz /=

- of Q5 [ 0g:i)
R ’(awj)z z (awj):

gi(®) <0=%=0 (ou X >0=g:(x)=0).

é =1n"'!.")

ou também

5;'>0=>(

Quando num programa matemético as va-
riaveis siio livres, pode fazer-se a transfor-
magio x=a'—a’ com 2'=0 e 2'"=0.:
O programa apresenta-se entio na forma

maximizar f(z' — z")
com as restrigdes

G2 —a")<0
@=0 2'=0.

A primeira condi¢io de KunN-TuckEr surge
na forma (A=0)
V(@) —AVG(x)<0
—Vf@) +3V G @)=0,
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equivalente a
V f(x) —AVG(x)=0.
A 2.* condigdio é agora dispensavel pois é

automaticamente satisfeita. Tudo se resume
pois as condigdes

2=0
Vi) —AVG(x)=0
212G (@) =0.

Observando que a restricio =0 é equi-
valente a ;=0 (j=1,...,2) (ou —a;<0),
todo o programa matematico pode afinal ser
apresentado na forma

max f(x)
com as restrigdes
Gx)=0

e portanto as condi¢gdes de KunN-TUCKER sio

120
Vi(@)—AVG@(x)=0
AG(x)=0.

Quando aparecem restrigdes sob a forma
de igualdades e desigualdades, isto 6,

max f ()

com as restrigdes

Gp(2) =0
Gy (x)=0

podem considerar-se as restri¢des na forma

G, ()0
Gy (2)=0
— G, (®)<s0.

Tomando
Gy ()]

Gq ()
| — Gy (@)

G(a:)=‘

T VGe(2)7]
V G, (%)
| — VG (x) ]

VG (x)=

A= [ p2:4] =0,

as condi¢des de KunN-Tucker podem expri-
mir-se do modo seguinte :
=0
Vf(@) =WV Gy () — 1V Gy () +
+¥'VG@y(x) =0
AWG,(x)=0
ou, simplesmente,
V(@) — A VG, (x) =21 Gy(x) =0
A Gp(x)=0
com 2*=0 e A?=p?—»? (sem restrigio de
sinal).
Como caso particular interessante, surge

o problema de extremos condicionados clas-
sico :

max f ()
com as restrigdes
G(x)=0.
As condigdes de Kuhn-Tucker sBio agora
Vi@@)—iVG(x)=0

em que A ndo estd sujeito & condigio de
ndo-negatividade : as componentes de 2 sio
os classicos multiplicadores de Lagrange. .
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Tomando a fungéo lagrangeana
F(z,3) =f(@)—16(),
diz-se que o ponto
@) =@,y @ay Ay ey )
é ponto-sela de F'(x,}) s
F, NsF(z,)=F(z,)).

O préximo objectivo consiste em mostrar
que, em certas condigies, a componente x
do ponto-sela da funcdo lagrangeana F (z, 1)
é precisamente a solugdo do programa.

Definamos os seguintes vectores-linhas:

sz(x,;.)=["F,..., f’FJ
0x 0 Xn
o F JF
VAF(“"’A)“[MI o az,,.]_
=—[g1, ", 9a]= — G"(x)

Vo F(z,)=V.F(x,))|:
V, F(z, )=V, F(2,)|5.

IIT. Uma condigdo necessaria para que

(w_,l_) seja ponto-sela de IF(x,)) é que =

e A satisfagam a

VoF(z,)<0 V.,F(z,0)-2=0 x=0
V.F(@,)=0 V,F(z,)- =0 21=0.
Estas condigdes, juntamente com

F ,)<F(x,)+ V. F(z,0):(z—=)
F(x ,)=F(z,2) + V, F(z,0).- A—NT

sdo suficientes para que (z,1) seja ponto-sela
com =0 e 1=0.

As duas primeiras condigdes sio necessa-
rias. Em relagio i primeira, ohservemos
que, para =0 na regiio admissivel,

V.F(z,)(x—ax)<0

pois F (z,}) tem méiximo para z=z. Outra
maneira de exprimir esta desigualdade é a

Z ("F)xdm.go

o \ O

seguinte

com da;=a; — x; (2;,=0). E possivel
escolher todos menos um dos x; iguais a
x;, seja x.

( L ) (e —x) <0.

0 xy

Entio a expressio da

0 T

Se x, =0, entio (aF) =<0 porque

x,=0; se x>0, entio x; pode ser es-

colhido por forma que 2>z ou z>x,=0
e 6 evidente que a tdnica maneira de satis-
fazer a desigualdade para ambas as escolhas
de =0 é que

(dF) i
oxy /7

Consequentemente, tem-se

V. F(z,)<0

desde que x=0 maximize F(x,1). Por
outro lado, em virtude do que se acaba de
ver,

V.F(z,2).-2=0

Para a segunda condigiio seguir-se-ia racio-
cinio analogo.

A demonstragio da condicio suficiente é
6bvia. De facto, as trés primeiras condigles
permitem concluir imediatamente que

F(z, )< F(z,2).






