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Panorama da Geodesia Contemporénea ()

por F. Teixeira de Queiroz

1. O problema geodésico.

Como acontece com toda a ciéncia em ra-
pido desenvolvimento, é extremamente dificil
a apresentagio duma panorimica da geodesia
contempordnea porque, niao s6 alguns dos
factos expostos podem & altura da publicagio
estar ja desactualizados, mas também, e prin-
cipalmente, porque a exposi¢io duma ciéncia
em tais condi¢gdes estd muito mais marcada
do que qualquer outra por influéncias subjec-
tivas, que sempre existem, daquele que a
expde. A qualquer desses perigos nos expo-
mos ao apresentar esta panorimica duma
ciéneia que, como tantas outras, adquiriu
depois da segunda guerra mundial um desen-
volvimento que se pode classificar de ex-
plosivo.

Deve-se um tal desenvolvimento a quatro
factores fundamentais :

1) Uma melhor colaboragio entre as
nagdes a respeito dos problemas geodé-
sicos.

2) O aparecimento de maquinas de cal-
cular electrénicas que permitem a resolugio
de sistemas de equagdes lineares a um muito
grande nimero de incégnitas.

(*) O presente artigo consta de dois extractos, a
Introdugdo e o Capitulo V, do trabalho apresentado
pelo Autor ao Concurso organizado pela «Gazeta de
Matemdtica» com o apoio da Fundagfio Calouste
Gulbenkian e que mereceu o 2.° prémio da Secgdo B.

3) O aparecimento de instrumentos elec-
trénicos medidores de distdncias.

4) A colocagio em Orbita de satélites
artificiais.

Parece-nos 1til, porém, antes de abordar-
mos a influéncia que cada um destes pontos
tem em geodesia, fazer um apanhado dos
objectivos e métodos da geodesia classica
pois, 86 assim, sera possivel inserir e fazer
ressaltar o papel que cada um dos factores
acima assinalados desempenha no desenvolvi-
mento e renovacgio desta cidncia.

*

A geodesia é uma ciéncia que tem como
objectivo a determinagdo das dimensdes e da
forma da Terra. £ uma das ciéncias mais
antigas pois, ja na Grécia clissica, AERATOS-
TENES realizou uma determinagio do raio
da Terra.

Contudo, é por alturas da revolugio fran-
cesa que a geodesia principia a adquirir o
aspecto que tem hoje. Nessa altura, a obser-
vagio duma cadeia de tridngulos centrada em
Paris e estendendo-se para Norte e Sul da
Europa, levou alguns geodetas a formularem
a hip6tese de ser a Terra sensivelmente um
elips6ide alongado de revolugiio (elipséide de
Cassivis). Tal hip6tese deu origem a uma
grande controvérsia pois estava em contra-
digiiv com a teoria de NEwToN e HUYGENS a
qual conduzia a admitir ser um elipséide
achatado de revolugio o que melhor se
adaptava & forma da Terra. A fim de decidir
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qual o elipséide que melhor se adaptava &
Terra, a Academia das Ciéncias de Paris
mandou, em 1735, duas expedigdes para re-
gives de latitude elevada com o objectivo de
af medirem arcos que se podessem comparar
com o da Europa Central. Uma das expe-
digdes, enviada para a Patagénia, depois de
infimeras peripécias, ficou impossibilitada de
chegar a resultados conclusivos. A outra,
enviada para a planicie de Lapland, péde
provar ter a Terra uma forma mais préxima
dum’ elipséide achatado do que dum alon-
gado.

Com a controvérsia acima referida ficou
posto um dos problemas fundamentais da
geodesia: a determinacio do elipséide que
melhor se ajusta a superficie da Terra.

Este problema é duma importincia capital
pois é sobre uma tal superficie que, na geo-
desia classica, se efectuam os calculos das
observagdes geodésicas. Portanto, estes con-
duzem a resultados diferentes conforme o
elipséide escolhido, afastando-se tanto mais
dos valores observaveis quanto mais diferir
a superficie terrestre desse elipséide. Evi-
dentemente nio se pode pensar que toda a
massa de observagdes, feita ou a fazer, possa
ser referida automaticamente a um elipséide
satisfatério. Escolhido um, ele é conservado
durante o maior tempo possivel, j4 que a
mudanca de milhares de dados observados,
dam elips6éide para outro é uma operagio
muito dispendiosa. Além disso, ndo sendo a
Terra uma superficie regular, pode haver
um elipséide que se ajuste melhor a uma
dada regido e que niio seja satisfatério para
outra.

Fixado um elipséide de referéncia, todo
o ponto do espaco pode ser determinado pela
normal ao elips6ide que passa por ele e
pela distincia do ponto (afectada dum sinal)
a esse elipséide. Em particular, podem ser
referidos a essa superficie todos os pontos
da superficie terrestre. Na pratica, é porém
impossivel, duma maneira simples, determinar

num ponto da superficie terrestre, a normal
a um elipsdide dado. Contudo, sempre que o
elipséide escolhido seja uma boa aproximacio
da superficie terrestre, a vertical desse lugar
é uma linha vizinha da normal referida.
E por isso que todas as observagdes geo-
désicas sdo baseadas nessa vertical.

Assim, nas observagdes astronémicas deter-
minam-ge os parimetros da vertical que passa
pelo lugar de observacio.

Na triangulagiio geodésica medem-se recti-
lineos de diedros cujas arestas sdo tangentes
a verticais.

No nivelamento geométrico determina-se a
equidisténcia dos planos horizontais (Planos
perpendiculares a referida vertical) que pas-
sam em lugares vizinhos.

Finalmente nas medi¢des da gravidade de-
termina-se qual a superficie equipotencial
(superficie normal as verticais) que passa por
um lugar dado. _

Desta forma, nas observacdes geodésicas
que referimos, ressalta a importincia que tem
o campo da gravidade terrestre, ji que a ver-
tical dum lugar néio é sendo a tangente, nesse
lugar, 4 linha de corrente desse campo que
passa por ele.

Aparece-nos assim, como segundo objec-
tivo da geodesia, o estudo do campo da gra-

* vidade terrestre.

Da determinacgido das diferentes superficies
equipotenciais e das linhas de corrente desse
campo deduz-se uma superficie (a superficie
equipotencial de nivel zero) que é uma melhor
aproximacgio da superficie terrestre do que
o elipséide. Ela sera a superficie que contém
a superficie de equilibrio dos oceanos. Em
geodesia da-se o nome de geoide a uma tal
superficie.

Ficam assim definidas em geodesia trés
superficies : a superficie terrestre, o geoide
e o elipsdéide de referéncia. A geodesia
clissica desenvolve-se usando-as alternada-
mente: as observacdes sio feitas sobre a
primeira em relagio & segunda e calculadas
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sobre a terceira. Das vantagens e inconve-
nientes dum tal método teremos ocasidio de
falar no decorrer deste trabalho.

2. A Associagao Internacional de Geo-
desia.

O estudo da figura da Terra nio se pode
compreender sem observagdes que abranjam,
senio a totalidade, pelo menos uma grande
extensie da superficie terrestre. Para a rea-
lizagio de tais observagdes é fundamental
um perfeito acordo entre as nagdes, nio 86
para que aquelas tenham sensivelmente a
mesma precisio mas, principalmente, para
que se possam interligar.

O trabalho de coordenaciio e de sistemati-
zagio das observagdes, bem como a compi-
lagio dos estudos acerca da forma da Terra,
tem sido realizado pela Associagio Interna-
cional de Geodesia (AIG).

A AIG que tem hoje, praticamente, repre-
sentacdes de todas as nacdes completou ha
poucos anos o seu primeiro centenario. Criada
com o nome de Associagio Geodésica Inter-
nacional, funcionou desde 1862 até 1914,
altura em que a guerra interrompeu a sua
actividade. Tornada a criar em 1922, ja com
o nome de AIG, a sua actividade tem-se
mantido até & actualidade.

Apraz-nos salientar que o bom entendi-
mento entre as seccdes das diferentes nacdes
permitiu colocar ao servigo da AIG assuntos
tais como as coordenadas geograficas de pon-
tos bem definidos, os quais até ha bem pouco
tempo eram classificados como segredo militar.

A AIG foi primitivamente criada para in-
terligar os pafses do centro da Europa mas
tornou-se rapidamente uma organizacio a
escala planetaria, podendo hoje reenvidicar
com orgulho o titulo da mais antiga organi-
zacdo cientifica mundial.

A sua actividade foi estructurada numa
sequéncia de congressos:

Em Berlim nos anos de 1864 e de 1867,
em Viena (1871), em Dresde (1870), em
Stutgart (1877), em Munique (1880), em Roma
(1883), novamente em Berlim (1886), em
Paris (1889), em Copenhague (1903), em
Budapeste (1906), em Cambridge (1909).
Com esta reuniiio terminou a primeira fase
da vida desta organizacio.

Se quisessemos apontar os nomes da al-
guns geodetas que se distinguiram durante
este perfodo trds aparecem imediatamente
destacados: Gaouss, BEesserL e HELMERT.
Porém, numa organiza¢io deste tipo, é o
trabalho continuo de observacio, sistemati-
zagio e calculo que mais convém destacar.

Durante o primeiro periodo de actividade
da organizagdo pode-se apresentar como obra
realizada :

A Convenciio Internacional do Metro que
permitiu uniformizar as unidades de compri-
mento.

O Servigo Internacional de Latitudes ao
qual esta entregue a conservacio da hora.

A repetigio, com precisdo muito maior,
da observac@io dos arcos em regides de lati-
tude elevada, a que ji fizemos referéncia no
infcio deste trabalho.

A medigio de diversos arcos de paralelos
e de meridianos.

Determinagdes de desvios da vertical, pes-
quisas sobre isostasia e sobre marés terres-
tres, etc.

A seguir a guerra de 1914-1918 voltou a
por-se a necessidade da Institui¢io. A mesma
foi integrada numa Unido Geodésica e Geo-
fisica Internacional da qual passou a ser uma
das Associagdes.

Realizaram-se as Assembleias Gerais de
Roma (1922), Madrid (1924), Praga (1927),
Estocolmo (1930), Lisboa (1933), Edinburgo
(1936), Washington (1939), e a seguir & se-
ganda guerra mundial, Oslo (1948), Bruxelas
(1951), Roma (1954), Toronto (1957), Hel-
sinquia (1960) e Berkeley (1964).

A estructura da AIG tem evoluido sendo
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actualmente formada por cinco sec¢des: de-
terminagio geométrica de posigdes, nivela-
mento e movimentos dos solos, astronomia
geodésica e satélites artificiais, gravimetria e
goeodesia fisica.

Para dar uma primeira ideia da problema-
tica da geodesia contemporidnea, damos a se-
guir um apanhado dos principais problemas
que sido o objecto de cada uma destas sec-
¢hes :

I Seccio: Triangulactes e trilateracdes,
poligonais de alta precisio, bases, medigdes
electromagnéticas e Opticas de distdncias,
nivelamento trigonométrico, refracgéio atmos-
férica, calculo.

II Secgiio: Altitudes, defini¢Bes, nivela-
mento de precisio, métodos e instrumentos,
resultados, precisdes e calculos, movimentos
horizontais e verticais do solo.

IlI Secciio. Métodos de observaciio em
astronomia geodésica, variaciio das latitudes
e das longitudes, problemas da hora, utiliza-
¢do geométrica dos satélites artificiais.

IV Secgio: Medigdes absolutas e relativas
da gravidade, estabelecimento duma rede
gravimétrica mundial homogénia, bases de
calibracgio, estabelecimento de cartas de ano-
malias da gravidade, utilizacio_pratica dos
métodos de redugiio.

V Secgio: Desvios da vertical, redugdes
da gravidade, interpretacio fisica das ano-
malias da gravidade, determinagio do poten-
cial exterior e do campo gravitico terrestre,
utilizacdo dindmica dos satélites artificiais,
marés terrestres.

A estruturagio da AIG em cinco sec¢des
nio é suficiente para abordar os diferentes
problemas da geodesia moderna. Por isso,
sempre que um problema o justifique, é criada
uma Comissio Permanente ou, pelo tempo
que for julgado necessirio, um Grupo Espe.
cial de Estudo (que pode eventualmente ser
desdobrado em subgrupos) a que ficam ades-

trictos o8 membros da AIG a que ele inte-
resse. O problema é estudado por esse grupo
duma forma permanente e, quando se justi-
fique, em sessdes de trabalho.

A seguir ao congresso de Berkeley as
comissdes permanentes ficaram a ser :

1.* Comissdo: Nova compensagio de con-
junto das triangulagdes europeias. 2.* Comis-
sio: Estabelecimento duma rede europeia de
nivelamento unificada (REUN). 3.* Comissiio:
comissdo gravimétrica internacional. 4.°
Comissdio : marés terrestres. 5.* Comissiio:
bibliografiia geodésica. 6.* Comisséio: movi-
mentos recentes da crusta terrestre. T7.*
Comissdo: satélites artificiais.

Quanto aos grupos de estudo foram criados
os seguintes (indicamos entre paréntesis a
secclio a que o grupo diz respeito):

GEE 1 (I) Problemas te6ricos respeitantes
ao calculo e & compensagiio das grandes
triangulagdes. GEE 2 (I) Calculo das redes
de SHORAN (e de processos analogos) e das
grandes geodésicas. GEE 3 (II) Estudo dos
erros sistematicos dos nivelamentos de pre-
cisio por métodos de analise estatistica.
GEE 4 (IIT) Estudo critico dos métodos de
astronomia geodésica. GEE 5; (IV) Deter-
minagdes absolutas da gravidade. Ligagdes
entre estagdes absolutas. Férmula da gravi-
dade normal. GEE b, Técnica das observa-
¢bes gravimétricas. GEE 6 (IV) Estabeleci-
mento duma base europeia de calibragio de
gravimetros. Bases de calibracio GEE 7 (IV)
Sobre a oportunidade da adopgio dum sis-
tema tnico de decomposi¢io em zonas para
o calculo das redugdes topograficas (e isos-
taticas) e para o calculo dos desvios absolutos
da vertical. GEE 8 (V) Redugdes das obser-
vagles gravimétricas com vista i sua utiliza-
¢io na férmula de Stores. GEE 9 (III)
Emprego em geodesia dos resultados das
observagdes lunares e de satélites artificiais
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(eclipses, ocultacdes, fotografias sobre um
campo estelar, etc.). GEE 10 (V) Determi-
nagdo do gebide europeu pelos desvios rela-
tivos da vertical. GEE 11 (V) Interpretagio
geofisica das anomalias da gravidade.
GEE 12 (I) Utilizacdo nos diferentes domi-
nios da geodesia das modernas maquinas de
caleulo (maquinas de cartBes perfurados, de
fita magnética, etc.). GEE 13 (I) Determi-
nag¢io dos movimentos da crusta terrestre
(exceptuando o das marés) por todas as me-
didas susceptiveis de serem realizadas a su-
perficie da Terra. GEE 14 (I) Especifica¢des
das precisdes requeridas para as triangulagdes
e as trilateragdes. Pontos de LarLAacE. Em-
prego combinado de ftrilateragdes e triangu-
lagdes. GEE 15 (V) Estudo das secgdes do
gedide que atravessam largas regides do mar
(Creta, Egipto, Canada, etc.). GEE 16 (V)-
Estudo pratico sobre a aplicagio & férmula
de SToKES das anomalias definidas pela teoria
de J. pE GraaF HuxteEr. GEE 17 (IV) Re-
sultados obtidos por observacgio de satélites
artificiais acerca do campo da gravidade ter-
restre. GEE 18 (IV) Métodos para a deter-
minagiio absoluta da gravidade. GEE 19 (I)
Medigdes electrénicas de distincias. GEE 20
(IV) Medigdes da gravidade no mar (em
submarinos e em navios). GEE 21 Calculos
numéricos com interesse para as grandes
triangulagdes, GEE 22 (II) Estudo do nivel
médio dos mares. GEE 23 Estudo da re-
fracgiio atmosférica. GEE 24 Notagdes e
nomenclatura a usar em geodesia. GEE 25
(III) Observacdes épticas de satdlites artifi-
ciais. GEE 26 (III) Ligacdes geodésicas por
meio de satélites artificiais. GEE 27 (III)
Navegaciio por meio de satélites artificiais.
GEE 28 (V) Dinamica dos satélites artifi-
ciais. -

Demos uma tio extensa lista de agrupa-
mentos da AIG por nos parecer que assim
destacivamos melhor um certo numero de
problemas da geodesia moderna. Teremos

ocasiio de nos referir a alguns particular-
mente.

A Associacio Internacional de Geodesia
publica uma revista, o «Bulletin Géodésique»,
a0 qual fomos buscar os elementos relativos
a esta Associacio.

»*

Redigidas estas notas em 1965, sio publi-
cadas em 1970. Como ndo notar desactuali-
zacdes? As palavras com que abriramos estas
notas confirmaram-se plenamente. Contudo,
quere-nos parecer que o contexto que serviu
de base & redacgiio desta panoramica da
geodesia ainda se mantédm o que justifica
a sua publicagio. Ao fazé-lo, importa assi-
nalar os principais factos que introduzem
desactunalizagbes e os principais pontos onde
uma infludneia subjectiva marcada, pode ter
conduzido a um erro de apreciagdo.

Assim, importa assinalar os seguintes factos
ocorridos durante este perfodo :

a) A conclus@io dos projectos de observacio
baseados nos satélites ECOS, GEOS e PA-
GEOS.

b) A introducio dum novo elipséide inter-
nacional de referéncia: o IAU, 1963.

¢) O infcio dum novo capitulo da geodesia:
o estudo da forma da Lua. A este novo
capitulo deu-se o nome de selenodesia (*).

d) O infcio e possivel conclusiio do projecto
SECOR.

Como influéncia subjectiva, assinalamos a
importdncia excessiva que demos &s observa-

(*) Quere-nos parecer que o nome de geodesia
lunar teria sido mais apropriade. O que realmente se
estd a passar neste momento ¢ o facto do objecto da
geodesia estar a sofrer uma mutagio: de ciéncia que
estuda a forma da Terra tende a transformar-se na
ciéncia que estuda a forma dum Planeta qualquer,
Donde se justifica a conserva¢do do nome da ciéneia
mas ndo o seu conteido. Tal como aconteceu 4 geo-
metria.



92

GAZETA DE MATEMATICA

¢des Gpticas de satélites em detrimento das
observacdes baseadas no efeito DopPPLER-
-Fizeau. O segundo tipo de observagdes reve-
la-se de momento mais preciso do que o
primeiro.

Cowo resultado de tal precisiio, a geodesia
por satélites encontra-se de momento dife-
renciada em dois sectores. Um, o da «geo-
desia rica» utiliza satélites activos do tipo
GEOS e SECOR. E a geodesia dos Estados
Unidos e da Unifio Soviética. O outro, o da
egeodesia pobre», utiliza satélites passivos
do tipo ECO, PAGEOS ou Diamante. E a
geodesia da Europa.

ELEMENTOS
DE GEODESIA DINAMICA

1. Introdugdo.

Mostramos nos dois iltimos capitulos a
importancia que tinha em geodesia a deter-
minagdo do potencial do campo da gravidade.
Essa determinacio fazia-se decompondo o
campo da gravidade num campo de gravi-
dade normal e num campo de perturbagio.
Ao primeiro correspondia um potencial de
gravidade normal e ao segundo um potencial
de perturbagio, 7.

A geodesia dindmica tem por objectivo esta-
dar o campo de gravitagio terrestre. Para
isso, decompde este num campo de gravitacio
normal e num eampo de perturbagio. Para
campo de gravitagio normal toma-se um
campo de simetria esférica. Em tais condi-
¢bes, o potencial de perturbacgio é o mesmo
usado em geodesia fisica quando se toma
como superficie de referéncia uma esfera.

Se desenvolvermos o potencial de pertur-
bacio em série de LEGENDREANOS, tal como
o fizemos nos capitulos anteriores, o problema
central da geodesia dindmica sera o da deter-

minagio dos coeficientes J,, Juim, © Kan:
Essa determinagio faz-se pela anélise das
perturbacdes causadas no movimento dos
satélites artificiais devido & existéncia do
potencial de perturbagio.

Torna-se entdio necessirio separar as per-
turbag¢des causadas pelo campo de pertur-
bagio daquelas devidas a diversos efeitos
parasitarios. Destes, os mais importantes séo
o atrito da atmosfera, a atracgiio do Sol e da
Lua e a pressio da radiagio solar. Destas
perturbagdes parasitarias as de mais dificil
controle sdo a pressiio de radiagdo e o atrito
atmosférico pois dependem grandemente da
actividade solar. A fim de minimizar os seus
efeitos, sio escolhidos satélites cujas 6rbitas
tenham um perigen ndo muito pequeno e um
apogeu néo muito grande, pois a acgio da
atmosfera faz-se sentir quando o =atélite esta
mais proximo da Terra e a perturbacgio cau-
sada pela pressio de radiagio é tanto maior
quanto mais afastado esta o satélite da Terra.
Além disso escolhem-se para estudo satélites
pequenos e pesados.

A orbita é escolhida em conformidade com
a perturbagiio a analisar. Para isso procura-se
uma Orbita que torne maximas as perturba-
¢des de interesse geodésico e minimas as
perturbagdes parasitarias. Em geral, uma dada
perturbagiio nio é estudada s6 relativamente
a uma dada Orbita. Procuram-se observar
satélites em diversas Orbitas, com diferentes
inclinagdes (afastadas em geral da inclinagio
critica), para se obter uma determinagio sufi-
cientemente precisa. Um método a usar é o
da escolha de satélites onde os harménicos
em estudo criem fenémenos de ressonaneia.

2. As equagdes do movimento dum
salélite.

As equagdes do movimento dum satélite
artificial sob a acgio dum campo criado por
um potencial da forma
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sdo mais facilmente deduzidas se utilizarmos
um sistema de coordenadas esféricas. Com
efeito, consideremos um sistema de coorde-
nadas esféricas, com origem no centro de
massas do corpo atraenta e introduzidas por
meio de

x=rcosflcosn

y=rcosfsenn.

z =rsenb

Seri entio
ds?2 =da?+4dy?+ d22=
=—dr2 4+ 1r2d 62 4 r2cos20d 2

e a for¢a viva do satélite, que supomos de
massa m, Bera

(2) 2T =m(r2+ 1262 4 72 cos20v2).

Com auxilio das equagBes de LAGRANGE
obtemos para componentes da aceleragio da
particula.

A Y W WS
i3 (dt or ar) m

nnL(_d_ a&j‘_ aT)= 1 Q

m dt 09 00 mr
| d 8T_ BT)_ 1
g dt on on mrcosf

onde as segundas ignaldades sio uma conse-
quéncia de ser o trabalho realizado pelo
campo, quando o satélite sofre um desloca-
mento d P, igual a

Q. dr+Qdbé+Q,dn=
=m(ydr+yPrdd+y'rcosbdn).

dW = Qd P =
=my'dP;

Com a forga viva dada por (2) e o poten-
cial da intensidade de campo dado por (1), as
equacgdes do movimento podem ser escritas

3) 7"'=r”—r9'9—rc0599n'9=—-—-—6W
ar
1 1 oW
6 == —(720')) —rcosfsenfvn'2=— ——
2 == (r20') v
P = (72 cos207) = . L
T COS rcosB 9n

A decomposi¢ao do potencial, no potencial
de gravitagiio normal e no potencial de per-
turbagiio 7', permite-nos escrever, em vez de
(3), as equagdes com a forma

=

fM___a

"' —7r0'2 —rcos260'? + =
r

or
l—(rﬂe)'—l-rcosesenen‘ﬂz-—:: —‘;—Z )
1 o T

rcosf 9mn 5

(r2cos27') =
rcos

3. O problema dos dois corpos.

Se anularmos os segundos membros do
sistema de equagdes I, obtemos as equagdes
do movimento dum satélite sob a accio do
campo de gravitagio normal escolhido. E o
conhecido problema dos dois corpos, visto o
anulamento do segundo membro equivaler a
admitir que o corpo atraente tem simetria
esférica. As equacdes I tomam a forma

j‘M

v —1r0'2—rcos26v24 L — =0

--;:_—(r2 9') 4+ rcosfsendn'2=0  (II)

(12 cos267) =0.
rcosb
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Adoptamos, ao estabelecer o sistema de
equacdes, um sistema de coordenadas esférico
cujo plano de referéncia era arbitrario. Va-
mos agora admitir que esse plano contém no
instante 7;, nfio s6 o ponto material, como
ainda é paralelo a velocidade dele no mesmo
instante. Por outras palavras, vamos admitir
que no instante t, 6 n=n'=0. Em tais
condigdes, a tltima das equagdes 1I admite o
integral primeiro 72cos206n'=%k que se reduz
a 7 =0. Com uma segunda integracio re-
sultarda n=k; = 0. Vemos que a trajectéria
do ponto material é uma curva plana que
estd agora contida no plano de referéncia.
Em tais condigdes o sistema II toma a forma
mais simples

fM

©) roer I 0

(r26) = 0.

A segunda equacgio da origem ao integral
primeiro

1
3 — 20 =k
©) 2:-

que exprime que a velocidade areolar é cons-
tante. A eliminagiio do tempo entre a pri-
meira das equagdes (2) e (3) di-nos uma
nova equagio que determina a trajectéria.
Seja 1/r=u=f(0) a sua solugdo. Sera entio

dr _dr du, 1 2k du
Bt - dw d8" . . . da .
=_2,r,;d_“
do
gty =—2kd2u -9'=—4k9‘u2d2u
d2 d 62 d 62

e, portanto, essa equagiio escrever-se-a

(4)

M
em que m=-—,
4 k2

Esta equagiio tem uma
solugdio da forma u—m = kecos(6 —0,) o
que mostra que a trajectéria, visto nio ter
pontos impréprios, 6 uma elipse. Escrevemos

a solugiio de (4) com a forma

1+ecosb

1  14ecos(d—8)
a(l —e?) 3

®) r a(l—e?)

A integraciio do sistema II leva ao apare-
cimento de seis constantes. A forma como
eliminamos n, mostra-nos que duas das cons-
tantes deverdio determinar o plano da tra-
jectéria. Duas outras determinam a forma
da elipse (D) descrita pelo satélite. Final-
mente, as duas restantes sio necesséarias para
determinar o movimento do satélite na sua
6rbita. Tomaremos, para definir a o6rbita
descrita pelo ponto, o semi-eixo maior, a,
e a excentricidade, e. O plano da Orbita
ficard definido pelo conhecimento da sua
inclinagéio, ¢ sobre o plano de referéncia
XO0Y e ainda pelo conhecimento dum seu
ponto nesse plano. Chamamos nodo ascen-
dente o ponto em que o satélite passa do
hemisfério Sul para o hemisfério Norte.
A outra constante a ser introduzida é a
ascensio recta (ou a longitude) do nodo
ascendente, Q. Por fim, para determinar o
movimento do astro, introduzimos o instante,
7, em que ele passa mais préximo do corpo
atraente (Instante da passagem no periastro)
e o argumento do periastro, w, que é o arco
da 6rbita compreendido entre o nodo ascen-
dente e o periastro. A estas constantes a, ¢,
w, ¢, v, da-se o nome de constantes elip-
ticas.

Para acabar de resolver o problema dos
dois corpos, torna-se necessario fazer ainda
a integracdo de (3). Para a fazermos, vamos
introduzir a variavel auxiliar £ dada por

(6) r=a(l —ecos E).



GAZETA DE MATEMATICA 95
Sera M=n(t—r)
1—e2—(1+ecosv). (1 —ecos E) E=csenE =M
v 1+4e E
e portanto tg—é—= \/ I'—e tg? (I11)
S r=a(l —ecos E)
) 008 Y ey » tg (e — Q) = cositg (o + v)
send = senzsen(w + v).
-SEAPR 1 —e2sen B
~ 1—ecosE z
ou, o que é equivalente,
1—cosv 1+e E
8) tg?—— - tg2 —.
£). o 2 14 cosv 1—e g 2 T \
Finalmente, derivando (7), teremos & X\ S
*
(1 —e2)sen £ o
sen v = 12
dE (1—ecosk)? i Al x-S

ou seja
) B0 L V] — et 3
dE ~ l1l—ecoskE

Utilizando esta relagio e (6) para fazer
uma mudanga de variavel em (3), somos con-
duzidos a

(10) r’%%=-2k=a’$’l—eﬂ(ln-ecosE)%

Introduzindo a constante auxiliar

2k
a2yl —¢2

n=

e fazendo a integragiio temos
(11) E—esenE=n(t—n).

A posicio do corpo atraido sera entio
determinada por meio de

Usando (6), (9) e (10) vemos que
(?)2—% r2 (ﬁ)2= e (a2—a?e2con2E).
t

di r?
Usando novamente (6) podemos formar a
constante das forcas vivas

'*=~[( VE

n2 q? n2a% —
P 2 7
0 que mostra ser
(12) 2h=—12%a2 n2ad=F M,

Finalmente, a partir de (10), vemos que o
momento cinético da unidade de massa, cons-
tantemente normal ao plano da orbita, tem
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a grandeza do .dQ V1—e2
?‘t- + CcOS8 iw—w[— cosv R +

(18) r’—a;—: =na?Vl—e =VfMa(l—e?).

As suas coordenadas no referencial celeste
que introduzimos anteriormente, serdo

VfMa(l—e3)senisenQ,

VfMa(1—e2)senicosQ,Vfa(l— e3)coss.

4. A analise das perturbagdes.

Mostramos ja como obter as equagdes de
LacrANGE quando se toma como coordenadas
esféricas r,«,d. Isto 6 tomamos como plano
de referéncia o plano equatorial. Porém, o
método que usamos é geral: poderfamos ter
tomado como plano de referéncia um plano
qualquer. As equagdes das perturbacgdes sim-
plificam-se-grandemente quando se toma para
plano de referéncia o plano da orbita no
instante ¢. Com efeito, nesse caso, 0 momento
de inércia é normal ao plano de referéncia.
Em vez de « usamos v. Podemos decom-
por a forga perturbadora numa componente
radial, B, numa componente transversa, 7’
(situada no plano da 6rbita) e numa compo-
nente bitransversa, B (Perpendicular ao
plano da érbita). Em tais condigdes as equa-
¢bes de LAGRANGE s#o:

da 2
7d_.t..mm/l—_eg[essen*vff.’«}-(l-{-ec-:nw)i"]

% — _Ml'lﬂzen[sen v R + (cos v + cos E) T

di V1=

cos (o 4 v)
iat . ne 8

1+ ecosv

i@ _Yi_ e Iv)

dt nasent

sen (o + v) B
1+ ecosv

+senv(1+—1-——)T:|
1+ ecosv

dr 1l /dow .dQ 1
———[— Fco8t— ) =
dt n \dt di n2a

2(1 —e2)sen E — 3nesen?v (i —7) P
(1 4+ ecosv)sen E '
3senv

sen 7

n(t_—:)T].

Como em I a forga perturbadora é dada

pelas suas componentes radial (R il T) -

or
meridiana (JP ==‘L—‘)T> e perpendiecular
r 98
(P= k ‘Hn) sera
rsend Ju
R=FR
1) T = Mcos¥ + PsenX

B = MsenX— Pcos¥X

em que X é o dngulo que o plano meridiano
que contem o satélite faz com o plano da
orbita. Pela figura da pagina 95 vemos que

cos? = cosdsenX
@) senzcos (o + v) = cos d cos X
sen ¢ sen (w + v) = send.

King-HELE toma em primeira aproximagio
P =0. Corresponde isso a considerar o
corpo atraente como sendo de revolugéo. Uma
tal aproximagio, porém, s6 pode ser valida
quando a inclinagiio da 6rbita nio for pequena.
Para pequenos valores de Z, o factor que

multiplica 2 é grande e portanto P toma

valores consideraveis. Isso mostra-nos que
se devem usar satélites com Orbitas de pe-
quena inclinagio quando se desejam determi-
nar os harmdnicos em xadrez.
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Uma variante das equagdes de LAGRANGE
quando, como no caso presente, as forcgas de
perturbagiio derivam dum potencial 7', é

ﬂ 4 2L QR
dt n2a 97
ﬂ_ V1i—é2 aT_l—e'4’ oT
G .mate Jw n2a2e 97
o T
dt na?yl —e2sent o Q
i
te —
S Y
na2yl—e? Jw
V)
ae 1 oT
dt na2yl—e2sent 9%
A tg —
do  VIi—e 9T -2 o7
dt na%e oJe na2yl—e2 9%
fai s T 1l a T

dt n2a Ja n2a2e ge

Véarios outros sistemas equivalentes tém
sido usados. Entre eles destaca-se o obtido
por DELAUNAY para o estudo do movimento
lunar. Em todos esses sistemas, bem como
nos que ja referimos, torna-se necessario
exprimir o segundo membro em fungio dos
elementos elipticos e do tempo.

As perturbacdes a estudar sio decompostas
como habitualmente, em perturbagdes perid-
dicas e seculares. No estudo das perturbagdes
seculares ndo 6 necessario entrar em consi-
deragio com os coeficientes Jy,, © K, pois,
a existéncia do movimento de rotagdo da
Terra, ¢ suficiente para fazer com gue as per-
turbagbes correspondentes sejam periddicas.

O potencial de perturbagdo causa pertur-
bagdes mais sensiveis no movimento do peri-
geu e do nodo ascendente. Daf, utilizarem-se

quase exclusivamente, as equagdes em Q e
w para o estudo do potencial terrestre, A
introducéo dos elementos da 6rbita nas equa-
¢des das perturbagdes permite dar as equagdes
das perturbagdes seculares a forma

dQ
——=Zndyt Zenm I Ju
7 ¢ 4+ 2

(3)
do
———=2d,Jy + 2damJr Ju
dt +

em que os coeficientes ¢y, Cim, dy © dpm
sio funcdes dos elementos elipticos. Assim,
por exemplo, KiNg-HELE (considerando 86

quantidades até & ordem de J3) obtém

a0 1 X8 3
4 — cosi| — J;
) B ”(1—32) 0“[2 2t

2 i
L B 1 J2(5cosz 1).
¢ 4 1—e¢?

A segunda destas equagles mostra-nos a
importancia que tém as 6rbitas com a ineli-
nagiio 7= 63,4° para as quais Hcos2i=1.
E de notar que um grande niimero de satéli-
tes soviéticos tém uma inclinagio préxima.
Isso permite diminuir as perturbagdes cau-
sadas por J, no movimento do perigeu.

A utilizagiio de (3), calculado para diferen-
tes satélites em Orbitas distintas, e com incli-
nagdes variadas, permite, depois de determi-

nado por observagdes determinar os

coeficientes J,. King-HeLE, por exemplo, faz
uma determinagiio simultinea de Jy, Jy e
Jg usando o Sputnik 2 (¢ = 65%), o Van-
guard 1 (¢=349) e o Explorer 4 (i=500).
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Em 1963 melhora o resultado obtido pelo
estudo do movimento do nodo de sete satélites
com inclinagdes variando de 28,80 até 97,49,
Kozar em 1962 utiliza igualmente sete saté-
lites mas com um nimero menor de 6rbitas.

Breve analise dos resultados obtidos.

Foram ja realizadas varias determinagdes
dos coeficientes .J,. Assim, dos valores comu-
nicados ao congresso de Berkeley, destacamos
os de Kimnag-HeELE e KosAr a que ja fizemos
referéncia.

Ambas as determinagdes foram feitas pelo
estudo do movimento secular do nodo ascen-
dente. Os valores obtidos foram :

(Entre paréntesis indicam-se as precisdes
obtidas)

2108 J 108 JG.108 Jg.108 Jy0.106 J;p.108

Kosax

+1082.48 —1.84 +0.39 +0.002
(0.04) (0.09) (0.09) (0.07)

Kimva-Here

+10828 —1.03 4072 +0.34 —0.50 +40.44
©1) (02) (0.2) (0.2) (0.2) (0.2

Os coeficientes de ordem fmpar foram es-
‘tadados por meio das variagdes periddicas
do perigeu, da excentricidade, da inclinagiio
e do nodo ascendente. Kosa1 d4a-nos os valores

J3. 100 J5.106 108 Jp.106
—2.562 —0.064 —0.470 —0.117
(0.007)  (0.007) (0.010)  (0.011)

Estes resultados melhoram muito os que
tinham sido obtidos por métodos gravimétri-
cos. Com efeito JEFFREYS tinha chegado aos
valores :

Jy = (+ 1098 +5).10~°, J; = (— 0.4+ 2.8).10-°
Jy=(—2.242.1).10-

valores estes que sio de muito menor pre-
cisdo.

Podera supor-se, pelos valores dados, que
os métodos da geodesia dindmica vém subs-
tituir, com vantagem, os métodos da gravi-
metria. Isso 86 em parte é verdade. Com
efeito, a observacio de satélites permite de-
terminar, com uma muito grande precisio, os
harménicos de ordem inferior. A precisiio
com que se fazem estas determinag¢des vai
diminuindo & medida que a ordem dos har-
moénicos vai aumentando. Pelo contrario, a
precisio com que se fazem as determinagdes
pelos métodos gravimétricos é independente
da ordem dos harmoénicos. Além disso, cer-
tamente essa precisio melhorard & medida
que forem aumentando o nimero de obser-
vagdes gravimétricas realizadas. Desta forma,
é de esperar que os métodos gravimétricos
e o8 métodos da geodesia dindmica se comple-
tem harmoniosamente para, conjuntamente,
determinarem o potencial terrestre.

5. Conclusdo.

Ao apresentar os diferentes métodos usa-
dos para determinar a forma da Terra, pro-
curamos mostrar os problemas ligados a cada
um. Para isso tivemos que os estudar sepa-
radamente desarticulando em parte a ciéncia
geodésica. Na verdade esta, para fazer esse
estudo, n#o recorre alternadamente a um e
outro método mas, bem ao contrario, procura
utiliza-los simultdneamente.

Ja demos alguns exemplos da colaboragio
existente entre os diferentes métodos utiliza-
dos. Assim, vimos como o conceito de cota
geopotencial .eru obtido a partir do nivela-
mento @ da gravimetria. Vimos igualmente’
no fim do paragrafo anterior, que o potencial
terrestre era determinado pela colaboragio
da gravimetria e da geodesia dindmica. Outros

-exemplos de trabalho conjunto dos diferentes

ramos da geodesia podem ser apresentados.






