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La Induccién Matemética

por Eduardo H. del Busto

(Conclusio do nimero anterior)

3. 2. El clérigo Francisco Maurolico, ci-
tado bajo las formas latinizadas de sus nom-
bres por Franciscus Maurolicus o Maurolikus
(conocido por la dialectizacién italica de Ma-
rullo o la pronunciacién esdrijula de su
apellido, originariamente grave) naci6 en Mes-
sina (Sicilia) en 1494 y muri6 en la misma
ciudad, donde habia residido, en el afio 1575.

Era de ascendencia griega.

Por la larga y talentosa labor que desplegé
como astrénomo, poeta, historiador, mate-
matico y profesor, sus conciudadanos le tuvie-
ron en gran estima y le dieron el apodo de
Segundo Arquimedes. En lo que respecta a
nuestro ensayo, el apodo es merecido y elo-
cuente de por sf.

Escribié sobre aritmética especulativa,
sobre perspectiva (materia donde demuestra
conocer el método de la proyeceién central),
sobre Optica (tema que le debe la primera
explicacién cientifica de la funcién que cum-
plen las gafas), sobre musica (ciencia mate-
matica segin la tradicién pitagérica), sobre
algebra, sobre esférica, sobre el astrolabio y
la gnomoénica.

Se conoce la n6mina de las obras de Mau-
rolico por una carta dirigida al Cardenal
Bembo, pero la gran mayoria de los escritos
del maestro siciliano se han perdido. Se le
adjudican una Cosmografia, 1543, muy citada,
y un tratado de algebra que no se ha con-
servado. Parte de sus escritos se hallan en
el libro intitulado Opuscula Mathematica, 2
vol., publicado en Venecia en 1575, obra
interesante cuyo primer volumen proviene de
una redaceién de 1553, y cuyo segundo volu-
men incluia los Arithmeticorum Ulibri duo,

escritos en 1557 y publicados en volumen
aparte en 1580.

Referente a la aritmética, Maurolico no se
sali6 grandemente del estudio de los neopi-
tagéricos Teén de Esmirna y Nicémaco de
Gerasa. Es evidente el profundo conocimiento
que tenia de los libros aritméticos euclideos,
segin se infiere con facilidad observando su
copiosa obra de erudito y critico traductor.
En efecto, examina y considera insuficiente
la edicién que de los FElementos euclideos
habia hecho en 1505 el veneciano Bartolomeo
Zamberti, uno de los responsables del apela-
tivo erréneo atribuido por largo tiempo a
Euclides («Euclides Megarensis, philosophi
platonici», decia equivocadamente).

Maurolico tradujo al latin los Phenomena
de Euclides.

Tampoco satisfizo al erudito siciliano la
edicién de las Cénicas de Apolonio, publi-
cada por el veneciano Memo en 1537 ; edi-
cion incompleta, que sélo comprendia los cua-
tro primeros libros, ya que los restantes atn
no habian sido hallados. En una publicacién,
Maurolico se aventuré a conjeturar el conte-
nido de los libros quinto y sexto. Cuando
posteriormente se descubrieron las versiones
arabes de aquellos dos libros, se comprobé
que Maurolico habia acertado en cuanto a la
materia del VI; no asi en cuanto al V. El
acierto significa la agudeza del siciliano; y
el desacierto, con ser tal, prueba, no obs-
tante, que Maurglico es el primer innovador
en la teoria de las cénicas, después de Apo-
lonio. En ambas cosas demostraba talento
creador.

Realizé6 otros estudios geométricos como
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los correspondientes al geémetra Sereno, y
se dedico a profundas reflexiones sobre las
obras astronémicas de Autolico de Pitana,
Teodosio de Tripoli y Menelao de Alejandria,
todas ellas traducidas al latin por Maurolico.

Asf como Regiomontano recomendé el uso
de la tangente (con ventajas sobre el seno y
el coseno), Maurolico, como después Georg
Joachin-aquel discipulo de Copérnico llamado
corrientemente Rhaeticus (1514 a 1577) —
recomendé el empleo de una nueva linea tri-
gonométrica que defini6 y tabul6 para valo-
res de 0° a 45° en la Tavola benefica, 1558.
Dicha linea fue bautizada por Fincke con el
nombre de secante.

Maurolico prest6 gran atencién a las obras
de Arquimedes de Siracusa, el genial ge6me-
tra helenistico (también de Sicilia) con quien
se lo iba a parangonar. Le interesé el tema
concerniente a los centros de gravedad, reno-
vando el impulso de su estudio en Europa
donde, por entonces, se desconocian los tra-
bajos arabes en torno a esta ciencia arquime-
diana. El clérigo de Messina es, pues, el pri-
mer europeo que retorna a ella.

Acaso el excesivo celo platénico por me-
nospreciar las cosas tangibles habia apartado
a los cientificos europeos de aquel método de
Arquimedes, simbiosis de mecéanica y arte
deductivo, de tantos logros en la teorfa del
baricentro, en los problemas de cuadraturas
y en otras conquistas del famoso defensor de
Siracusa. A pesar del veto de los platénicos,
Maurolico pone su atenci6én, precisamente, en
la determinacién de los centros de gravedad,
porque cree que por alli pasa el buen camino
que le ayudara a resolver el problema de la
triseccién del angulo. Estaba equivocado, sf,
pero lo que nos importa destacar es que no
vacila en echar mano a estudios no muy orto-
doxos desde el punto de vista platénico, y
que en buena medida — como se ve en «El
Método» de Arquimedes —, se basan en la
Fisica mas que en la Matematica pura. Sabido
es que Arquimedes los empleaba como recur-

sos de descubrimieunto, habiles para sopesar
conjeturas de origen empirico.

Los estudios, las ediciones criticas y las
traducciones de Maurolico se difundieron en
todos los centros cultos de Europa, donde
cundi6 su fama de profundo conocedor de
Euclides, Arquimedes, Apolonio, aparte de
su reconocida versacién en un cimulo de
materias diversas. Por eso sus ensefianzas y
sus lecciones se recordaban y alababan mucho
tiempo después de su muerte.

La biografia del clérigo siciliano se ha
recogido en tres obras fundamentales :

— «Vida de Maurolico escrita por sun
sobrino», 1613 ;

— D. Scina, Elogio di Francesco Maurolico,
Palermo, 1808 ;

— C. Macrl, Maurolico nella vita e negli
scritti, Messina, 1901.

Respecto del principio de induccién com-
pleta, lo que se ha atribuido a Maurelico
merece comentario aparte.

3. 3. En el primero de los Arithmeticorum
libri duo, Maurolico emplea razonamientos
donde se exhiben procesos hereditarios, como
hemos venido llamandolos hasta aqui. Al efec-
tuar la demostracién de las proposiciones 13,
15, 65, 66 y 67, Maurolico razona sin mayo-
res variantes en la forma, pero dandose per-
fecta cuenta de que se halla empleando un
procedimiento demostrativo especial y dife-
rente de otros muy comunes en la mate-
matica.

Asi, al iniciar el tratamiento de un con-
junto de proposiciones aritméticas, declara
abiertamente que estd «anhelando muchas
veces demostrarlas por un camino mas facil»
y — prosigue — «o bien hacer la demostra-
cion de algunas antes descuidadas u olvida-
das». El camino mds facil, en el decir de
Maurolico, es el método de recurrencia.

En efecto, el asunto que preocupaba a
Maurolico en las proposiciones antes enume-
radas, se referia a ciertas propiedades numsé-
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ricas. Presentaba una tabla de ntimeros en la
disposicién que sigue, y preguntaba por algu-
nas relaciones entre diversas columnas de
enteros positivos.

Observemos primero la tabla.

1
Rty | s | 4 RS
s & @ -] e @ = s &l
£ | 2 g £5 3 Ese
= ° =t 3 151 feoe
1 0 1 1 1 0
2 2 3 3 4 2
3 4 5 6 9 6
4 6 T 10 16 12
5 8 9 15 25 20
6 10 11 21 36 30
7 12 13 28 49 42
n e, 0, k 8, L

En la nomenclatura de Maurolico, los niime-
ros de la misma fila y distinta columna se
llaman colaterales.

En los subparrafos a), b), ¢) y d) transeri-
bimos cuatro de los teoremas demostrados
por Maurolico de acuerdo con ese camino
mas facil que él mencionaba. En ¢) y d)
vamos a transcribir también la demostracién
del siciliano; no asf en a) y b), donde rigen
los mismos métodos, pero no consideramos
necesario dilatar la extensién de este capi-
tulo con simples repeticiones.

a) Los nidimeros impares se obtienen de la
unidad por sucesivas adiciones del 2.

(Nosotros podriamos escribir la férmula:

0,+ 2 = 04,1)
b) Un nimero cuadrado mds el impar cola-

teral del siguiente da el cuadrado siguiente.
(Nosotros podriamos escribir la férmula:

8n + Ont1 = 8as1)

¢) Todo entero mds el entero que le precede
iguala al nimero impar colateral del primer
entero.

(Nosotros podriamos escribir la férmula:

n+(n—1)=0,,)

Demostracién de Maurolico. El entero 2 mas
el 1 da el entero 3, impar colateral del 2.
Ademas, 2 4+ 3 =5, nimero que en virtud
de la proposicion a) es impar. Pues bien,
cuando a 4 le sumamos 3, le estamos sumando
un 2 al 5, y esto da T, colateral del 4. Y
asi ad infinitum.

d) La suma de los n primeros impares es
igual al n-ésimo nimero cuadrado.

(Nosotros podriamos escribir la férmula:

0140z + -+ + 0p = 8,)

Demostracién de Maurolico. Vemos que
1+ 3 =4, segundo niimero cuadrado. Este
4 agregado al tercer impar, que es D, da 9:
tercer nimero cuadrado. Analogamente,
9 + 7T=16, cuarto ntimero cuadrado. Y asf
sucesivamente. Lia proposicién queda demos-
trada apoyandosela en un teorema anterior
de Maurolico: «Todo niimero cuadrado mas
el siguiente impar iguala al cuadrado si-
guiente».

Fijémonos bien en ¢l procedimiento seguido
en la demostracién de estas proposiciones.
En primer lugar, se hace la verificacién de
la propiedad para un primer elemento ; des-
pués se busca convalidar dicha propiedad
respecto de un elemento diverso del primero ;
por fin, se observa que el proceso es here-
ditario y que continta, sin modificaciones,
indefinidamente. s Qué significa este «indefi-
nidamente» sino la totalidad de los casos ?

La sémejanza del método de Maurolico y
el de Arquimedes es perfecta. La indole de
los teoremas expuestos segiin este método por
el clérigb de Messina, es aritmética ; pero el
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esquema es enteramente igual al empleado
por el autor de Sobre el equilibrio de planos.

3. 4. Quien primero llamé la atencién de
los matematicos sobre el proceso inductivo
de Francesco Maurolico fue el historiador
italiano Giovanni Vacca, quien, aparte de
unas breves notas que habia agregado al
Formulaire de Mathématiques de Peano (el
primero de cuyos cinco volimenes aparecid
en Turin en 1895) con motivo del principio
de inducecién matematica, escribié también,
en 1903, una investigacién mas prolija publi-
cada después en el Bulletin of the American
Mathematical Society, tomo X VI (1909-1910),
pag. 70, bajo el elocuente titulo de.

«Maurolycus, the first discover of the prin-
ciple of mathematical induction».

Los comentarios de Vacea fueron repro-
ducidos en la Revue de Métaphysique et de
Morale, aiio 1911, pag. 30.

No cabe duda que las afirmaciones de estos
articulos debfan de resultar muy interesantes
por entonces, pues hasta ese momento pre-
dominaba la opinién de Moritz Cantor, quien

atribufa a Pascal el descubrimiento (o el

explicito reconocimiento) del método de induc-
ci6n matematica.

La tesis sostenida por Giovanni Vacea no
se remonta a Arquimedes y, ademas, deja la
impresi6n de que dicho método surge en Man-
rolico sin precedente ninguno. El retroceso
hasta Arquimedes, no obstante, nos parece
en la actualidad muy comprensible, aten-
diendo a la funcién desempeiiada por el clé-
rigo siciliano en su larga trayectoria como
erudito critico y traductor de obras de los
clasicos griegos, en los cuales ha inspirado
sus mayores éxitos.

W. H. Bussey (de Minesota) es autor de
un articulo titulado «The origin of the mathe-
matical induction», 7%e American Mathema-
tical Monthly, XXIV, 1917, pag. 199, en
donde la tesis de Giovanni Vacca esti desar-
rollada e iluminada con ejemplos oportunos

y comentarios sumamente precisos, tan nece-
sarios para comprender mejor el pensamiento
de Maurolico, cuyas obras no son de facil
acceso para el lector corriente.

PASCAL, FERMAT Y OTROS, SOBRE
EL MISMO TEMA

4.1. Se admite por lo comin que uno de
los optisculos mas significativos de Blaise
Pascal (1623 a 1662) es el que lleva por
titulo De l'esprit géoméirique et de Uart de
persuader. No se sabe bien cuando fue eserito,
aunque se presume data de 1654 o, a mas
tardar, de 1638.

Era nacia 1655 cuando Pascal ingresaba
al monasterio cirterciense de Port-Royal,
cerca de Paris, el mas célebre centro de dis-
putas teol6gicas y de las mas sutiles elucu-
braciones l6gicas de toda Francia. Era hacia
1654 cuando Pascal concluia el Traité du
triangle arithmétique, avec quelques autres
petits traités sur la méme matiere.

Correlacionando las fechas antes citadas,
es facil comprender que el genial francés
pasaba por un periodo particularmente fecundo
dentro de su corta vida, sumido en profundas
reflexiones acerca de cuestiones légicas y en
los diversos modos de razonamiento.

Por ello no debe extraiiarnos que, ain
cuando se entretuviese considerando las pro-
piedades del tridangulo aritmético, se preocu-
para tanto por poner en plena luz el proceso
argumental seguido por él al establecer la
verdad de un teorema. El tema es de Com-
binatoria (si bien esta palabra no estaba en
uso todavia) y, al tratarlo con detalle, llega
a una proposicién — por Pascal denominada
Consecuencia 12 — cuya demostracién realiza
por induceién completa.

Va de suyo que el autor del Traité, movido
por su finisimo espiritu l6gico, expone las



GAZETA DE MATEMATICA

fases del proceso de recurrencia con una jus-
teza, claridad y elegancia que carecen de
precedentes,

Por no entretener al lector con comenta-
rios largos (por ejemplo, acerca de la defi-
nicién y denotacién del tridangulo aritmético),
nos limitamos a glosar la observacién que
precede a la prueba de la citada Consecuen-
cia 12, donde se ofrece el esquema pascaliano
de la induccién completa.

Poco méas o menos, dice Pascal: «Aunque
esta proposicién (la Consecuencia 12) tenga
una infinidad de casos, daré de ella una
demostracién muy corta suponiendo dos
lemas :

«El primero, evidente por si mismo, es que
la proposicién es cierta en un primer caso,
como se verifica con sbélo observar la dispo-
sicién del triangulo ;

«] segundo, que si la proposicién vale en
un caso cualquiera, valdra necesariamente en
el siguiente.

«De donde surge que vale necesariamente
en todos los casos, pues vale en el primero
por el primer lema ; entonces por el segundo
lema vale en el segundo caso; entonces, en
el tercero, y asf hasta el infinito».

Esta certera y luminosa explicacién de Pas-
cal precediendo a la famosa Consecuencia 12,
indujo a Moritz Cantor a afirmar que en ella
se halla el primer empleo completo y siste-
matico del principio de induccién. En verdad,
nadie lo habia enunciado antes con tan nota-
ble precisién.

Blaise Pascal utiliza el mismo principio en
la demostraciéon de varias proposiciones de
combinatoria, como son las nimeros 9, 10 y
11 del Traité des ordres numériques. Pero nos
informa, también puntualmente, que su vene-
rado amigo Pierre de Fermat (1601 a 1665),
en ocasién de haberse ocupado de analoga
materia, habia llegado a una consecuencia
similar a la 12 de Pascal, salvo acaso en el
enunciado.

En el Traité du triangle arithmétique Pas-

cal no cita a Maurolico. Pero conocia bien la
obra del siciliano, pues, en una carta dirigida

.al Consejero del Rey Pierre de Carcavi,

fechada en 1658, en la cnal da cuenta de sus
estudios sobre el centro de graveddad, mate-
ria de estirpe arquimediana que le obliga a
ciertas digresiones sobre propiedades numé-
ricas, manifiesta textualmente Pascal :

«Cela est aisé par Maurolic et de 1a parait
la verité de ma proposition».

4. 2. Sin duda, también conocia Pascal la
obra de Bachet, segin lo deja entrever la
copiosa correspondencia mantenida con Pierre
de Fermat con relacién al Calculo de Proba-
bilidades y a cuestiones anexas a la teorfa de
los nimeros, donde ambos franceses habfan
incursionado — en forma particularmente
sobresaliente, F'ermat — prosiguniendo la tra-
yectoria marcada por Diofanto de Alejandria
trece siglos antes.

Claude-Gaspar Bachet, Sefior de Méziriac
(1581 a 1638), fue un erudito humanista fran-
cés cuya gloria mayor consiste en la edicion
critica de la Aritmética de Diofanto, obra a
la cual enriquecié con notas y comentarios
substanciales, caracteristicos de un matema-
tico profundo.

La Historia lo recuerda asimismo por los
Problémes plaisants et délectables qui se font
par les nombres, libro donde se reinicia la via
de la matematica recreativa, interrumpida en
la Antologia griega, corriente en la KEdad
Media. Compuso ademas unos ZKlementos de
aritmética, que no dio a la prensa, pero,
sobre todo, se destaca por haber reactivado
el interés por las disciplinas algebraicas,
hasta entonces tenidas muy en menos en vir-
tud del incuestionable predominio de los estu-
dios geométricos euclideos.

Se suele citar a Bachet entre quienes
hacfan uso de la técnica de la inducecién com-
pleta de Maurolico, antes del mismo Pascal.
Por ese conducto acaso, también sea heredero
Pascal de Maurolico.
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4. 3. Serfa injusto e histéricamente incor-
recto no detenerse un instante en Pierre de
Fermat (1601 a 1665) al trazar el desarrollo
del razonamiento por recurrencia. Fermat,
de quien Pascal habia dicho

acelui de toute I’Europe que je tiens pour
le plus grand géométren.

habfa estudiado los libros de Diofanto en
la ediccién de Bachet, utilizando los marge-
nes del texto para anotar, muy sumariamente,
algunos de los mas notables resultados de la
teorfa de los nimeros.

Aparte de esas notas muy poco ha dejado
escrito Fermat y menos atn acerca de los
métodos de descubrimiento y demostracién
usados por él, No obstante, existe una carta
que le remiti6 al matematico aficionado Pierre
de Carcavi, en la cual se explica el método del
descenso infinito, por otro nombre, méfodo
de las cascadas, del que daremos una ligera
idea.

Fermat no era un matematico profesional,
sino un probo funcionario que en sus momen-
tos de ocio se entretenia con las matema-
ticas. En uno de esos momentos descubrié
que todo numero primo de la forma 4n + 1
es la suma de dos cuadrados, como por
ejemplo, 13 =32 4+ 22, 17 = 42 12,
101 = 102 + 12, ete. La demostracién del
teorema no fue dejada por Fermat, pero, en
el afio 1659, en carta a Carcavi, menciona
las dificultates que habia tenido para procu-
rarse la prueba, a la cual habfa llegado —
dice — utilizando un «nuevo procedimiento»
cuya descripeién es como sigue :

Parto — nos dice Fermat — sduponiendo lo
contrario de lo que voy a demostrar y, asi,
supongo que algin nimero primo de la forma
4n+1 no es la suma de dos cumadrados.
Entonces demuestro que existe otro niimero
primo, menor que aquél y también de forma
4n + 1, que tampoco es suma de dos cua-
drados. De este caso, a mi vez, desciendo a
otro primo menor todavia pero de la misma
forma, que tampoco es suma de dos cuadra-

dos. Y continto asi hasta llegar al 5, el
menor de todos los primos de la forma 4n 41,
del cual en virtud de la demostracién que
vengo siguiendo debo afirmar que no es igual
a la suma de dos cuadrados. He aqui, al cabo,
una contradicién, pues b = 22 4 12,

La contradicién proviene de haber supuesto
un nimero primo de la forma 4n 4+ 1 que
no sea suma de dos cuadrados. Queda, pues,
demostrado por el absurdo el teorema descu-
bierto por Fermat -.. Lastima grande que su
descubridor no nos explicé c6mo se trasla-
daba de un caso al anterior, para obtener la
certeza de que la propiedad erréneamente
supuesta se transferia en forma necesaria
durante el retroceso. Por ello el talento de
Leonhard Euler (1707 a 1783) consumié siete
afios en bisqueda de la deméstracion del teo-
rema de Fermat, hallandola por fin.

El método de las cascadas es de muy difi-
cil aplicacién, porque no se halla, por lo
general, la manera de retroceder deductiva-
mente y llegar a un primer caso donde se
advierta la contradiccién. Por esta razén, el
método de Fermat no alcanzé la difusién que
podia preverse dado lo sencillo que parecia.

El descenso infinito se basa en un prineci-
pio y en un tipo de razonamiento probable-
mente conocidos ya por Giovanni Campano
de Novara, capellan de Urbano IV y traduc-
tor de los FKlementos de Euclides al latin
(1482). En la traduccién (que ineluye los
libros XIV y XV hoy tenidos por apécrifos)
Campano anota la necesidad de admitir un
nuevo postulado para poder fundar la aritmé-
tica, a saber: «todo grupo de nimeros admite
un minimo».

Pues bien, en la precitada carta a Carcavi,
Fermat explica el descenso infinito partiendo
del principio de que un entero positivo no
puede ser disminuido indeflnidamente, cosa que
en términos actuales se resefia con el nombre
de postulado de la buena ordenacién. El
método de Fermat incluye, como el principio
de induccién completa, un ingrediente here-



GAZETA DE MATEMATICA

11

ditario; pero, en lugar de demostrar cémo
pasa ese ingrediente de un caso al siguiente,
prueba c6mo retrocede al anterior hasta arri-
bar al primero de la sucesién, donde la pro-
posicién resulta falsa por evidencia inmediata.
Como sostiene Giovanni Vacca, el método del
descenso infinito es una metamorfosis del
principio de induccién completa, pues la buena
ordenacién de los nimeros naturales permite
deducir dicho principio, y reciprocamente,
como el lector sabe bien.

Aparte de Euler, fue Joseph-Louis, conde
de Lagrange (1736 a 1813) y unos pocos
matematicos mas quienes aplicaron el método
_de Fermat, de cuya dificultad demostrativa
hemos hablado.

4. 4. En cambio, el procedimiento demos-
trativo empleado por Pascal era mas sencillo
y el principio sustentador estaba enunciado
con lucidez sin precedentes en el Traité du
triangle arithmétique.

Jakob I Bernoulli (1654 a 1705), de honda
huella en Probabilidades, en Combinatoria y
en muchas otras disciplinas matematicas, hizo
a partir de 1686 el més extenso desarrollo
del principio enunciado por Pascal, dejandolo
incorporado definitivamente a las técnicas
demostrativas, Su Ars conjectandi contiene
tan notables aplicaciones del procedimiento
en el estudio de las series y en la combina-
toria, que algunos pensadores (como Ernst
Mach, por ejemplo) no han vacilado en llamar
método de Bernoulli a la demostracién por
recurrencia.

TEOREMA O AXIOMA

5. 1. (Julius Wilhelm) Richard Dedekind
(1831 a 1916) pretendié fundamentar los
nimeros y la aritmética toda a partir de ideas
primitivas un tanto remotas respecto del con-

cepto corriente de entero natural. Algo simi-
lar intenté también Georg Cantor, aunque en
una direccién y con un alcance que no con-
ciernen a nuestro tema.

En el difundido libro de Dedekind Was
sind und was sollen die Zahlen? (primera edi-
cién 1888, segunda edicién 1893, tercera
edicién 1911) se elabora la magistral teorfa
partiendo de cinco ideas primitivas ante-
puestas a la de nimero uatural. El pro-
posito es deducir éste de aquellas ideas
primitivas.

No menos de cinco definiciones especiales
exige el punto de vista de Dedekind : (1)
representacién o aplicacién de una clase, (2)
cadena, (3) cadena de un elemento, (4) induc-
cién completa en enunciado muy generali-
zado, (D) sistema simplemente infinito.

La representacién, ¢, es una correspon-
dencia biunivoca o plurivoca entre los ele-
mentos a de una clase A y los elemetnos «,
de una clase 4. En caso de ser la corres-
pondencia biunivoca, la representacién y las
clases respectivas se dicen semejantes.

La semejanza es una relacién ecuable
y, por tanto, posibilita la clasificacién de
las clases por semejanza con una clase
dada. -

La representacién de una clase en si misma
es una correspondencia que se establece entre
los elementos de una misma clase. Cuando
existe tal tipo de representacién en si misma
ocurre que 4’ c A.

Si C es una parte de A y es v una repre-
sentacién de A en si misma, y si ademas
9(C)c C, entonces C se llama cadena de
A respecto de 9. (Si 3 fuese biunivoca, el lec-
tor comprendera que la cadena de 4 no
podria ser finita).

Siendo @ un elemento cualquiera (o una
coleccién cualquiera de elementos) de uaa
clase, pueden existir muchas cadenas respecto
de la representacién plurivoca o, que conten-
gan a a. La interseccién o parte comin de
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todas esas cadenas se denota por A4, y se
llama cadena de a respecto de o (1).

Con el recurso de todas estas nociones
previas Dedekind pasa a demostrar la forma
generalizada de la induccién completa, con
el enunciado :

«Sea a un elemento cualquiera (o una colee-
cién cualquiera de elementos) de una clase
A. Sea dada p. Héllese en A la intersecciéon
de A4’ con la cadena de a. Entonces se deduce
que la cadena de a esta contenida en A».

La proposicién anterior, algo abstrusa a
primera vista, es analoga al principio de
induceci6én matematica, del cual difiere s6lo en
dos puntos: no requiere la particularizacion
de un elemento primero y no exige que la
representacion sea biunivoca. Nos interesa
destacar que Dedekind demuestra esa propo-
sicibn como teorema dentro de su teoria
general.

Con la induccién completa generalizada y
con la nocién adicional de clase simplemente
infinita (Clase N que admite una representa-
cién semejante ¢ sobre si misma, respectv de
la cual N resulta cadena de un elemento no
contenido en o(N)), Dedekind arriba final-
mente al concepto de nimero mnatural
(ordinal).

Se ha reprochado a tan maravillosa cons-
troccién el empleo de argumentos extrama-
tematicos (Se cita, por ejemplo, éste: «Exis-
ten clases infinitas porque el espiritu tiene la
facultad de hacer objeto de pensamiento a
todas las cosas»). Pero aun ello aparte, el
principal defecto es no ser clara la concep-
cién. Nada se gana — y, al contrario, mucho
se pierde — haciendo descender la idea de
namero natural, que se posee en forma intui-

(1) Por ejemplo, si @ es el mimero 15, la cadena de
15 respecto de la relacidn «menor quews entre nimeros
naturales, serd la interseccion de todas las clases de
nimeros no menores que 15.

El lugar apropriado de este ejemplo vendria mucho
mas adelante en la teoria de Dedekind.

tiva, de una sistematizacién mental artificiosa
y lamentablemente oscura.

5. 2. El italiano Giuseppe Peano (1858 a
1932) se decidié por una actitud mas practica
y sencilla: la de considerar al nimero natu-
ral directamente, dando de él una definicién
implicita por via axiomatica. Este punto de
vista se halla expuesto en sus Arithmetices
principia, nova methodo exposita, 1889, y rei-
terado en Sul concetto di numero (Riv. mat.,
1891), en Aritmetica generale ed Algebra ele-
mentare, 1902, y, sobre todo en las paginas
del muy famoso Formulaire de Mathématiques
antes citado, libro éste que funda la escuela
matematica italiana mas importante del gi-
glo xx.

Como se sabe, las ideas primitivas sobre
las cuales Peano fundamenta axiomaticamente
el nimero natural, son apenas tres: nidmero,
primer elemento o unidad y siquiente; todas
ellas muy préximas a nuestro conocimiento
directo y sin apelacién a sistemas argumen-
tales especiales, al contrario de lo realizado
por Dedekind. Aquellas tres ideas primitivas
quedan caracterizadas por los cinco axiomas
de Peano, el quinto de los cuales constituye
el principio de induccién completa: «Si S es
una clase de nimeros que contiene a la uni-
dad, y si la clase formada por los siguientes
de los elementos de S esta contenida en S,
entonces todo numero esta contenido en S»,

Pero el quinto postulado de Peano no es
tan claro e intuitivo como los cuatro que le
preceden. Esto se advierte de inmediato cote-
jando los enunciados. Peano lo mantiene por
su notoria utilidad, pues junto a los demés
postulados permite una rapida caracterizacién
de la operacién de suma y de la relacién de
orden, llegando luego a la demostracién de
un teorema que equivale a declarar que los
niumeros naturales gozan de la propiedad de
la buena ordenacioén.

Alessandro Padoa (1868 a 1937), en la
Revue de Mathématiques dirigida por Peano,



GAZETA DE MATEMATICA

13

elaboré entre 1902 y 1906 una fundamenta-
cién mas severa, apoyiandose solamente en
dos ideas primitivas : la de n#émero y la de
siguiente. Necesité enunciar cuatro axiomas,
el ultimo de los cuales es, de nuevo aqui, el
principio de induccién completa.

En 1908, Mario Pieri (1860 a 1913) modi-
fica ain mas la axiomatica de la escuela ita-
liana, movido por la opinién de que el prin-
cipio de induceién completa es una proposi-
ciébn mas complicada que la de los restantes
axiomas. Asi, empleando como ideas primiti-
vas la de numero y la de siguiente, propone
cuatro axiomas, el ultimo de los cuales reem-
plaza a la induccién completa y es el prinei-
pio de la buena ordenacién: «En cualquier
clase no nula de numeros, existe por lo
menos uno que no es el siguiente de ningin
nimero de la clasen.

Al revés de lo que hacen Peano y Padoas
Pieri sienta como axioma la buena ordenacién
y deduce luego, como teorema, la induccién
completa. El trabajo de Pieri se titula Sopra
gli assiomi aritmetici y apareci6 en el Boll-
dell’Accademia Gioenia de Scienze Naturali
di Catania. La deduccién del principio de
recurrencia es similar a la que presentamos
en el parrafo 5. 3.

5. 3. Por- tratarse de una obra que con-
tribuyé a formar buena parte de los matema-
ticos de la segunda y tercera décadas del
siglo xx, vamos a citar el libro de E. W.
Hobson, The theory of functions of a real
variable and the theory of Iourier’s series.

El camino seguido parte del postulado de
que el conjunto de los nimeros naturales esta
bien ordenado, es decir, cualquier subconjunto
de él, posee un primer elemento.

Esto admitido, se enuncia el

«Teorema de la induccién completa.» Para
demostrar que una prupiedad P de los niime-
ros naturales es general para todos los niime-
ros mayores o igunales que uno de ellos lla-
mado m, basta verificar :

a) que P se verifica para m;

b) que supuesto que P se verifica para
n> m, se prueba que P se verifica para
n-+41>».

Demostracién por el absurdo. Llamaremos M
al conjunto de naturales donde P no se veri-
fique. M tiene un elemento minimo segitn el
postulado de la buena ordenacién ; sea p ese
elemento minimo. Digo que debe ser p < m.

En efecto, si fuera p = m, el enunciado
a) nos asegura que p verifica la propiedad P;
si fuera p >m, el nimero p—1 (que es
mayor o igual a m), por ser menor que p,
verifica a P; y, por el enunciado b), el
siguiente. de p — 1 (es decir, p) verificara
también a P, contra lo supuesto.

Entonces, p (y lo mismo vale para los
demas elementos de M) debe ser menor que
m. O sea, todos los nimeros mayores o igua-
les a m satisfacen a P.

(5.3.1) Si se desea una demostracién mas
elegante y moderna, aconsejarfamos tomar el
texto de Lucienne I'élix, Exposé moderne des
mathématiques élémentaires, Dunod, Paris, 2a.
edicién. Helo a continuacidn.

Si se trata de alguna propiedad tal que res-
pecto de un nimero @€ N no puede sino ser
verdadera o falsa, entonces el teorema de la
demostracién por recurrencia asume la
siguiente expresion :

1. La propiedad es verdadera para a=1;
2. [MpeN: verd. para a = p]=>
= [verd. para a=p -+ 1]
= [verd. N ae N].

Demostracion. Repartimos N en dos subcon-
juntos: el V7 donde la propiedad es verda-
dera, y el I, donde es falsa. Como se cum-
plen 1 y 2, vamos a probar que es imposible
que F no sea vacio.

En efecto, si /7 no es vacio, por la buena
ordenacién de los nimeros naturales debe
contener un primer elemento ¢. Este ¢ no
puede ser 1, por la primera condicién del
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enunciado. Entonces, es mayor que 1y ¢ —1
existe.

El nimero g —1 pertence, pues, a V;
pero la segunda condicién del enunciado
impone que ¢ — 1+ 1 = ¢ pertenezca a V,
lo cual contradice la hipétesis de que g per-
tenece a /. Luego I es vacio.

5. 4. Queremos sintetizar las observacio-
nes que la lectura de este capitulo nos con-
duce a formular casi insensiblemente.

El punto de vista de Dedekind logra intro-
ducir el principio de recurrencia como un
teorema. Pero el precio pagado por esta con-
quista es muy alto. Por una parte, necesita
una construccién demasiado vasta sostenida
por ideas primitivas poco claras y alejadas
de nuestro conocimiento directo. Por otra
parte, dicha construeccién queda sin consoli-
dar a su vez; y esto no serfa lo peor, sino
que se basa en razonamientos extramatema-
ticos sobre cuya autenticidad no queda mas
recurso que aceptarlos por actos de fe.

La fundamentacién ofrecida por la escuela
matematica de Peano es al comienzo mas sin-
cera. £l método axiomatico no discute filosé-
ficamente la cimentacién de una teoria mate-
matica. Acepta las cosas tal cual se usan en
esa teoria y evita dar definiciones explicitas
de aquellos conceptos primordiales sobre los
cuales se edifica. Los axiomas revelan el
esquema fundamental que enlaza las ideas
primitivas y dan lugar a la derivacién dedue-
tiva de las propiedades subsiguientes. Es claro
que no consiguen — ni procuran — dilucidar
problemas concernientes a la intima esencia
del quehacer matematico.

Pero aln asi, autores como Pieri no se
manifiestan insensibles al tipo de axiomas que
escogen. Acaso por una actitud cuyas raices
se encuentren rastreando la problematica que
dio origen a las geometrias no euclidianas,
advierten que algunos postulados son «maés
complejos» que otros, Pieri nota esta peculia-
ridad en el axioma de la induccién aceptado

por Peano y por Padoa, y, para quedar en
paz con su conciencia, propone reemplazarlo
por el axioma de la buena ordenacién. Con
este axioma, la induceién completa pasa a ser
un teorema-. - -, aunque, fuerza es reconocerlo,
un teorema también muy peculiar.

¢ Se reducira todo entonces, a gustos ?

No. La cuestién pasé a mayores todavia.
Hist6éricamente, la afirmacién de Henri Poin-
caré acerca de la légica y de la matematica
(afirmacién de la que daremos noticias en el
capitulo siguiente) es la primera responsable
de una dilatada controversia mantenida por
quienes creen que el principio de recurrencia
resulta de la aplicacién lisa y llana de la
légica ordinaria (y, en particular, del prinei-
pio de contradiccion), en contra de los que
creen en la naturaleza extralégica de la induc-
cién matematica.

FILOSOFIA, MATEMATICA E
INDUCCION COMPLETA

6.1. Los filésofos del siglo XIx que se
dedicaron al examen de los fundamentos de
la inferencia, tuvieron que prestar atencién
al método de la induecién que los matemati-
cos venian aplicando en forma mas o menos
explicita desde muy antiguo, y cuyo esquema
habian trazado con claridad Pascal y Ber-
noulli.

Era notoria la necesidad de distinguir
entre la induccién en general, de cuyos frutos
se sustenta la ciencia de la naturaleza, y la
induccién (axioma o teorema) de que echan
mano los matematicos. Fue el original mate-
matico inglés Augustus de Morgan (1806 a
1870) quien propuso para esta tltima la
designacion especial de induccién sucesiva,
después llamada induccién matemdtica por
Poincaré y, posteriormente atn, induccidn
completa.
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La obra principal de Augustus de Morgan
sobre el particular es Formal Logic, 184T.

La palabra ¢nduccidn no es feliz al ser
aplicada a argumentaciones matematicas, pre-
dominantemente deductivas. El francés
Jacques Hadamard (n. 1865) en la Encyclo-
pédie Francaise, por ejemplo, utiliza la deno-
minacién de razonamiento por recurrencia
para el tipo de argumentacién que sirve para
cualquier elemento de una sucesién si se lo
basa sobre la idea de siguiente. Sin embargo,
como la matematica emplea razonamientos
que también han sido llamados de recurrencia
y que valen en el dominio de los niimeros
transfinitos, recomiéndase designar por
recurrencia simple a la induceién matematica
de que hemos venido ocupandonos hasta
ahora, para distinguirla de la recurrencia
transfinita (induceién transfinita) aplicable
entre los conjuntos infinitos (). Como hemos
venido haciendo hasta este punto, continua-
remos sin embargo empleando la denomina-
cién de recurrencia como sinénima de indue-
ci6én matematica, y s6lo haremos el distingo
entre recurrencia simple y transfinita cuando
lo exija la claridad de la exposicién. Lo
mismo debe hacer, a muestro parecer, el
profesor de enseflanza secundaria, pues él,
con toda seguridad, no va a tratar en sus
lecciones el tema de los conjuntos transfi-
nitos.

Nos toea ahora completar el panorama que
hemos venido rastreando, en un enfoque
histérico de cuyos pretendidos alcances
hemos hablado en la Iniroduccién del pre-
sente ensayo. Estamos en posesién de la
pista que nos ilumina los origenes de la
induccién completa; conocemos la termino-
logia elaborada a través de luengos afios;
¢ qué podemos decir, sin salirnos de los limi-

(1) La diferencia es esencial. El «siguiente» de un
nimero transfinito no puede ser considerado eviden-
temente como «infinito mds unov, pues en este domi-
nio no valen las reglas de la aritmética ordinaria.

tes razonablemente elementales que nos he-
mos impuesto, acerca de las arduas cuestio-
nes que se suscitaron a partir de fines del
siglo x1x ?

6.2. Para Henri Poincaré (1854 a 1912)
el principio de induecién completa, por su
naturaleza tipicamente matemdtica, constituye
la prueba irrefutable de que el razonamiento
matemdtico no es reducible al razonamiento
légico. Conforma y condiciona una especie
de argumentacién comparable a la basada
en los juicios sintéticos a priori, que trans-
cienden tanto a la pura demostraciéon anali-
tica como a la indueccién de origem empirico.

Aceptar el principio de recurrencia equi-
vale a reconocerlo como una capacidad pro-
pia del espiritu: la de poder concebir la
repeticion indefinida de un mismo acto, atn
cuando dicho acto se haya manifestado una
sola vez. De tal especifica capacidad, el
hombre tiene la intuicién directa. Por consi-
guiente, la induccién matematica se nos
manifiesta como una forma del pensamiento,
exclusiva y tipica de la matematica, que, en
el decir de Poincaré, consiste en admitir que
«si una propriedad es verdadera para el
nimero 1, y si se establece que es verdadera
para n-+1 siempre que lo sea para n, sera
verdadera para todos los nimeros naturales».

Caracteristico de esa forma de pensamiento
es la facultad de condensar una infinidad
de silogismos — asi se expresa Poincaré — en
una sola férmula. Pretender la demostracién
del principio de induccién sera siempre a la
posire tarea vana, porque hemos de recaer
necesariamente en la admisién de algin
axXioma que lo equivalga.

Los puntos de vista de Henri Poincaré
estan expuestos con brillo excepcional en
muchas de sus obras, producidas a lo largo
de dieciocho fecundos afios, segin el detalle
cronolégico que nos ha recordado E. W.
Beth («Poincaré et la Philosophie», conferen -
cia pronunciada en 1954):






