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pelo que (8. 3) passa a escrever-se

A1 B = z (—1)+1 8, A
’ i=k+1
e se < é regular

B 2 (__ 1);1.1 Spoi A-te+1)

i=k+1

ou, pondo i —(k +1)=,

n-k-1

(8.4) Bua=(—1) D (—1) Sposy-; A7
i=0

que nos da as matrizes coeficientes do desen-

volvimento (6. 2). Em particular, fazendo

/& =0 obtém-se a matriz adjunta de A:

n-1
A= (—1) 8- Al

i=0

§ 9. Deduzimos a formula (8. 4) s6 para
o caso de 4 ser regular, mas ela é valida
ainda para o caso de A ser singular. Efec.
tivamente, sendo A singular | 4— 77| ann.
la-se para 7 =0, mas existe uma vizinhanga
e da origem, com esta excluida, onde
|A—m1|50. Designemos por B..x(7) os
coeficientes do desenvolvimento (6. 2) apli.
cado & matriz A(y)=A — 7l e por S.(n)
os coeficientes do polinémio caracteristicg
da mesma matriz que serio polinémios em 1,

Para a matriz A () com 7e7(0,8), 750
teremos

n-k=1
Bua(n)=(=1} X (—1) Spx1-; 47 (1)

i=0

tomando limites para 7 =0 e por razde
de continuidade obtém-se novamente a for
mula (3. 4).

Enquadramento sinéptico do pensamento malemético
por J. M. Gil

No que se expde a seguir procurimos uma
sistematizagio dos aspectos diferentes assu-
midos pelo pensamento matematico, com
caracter provisério de ponto de partida para
estudos aprofundados. Nio ba a contribuiciio
de interpretacdo valiosa de algum dos aspec-
tos apontados, nem esclarecimento pertinente
de algum ponto do tema, tio sdmente defi-
cidneia de exposigio por falta de dominio
dos assuntos encarados. Mesmo assim pare-
ceu-nos a apresentacio de interesse, quanto
ao mexo articular que nos esforgamos por
manter, para Quem desejar um esquema
inicial de trabalho, sujeito a futuras correc-
¢tes, a medida que se progride.

A inspiracio veio profundamente de « Con-
sistency and Completeness» — FRANK DE Sua
— A. M. M. pag. 295 — 1956, e ainda dos

trabalhos «Kurt Goedel e o8 Problemas do
Fundamentos da Matematica e a Teoria do
Conjuntosy — Li. Neves Rean — G. M. n.° 4
— 1951, e «O que 6 vma Axiomatica
— J. SepasTiio E SiLva—G. M. n.° 5
— 19563, e «Sobre a nio contradigio d
Muatematica» — Gorrrriep Koera — G. N
n° B8 — 1954, e «Aspectos da Actualidad
Mateméatica» — A. Pereira Gomes — G. N
n.° 68-69-70-T1 — 1957-1958.

Utilizamos também de perto «Men ¢
Matematics» — Parapise Lost? (Caxtol
E. T. BerL — 1937, «Les Fondements Log
ques des Mathématiques» — E. W. DByt
— 1950, e os artigos de Haxs Hany — «lol
nitys, de CarL G. HewpeL — «On the natul
of mathematical truth», de Raymoxnp L. W1
DER — «The axiomatic method», de Erxel
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NaGenL 4+ Jasmes R. NewaaNy — «(Goedel’s
proofs, de OswarLp VeBrLEN + J. WESLEY
Youvag — «A Mathematical Sciencen, de
RicHarp Vox Mises — «Mathematical Pos-
tulates and human understanding», de J. Vox
NewMaN — «The mathematician» — em «The
Wold of Mathematics» — New York, 1956,
e também «The Basic Concepts of Algebraic
Logic» - P. R. HaLvos— A, M. M. pag. 363
— 19566, por vezes, de tio perto que foram
feitas transcrigdes completas, quando o todo
se integrava sem dificnldade na exposigio,
enriquecendo-a, embora o facto ndo esteja
na altura apontado.

1 — A matematica foi tida durante muito
tempo, por razdes de confianga na construgio
e de sucesso imediato nas descri¢des, como
tsenta de contradigdo. Ainda por vezes o 6,
gratuitamente. A cada nma das suas teorias
atribui-se um rigor tal que afasta a possibili-
dade de alguma contradigiv.

2 — A formulagio da «Teoria dos Con-
juntos», incluindo os conjuntos iofinitos,
como foi apresentada por CaNTOR, conduzin
a contradi¢cdes — as antinomias.

No entanto, a nocio de conjunto tinha
sido utilizada largamente na construcio da
Analise Classica — estudo dos nhmeros e
das fung¢Bes de niwmeros. Nio s6é conjuntos
finitos, mas também conjuntos infinitos. por
oposi¢io aos conjuntos finitos, e a muitos
destes tinham-se estendido as propriedades
daqueles.

3 — Propés-se como aceitivel — FRrEGE,
1879, e Roussewn, 1901 — a definigio de
nimero cardinal n: — a classe, definida pela
propriedade comum a tudos os econjuntos
equivalentes a um dado conjunto. Sustenta-se
que a propriedade comum aos conjuntos
considerados define um conjunto — classe
— com um unico elemento, a que se da o
nome de niamero cardinal. A «propriedades

¢ assim suficiente para definir alguma coisa,
para garantir a ewxtsténcia dum conjunto,
vazio ou ndo.

Claramente a existéncia dum conjunto fica
assegurada com a indicagio de todos os seus
elementos, mas no caso de conjuntosinfinitos,
por oposic¢io aos finitos, a determinagio nio
é exequivel por este processo.

Esta indicado definir um destes conjuntos
compreensivamente por uma propriedade
comum e exclusiva dos seus elementos.

Para definir um conjunto infinito precisa-
mos dum universo sem restricdes.

Uma propriedade seguramente define um
conjunto num universo restrito de referéncia,
isto 6, tem nele uma exfensdo, quando &
possivel reconhecer em cada elemento do
universo a participagio ou niio participaciio
dessa propriedade. Este reconhecimento é o
processo construtivo do conjunto.

O processo pode falhar na construcio dos
conjuntos infinitos.

Admitamos um universo de referéncia sem
restricdes. A extensdo da propriedade p
obter-se-ia marcando os objectos que a
manifestassem. O processo nio exige a mar-
cagio da prépria extensio, como chjecto do
universo de referéncia, porque pretende
simplesmente individualiza-la; quer tenha a
propriedade quer nio, colho-a sempre, sem-
pre a individualizo. A extensio da proprie-
dade p pode ter, ou nio, a propriedade p.
O processo indicado para a sua determinacio
nio exige que me pronuncie sobre o facto.
Supondo uma marcagio por tiragem, tiraria
sempre o conjunto extensdao de p,
possivelmente, me ter pronunciado sobre
esse elemento do universo de referéncia.

A possibilidade de pronunciagio a respeito
da propriedade p depende mesmo da atitude
tomada em relaciio ao universo de referéncia.

Como ha possivelmente falta de pronun-
ciagio a respeito dum objecto do universo
de referéncia, ndao ficara concluida a cons-
trugio do conjunto extensdo da propriedade

sem,
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p- O processo usado, em geral, nio garante
©0 acabamento da construgio, nem a exis-
téncia de conjuntos infinitos.

A definicio compreensiva dum conjunto
infinito exigiria ainda uma escolha das pro-
priedades definidoras em relagio a Loégica
usada na construgido do conjunto.

Hi conjuntos que tém a propriedade de
nio serem elementos deles préprios; por
exemplo, qualquer conjunto de objectos
materiais da mesma natureza, ou um conjunto
de rectas dum plano. Esta propriedade nio
define um conjunto, quando se utiliza a
Louica de Aristoteles — B. Russer.

Claramente, supondo que existe o conjunto
S dos conjuntos com a propriedade de nio
serem elementos de eles prérios, 6 § sub-
conjunto de &, isto é, os elementos de §
sio elementos dele préprio — propriedade
geral dos conjuntos; mas, se S é elemento
de S, tem a propriedade de nio ser ele-
mento de ele préprio, contra a propriedade
geral indicada. A bhipétese da existénecia de
S ¢é absurda. Segundo a Loégica de Arist6-
teles o conjunto S nio existe.

Ha nimeros que satisfazem a defini¢io de
nimero ordinal, mas, no sentido apontado,
niov existe o conjunto dos nimeros ordinais.
A propriedade de ser sntmero ordinal» nao
é definidora de conjunto — Buravi-ForTr.

Existem conjuntos finitos mas a proprie-
dade de «ser conjunto» nio é definidora de
conjunto. No sentido considerado, nio existe
o conjunto de todos os conjuntos — CaxToRr,

A possibilidade de defini¢iao por compreen-
sio é limitada pela Logica asada, sob a
forma de regras de dedugio.

SkoLem demonstrou a existéncia de con-
juntos de nimeros sem propriedade defini-
dora na Logica de Aristoteles.

BrrrY e RicHARD isolaram nimeros finitos,
constitnindo um conjunto numeravel, que
ndao furmariam um conjuoto. Aceitando a
existéncia de conjuntos numeraveis, a Légica
de Aristoteles — a usada — ndo permite deci-

dir se os nimeros gozam da propriedade de
ser conjunto ou ndo, Por serem conjunto
numeravel seriam conjunto, por outro lado
nio satisfazem a definicio de conjunto.

A propriedade definidora pode ser tal que
a l6gica usada ndo seja suficientemente infor-
madora a respeito da participagio dela por
um dado objecto. Esta decisio pode exceder
a capacidade da légica usada.

A definicio de conjunto por compreensdo
86 & aceitavel, em geral,
— o Axioma da Compréensio.

A extensdo duma propriedade e conjunto
terdo_ de ser nocdes diferentes, podendo
convir ao mesmo objectivo em casos par-
ticulares.

como axioma

4 — O problema fundamental de encontrar
processo de defini¢iio dum conjunto, que nio
seja finito, ficou ligado ao problema da exis-
téncia das entidades matematicas.

A construgio dum coonjunto infinito por
marcacio dos elementos dum universo de
referéncia, sem restrigdes, pode considerar-se
legitima, se entendo que as entidades mateJ'
méaticas tém existéncia independentemente d
nos, independentemente de as construirmo
ou nio. O uvniverso de referéncia do pens
mento, pa sua maior latitude, contera todai
as entidades matematicas, incluindo o pr
prio conjunto. Assim sou obrigado a pronn
ciar-me sobre se tem ou nido a propriedad
definidora. O problema de fondo é o d
legitimidade da concepg¢io de tal univers
que tera de ser postulado — Principio d
Abstracgiio, sem restrigbes.

S8e sustento que as entidades matematic
existem 8O porque as construo, o conjunt
que procuro construir ainda ndio existe, na
é elemento do universo em referéncia, e na
terei de pronunciar-me sobre ele. Precis
ﬂpeﬂﬂs de encontrar processo — uma con
trugio — de colher todos os objectos co
a propriedade definidora. Se tal construga
existe, o conjunto procurado existe. O co

|



GAZETA DE MATEMATICA

15

junto sera a extensio da propriedade p,
se se provar por outra construgio que os
objectos, nido colhidos, nio tem a proprie-
dade p.

O problema fundamental é agora definir
as constru¢des legitimas, as regras que pro-
dozem os elementos do conjunto.

Uma construgao que conduza a um objecto
do universo de referéncia nio é definidora
de novo conceito. Nio poderei counstruir
conjuntos com a propriedade de serem ele-
mentos de eles préprios,

Todas as propriedades sio definidoras de
conjunto por construgio, incluindo o con-
junto vazio.

Também se negou a existéncia de conjun-
tos como extensio de algumas propriedades,
porque conduzia a contradi¢des; o que equi-
vale a afirmar que existem os conceitos que
nio conduzem a contradigdes, segundo as
regras de inferéncia usadas.

5 — O pensamento matematico triparte-se
assim, quanto & natureza e existéncia dos
seus objectus, em: atitude realista ou plat6-
nica — a de CaNTUR e oulros — os vhjectos
do pensamento matematico existem indepen-
dentemente da construgio matematica; afti-
tude intuicionista — a de KaxT, KRONLCKER,
Brouwer, WEIL e outros — os objectos do
pensamento matematico sio construcdes de
pura intuigio, existem quando sio construi-
dos com um nimero finito de operacdes ele.
mentares legitimas; e a atitude nominalista
ou logistica — a de Peaxo, RusserLL e ou-
tros — os objectos do pensamento matematico
sio simples sinais desligados da realidade ou
de puras intuicbes, e combinagbes destes
segundo regras basicas; existem quando nio
conduzem a contradi¢io.

6 — Qualquer das atitudes procura desem-
baragar-se das contradigdes, procura justifi-
car as suas teorias pela garantia da ndo-
-contradi¢io.

No realismo, acredita-se na existéncia dos
conjuntos e esclarece-se o conceito de «pro-
priedade» ou de «condi¢io», para evitar
paradoxos; no intuicionismo, legitimam-se
as constru¢les que ndo conduzem a contra-
dicio; no logicismo, admitem-se as combina-
¢bes de sinais que nio sio contraditérias.

Ora a contradi¢gio entende-se dentro da
légica usada, das regras de inferéncia admi-
tidas validas. Estas regras de inferéncia
precisam de ser convenientemente escolhi-
das, para garantir que a contradigio obser-
vada provem da teoria formulada, e nio das
regras de inferéncia usadas. A Logica pre-
cisa de ser convenientemente formulada para
evitar que crie contradigdes.

Se chamarmos «proposi¢io» a toda a frase
declarativa a respeito de algum facto, parece
dai decorrer naturalmente que a cada propo-
sigio se podera atribuir ou o valor 1, quando
a declaracio feita é verdadeira, ou o valor
0, quando a referida declaragio é falsa.
Qualguer proposigio tera um, e um 86, des-
tes valores.

Se ndo impuser restrigbes na formacio
das proposi¢des, poderei formar proposictes
a respeito de proposigdes, frases a respeito
de proposi¢tes de valor logico bem definido.
E isto sucede frequentemente.

B possivel encontrar, entio, frases que
seriam proposi¢des, quanto & construg¢io, e
que ndo tém valor determinado. Assim a
declaragéo a respeito da propria proposigio
— aEsta proposiciio é falsas. Se é realmente
falsa, a declaragao é de valor 1; se é verda-
deira, a declaragiio seria de valor O.

As regras de construgio das proposigdes
devem ser restringidas de modo a evitar
construgdes que conduzam a estas dificul-
dades.

A lbgica precisa de ser estudada conve-
nientemente de modo a determinar as restri-
¢oes proprias. A Logica de Aristoteles foi
edificada para conjuntos finitos e baseada na
experifneia com conjuntos finitos, nada ga-
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rante a sua aplicabilidade aos conjuntos infi-
nitos. Reconheceu-se que nenhum sistema de
inferéocia, convenientemente restringido, po-
dia criar por si contradigdes. Sio estas res-
tri¢des que é preciso procurar e estudar.
preciso pensar correctamente — inferir
devidamente — e sobre o gque nio é contra-
ditério, o que ndao conduz a contradicio.

7 — As demonstragdes construtivas do in-
tuicionismo abandonaram o Principio do 3.°
Excluido da Légica de Aristételes. O intui-
cionismo supde que esta restricio aos prin-
cipios intuitivos do raciocinio é suficiente
para a eliminacio das contradigdes numa
teoria.

A afirmacio Wy n[p(n)] significa que existe
um pl‘OGBSSO construtivo — uma CODSI!'II&“E.O =
que permite verificar a propriedade p em cada
inteiro positivo n; a afirmagiio 3 n[ndop(n)]
6 a da existéncia duma construgéo de n, sem
a propriedade p. Se n é counstruivel de
modo a ter a propriedade p, também pode
acontecer ser construivel sem ter a proprie-
dade p. O facto de ter a propriedade p
nada adianta A infurmac¢do de n&o ter a
propriedade p. KEste segundo facto nio
se pode inferir, tem de ser verificado cous-
trutivamente.

Por assim dizer sio as propriedades que
sio definidas construtivamente e niio se nega
a possibilidade de duas construgdes serem
satisfeitas pelo mesmo elemento, convirem
ao mesmo inteiro positivo.

Siao admissiveis proposigdes a respeito
das quais nido faz sentido ser verdadeiro
ou falso.

8 — Esta ideia da imposicio de restri¢des
ao raciocinio intuitivo foi bastante explo-
rada.

Procurou-se descobrir as restricdes sufi-
cientemente fortes a imp6r ao raciocinio
intuitivo para impedir a contradigio, mas
suficientemente fracas para permitir o desen-

volvimento da matemética, pelo menos legi-
timar a construcéo ja feita.

Sio exemplos dessas restrigies: a teoria
dos tipos légicos de RusseLL, a teoria dos
tipos légicos simplificada de RamsEY, & 100~
ria da estratificacio de QUINE, as axiomati-
cas da teoria dos conjuntos, de ZERMELO ©
outros. f

A adequacio dos sistemas légicos para
construir com eles a matematica classica tem
sido apresentada ou integrando a matematica
classica, quanto & derivagio, no préprio sis-
tema considerado — WuITEHEAD + Russevun
em «DPrincipian; ou provando que todo o
teorema que se pode derivar com um dos
sistemas légicos — «Principia», por exemplo
— também pode ser derivado com o sistema
em causa.

A primeira apresentacio exige a formali-
zagio da prépria matemética e a segunda
suspende a resolucio da existéncia de con-
tradicio no desenvolvimento da matematica,
transferindo-a para a decisio na construcio
com outro sistema logico diferente, eventual-
mente mais esclarecedor.

9 — Escolhido um sistema de derivagio
adequado, bavera gue provar por métodos
cinatacaveis» que as restri¢gdes determinantes,
impostas ao raciocinio, sio suficientemente
fortes, isto é, a matematica construida de
acordo com elas é isenta de contradigdes.
Isto exige provar a compatibilidade dum
sistema formal, quer dizer, duma teoria,
cujos termos foram analisados de modo a
reduzir a axiomas todas as suas propriedades
com importincia na deducio de teoremas. Os
termos ficam assim reduzidos a mera forma,
que permite reconhecé-los, mas despidos de
gualquer signiticado concreto. Sio como
epalavras» sem significado, puras coleccdes
de sinais.

A légica do sistema & também explicita-
mente incorporada sob a forma de axiomas
e de regras de inferéncias, expressas por

3 e
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simbolos de preferéncia a forma verbal.
Todo o estudo do sistema se reduz a ques-
tdes de forma ou estrutura — questdes de
sintaxe. O desenvolvimento do estudo do
pistema constitui a «sintaxe da teoria», de
que o sistema resulton.

A atribuigio de significado concreto aos
termos dum sistema formal, e forma verbal
as regras de inferdncia admitidas, constitui
uma semantiza¢io do sistema.

A teorias axiomatizadas — sistemas intui-
tivos vulgares, com termos primitivos rechea-
dos de significacio nas dedugdes — e as
axiomaticas — sistemas de termos primitivos
indefinidos e regras de dedugio em forma
verbal — sdo sistemas semainticos.

A axiomatizagio duma teoria e a criagéo
duma axiomatica, de que a teoria seja sis-
tema semintico, sio passos sucessivos para
a formalizagio da teoria, sua transformacgio
em sistema formal.

As axiomaticas sido sistemas semiformali-
zados.

10 — Vejamos como se opera uma axio-
matizacgio.

Isolam-se as propriedades dos termos da
teoria que tém importincia na dedugio das
propriedades apresentadas pelos termos.
Reduzem-se os termos da teoria a sinais e
enunciam-se como axiomas as propriedades
isoladas. As regras de inferéncia, que permi-
tem passar dos axiomas para os teoremas,
sio reduzidas a axiomas explicita ou implici-
tamente e verbal ou simbbdlicamente. No
iltimo caso a formalizagio fica completa.

A teoria concreta em estudo é agora uma
solugio ou um modelo da axiomatica criada.

E conveniente que o0s axiomas sejam no
nimero minimo que permite todo o desen-
volvimento da teoria e além disso indepen-
dentes e compativeis.

11 — A compatibilidade 86 pode ser esta-
belecida com a completa formalizagio da

teoria e passa a constituir objecto fora dela.
Teremos assim teorias da compatibilidade
das teorias, designadas por metateorias.

A existéneia dum modelo da axiomética é
uma relativa garantia de compatibilidade,
A axiomatica é compativel, se soubermos
86-lo o sistema concreto solucio. Os axiomas
transformam-se agora em propriedades dos
termos, dos objectos do modelo. Se no mo-
delo nado se encountram simultineamente duas
propriedades coutraditérias, na axiomatica
nio sera possivel deduzir dois enunciados
validos e contraditérios.

12 — A possibilidade duma demonstracio
da compatibilidade por aproximagdes con-
duziu a reducgio do estudo da nio-contradi-
¢in da Analise Classica ao da nio-contradicio
da Aritmética, a uma aritmetizagio da Ana-
lise.

A compatibilidade de grandes partes da
Analise Classica foi, por processo conve-
niente, reduzida a compatibilidade da aritmé-
tica dos nimeros inteiros naturais. Como as
propriedades usuais dos nimeros naturais
— a Aritmética — podem deduzir-se da Axio-
matica de PeaNo por meio das regras da
Loégica Classica — a de ARISTOTELES — ,
aquela compatibilidade ficon dependente da
compatibilidade duma teoria dos conjuntos,
suficientemente restringida, para permitir a
sua derivacdo daquela axiomatica.

As definicdes dos nameros reais e dos
nimeros imaginarios e a deducio das suas
propriedades exige a jungio do axioma légico
da escolha — ZERMELO — ao sistema consti-
tuido pela Axiomatica de Peaxo e Légica
Classica.

Podemos agora definir nestes conjuntos
numéricos as nogdes de funcio, limite, deri-
vada e integral. Toda a Anilise Classica &
deduzivel da Axiomatica de Peaxo pelas
regras da Lo6gica Classica e o Axioma de
ZermeLo. Todo o conceito da Anilise Clas-
sica pode ser definido pelos trés termos pri-
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mitivos de Peavyo e toda a propriedade
matematica da Anélise Classica se pode
deduzir dos cinco axiomas de Pravo.

Nio se pode afirmar a dedutibilidade a
partir da Axiomatica de PEaNo de qualquer
propriedade dos nimeros naturais. Reconhe-
ceu-8e a possibilidade de formular proprie-
dades dos nimeros naturais estranhas a
qualquer axiomatica da Aritmética, o que da
o caracter de incompletude as axiomatiza-
gbes da Aritmética como axiomaticas com-
pletas da teoria dos nimeros naturais.

Demonstrada a compatibilidade da Axio-
matica de Peaxo fica garantida a ndo-con-
tradigio do seu modelo Aritmética, construida
com a Légica Classica, e do seu modelo
Avpalise Classica, construida com a Légiea
Classica e com o Axioma de ZERMELO.

13 — HiLgErT formulou uwma teoria geral
da demonstragio da compatibilidade dum sis-
tema de axiomas, sem recorrer a modelos da
axiomatica, portanto capaz de dar aprovas
absolutas» da compatibilidade.

O método partia da formalizagio completa
da axiomatica e a demonstragido consistiria
na analise de factos estruturais das expres-
sdes produzidas por um caleulo, legitimado
pelas regras de infer@ncia, aplicado aos sinais
representativos dos termos da teuria em ques-
tio. O rigor era mantido com a producio de
expressdes do calculo — férmulas — por pro-
cesso finitista: A custa de nocgbdes finitas e
construgdes completamente exequiveis. A
anilise dos processos de constrogio das for-
mulas e das suas propriedades isolaria um
critério para reconhecer se dada férmula
seria ou ndo possivel resultado dum calculo
operacional legitimado na metateoria,

Ha aqui duoas operac¢les essenciais: a for-
malizagio da axiomatica e a elaboragio duma
metateoria.

14 — Vejamos como se faz a formalizagio,
se cria um sistema formal.

Considera-se um conjunto de simbolos,
que poderdo ser em numero infinito. Qual-
quer disposi¢he linear, finita, destes simbo-
los, com ou sem repeticio, constitui uma
formula. As férmulas repartem-se por dois
conjuntos disjuntos: o das férmulas bem
construidas (f. b. ¢.) e o das férmulas vis,
ou ilegitimas.

Nuama interpretagio semintica do sistema
formal, em construcio, s6 as f. b. ¢. adqui-
rirdo significado.

As f. b. c. serdo definidas por recorréncia
e sintacticamente, portanto, unicamente pela
sua estrutura. Além disso indicar-se-a um
processo finito de reconhecer se uma férmula
é, ou pio, f. b. c.

Vejamos agora o desenvolvimento do sis-
tema.

Escolbe-se um subconjunto de férmulas
bem construidas para axiomas do sistema
— nfio é possivel falar de evidéncia destes
axiomas, uma vez que as férmulas foram des-
pidas de todo o significado. Novas férmulas
bem construidas sio derivadas dos axiomas
por aplicagio de regras de inferéncia, defi-
nidas por recorréncia, sinticticamente e por
processos finitos.

Por «demonstracio» entende-se uma re-
quéncia finita de f. b. ¢., cada uma das quais
é um axioma ou se obteve das anteriores
formulas da sequéncia por aplicagio das
regras de inferéncia.

A ltima férmula duma demonstragio &
por definigiio um «teoreman.

Escreve-se |—-4 puara indicar que 4 é um
teorema ou que A & deduzivel no sistema,

Dada uma sequéncia de férmulas, ha pro-
cesso efectivo de saber se constitui, ou nio,
uma demonsiragio; geralmente, dada uma
formula, ndo ha processo geral de determi-
nar se é, ou nio, um teorema.

15 — Exemplifiquemos com uma das pos-
siveis formalizagdes do Caleulo Proposicio-
nal, subteoria da Légica Elementar.
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Simbolos — as letras mintdsculas do alfa-
beto, com e sem linhas: a,b,¢,+--; a',b',¢'y--+;
a' b ey« ... ; o8 pardntesis: (. e tam-
bém ); o simbolo de nega¢io ~; e o sim-
bolo de disjungio V.

Férmulas — qualquer disposigio segunida
destes simbolos, por exemplo: V ))a'~.
E f. b. e. qualquer letra, com linha ou sem
linha. Se 4 e B sdo formulas bem cons-
trufidas, entio ~4 e (AV B) também sio
f. b. e

Axiomas — uma infinidade de sistemas de
axiomas dados pelo esquema seguinte:
1) (AV=-(4V4)); 2) ((-BV C)VB);
3) (~(DVN~E)N(~EVF)V (FV D)) em que
A,B,C,D,E e F representam f. b. c.
Cada escolha particular dos f. b. e¢. da ori-
gem a um sistema de axiomas.

Regra de Inferéncia — das duas férmulas
G e (~GVH) infere-se que H é f. b. c.

Exemplo duma demonstragiio :

TeoreMa. |—(rV ~1).
1—(~rV~(~rV~r1)) é f. b. ¢c., porque
se obteve do acioma (1) substituindo A
por ~r.
2—(~(~rV~(=rV~))V(~((~rV ~r)
Vr)V(rV~r)) éf. b.ec., porque se
obteve do axioma (3), substituindo D por
~r, E por (~rV ~r) e F por r.
B—l—(~((~rV~r)Vr)V(rV -r)) ¢

f- b. c., por inferéncia.

Partindo agora de

1—(~((~rV~r)Vr)V(rV~r) éfbe.,
por ser uwmn teorema.

2—((~rV~=r)Vr) é f. b.c., porque se
obteve do axioma (2) substituindo B
por v e C por ~r.

3—|—(rV~r) éf. b. c., por inferéncia.

16 — A defini¢iio dos simbolos -, A e DO
na axiomética permite fazer simplificagdes
nas férmulas e dar expressio simbolica a
regra de inferénecia.

Usaremos (A - B) como abreviatura de
(~AV B) e (AN B) como abreviatura de
(~(~4VY ~B)). Consequentemente (A — B)
e (AA B) sio f. b.e, O sinal D é simples
indicagio de inferéncia ou de substituicio
duma férmula pela abreviatura correspon-
dente. Com A = B indicaremos que B foi
inferida de A4, ou que se substituiu 4 por
B, para efeito de simplificaciio. Assim

(~AV B)D (A~ B)

(~(~AV ~B)D(4 A B).

A regra de inferéncia traduz.se agora pela
Regra do Corte ou da Simplificagio :

(AN(A-B)DB

que pode ler-se: concluin-se B por corte
do 4

(AA(A - B)DB.

Apliquemos estas simplificagdes & demons-
tracido de que, se K e F sdo f. b. ¢., entdo
I—(EV F)- (FV E).

Substituindo ) por E no axioma (3),
vem

(~(EV ~E)N (~(EV F)V (FV E)))
ou
(EV ~E) - ((EV F)-(FV EY))).

Como é |—(EV~E), temos

(EV ~E) A ((EV~E)~ ((EVF)—(FV E)))
S(EV F)— (FV E)).

17 — Vejamos porque é que o sistema
formal construido é uma sintaxe do Calculo
Proposicional. E equivalente a mostrar que
o Calculo Proposicional é uma semantizagio
do sistema formal.

As letras podem ser substituidas por pro-
posi¢des (ou enunciados) — frases declarati-
vas com um dos valores légicos zero ou 1,

O simbolo ~ pode ser substituido pelo
conectivo 16gico endo»; o simbolo V pode
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ser substituido pelo conectivo l6gico aou ...
ou» e as férmulas transformam-se em com-
‘pdsicbes de proposigdes.

Os termos assim considerados satisfazem
os axiomas apontados. A cada f. b. ¢, cor-
responde biunlvocamente uma composigio
de proposi¢des valida — um teorema do Cal-
culo Proposicional.

18 — Encaremos o problema da compati-
bilidade. -

Um sistema formal diz-se compativel (as
vezes consistente) se mnele nio ha alguma
f.b.c., 4, para qual sejam |—A4 e |—~ 4,
isto 6, A e ~ /A teoremas.

Desenvolvamos uma metateoria que nos
assegure a nio construtibilidade de A.

Se no sistema fossem deduziveis [— A e
|—~ A4, entéo o axioma (2) permitia escrever,
com ~A emvezde B, ((~(~4)V C)V=~4)
para qualquer C f.b.ec. Como (~(~4)VC)
e ~A sio f. b.c. é

—({(~(-A VOV ~A)>(~4V (- (- 4)V )
e
(~(=AVON~-AHA((~(-4) V)V~ A)~
- (~4V(~(-4)VO)>
S(-AV(~(-4)V C) DA~ (-4~ 0C).

Assim de |—A vem
ANA—->(~A-C)D(~4-~0).

De |—~4 vem ~4AA(~4->C)DC.

Qualquer f. b. ¢. € é no sistema |[—C, é
deduzivel no sistema.

Suponhamos que possuimos regra de valo-
rizar as formulas do sistema, isto é, de atri-
buir a cada f. b, ¢. um e 86 um dos valores
au» ou «v», de modo que, se A tem o va-
lor «u», ~A terd o valor «w», e reclpro-
camente; se A ou B tem o valor au»n,
entio AV B tera o valor «u»; se 4 ¢ B
tém o valor «w», entio A VB tera o valor
ave .

Cada valorizagio determina para cada
férmula um dos valores possiveis e pode

acontecer que alguma féormula A4 seja sem-
pre de valor «u», qualquer que seja a va-
lorizag@o considerada. Diz-se que A4 é uma
identidade l6gica oun uma tautologia. Se A,
qualquer que seja a valorizagciio, é sempre
de valor av», diz-se uma contradigio légica.
Quando A4 toma umas vezes o valor «u» o
outras o valor av», conforme a valorizagio
do sistema, diz-se formula anfétera.

Cada semantizaciio do sistema determina
uma valorizagdo por meio da verdade ou fal-
sidade da expressido traduzida pela for-
mula.

A férmula (~(~ AV 4)) qualquer que seja
o valor de A, 6 semianticamente um enun-
ciado falso, e consequentemente (~AV A) é
seminticamente um enunciado verdadeiro.

As tautologias sio férmulas semantica-
mente verdadeiras, quaisquer que sejam 08
valores dos componentes.

Verifica-se que os axiomas (1), (2) e (3)
8o tautologias, e que, se A e (~ AV @) sio
tautologias, também G é tautologia.

A regra de inferéncia conserva a tautolo-
gia. Consequentemente todos os teoremas do
sistema sdo tautolégicos.

Ora pVg é uma f. b. c., e, portanto, um
teorema, na hipétese de qualquer f. b. c. 0
ser; mas nao & tautolégica, o sen valor
semfntico depende dos valores de p e
de gq.

O absurdo resultou da suposicio da exis-
téncia de algum A, talque |—4d e [—~A4.
Concluiremos que no sistema ndo ha alguma
f.b.e, A, com |—A e |—~ 4.

19 — O Caleulo Proposicional fica assim
devidamente fundamentado, & HILBERT : nido
ha nele contradigio possivel, a prova forne-
cida é absoluta.

Demonstra-se também qune o sistema for-
mal, que o fundamenta, é completo, no sen-
tido de que para qualquer f. b. ¢. 4, ou
|— A ou o sistema torna se incompativel con-
giderando A4 como um axioma adicioual,
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20 — Vejamos disto o que é possivel fazer,
para a fundamentagio da Matematica.

Segundo a orientagio apontada, havia que
construir um sistema formal, adequado para
a derivagio da matematica, e além disso
compativel e completo (qualquer proposicio
matematica seria decidivel, no sentido de ser
afirmavel ou negavel).

Frege, WHITEHEAD @ RUSSELL construfram
sistemas formais adequados a derivacdo da
Matematica entdu existente. Ndo pensaram
em garantir a adequagio & derivagdo de
quaisquer desenvolvimentos futuros.

Alguns destes sistemas foram apresenta-
dos como compativeis. Por exemplo: «Princi-
pia Mathematica» de RusseLL e WHITEHEAD,
eLégica Matematica» de (QUINE, sistemas de
Bervays, de FrAENKEL, de GODEL, de Vox
NEUMANYN, © de ZEKRMELO.

Nio foi possivel demonstrar, a HiLBERT,
a compatibilidade suposta, mas tem-se como
muito provavel.

A compatibilidade de alguns outros siste-
mas formais fol sucessivamente estabelecida,
mas estes sistemas nfo sdo adequados a deri-
vagdo de toda a aritmética dos nimeros natu-
rais, Sdo assim formaliza¢des parciais da
Aritmética. Por exemplo, Post, em 1921,
demonstron a ndo-contradigio do Caleculo
Proposicional, & a sua completude, entendida
em certo sentido; HILBERT e ACKERMANN,
em 1928, demonstraram a ndo-contradigio
do Caleulo Funcional de primeira ordem, e,
em 1930, GoEpEL provou, de certa maneir,
a sua completude; Tarskr demonstrou a
ndo-contradigio e completude da aritmética
dos nimeros reais e da geumetria elementar.

Em 1931, GoepEL, com os seus trabalhos,
esclareceun as limitacdes dos métodos usados
na metamatematica, tal qual foram eriados por
HirLserT. GOEDEL, trabalhando com sistemas
formais construidos a partir dos axiomas de
PEaNO, ou com sintaxe suficientemente rica
para permitir a derivacio daqueles axiomas
— como acontece com sistemas relacionados

com Principia Mathematica, adequados a de-
rivagio, ndo 86 da Analise Classica, mas
também de outra matemaética presumlvel-
mente a ser desenvelvida — provou a impos-
sibilidade de demonstrar a ndo contradicao
de tais sistemas por métodos finitistas, isto
é, processos construtivos formalizaveis den-
tro do. sistema.

Isto equivalia & impossibilidade de fazer a
fundamentagio da matematica (Aritmética),
a HiLBkrT.

Este resultado é uma consequéncia da
incompletude dos sistemas formais com que
HiLsert trabalhon. GoepEL revelou a exis-
téncia de proposi¢des indecidiveis — corres-
pondentes a férmulas, A, para as quais nem

I—A nem |—~ A — e a afirmagiio da «nio-
-contradigio do sistema» 6 uma dessas pro-
posigdes.

Uma ideia do raciocinio de GOEDEL na
demonstracio apontada.

Suponhamos que «CONSIS» representa
uma férmula sintactica, cuja interpretacgio
semintica implica a ndo-contradigio do sis-
tema em estudo.

O problema da compatibilidade do sistema
fica agora reduzido ao da demonstragio de
que |—CONSIS.

Um dos caminhos, para fazer esta demons-
tragio, seria procurar uma condigio A sufi-
ciente, tal que |—(A - CONSIS) e demons-
trar que |— A. Pela regra da simplificagiio
resultaria [ CONSIS. GoDEL suspeitou que,
se o sistema de CONSIS 6 realmente com-
pativel, ndo é no sistema nem |— CONSIS
nem |—~CONSIS, quer dizer, nio é de-
monstravel no sistema formal que ele seja
compativel, nem que seja contraditério. Em
vez de procurar A nas condigdes indicadas,
GopEL procurou uma condigio necessaria
B para a derivagio de CONSIS, isto 8,
|—(CONSIS - B).

Se B, além disso, é f. b. ¢. — verdadeira —,
mas iondecidivel no sistema, entio nem
|— CONSIS, nem |—~ CONSIS. E CONSIS
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indecidivel também. Porque, se fosse | —CON-
SIS, de |[—CONSISA(|—(CONSIS - B))D B

era |— B, contra a hipétese de nio ser
teorema; se fosse |—~CONSIS, por ser
|—(~ B+~ CONSIS), era |—~ B, contraa

hipétese de nio ser tevrema.

Se for possivel construir a féormula B,
admitindo a compatibidade do sistema, e nas
condicdes indicadas, ficara demonstrado que
0s processos usados para provar a adequuacio
dum sistema formal & derivacio da matema-
tica existente, sio impotentes para demons-
trar a compatibilidade do sistema e até pera
decidir, ainda que teoricamente, de todas as
proposicdes matematicas.

GoepeEL constrafu uma férmula B indeci-
divel, construindo a férmula, cujo contetido
semintico é que B ¢ indecidivel. Para isso
atribufu coordenadas numéricas as férmulas
deduziveis no sistema formal com que traba-
lhava e, enumerando-as, construfu B pelo
processo da diagonal de Caxrtor. O préprio
sistema formal foi traduzido por correspon-
déacia no sistema numérico que analisava.

A construg¢io de B estabelecia a incom-
pletude do sistema, pois a sua construgio é
puramente metamatematieca. @ B nio é dedu-
zfivel no sistema, e ainda a impossibilidade
de demonstrar dentro do sistema a compati-
bilidade do mesmo.

21 — Esta incompletude refere-se apenas
a sistemas formais, cuja sintaxe é adequada
a formalizagio de muitas propriedades dos
niimerus naturais, usadas na construgio da
proposi¢io indecidivel B.

Podera pensar-se que a dificuldade desa-
pareceria, juntando aos axiomas outros que
permitissem a deducio das proposigdes en-
contradas indecidiveis.

GoEDEL mostrou qune os sistemas, que se
iam assim obtendo por extensdo do primeiro,
eram ainda incompletos, isto &, sempre é
possivel construir formulas indecidiveis, Sera
a explicagio da dificuldade de demonstrar

certas propriedades dos numeros inteiros
naturais, facilmente aceites como muito pro-
vaveis, mas ainda nio demonstradas.

22 — GOEDEL estabeleceu assim que os
gistemas formais, adequados & derivacdo da
matematica classica, nao permitem demons-
trar a sua compatibilidade, & HiLseERT, por
métodos finitistas, formalizaveis no préprio
sistema, pois que sio traduziveis eles mes-
mos em nimeros naturais, por earrespon-
déncia; e que os sistemas conhecidos, nio-
-contraditorios, sio inadequados a derivacio
da matematica. Suspeita-se que a matematica
(classica) é compativel, mas ndo se pode
incorporar esta informagdo — esta proprie-
dade da matematica — no sistema formal que
a fundamentaria.

23 — Depois de apresentadas as limita-
¢bes, formuladas por GoegpeL, do método
proposto por HiLBerT para a fundamentagio
da matematica, é conveniente uma revisio
deste problema CaNrok levantou o problema
de haver contradigdes na matemaética, desen-
volvida pelos processos tradicionais. B. Rus-
SELL © WHITEHEAD apresentaram solugdes
para as evitar, propondo légica adequada
para a derivagcio. BrouwEk melhorou as
solugdes apresentadas para evitar a contra-
digio, propondo processos construtivos e
finitistas. HiLBERT procurou, & custa dos me-
lhores processos conhecidos, os de BROUWER,
fazer a demonstragio da nio-contradigio, da
impossibilidade de topar no desenvolvi-
mento da matematica com alguma con-
tradigio. GorpEL provou a impossibilidade
de tal demonstragio pelos processos hil-
bertianos.

O esquema apresentado mostra que o pro-
blema esta apenas esclarecido em alguns
aspectos e nado solucivnado. A solugdo con-
tinua a ser procurada com as trés orienta-
¢des apontadas, caracteristicas do pensa-
mento matematico.







