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Sur quelques équations différentielles non-linéaires 
du deuxième ordre 

par Ivan Bondic 
Beogrod 

I o . 11 s'agit de l 'équation différentiel le 

(1) F ( i r , ^ Î S » " ) - 0 . 
m 

En supposant qne x a la dimension / et 
y la dimension v , on a indiqué par le sym-

p 
bole F(x ,y. y' ,y") que tous les termes da 

m 

polynôme F sont de dimension p et que 
F est, en oatre, homogène selon y, y' et y" 
de degré m. 

L'équat ion donnée on nomme ic i , pour 
plus de brièveté, l 'équat ion P du deuxième 
ordre. 

On a démontré dans le présent travail que 
l 'équation (1) est intégrable par quadratures. 
En vertu des résul ta ts obtenus on résout , 
ensuite, deux problèmes : a) On résout cer
tains cas connus de (1) au moyen d'une 
nouvelle méthode, (b) On forme de nouvelles 
classes, t rès larges, d 'équations différentielles 
intégrables de forme (1). 

(1. 1) A u cours du travail on applique 
aussi les dérivées relatives de M . P E T B O V I C , 

[1] . L a dérivée relative du n-ième ordre de 
la fonction u = u (x) est introduite au moyen 
de la définition A n (u) = u("> / u , (it<"> = 
= dnu/dœn). 

De tous les nombreux relations entre les 
dérivées relatives, qui en résul tent , on y a 
utilisé 

A, (M v ) = A, (u) + A, (v) ; 

a«(t) = A I ( « ) - M « ) ; 

A, ( « » ) = n A, (M) ; A 2 (M) - Ai (u) + A? («) ; 

A, (exp fudx) = exp f A, (u) dx = u, 
où u — u (x), v = v (x). 

(1 . 2) Dans le travail on a utilisé égale
ment les dér ivées relatives partielles da 
premier ordre de la fonction à deux varia
bles indépendantes , u = u(xl,xi), qu'on a 
introduite par la définition, [2] 

" dx, 
S O C I E D A D E P O R T U G U E S A 

D E MATEMÁTICA 
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Si x2 est la fonction de xx , on arrive à la 
dér ivée relative totale selon xx 

. 1 du 1 / du du . \ 
V,(u)*, = — — — = — + _ . a . ' g ) , 

u a xx

 u \ à » i d x2 ) 

ou bien, en verta de la définition précédente 

V, (u)z, = A, (u)x, + A, (M)*, x'2 . 

2°. Lorsqu'on introduit dans le polynôme 
F de l 'équation (1) la nouvelle variable 
indépendante t et la fonction inconnue 
Y) = a r j ( i ) au moyen de la substitution 

(2) x = e*', y = -ne", 

et que l 'on prend en considération les carac
téristiques sus-mentionnées de F, on obtient 

F = F ( l , l , [ A , ( i , ) + v ] / i , 

[ A 3 (n )+(2 v - A) A, (n) + v(v- X)j / t f ) „ . 6 x p (/> fl • 

En introduisant les fonctions : et í par 
la substitution 

(3) A , (n )+v = >z; A 2 (•/)) + ( 2 * - ^ ) A, (•/)) + 

d'où i l résul te 

(4) z' = X(S + z — (z' = d z | d < ) 

la fonction devient 
(5) . P = F ( l , l , z , S ) e x p / [ w j X z + 

+ (/> — mv)]dt 

Dans ce cas l 'équation (1) se rédui t à 
l 'équation algébrique 

(6) F ( l , l , z , & ) = 0 . ( 

(2 . 1) Soit S = S(z) une solution de (6). 
Dans ce cas on trouve l ' intégrale générale 
de l 'équation (1) de (2), (3) et (4) dans la 
forme paramétr ique 

(7) o ; = c 1 e x p / i J ( z ) á z ; y = c 2 e x p / z P ( z ) d z ; 

P(z) + z - *»)-> 

où z est le paramèt re . 

(2. 2) L ' in tégra le générale de (1) peut 
être exprimée, à la base de (2), (3) et (4) 
sous la forme 

(8) ar = c, e x p / Q ( S ) d 3 ; 

y = c 2 e x p / z ( S ) Q ( & ) d â ; 

Q(S) = z'(S)(S + z ( & ) - z 2 ( 3 ) ) - ' 

où S joue le rô le de pa ramèt re et z = z(5) 
représen te une solution de l 'équation (6). 

(2 . 3) On applique ici les résul ta ts obtenus 
aux quelques cas spéciaux de l 'équation (1). 

(2. 3. 1) L 'équat ion différentielle, [3] 

(9) f ( x , £ j f i ! t " + <f(x,£y') = 0 
m» m i 

appartient à la classe des équations P de 
forme (1) si 

(10) ml—m0 = 1 ; px—p0 = v — 2 A . 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 3 

L' in tégra le générale de (9) on trouve, 
dans ce cas, de (7) où 

(11) & ( « ) - - ? ( l , l , * ) / / ( l , l , z ) . 

E X E M P L E . On donne l 'éqnat ion P de 
forme (9), [4] 

(12) ( * y ' - s r ) # " + 4 * , 9 = 0 , 

où w?0 = l , p0 = v, ml=-2, pi=2(v — À), et la 
condition (10) est satisfaite. L ' in tégra le géné
rale de (12) est donnée par (7), où 

P(z) = ( l - s ) / z ( l + 2 ) * . 

(2. 3. 2) L 'équat ion différentielle 

Pa Pi 

(13) Ax,y,y")y' + <?(x,y,y") = 0 

est une équation P si 

(14) mi — "! 0 = 1 , p j — i>o = v — 

L ' in tégra le généra le de (13) est donnée par 
les relations (8), où 

(15) * ( & ) = - ? ( 1 , 1 , 3 ) / / ( 1 , 1 , S ) . 

E X E M P L E . On donne l 'équation P de 
forme (13), [5] 

(16) asfiy'tf + bj/*-Ó, 
(a = const., b = const.) 

où m0 = 1 , p 0 = A + v , m, = 2 , p , = 2 v . 
L ' in tégra le générale de (16), où la condition 
(14) est satisfaite, on trouve de (8), où 
Z (S) = - b / a ï . 

(2. 4) En ntilisant les résul ta ts de 2 ° , on 
résout ici le problème b) de I o . 

On donne l 'équation différentiel le 

Pu Pi 
(17) f { x , j r j ) y " + <?(x,y1y') = 

= <K* > y l y ' ) f + e ( a , WJJO . 
n 0 n, 

En supposant que 

(18) mx — m0 = Wj — n 0 = 1 ; 

P i — Po - ï i — ïo = » — 2 A > 

on obtient à la base de (5) 

(19) ( / & + ? ) e x p / [ m , X m «)]<*<= 

= (+S + 6 )exp / [n ,Xs + (?, — n, v ) ]d« , 

avec 

/ = / ( l , l , z ) , ? = « p ( l , l , z ) , 

ou bien 

(20) P = exp / (a z + (3) d <, 

où est posé, pour de brièveté 

(21) P - ( / & + ?)/(<!»* + 8); 

« = ( « , — »n,)X, P — ( î i - P i ) — («i — »«i)v. 

En appliquant l 'opéra teur V] selon t aux 
deux côtés de (20), et en tenant compte que 
V, (E), =o X (S + z — z 2) V] (i2) s on obtient 

(22) A(9 + z ~ z 2 ) v , ( P I ) = « z + ( 3 . 
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Finalement, en éliminant la variable & de 
(21) et (22), on arrive à l 'équation d ' A B E I . 

(23) ï\[z(l — z ) t y - 6 ] R -

- [ 3 ( 1 - Z ) / - = 

- ( « S + / ) , (R'^dR/dz). 

Soit R = R(z,Cj) l ' intégral généra le de 
(23) . Dans ce cas on trouve de (21) 

(24) - [ » - • * ( « . « . ) ] / 

/ [ • * < « . « i ) - - / ] 

et l ' intégrale générale de (17), où la condi
tion (18) est satisfaite, on obtient de (2), (3)> 
(22) et (24) dans la forme paramétr ique 

(25) 
r d 

c»exp I  \ + z - z * 

«V~[£('f«l)Pi 
où z est le pa ramèt re . 

(2. 4.1) En supposant que 

(26) 0 ( l - * ) / - ? - O , 

l 'équation (23) se réduit à l 'équation linéaire 

(27) À [ a ( l - a ) ( [ » - 9 ] 5 ' = 

(ccz + & ) U R - f ) , 

dont l ' intégrale générale est 

(28) R= s ^ c , + l . J J L a d z j ; 

£ = exp — f <]>a>dz, 

( w - ( « . + |3)/[« + 8]). 

En tenant compte que, en vertu de (2) 

et (3) 

(29) z ^ x y ' / y , 

et que 

(30) / ( l , l , z ) = A f ( x , y , y'), 
x1 

<p(l , 1 , 2 ) = ^ — <f(x,y,y'), 

(A = a;(v m>-p>)li y-m>) 

la condition (26) devient 

(31) xy<?(x,y,y') = y ' ( y - x y ' ) f ( x , y , y ' ) 
et l 'équation intégrable (17) appara î t sous la 
forme 
(32) \xyy<>+ y < ( y - x y ' ) \ f ( x , y ] y ' ) = 

- « y M ( * i y\ y') y" + 6 (* » v\ y')\, 

où J I ( — « 0 = 1 , — q0 -- v — 2 X . 
L ' in tégra le générale de (32) on trouve de 

(25) où R = R(z,c1) est donné par (28). 
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On abelian groups with the unique square root property 
by José Morgado 

Instituto de Fís ica e Matemática. Universidade Federal de Pernambuco, Brasil 

1. I t is well known that, i f G is a finite 
group (multiplicatively written), then each 
element of G has a square root, i f and only 
i f the order of G is odd ([1], Theorem 1, 
and [2]). 

Recently, we have obtained a characteri
zation of the groups which admit a J A C O B I 
automorphism. We have stated that a group 
G has at most one J A C O B I automorphism, 
and that such an automorphism exists, i f and 
only i f G is an abelian group having the 
unique square root property ( i . e., for each 
element x e G, there is exactly one element 
yeG satisfying the condition y2 = x). 

I n this note we obtain some results about 
the abelian groups having the unique square 
root property. 

2. Le t us state the following 

L E M M A 1. ] / x is an element of odd order 
of a group G and y is a square root of x , 
then one has either ord y = ord x or ord y = 
= 2 • ord x . 

P R O O F . Indeed, let ordx=2n — 1 . Since 
y*= x, one has 

y2(2n-\) _ a;2n-l = 1 

and ao y is an element of finite order. 

I f ord y is odd, say 2 m — 1, then one 
has (2m- l ) | 2 ( 2 n — 1 ) , hence 

(2 m —1)1(2 n — 1 ) . 

On the other hand, one has 

x 2 n t - \ _ y2(2m-l) I 

and so (2 n — l ) | ( 2 m — 1 ) . 
Consequently, ord y = ord x. 
I f ord y is even, say 2 m , then f rom 

y2 — x , i t follows 

meaning that 2 m | 2 ( 2 n — 1 ) and ( 2 n — l ) | m , 
hence ord y = 2 • ordx, as wanted. 

L E M M A 2. If x is an element of odd order 
of a group G , then there is exactly one 
element yeG such that 

y2 = x and ord y = ord x 

and this element y belongs to the cyclic sub
group generated by x . 

P R O O F . Let ordx — 2n — 1 . Then, since 

( x n ) 2 — a:2*1-' . x = x 

one sees that xn is a square root of x and 
obviously xH belongs to the cyclic subgroup 
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generated by x . Moreover, i f y2 = x and 
ord y = ord x, then 

y eta y 2 ( 2 n - l ) + l „ ( a r '» )2(2n- 1) + 1 _ -pt. ( 

proving the lemma. 

T H E O R E M 1. If 1 is the set af all elements 
of odd order of an abelian group G , then T 
is a subgroup of G having the unique square 
root property. 

P R O O F . The set T is clearly non void, 
since 1 e T. Moreover, since ord(a-*) = orda 
and ord (a b) = ord a • ord b for al l a,b in 
T, on sees that T is a subgroup of G. By 
Lemma 2, fo r each a e T there is exactly 
one element x such that x2 = a and ordx= 
— ord a and this element belongs to the cyclic 
subgroup generated by a, hence xeT. 

I f ordx=j=orda, then, by Lemma 1, one 
has ord x = 2 • ord a and so x does not 
belong to T. 

3. I f G is a torsion free abelian group 
such that for each element ae G there is 
some x satisfying the condition x2 = a, then 
G has the unique square root property. In 
fact, i f x2 = y1 — a wi th y = t ï , thon 
(xy-i)2=x2(y-*)2 = a • a~l = l , contradicting 
the hypothesis that G is torsion free. 

Le t G be a group with the unique square 
root property. Then, there his no element x in 
G with even order. I n fact, f rom ord x= 2 m 
i t follows (œ m ) 2 = 1 and so 1 and xm=j=\ 
would be square roots of 1 , against the 
hypothesis. Thus, the set T formed by al l 
elements in G having odd order is the ma
ximal torsion subgroup of G and, therefore, 
the quotient group GjT is torsion free. I f 
a Te GIT and x2 = a, then it is immediate 
that (xT)2 = aT. 

Consequently, the following holds : 

T H E O R E M 2 : If G is an abelian group 
with the unique square root property and T 

G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

is the set of all elements in G having odd 
order, then G/T is a torsion free abelian 
group with the unique square root property. 

4. Now, let / / be a torsion free abelian 
group having the unique square root pro
perty. We shall denote by œ" 2 the (unique) 
square root of x. More generally, we shall 
denote by xml-n, m and n integers, the 
square root of x m l 2 , 1 - 1 . 

This notation is consistent, since 

xmP". x'"'l-n' — x/m2" + ™''!" . 

Let a e H. I t is immediate that the least 
subgroup of H containing a and having the 
unique square root property is the set of al l 
elements a', where r is either 0 or a ra
tional number of the form -"* m ^ , where 

2» 
m and n are integers. 

Let us denote this group by 8(a). I t is 
immediate that this group is isomorphic to 
the additive group whose elements are 0 

2 tji -4-1 
and the rational numbers of the form , 

2" 
with m and n integers. 

T H E O R E M 3. For each a e H , the lattice 
of all subgroups of the group S (a) is distri
butive. 

P R O O F . I n d e e d , as i t was stated by 
O R E [4], the lattice of al l subgroups of a 
group is distributive, i f and only i f the group 
is locally cyclic. 

Le t us see that the group <S (a) is locally 
cyclic, that is to say, i f x ,ye S (a), say 

x mm a&m * D ' 2 " and y = a®T+VI2' 

then there is some z e S (a) such that x and 
y belong to the cyclic subgroup generated 
by z . I t is sufficient to set z = o 1 ' 2 P , where 
p is the greatest of the integers n and s . 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 7 

T H E O R E M 4. For each a e H , the lattice 
of all subgroups of S (a) having the unique 
square root property, is isomorphic to the lat
tice constituted by the set of all positive odd 
integers partially ordered by the relation m < i n 
if and only if m is divisible by n . 

P B O O F . Le t A be a subgroup of S (a) 
having the unique square root property. I f 
a(2m + i ) / 2 " 6 4 t ^ e n a 2 m + i and a-<3" + « be
long to A . Le t 2p + 1 be the least posi
tive integer such that a2* + 1 e A . Then, i f 
x e A , one has x = a< 2 p + ') <2« + D ' 2 " for some 
integers q and n. 

This means that A = S (a2" + '). 
Thus, one sees that there is a one-one cor

respondence between the set of a l l subgroups 
of S (a) having the unique square root pro
perty and the set of a l l positive odd integers. 

Moreover, one has clearly 

i f and only i f 

(2j> + l ) | ( 2 m + l ) , 

completing the proof. 

The group / / may be considered as a 

module over the r ing R formed by al l ra

tional numbers 0 . ^ m — ^ , m and n inte-
2» 

gers, relatively to the ordinary addition and 
multiplication. The set S (a) the cyclic sub-
module generated by a. 

The theorem 4 above says that the lattice 
of all submodules of S (a) is isomorphic to the 
lattice of all positive odd integers, m <j n 
meaning that n divides m. 

5. For each aeH, let us denote by C(a) 
the cyclic subgroup generated by a. 

Le t us consider the quotient group S (a) / 

I C[a) and let a^+UI2" be any element of 
S (a). I f n 2> 1 , by the division algorithm, 
one has 

2m + l=2« . g + ( 2 r + l ) , with 0 < 2 r + l < 2 » 

q and r integers. 
F rom this i t follows 

n . 2m + 1 2 r + 1 

with 0 < 2 r + 1 < 2 » 
and hence 

a ( 2 » + l ) /2" = aq . a ( 2 . + l) /2" 6 a ( 2 r + l ) / 2 n Q(a) 

I f n < 1 , then - m Í - is an integer and 
2" 

so o«*+«) /a"eC7(a) . 
Thus, the elements of the group S(a)/C(a) 

are C(a) and the cosets of the form 

a <2r + l)/2»C>( 0) 

where n is a positive integer and r is an 
integer such that 0 < 2 r + 1 < 2 " . 

Let us consider the group Z(2°°) ([5], p. 4). 
The elements of the group Z(2°°) are 

n i 1 8 1 3 2 r + l 
•^'T'l's's"" 2» '•• 

with 0 < 2 r + 1 < 2" , the group operation 
being the addition modulo one. 

Since the integers q and r in (1) are uni
quely determined, one concludes the fo l 
lowing 

T H E O R E M 5. For each a e H , the quotient 
group S(a) /C(a) is isomorphic to the group 
Z ( 2 0 0 ) . 
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Entropie groupoids and abelian groups 
by José Morgado 

Instituto de Física e Matemática, TTnirersEdade Federai de Pernambuco, Brasil 

1. Following E T H E R I N G T O N [ 1 ] , a groupoid 
G is said to be entropie, i f the following 
condition holds : 

ab-cd = ac-bd for al l a,b,c,d in G. 

O R R I N F R I N K [2] observed that every en-
tropic groupoid G has additive endomor-
phismB, that is to say, i f a and (3 are 
endomorphisms of G, then the mapping 
« + (3 : G -* G, defined by 

(« + (3) (x) = a (x) • (3 (x) for every x e G, 

is an endomorphism of G. 
I n [ 1 ] , E T H E R I N G T O N remarked that the 

converse is not true and gave some examples 
to show that a groupoid can have additive 
endomorphisms without satisfying the entro
pie law. 

I n [ 3 ] , T R E V O R E V A N S proved that i f , 
instead of endomorphisms of G, one consi
ders homomorphisms of the direct product 
G <8> G into G, then the property that the 
sum of two homomorphisms of G <8> G into 
G is again a homomorphism, is equivalent to 
the entropie law. 

As an immediate consequence, he stated 
that, i f a loop G has that property, then G 
is an abelian group. 

Thus, i t was stated that, if G is an entro
pie groupoid satisfying the conditions 

( I ) for all a , b in G , the equations 
a x = b and y a — b have unique solutions 
in G , 

( I I ) there exists in G an element e such 
that a e = e a = a for every a e G , 

then G is an abelian group. 

The purpose of this note is to show that 
the conditions ( I ) and ( I I ) may be weakened. 

2. We are going to state the following 

T H E O R E M 1 : Let G be an entropie grou
poid satisfying the following conditions: 

(i) For two any elements x , y e G , there 
are elements e , f e G such that 

x e = x = f x and y e = y = f y ; 

(ii) For each element x e G and each ele
ment e e G such that x e = x , there is an 
element x' e (dependent on e) such that 

X X, , •—— 0 . 

ITien G is an abelian group. 

P R O O F . Indeed, let x,yeG and let e,f 
be elements of G satisfying condition (i). 
Then, by the entropie law, one has 

x y = f x - y e = f y - x e = yx, 

that is to say, the groupoid G is commuta
tive. 

Moreover, i f g denotes any element of G 
such that 

x g — x and zg = z, 
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then, by the entropie law and the commuta-
t iv i ty , one has 

xy-z = xy'zg = x y g z = xg-yz = x- yz. 

Consequently, every entropie groupoid 
satisfying condition (i) is commutative and 
associative. 

Now, we are going to see that, under the 
conditions of the theorem, for each element 
xeG, there is only one local identity, i .e . , 
there is only one element e e G such that 

x e — e x •» x. 

I n fact, let e and / be elements of G 
such that 

x e = xf — x 

and let x'e and x'f be elements of G such 
that 

xx'e = e and x x ' j = f . 

Then, since G is associative and commu
tative, one has clearly 

e = xx'e= xf • x'e = x • fx'e — x • x'e f = 
= xx'e • f = ef — e • xx} — ex • x} = 
— xe • X/= x x / = f . 

I t is immediate that e is an identity ele
ment of the groupoid G, for , i f y is any 
element of G, f rom (i) i t follows that there 
is some element f such that xf — a? and 
y f = y and so, by the argument above, one 
concludes that f=e , i .e . , one has ye — ey=y 
for every y e G, meaning that e is an iden
ti ty element of G. 

Now, condition (ii) and commutativity say 
that every element of G has an inverse 
element and so G is an abelian group. 

Conversely, i f G is an abelian group, then 
G is clearly an entropie groupoid satisfying 
the conditions (i) and (i i) . Thus, an abelian 
group may be characterized as an entropie 
groupoid satisfying these conditions. 

R E M A R K 1 : I t is interesting to observe 
that, i f condition (i) is replaced by the con
dition 

(i ') for each element of G , there is in G 
one local identity element, 

then G need not be a group. 
Indeed, let Q be the set of al l rational 

numbers and let us define in Q the opera
tion © by the condition 

xQy = X ^ ^ fo r a l l x ,y in Q. 

I t is immediate that the groupoid < Q, ©> 
is entropie and, moreover, for each xeQ, 
there is one local identity which is x and 
there is one local inverse element which is 
x again. 

I n spite of that, the groupoid < Q, © > is 
not a group. 

3. I n this section, we obtain another 
characterization of the abelian groups as 
entropie groupoids, by using the notion of a 
center associative element. 

Le t us recall that an element a of the 
groupoid G is said to be a center associative 
element ( G A R R I S O N [4 ] ) , i f and only i f one has 

x • ay = xa • y for a l l x, y in G . 

T H E O R E M 2. Let G be an entropie grou
poid satisfying the following condition: 

(C) : There is in G some center associative 
element a such that, for every b e G , 
the equations ax = b and y a = b are 
soluble in G . Then the groupoid G 
is a commutative monoid. 

P R O O F . One has to prove that G is 
associative and commutative and, moreover 
there is in G an identity element. 
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Let e be a solution of the equation 
ax = a and let b be any element of G. 
Since b *-ya for some ye G and a is center 
associative, one has 

be=ya-e = y- ae = ya = b, 

and this means that e is a right identity of 
the groupoid G. 

On the other hand, let e be a solution of 
the equation ya = a. 

Since every be G may be written under 
the form b = xa for some xeG, one has 

e'b = e' • ax «= e'a • x = ax == b 

and hence e' is a left identity of G. 
From e' = e' e = e, one concludes that e 

is an identity element of G. 
Now, since G is entropie, i t results 

xy = ex • ye = ey • xe — yx 
and 

xy • z = xy • ez = xe • yz = x • yz 

for a l l x,y ,z in G, which completes the 
proof. 

R E M A R K 2. The hypothesis that G is en-
tropic was not used to show that G has an 
identity element. Consequently, every groupoid 
satisfying condition (C) has an identity element. 
I n particular, every quasigroup having a center 
associative element is a loop. 

T H E O R E M 3. Let G be an entropie grou
poid satisfying the following condition : 

(D) : There is in G some center associative 
element a such that, for every b e G , 
the equations ax = b , ya = b and 

bz = a are soluble in G . Then the 
groupoid G is an abelian group. 

P R O O F . Since, by theorem 2, G i s a 
commutative monoid, i t suffices to show that, 
f o r each be G , there is in G some element 
b' such that bb' = e, where e denotes the 
identity element. 

Le t b' be a solution of the equation 

ab • x = a. 

Then, one has 

a = ab • b' == a • bb'. 
Now, i f a' denotes a solution of the equa

tion ya—e, one has 

e = a'a = a'{a. bb') = a'a • bb'=*e • bb'^bb', 

a s wanted. 
Conversely, i f G i s an abelian group, then 

G i s obviously an entropie groupoid satis
fy ing condition ( D ) . Thus, by using theorem 3, 
one obtains another characterization of the 
abelian groups as entropie groupoids. 
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Another definition of a group by means of a single axiom 
by José Morgado 

Instituto da Física o Matemática, Universidade Federal de Pernambuco, Brasil 

Introduction 

I n [1 ] , M I C H A E L S L A T E R characterizes a 

group by means of a single axiom of the 
form p implies q, p and q being equa
tions, i n terms of two operations : a binary 
operation • (multiplication) and a unary ope
ration ' (inversion). He proves that the sys
tem < ( ? , . , ' > is a group, i f and only i f 

ab • c = ad • e implies b = d • e c' . 

I n [ 2 ] , p. 6 , M A R S H A L L H A L L gives a defi
nition of a group in terms of one of the 
inverse operations of the multiplication by 
using four axioms. 

I n [3] , i t is observed that these axioms 
are not independent and one defines a group 
in terms of the same operation by using two 
axioms. 

I n [4] , one obtains a definition of a group 
in terms of the same operation by means of 
one axiom of the form p implies q , where 
p and q are equations. I t is shown that, i f 
the groupoid < G, • > satisfies the condi
tion 

a (b b • b) • (c c • c) = a (dd • d) • (e e • e) 
implies b — d-ce, 

then, i f one defines the operation o in G 
by the condition 

a 0 b = a (b b - b) , 

the groupoid < G,o > is a group. 

The purpose of this note is to characte
rize a group by means of one universal 
axiom, writ ten in terms of one binary opera
tion (one of the inverse operations of the 
multiplication). 

This problem was solved for the abelian 
groups by M A R L O W S H O L A N D E R in [ 5 ] . He 

stated that, i f the groupoid < < ? , — > 
satisfies the condition 

y = x—[(a; — z) — (y— z)] for a l l x ,y ,z in G, 

then the groupoid < ( ? , + > , where 
x -\- y = x — [(y — y) — y], is an abelian 
group. 

§ 1. We are going to state the fol lowing 

T H E O R E M : Let < Ot, • > be a groupoid 
satisfying the following condition : 

(C) a = b I [(d d • a) c] [(dd . b) c] | for all 

a, b , c , d in G . 

Then, if one defines the binary operation © 
in G by the condition 

a © b = a (b b • b) for all a , b in G , 

the groupoid < G , © > is a group. 
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P R O O F : One has clearly 

(1) a = a\[(dd • a) c] [(dd . a) c ] | for a l l 

a,c ,d in G . 

Let as set 

c = [(drf • b)b] [(dd)(dd .a)]b. 

Since, by condition (C), one has 

(dd .a)c = (dd. a) (\[(dd b)b]. 

• [(dd)(dd.a)]b\) = b, 

i t follows f rom (1) that 

(2) a = a • bb for al l a , b in G . 

Then, by putting c = ee in (C), one 
obtains 

a = b\[(dd.a)(e e)] [(d d-b)(e e)]| 

'and hence, by (2), one has 

a = b [(d d • a) (d d • b)] for al l a ,b,d in G. 

Consequently, 

aa = (bb)[(dd-aa)(dd-bb)]. 

From here and (2), i t follows 

aa = (bb)[(dd) (dd)] = (bb)(dd) = bb 

for al l a, b , d in G . 

This means that the element b b does not 
depend on b . 

Let us set i = bb; then one has 

(3) a = a i for every a e G , 

that is to say, * is a r ight identity for the 
grupoid < O , : > . 

Thus, the condition (C) may be wri t ten 

( C ) a = b[(ia. c) ( ib . c)] fo r a l l 

a ,b , c in G . 

By setting b = c = » in ( C ) , one obtains 

a = i [(i a • t) (î i • t)] 

and hence, by (3), 

(4) a — i • ia for every ae G . 

From ( C ) and (4), i t results 

( 5 ) ia = (ib) (a c • b c) for a l l a, b, c in G 

and, by setting c = b, one obtains 

(6) t a = ib • ab for a l l a, b in G . 

From (5) i t follows, by taking b = í , 

ia = (ii) (ac • ic) — i(ac • ic) 

and hence, by (4), 

(7) a — ac-ic for a l l a , c in G. 

Let us see that one has 

(8) i • a b = b a for a l l a , b in <? . 

I n fact, by (7), (4) and (6), one has 

b a = b (a b • i b) = (i • i b) (a b • ib) = t • ab . 
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Then, f rom (4), (5) and (8), one concludes 

a = t . * a = i[(i b) (a c • b c)] = (a c • b c) (i b) 

and consequently 

ab = [(a c • b c) ( tb)]b = 
= [ (ac -6c ) (ib)](i.ib). 

Hence, by (7) and (3), one gets 

(9) o 6 = a c • b c for a l l a,b ,c in 6 

and this result contains, as particular cases, 
the results (6), (7) and (8). 

Now, we are going to state that the grou
poid < C r , © > is a group. 

We may write a@b = a(bb b)=a-ib 

a) One has clearly 

a0t = a • ii = ai = a for every aeO, 

that is to say, the element i is a right iden
tity for the groupoid < £ , © > . 

b) Furthermore, one has 

a 0 ( i a) = a (* • i a) = a a = i for every aeG, 

meaning that, in the groupoid < G, © > , 
for each element a, there is a right inverse 
element t 'a . 

c) Final ly, f r o m (8) and (9), one conclu
des that 

a © (b © c) = a • i(b • i c) = a[i c • b) = 
= (a • ib) [(ic • b) (ib)] = (a • i ô ) (t c • t) = 

— (a • » 6) ( i c) = (a © 6) © c , 

proving that the operation © is associative. 
Consequently, the groupoid < G , © > is 

a group, as i t was claimed. 

§ 2. Now, let us suppose that the grou
poid < < ? , © > is a group and let us define 
the binary operation • in G, by the con
dition 

a • b = a © b~x for al l a , b in G , 

ZT1 being the inverse of b in the group 
< G,Q> . 

Then, one has obviously 

aQb — a(bb-b) for al l a,b in G, 

since b • b{= bb) is the identity element of 
the group < G , © > . 

One sees that 

b\[{dd.a)c] \{dd-b)c}\ = 

= b © [(a" 1 © c ' 1 ) © (&"' © c"1 J1 -
= 60[(o- 1 0c"')0(c06)]- 1 = 

= 6 © ( a - 1 © = a , 

for a l l a ,b ,c ,d in C? . 
This means that the group axioms imply 

the single axiom above for one of the 
inverse operations of the operation of the 
group. On the other hand, we have proved 
that this axiom implies the group axioms. 

Consequently, the single axiom above may 
be used in order to define a group. 
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Outra demonstração de um teorema de A. H. Stone 
por O . 7. Aios 

Faculdade da Filosofia, Ciências e Letras, Universidade de São Paulo, Urasil 

0 prof. D r . E D I S O N F A R A H (professor 
catedrát ico de Análise Superior da Facul
dade de Filosofia, Ciências e Letras da Uni
versidade de São Paulo) nos propôs procurar 
uma demonstração do Teorema de A . H . 
S T O N E [1] que utilizasse o Teorema de Z O R N 
ao invés da Indução Transfinita. Uma de
monst ração nestas condições teria importân
cia didática. Daremos aqui um prova do 
referido teorema, usando o Teorema de 
Z O R N e, procurando seguir, tanto quanto 
possível, a ordem de ideias da demonst ração 
original [1] . 

Antes, po rém, recordaremos algumas defi
nições e introduziremos certas notações . 

1 — Seja {E , E ) um espaço topológico e 
H um recobrimento aberto de E ('). 
Para todo subconjunto Y de E indi
caremos por (Y;V() o conjunto dos 
XeW tais que XÇ[Y=f=$ e por 
( F ; — 2 í ) o conjunto dos xeY tais 
que (|a;| ; 9f) d Y. 

No caso de trabalharmos com uma 
s e q u ê n c i a , ("Q, de recobrimentos 
abertos, simplificaremos a notação 
pondo, para todo Y d E e para 
todo n ^ 1 , 

( F ; a g « ( r ; n ) e (Y ; _ *„) = ( F ; - n). 

(') Sendo (E , £ ) um espaço topo lóg i co , dizemos 
que 9/ é um recobrimento aberto de E se 5/ é uma 
famí l ia de conjuntos abertos cuja reunião é E . I n 
dicaremos por X e 3/ o fato de ser X um têrmo da 
famí l ia 

2 — Sejam 9í e 20 dois recobrimentos 
abertos de um e s p a ç o topológico 
(E,Z). Dizemos que 2C é um A-refi-
namento de 9t se para todo x e E, 
existe U e Qf, verificando 

3 — Um espaço topológico se diz total
mente normal ( i f u l l y normal») se todo 
seu recobrimento aberto admite um 
A-refinamento aberto que recobre o 
espaço. 

4 — Um espaço topológico (E, £) ó para-
compacto se para todo recobrimento 
aberto de E, existe um recobrimento 
aberto de E, que o refina e ó local
mente finito. 

Nota — Se num espaço topológico (E, s ) , 
totalmente normal, para um recobrimento 
aberto 2f de E, existe w t recobrimento 
localmente finito de E (não necessariamente 
aberto) que o refina, então existe um recobri
mento aberto de E, localmente finito, que 
refina - f . 

Posto isto, passaremos à demonst ração do 

T E O R E M A D E S T O N E . Todo espaço topo
lógico totalmente normal é paracompacto. 

DEMONSTRAÇÃO . Seja (E , £ ) um espaço 
topológico totalmente normal e seja (Wi)itT 

um recobrimento aberto de E ; tomemos 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 15 

orna sequência (-4) de recobrimentos aber
tos de E tal qne 

1) Vx é A-refinamento de (Wi)ieI; 
2) % + i é A-refinamento de wn, V « ^ l -

Para cada i e l , ponhamos 

F ? « . ( f F < ; - l ) , F T - C F f 1 ; * ) , V « ^ 2 

e 
QC 

Vi*• U tf-
V = I 

Ora, (J F « l ' « ^ e se a?eFj, então a:eF7" 
></ 

(para um m conveniente) e (jar| ; m) cz V t . 
Indiquemos por s & classe das famílias 

abertas (Hní)(}) tais que, sendo, 

J B —.J» e7|(3 n ^ l)(Hui=f= Vi)\, 

verificam 

1) ( f t i j a + ^ c k , V « ^ l , V ' « 4 ; 
2) U F = U Hni; 

3) V » ^ l , V U n + 5 e * N + 3 , U N + 3 

encontra, no máximo, um conjunto 
Hni com ieJn. 

E m particular, as famílias de S são re
cobrimentos abertos de E. e é não vazia 
(pois E =f= 0 ) . Ordenemos S do seguinte 
modo, sendo {Uni) e (//,£•) pertencentes 
a e, 

e 

HL = Hni, V « ^ l , V te J/7-

(4) Para simplificar a notação, uma família gené
rica 

( r ( « , i ) ) ( n , i ) e . V X / 

será indicada por (7ni). 

É fácil verificar que ( e , ^ ) é indutivo. 
Pelo Teorema de Z O B M , e admite um ele

mento maximal que denotaremos por (//„";). 

Mostremos que (J V, = E. Caso isso não 

fOsse verdade, existiria xeE, pertencente 
a um certo Vj, com J ' $ J B * -

Ponhamos, então , 

Hís-mVr,^n)- U ^ ) ; » + 3 ) , V n ^ l ( i ) 

HU==Vk, V « ^ l , V / í 6 / - ( J a . U Í J 0 -

A família (/?«;), assim construída, per
tence a s e é estritamente maior do que 
{H„i), o que é absurdo. 

Finalmente, vamos construir a partir do 
elemento maximal (.ff».) um recobrimento 
localmente finito de E, o que, levando-se 
em consideração a nota, termina a demons
t ração . 

Para todo (n , í) e NX JH* pomos 

G„ i — //„*, — y H* j . 

1 - : m T-r: n-\ 

A família (GNI) assim construída é um 
recobrimento localmente finito de E. 
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Sobre Medidas de Probabilidade Geradas por 
Fracções Contínuas Regulares 

por J. Marques Henriques 

Lisboa 

1. Introdução 

É um facto bem conhecido que qualquer 
número irracional admite um desenvolvimento 
único em f racção contínua regular. Se o 
número em questão é o resultado de uma 
experiência aleatória efectuada sobre os nú
meros de um intervalo de medida unitária, 
então os seus termos podem cônsiderar-se 
como variáveis aleatórias susceptíveis de ge
rarem medidas de probabilidade. No decorrer 
deste trabalho apresentamos algumas pro
priedades notáveis destas medidas de proba
bilidade. 

Seja então Q. o conjunto dos números 
irracionais do intervalo ( 0 , 1 ) , 2 I : = £ 2 n 2 3 I 

a <7-álgebra dos sub conjuntos borelianos de 
£2, e A a clássica medida de LEBESGUE. 
Deste modo, (Q , 21, ï ) é um espaço de pro
babilidade completo. Consideremos to como 
sendo o ponto genérico de Q . En t ão , o 
desenvolvimento de w em fracção contínua 
regular se rá designado do seguinte modo 
(compare-se, e.g. com [6], [7], ou [14]): 

(1 .1) w = [0; a j ( w ) , a 9 ( w ) , . . . ] . 

Os termos da f racção contínua são fun
ções de « , e por isso os designamos por 
a i((o) (i = 0 , l , 2 , . . . ) . 

Como to e Q., então necessariamente que 
o 0 (») = 0 . 

Além disso, af(to) ( i > l ) é sempre um 
inteiro positivo. 

Não ó completamente evidente o facto de 
as funções a;(t>>) serem variáveis aleatórias 
defíaidas sobre o espaço de probabilidade 
(Q , 21, >), mas tal facto será justificado mais 
adiante. 

Em todo este artigo utilizaremos as nota
ções clássicas usadas na teoria das f racções 
contínuas, de que fazemos aqui apenas um 
breve resumo. 

A reduzida (ou convergente) de ordem n 
de ta é o número (racional) 

( i . 2 ) 4 T T = [°; O*)]. 
B„ (to) 

cujas constituintes An (to) e Bn (<a) se podem 
calcular pelo processo iterativo seguinte: 

( í . 3) ^ " + 1 (») = ( w ) * ^»(w) + ^ n - l ( « ) 
1 (w) = a«+i (w) • Bn (to) + Bn.x (ta) 

( n > 0 ) 

onde se estabelece a convenção : 

( 1 4 ) A ' x ' = 1 ' A ° '' = ° 
£ _ , : = 0 , BQ: = 1. 

A relação modular seguinte (veja-se, e. g. 
[6], [7], ou [14]) será utilizada mais abaixo: 

(1.5) A n B n ^ - A n - X B n ~ ( - i y - * ( n > 0 ) . 
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(Sempre que não seja necessár io , omitire
mos os argumentos). De grande importância 
é a seguinte 

D E F . ( K H I N C H I N [7, pág , 5 6 ] ) . Intervalo 
fundamental de ordem n, é o conjunto 

( 1 . 6 ) 4 ? , . . . , » . : -
= j<a:a,(fú) = ki; i = l , ••• ,n\, 

onde os kiS são todos inteiros positivos, ou 
seja, ki = 1 , 2 , • • • . 

Nota : De facto, A ( B ) c û , de modo que 
a designação de intervalo é utilizada aqui 
apenas por razoes de consistência com a ter
minologia usada quando se admitem também 
os números racionais no conjunto funda
mental Q . 

Se puzermos A„JBK : = [0 ; kx, • • • , kn], 
então é um facto conhecido que 

( 1 . 7 ) A ^ . . . , * B = 

( - ^ n A„ 4~ -An-\ \ p Q 

B„ B„ + Bn-\ / 
se n = 2 

/ An + An-X ^ « \ n f l 

\ B n + Bn.x ' B J " 
se n = 2 v + 1 . 

Nota : AnjBn é um número racional, 
quaisquer que sejam os &,'s (inteiros posi
tivos), de modo que A*"' pode considerar-se 
de facto como um intervalo aberto, na topo
logia induzida por £2 nos sub-conjuntos de 
(0 , 1 ) . 

Um aspecto importante que salientamos 
aqui, e que se prova facilmente, é que os 
intervalos fundamentais de todas as ordens 
geram a c-álgebra 31 -

D E P . Chamaremos rede (de (Q , 21, Ï)) a 
toda a sucessão j 9L j (« = 1 , 2 , • • •) de sub-
-classes de 21 , tal que : 

(i) os conjuntos de 9 l B são disjuntos dois 
a dois e U9t« = Q 5 

(it) se Ae9ln, então 1(A) > 0 ; 
(iii) se A e 9 l „ , então é 

A = U I B : B e e B CZ A\. 

Uma consequência imediata é o seguinte 

TEOREMA 1. A sucessão das classes 

* « - | 4 £ . . . . k . ; k i - * l » S t * v l ( n - 1 , 2 , . . . ) 

é ttma rede. 

D E U . ( Î Ï ) Ó de verificação imediata, aten
dendo às re lações ( 1 . 5) e ( 1 . 7). De facto, 
tem-se 

( i . 8 ) Í ( 4 : ? . . . > J -
Bn(Bn -fBn-i) 

qualquer que seja n = 1 , 2 , • • • . 

(t) e (iii) são uma consequência directa de 
( 1 . 6 ) , pois que fixados k t , ,k„ se tem 

(1 .9 ) 2 < + . ! U , , 
! ' =1 

com uma união disjunta de intervalos funda
mentais de ordem n + 1 (RICHTEK [12]). 
Q. E. D . 

As medidas de probabilidade geradas por 
di (oí) = ki, i = l , - - - , n (consideradas sobre 
o espaço mensurável (Q , 31)) são definidas 
sobre os intervalos fundamentais de ordem 
M , por relações do tipo : 

(1 .10) P ( A < : > . . . , t n ) = : p ( k x , . - . , k K ) . 

Compare se com B I L U X G B L E Y [3, (3 .12) ] . 
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E agora é evidente que as funções a„(co) 
(w = 1,2, •••) são variáveis aleatórias relati
vamente aos dois espaços de probabilidade 
(Q , 2 1 , )) e (Q, 2 1 , P ) , i . e. são 2I-mensurá-
veis (e portanto também P - e i -mensurá-
veis), uma vez que são funções simples defi
nidas em Q, ou seja, para «aeAÍ*)...,* tem-se 

( 1 . 1 1 ) an (w) = k„ 

2. Uma c o n d i ç ã o necessária e sufi
ciente para que P seja singular 

Nesta secção demonstraremos o seguinte 

TEOREMA 2 . P _!?,<=> 

( 2 . 1 ) 31 (co : Hm B% (to). p ( a j (&>),••• 
n -> ao 

. . . , a n ( W ) ) = 0 ) = l . 

Nota: Usamos a notação Pj_)> para 
denotar que P é uma medida singular rela
tivamente à medida de LEBESOUE, i . e. admite 
um suporte (conjunto A e 2 1 , tal que P(A) = 
= 1 ) , disjunto de algum suporte de ) . . 

D E M . Fixemos n . En tão a função 

( 2 . 2 ) a?n(co): = 2 4<"> 

é definida para todos os co 6 Q ; mais concre
tamente, para « e Ai"; é : 

( 2 . 3) *„(«) = 2 > ( A í : í . . . , o / i ( ^ . . . . o = 

= P „ ( & ) ) . [ S „ ( w ) + P n - i ( « ) ] -

• P («i ( w ) » • • • fl» (w)) » 

onde usamos as relações ( 1 . 8), ( 1 . 1 0 ) e 
( 1 . 1 1 ) . Ora, como em virtude do Teorema 1 , 

j 9t r t I é uma rede, logo se conclui que 
(cf. D O O B [4, pg. 6 1 2 e 343] e H E W I T T and 
STEOMBERG [5, pg. 343]): 

(t) l im a?„(<»)=: X^QÚ) existe p . p . ; e, 
T l — * OC 

(«•) P ± ( o » ) - 0 [ l ] , 

uma vez que, por definição, #„(&>) é a deri
vada de P em ordem a ) . , relativamente à 
rede \%,\ (n = 1 , 2 , . . . ) . 

Ora, como ( 1 . 3) implica 

0 < P n . , ( c o ) < P B ( & > ) , 

segue se que 

Bl (») • p (a, ( M ) , . • • , a„ (w)) < a?» (co) < 

<2B2 (» ) . /» (o , ( a>) , . . . , a . (» ) ) 

e por isso (t) e (iï) acarretam a veracidade 
do TEOREMA. Q . E . D . 

Nota: Uma outra demonst ração deste 
TEOREMA usa a propriedade da sucessão ( 2 . 2 ) 
ser uma martingala (cf. D O O B [4, Cap. V I I ] ) . 
De facto, 

E (xn I <*i, • • • , avi) = 
= E (xn I a,, • • • , a„_i) = a?„_, [>], 

onde U ( . | . ) designa o valor esperado da 
primeira variável a lea tór ia , condicionado 
pelas seguintes, tomado relativamente a P. 

3. A singularidade de P, no caso das 
variáveis aleatórias a,• (<a) serem in
dependentes 

Consideremos agora o caso seguinte : 

(3 .1) p ( A , , . - - , * , ) - Ò M * * ) . 
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onde p , ( A ) > 0 e 2S'|*(*)—1 ( i - 1 , 2 , . - . ) . 

Isto é, por definição, o que sucede quando 
as variáveis aleatórias <ií(w) são indepen
dentes (relativamente a P ) , ou seja, 

(3. 2) P (to : at (to) = kv & a, (w) = k r ) = 

= P (to : a f (to) = A;/) • P (to : o,- (to) = kj<) , 

para todos os i =fcj. Para simplificar a 
notação escreveremos : 

(3 .3 ) pi{k): = P(w i a , (&>) = £ ) , 

onde, evidentemente, i > 1 e k = 1,2, •• • . 
Em primeiro lugar provaremos o seguinte 

L E M A . ai(to)'s independentes => a medida 
de probabilidade P é : 

a) puramente atómica; ou, 
(3) não-atâmica e singular; ou, 
y) absolutamente contínua. 

D E M . A demonst ração deste Lema en
volve algumas dificuldades. Por isso, após 
algumas extensões da teoria desenvolvida, 
provaremos sucessivamente : 

1. ° Que, em certas condições, P satis
faz a) ; 

2. " Que se P não satisfaz nem a.) nem 
y), então satisfaz (E) ; 

3. ° O caso y) não será demonstrado 
( P « l é, até mesmo, impossível, como se 
verá pelo TEOREMA 3), uma vez que se P 
não satisfizesse nem a ) , nem f3), então 
necessariamente (aplicando o clássico teo
rema de LEBESGUE-RADON-NIKODYM) teria de 
satisfazer •/). 

I . Dada a probabilidade P, suponha
mos que P(A)>0 para um certo Ae$X 

(um tal conjunto existe sempre, pois que 
P(Q) = 1 ) . Associemos a A o conjunto A* 
dos irracionais equivalentes (cf. V I C E N T E 
GONÇALVES [14, pg. 129] ou H A R D Y and 
W R I G H T [6, (10. 11)]), aos irracionais de 
A, i . e . 

(3 .4 ) A* : = |w : 3 n0 = « 0 (w) e 

to0 e A 9 at (to) = ai (to0), i> n0\ . 

Se introduzirmos o resto de ordem n de to, 

(3 .5 ) r„(to): = [<*„(«); a„ + 1 (to) , . . . ] 

é 

A* = |w:r„ 0(ío) = r„„(w0), w0 e A\ . 

Nota: r„(co) é, para cada to, um número 
irracional do intervalo (1 , 0 0 ) . De facto, 
a „ ( í o ) > l , e [ 0 ; a n + i ( w ) , . - . ] G £ 2 ) . 

É claro que Ac A* e como A* é o con
junto dos pontos to para os quais a sucessão 
de variáveis aleatôri&s independentes ax (to), 
a 2 (to),-" é convergente, usando a lei de 
KOLMOGOROV (cf. R l C H T E R [12]), logo S6 
conclui que P(^4*) = 0 ou P(A*) = 1 ; mas 
como P (A) > 0 ó então , necessariamente, 

(3. 6) P(A*) = 1 . 

Por outro lado (cf. H A R D Y and W R I G H T [6]), 
to 6 A" <=> para algum w0 e A se encontram 
inteiros positivos a , (3, y , 3 tais que a. $ — 
— (3y = ± l e to = («&>„ + (3)/(yto0 + 3 ) . 

Se definirmos (sempre com a. 3 — (3y = + 1) 

(3. 7) A ^ ^ f . = |to:to = (a (o 0 + (3)/ 

então facilmente se vê que 

(3.8) 4 « - 2 ^ . 3 7 S 
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onde os conjuntos ^ „ p T j constituem as di
ferentes classes de equivalência. 

I I . Passemos agora à demonst ração do 
Lema pròpr iamente dito : 

1. ° Suponhamos que o conjunto A , consi
derado em I é numerável . En t ão , evidente
mente que os p 7 s 8 * ° também todos nu
meráveis e por consequência A* ó numerável . 
E n t ã o P é medida puramente atómica, pois 
que 

(3 .9 ) P ( / i * ) = l = > P ( Q - 4 * ) = 0 , 

com A* numerável , e a) está demonstrada. 
2. ° Suponhamos agora que P não sa

tisfaz a) ( i . e., em virtude de 1.°, que A não 
é numerável) . Suponhamos ainda que P não 
é absolutamente continua. En tão , para um 
certo ^4e2I será P(A)>0 com í(A) = 0, 
e portanto P(A*) — 1, tal como em I . 
Mas > (4 ) = 0 implica (-d a p^$) = 0 para 
todos os « , 5 , 7 , 3 satisfazendo a condição 
ai — fiy = + l , uma vez que a medida de 
LEBESGUE é invariante relativamente a trans
formações lineares. E por conseguinte, (3. 8) 
implica 

(3 .10) = 2 > ( ^ p 7 5 ) = 0 . 

O teorema de LEBESGUE-RADON-NIKODYM 
aplicado a P implica então que P é medida 
não-atómica (se A fosse um átomo de 
(Q , 21, P) então necessariamente A seria 
um destes conjuntos, acarretando uma con
tradição, pois A teria de ser ou numerável , 
ou conjunto de continuidade de P), demons
trando (3). 

3. ° Evidentemente que se P não satisfaz 
a) nem (3), então necessariamente tem de 
ser tal que P « X , pois ( Q , 2 I , P ) ó obvia

mente um espaço de probabilidade regular 
(cf. H E W I T T and STROMBERG [5, (12. 39)]), 
relativamente à topologia induzida por Q. 
Q . E . D . 

E posto isto passamos finalmente ao 

TEOREMA 3. ( C H A T T E R J I ) . tn(u>)'s inde
pendentes ==> 

a) PJ_>; 
b) a medida de probabilidade P é : 

«) puramente atómica; ou 
t ) não-atómica. 

D E M . : Atendendo ao Lema, basta provar 
a impossibilidade de P « X , pois que tanto 
nos casos 1.° como 2.° (cf. (3. 9) e (3. 10) 
resp.) do Lema se encontraram sempre su
portes A* para P , com l(A*) = Q, pro
vando a). 

A demonstração vai fazer-se por redução 
ao absurdo, admitindo que de facto se pode 
ter P « X . 

Recapitulemos aqui o seguinte TEOREMA, 
devido a GAUS8 (veja-se e. g. B I L L I N G S L E Y 
T3, (4. 11)] ou K H I N C H I N [7, pg. 72]) : 

Com w e Q , tem-se (0 < x < 1) : 

(3. 11) Hm >(w : r„(co)-» < ar) = 
n - * 00 

_ l o g ( l +a?)  
log 2 

Este teorema, formulado por GAUSS pela 
primeira vez em 1812, numa carta dirigida a 
L A P L A C E (reproduzida no l ivro de J . V . Us-
PENSKI (1937), Introduction to Mathematical 
Probability, New York : Mc G R A W H I L L ) , SÓ 
foi demonstrado em 1928 por R. O . K U Z M I N 
e, independentemente, em 1929 por P. L E V Y , 
a quem se deve uma general ização que iremos 
utilizar abaixo. 
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Ora, do teorema de GAUSS conclui-se que: 

(3. 12) l im >(w:r»(&))<<) -

= 1 — l im > (to: r" (to)"1 < <"!) = 

= 1 - ^ — 1 0 6 ( 1 + 1 ) , 
log 2 t 

1 , 2t 
log 

log 2 1 + í 

Até aqui nada concluímos de novo. O facto 
que aqui utilizamos é o seguinte 

TEOREMA D E L E V Y . Se P « A , então 
(3. 12) é válida com P em lugar de X . 

Este teorema fo i demonstrado pela pr i 
meira vez em 1937 ([10]), utilizando compli
cados métodos analí t icos. No entanto, existem 
actualmente outras demonstrações mais sim
ples, em especial as que utilizam o teorema 
ergódico, de que não nos ocuparemos aqui. 

E n t ã o , voltando à demonst ração do T E O 
REMA 3, se fosse P « ) . , utilizando (3. 12) 
com P em vez de "k, temos o seguinte re
sultado : 

(3. 13) l im P (w : a» (to) = k) = 
Tl -*• ao 

» l im P ( w : A; < r n (&))<& + 1) = 
n -*• ao 

log 2 L k + 2 6 k + l \ 

— i - l o g ( f c + 1 ) 2 . 
l og2 k(k + 2) 

(Compare-se com B I L L I N G S L E Y [3, pg. 4 5 ] ) . 
Por outro lado é 

(3.14) l im P(G>:a,, (&>)=&, &a B + ] ( to) = A 3) = 
n-*oo 

- l im P (a : kx + - - < r „ (to)<A, + = 
«-»» \ *2 + l *2/ 

l im P ( to : — 1 v À —'— < 
A 2 + 1 

< r„ (to) < 4, & 2 + 1 

log 2 

kl k 2 + l 

log 
ki k2 4-1 

*2 

/fc, (*, + 1) 4 - 1 

+ 1 

— log 
2 1 ' 3 ' ^ * - i 

^2 + 1  
*l(*» + l ) + l j 

A r 2 + 1 1 

log 2 
log r _ J i A ± i _ 

L*a(*i + 1 ) + 1 
( k 2 + ! ) ( £ , + 1) + 1 

* i (*a + 1) + 

E da independência das variáveis aleatórias 
aj(to), usando (3 .2 ) e passando aos limites 
para n -* oo , de (3. 13) e (3. 14) deverá v i r 

log (** ± 1)2 

log2 L * 2 ( * i + 1) + 1 

(* a + l ) (*, - 4 - 1 ) + ! ' I 

* i (*a + 1) + 1 J ' 

Ora, esta igualdade é falsa. Púnhamos , 
e. g. kx = & 2 — 1 ; viria 

[ l o g 2 l 0 g 3 ] Tog2 l 0 g 9" 

o que é uma contradição relativamente à hi
pótese de que P « ) . . Q. E . D . 
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4. A p l i c a ç õ e s 

O TEOREMA 3 é devido a C H A T T E R J I [ 2 ] , 
cuja demonstração seguimos de perto, ex
cepto no que respeita a uma condição neces
sária e suficiente de atomicidade de P , 
inicialmente devida a V A N K A M P E N . Aquele 
Autor aplica o Teorema para demonstrar a 
singularidade da função de M I N K O W S K I , j á 
antes provada por K I N N E Y [ 9 ] . Um outro 
aspecto da teoria refere-se à dimensão de 
HAUSDORFF (generalizada por B I L L I G S L E Y ; 
veja-se e. g. [ 3 ] e a bibliografia ai citada) 
dos suportes de P. De grande interesse 
neste domínio são os trabalhos recentes de 
C H A T T E R J I [ 1 ] , K I N N E Y and PITCHER [ 8 ] e 

Boos [ 1 3 ] , tratando estes últimos várias 
questões que se prendem de perto com o 
exposto aqui. O estudo de certas questões 
relativas à teoria das f racções contínuas 
usando métodos probabilíst icos é apenas um 
exemplo das múltiplas aplicações da Teoria 
das Probabilidades à Análise Matemática e à 
Teoria dos Números . 

Nota : Já depois deste trabalho ter sido submetido 
para publicação deparou-se-nos uma demonstração 
extremamente elegante da propriedade relativa às 
martingalas, a que nos referimos na Nota a seguir à 
demonstração do TEOREMA 2, no livro de PAUL A. 
MKYKR, Probability and Potentials, Blaisdell Publish
ing Co., Waltham, Massachusets (1966). 

Para uma bibliografia mais extensa relativa às 
aplicações de métodos probabilísticos e das fracções 
contínuas à Análise, à Teoria dos Números Reais e à 
Teoria do Potencial, consulte-se também: J . MARQUES 
HENRIQUES, Hausdorff-Besicovitch Dimension For Pro
bability Product Spaces, Master's Paper, Department 
of Statistics, The University of Chicago, Chicago, 
Illinois (1967). 
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Note sur un Lemme de Kronecker 
par tue M. Venef 

Péris 

Nous nous proposons d 'é tendre au cas 
continu une proposition a t t r ibuée à K R O N E -
CKER dont l 'énoncé est le suivant: 

P R O P O S I T I O N . Si | i 7 n , n > l j est une 
suite non-décroissante de réels positifs ten
dant vers + 0 0 , et si la suite de nombres 
réels I Y„ , n > 1 j est telle que la limite 

n 

L i r a 2 P ã 1 F„ existe et est finie a lors: 
»t•*> , 

L i m ^ ' 2 ^ = 0 . 
« t « 

Dans le cas continu la proposition devient : 

PROPOSITION. Si g(x) est une fonction 
r é e l l e non-déc ro i s san te , positive tendant 
vers + 00 (et ne s'annulant en aucun point) 
et si la fonction réelle f ( x ) est telle que la 

/

x fix) 
J ' dx existe et est finie. 
g(x) 
fl a 

Alors si g' (x) = existe et est continue 
dx 

1 rx 

L i m / f ( x ) d x = Q . 
x t - g(X)X 

DÉMONSTRATION. L a proposition n'est pas 
absolument triviale car les inégalités classi
ques sur les intégrales n'aboutissent pas. 

Notons d'abord que puisque g1 (x) existe 
et que g(x) est non-décroissante , nous avons 
g'(x)>0. 

L e premier pas consiste à e x p r i m e r 

f ( x ) d x d'une manière qui permette Jo 

D'une manière évidente on a : 

= f A ^ - g ( x ) d x . 
Jo ff(aO 

(' f{x)dx-
Jo 

/ ( « ) Maintenant posant: J v " v dx—du; g{x)-=v; 
<-*(*) 

et en in tégrant par parties : 

f X f ( x ) d x - \ g ( x ) f ' Î & d t Y -
Jo L Jo g(t) Jo 

- f \ ' ( x ) ( f* £Q-dt\dx = 
Jo J\Jo g(t) ) h g(t) 

'* / (<)  
9(t) Jo 

A j o u t a n t et retranchant l a q u a n t i t é 

X x f i t ) - — dt nous obtenons: 

f X f ( x ) d x = (g{X)-g{0)) f X - f ^ d t -
Jo Jo g (t) 

+ 9 ( 0 ) r x ï M d t = fxg'(x)dx r A z i i l 
Jo g(t) Jo Jo g it) 

dt + 

d'exploiter les hypothèses . 
+ 9(0) f f i t ) 

si*) 
dt 
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= í g H f f 7 u d t ) d x + 

• V ( 0 dt, + 9(0) f 
Jo 9 (t) 

d'où (puisque g et g' sont positifs) 

— / f ( x ) d x < 
g(X) Jo 

± - \ f \ t o ( f x m i t \ d a \ + 
g(X)\J0

 y K J \ J X g(t) ) | T 

+ 9(0) 1 

Appelant ^ ( Z ) et J ( X ) les deux parties 
du membre de droite et posant : 

L i m CX £ ^ - d x = M, 
v t o o J o g { x ) 

nous observons que : 

U*\J(X)\~lB-\M\-Q-, 
•V t oo gr (oo) 

maintenant séparant le domaine d' intégration 
de I ( X ) en deux parties au point X0 nous 
obtenons : 

| J ( J f ) | ^ — : — r ^ j r ' (a?)| F ^ d t 
9Í%)Jo | X 0(0 

<K.X)./o I X £(<) 

3 ( X ) A . " g(t) 

Le problème revient donc à montrer que 
les deux expressions du membre de droite 
tendent séparément vers 0 lorsque X tend 
vers + oo. 

dx 

dx + 

d x . 

Or pour tout AT

0 l ' in tégrale 

rvwi r m * t 

f i t ) existe et est finie car / 
Jo 9(t) 

dx 

d t est finie. 

Donc 

L i m — i - / g'(x)\ [ L 
Xfm g ( X ) J 0

 9 K } \ J \ g 

D'autre part : 

/(<) 
9(t) 

. f i t ) 

(t) 
dx = 0; 

I , ' H i 
a P f 
x Jx 

' . ' " j j f 

^ S 
x.«s*« 

= S 
A i s s x s s X 

f ( t ) 
9 M 

f i t ) 
9 it) 

d t 

dt 

g'(x)dx = 
v. 

( g ( X ) - g ( X 0 ) ) . 

Maintenant divisant par g(X) puis faisant 
tendre X vers + oo nous obtenons : 

1 r x I > L i m / q' (x) I 
•vt- g(X)Jx% * K J\X 

\ f j t ) 
9 it) 

dx^. 

£ Sup 
X% ^ * *C OO 

X g ( t ) | \ « / ( o o ) / 

Sup I f 
\Jx A t ^ 2T^C OO 

/ ( 0 

Maintenant faisant tendre X0 vers -{- oo 
nous obtenons : 

x f ( t ) L i m L i m — - — Ç q' (x) i /* 
• M - x t « j i ( I ) A I X g(t) 

sup i r m ^ i 
> . I X j (< ) 

^ L i m 
x . t » 

0 . 
X , < x < o o 1 

L a dern iè re égali té é tan t dédui te du fa i t 
que lorsque XQ tend vers l ' in f in i le domaine 
d ' intégrat ion devient de mesure nulle. 

Nous avons donc démontré que les trois 

parties composants 1 r x  

1 f i x ) d x 
9iX)Jo 

ten

dent séparément vers 0 lorsque X tend 
vers + °° donc : 

x t » — ^ r f f ( x ) d x = Q. 
9ÍX) J0 

Ce qu ' i l fallait démont re r . 
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Introdução a um espaço complexo de [ase 
por F. Teixeira de Queiroz 

Num artigo anterior, ( G . M . n.° 96-97), 
most rámos algumas propriedades dos opera
dores — e —= que à função f ( z ) , de-

D z D z 
tinida nas vizinhanças do ponto z0, faziam 
corresponder, sempre que os limites existiam, 
as funções que tomavam nesse ponto os 
valores 

Df 
Dz 

l im — 
*->o 2 

Df , . 1 f 
— — = hm / — 

1 _ Ç /(*) 
•Kl J T (« — Z0f 

r ( 

dz 

Hf 

em que R era o raio do circulo T de centro 
z0. Vimos em particular que para uma classe 
muito geral de funções (Funções de classe 
Cp) esse limite existia e, com z = x-\-iy e 

f ( z ) = X(x,y) + iY(x,y), era 

1 /dX d Y\ i /d Y _ d X \ 
2 \ d x d y ) 2 \ d x d y ) Dz 

Df = 1 /bX _ dY\ i ídY ÒX\ 
D~z~ 2 \ d x d y ) 2\òx d y ) ' 

Neste artigo aplicaremos duma forma sis
temática esses dois operadores mostrando o 
seu interesse no estudo das variedades sim-
plét icas . 

I — O formalismo c a n ó n i c o . 

Sejam x , , x%, • •., x„ , yx, y*, • • • , yn 2n 
variáveis conjugadas e H(x1, • • • ,y„ , t) uma 
função de H A M I L T O N que caracteriza um dado 

sistema mecânico. Como é sabido da mecânica 
analít ica, a evolução do referido sistema é 
dada pelas 2 n equações canónicas 

dxi d H 

(1) 
dt 

dy< 

d Vi 

dt 
d H 
d Xi 

Associemos a todo o par de variáveis con
jugadas xj,yj uma unidade imaginária ; e 
formemos a variável complexa Zj — xj -f- i y j . 
Em tais condições o sistema de equações 
canónicas escrever-se-á 

d zj 
dt 

ou seja 

(2) 

dxj dyj d II 
dt dt 

d II 
dXj 

d Zi 2 DH 
dt D Zi 

em que II é agora uma função real das variá
veis complexas z\, • • •, z„ e da variável real t . 

Um outro sistema de equações canónicas é 
obtido de (2) por passagem às conjugadas : 

(2') 
dt 

2 DH 
i D Zj 

Não o consideraremos distinto do anterior. 
A partir dos sistemas de equações dedu

zidos vemos que 
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dB 

(3) 
d t 

dB + ^ D B 
dt 

+ 2 
D II d . 

d Zj 

dt 

dB 

+ 

D dt dt 

anulando-se o segundo membro sempre que 
H não dependa explicitamente de t . 

Fazendo depender as n variáveis z; de n 
novas variáveis u,-, passará II a ser função 
das novas variáveis e da variável t . É fácil 
determinar as condições para que o sistema 
de equações (2) continue a ser canónico. 
Seja Zi^Fifa , u2, • • • , «„ , <). Será então 

dzj 
~dt 

d Zj ^ D z L d uk 

dt D uk 

D Zj D uk 

dt 

2 DII 
D t i i dt D Zj 

e ainda 

d Zj d zj 
dt dt 

d Uk 

Dui 

Duk dt 

duk 2 
dt i 

- f 

DI1 
Dzj 

Multiplicando a primeira destas equações 
D Zj D zj 

por —, e a segunda por -
D ur D ur 

traindo-as virá 

e sub-

+ 

+ 

2 ( ^ Z j ® Z ) 

j \ dt Dur 
dt Dur) 

Dzj 
D Ur 

Dzj 

Dzj 
Duk 

D~z~, 

JDzj\ 
D U r ) 

D: 
i DUT Duk D Ur 

d uk 

dt 

duk 

dt 

2 DII 
Í D Ur 

o que conduz às condições 

V / Î JL —
 Z j ' — à Z j \ 

j \ dt D ur dt Dur J 
2 Di 

D Ur 

V / D*J D Z J D Z J D z j \ 

j \D U k D uT D U k D UT J 

2 ( l 
D Zj D Zj D zj 

Uk D Ur D uk D ur 

que são equivalentes às deduzidas com col
chetes de L A G R A N G E , e onde <J> é uma função 
real das variáveis w,. 

For passagem às conjugadas deduziremos 
outras relações que serão equivalentes às 
anteriores. São elas 

d Zj D Zj d Zj D Zj 

à t D uk 

2_ Dy 
i 

(4<) 
Duk 

Dzj D zj 

dt Duk 

D zj D Zj 

D Uk D Ur D Uk D uT 

D Zj D Zj D Zj D Zj \ 

D uk D ur D uk D ur 

= 0. 

Duma forma análoga deduzem-se as igual
dades que correspondem às obtidas com os 
parêntesis de POISSON. Para isso basta tra-
tarem-se os segundos membros de (2) e (2') 
duma forma análoga à que usamos com os pr i 
meiros membros na dedução das igualdades 
anteriores. Obtém-se como resultado final 
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y ( D v D z k _ — ? D z k \4-

^ \ D û j Duj Duj Dûj 

dt 

2 ( D z " D Z r — D z k D Z r \-

(5) 

SD Uj D Uj D Uj D Uj 

j \ D û j Duj Duj Du~j) 

e t rês outras igualdades dadas por conju
gação . 

Por último a condição de POINCARÉ trans-
crever-se-á da seguinte forma : 

É condição necessária e suficiente para que 
uma dada t ransformação seja canónica que 
exista uma função iji tal que 

_ _ o , 
(6) D^ = ZjDzj — UjDuj + —{H—H)dt 

i 

em que H é o novo Hamiltoneano. 
Para o verificarmos basta reparar que a 

condição necessária e suficiente para que 
exista uma função <ji tal que 

D^ = yZ{AJDlj + BjDzJ) 

é que 

"if 

IV; ,• = 

D Ai DAj 
Dzj D~z~i 
D Bi DAj 
D~z~j DZÍ 

D Bi DBj 
Dzj DZÍ 

= 0 

= 0 

No nosso caso poderemos dar a (6) a 
forma 

(6') 
Dur 

2 - Du 
U R 

Dzj ^ - 2 2 ; 

Dzj + ^r 
Dzj t 

H—H- • U r I dt 
dt 

e virá portanto 

D UT D Ur 

Dz* Dzj 

D2
 Ur 

Ur DzjDzk 

, - D* Ur 
+ U r 

D Zic . D U r D U r 

" \ — ~ ~ r Dzj Dzj Dzí, 

DzuD zj 

Du, Dur D ur Du, 

"ih 

Dzj Dzk 

W + 2 

) D zj D zu 

D ur Duu 
D Zi D zj + 

D U r D Ur \ 

Dzj Diu ) 

_ y « / D ur Duk D ur Dur\ 

e, de (6) 

dzj 2_ à H 
dt i dZi 

duj 2_ àJH___Q 
dt i d Uj 

Vê-se que o anulamento de w i j , w i j , e 
WTJ é verificado sempre que se verifiquem 
as condições (4) e (4'). Em tais condições as 
t ransformações que verificam (6) são canó
nicas. 

A dedução do método de J A C O B I para a 
integração das equações do movimento (2) 
não oferece dificuldade. Pelo que vimos ante
riormente, o hamiltoneano num espaço com
plexo de configuração ó obtido por meio da 

ZÍ + ZÍ Zi—Zi 
s u b s t i t u i ç ã o Ç ( = e Pi =———. 

2 2 i 
A partir de H formemos a equação dife
rencial 

(7) E 
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ou 

(7') H ( t , i 
d S \ d S 

Z i , - — ) H = 0 
ÒZi d t 

conforme .// dependa ou não de í e onde 

zj é substituído por d S 
ÒZi 

. Se designarmos 

por S (g;, a;) ou S(t ,Zi, a,) o integral geral 
da equação, que será uma função holomorfa 
de Zi e de a ( , vemos de (7), que ele satisfaz 
às equações 

H | y PH PS ^ Q 

(8) 
D z { . D z j d z . d Z j 

DII 
Dl; 

dS 
d«id z j 

= 0 

ou, por (2), a 

i DZÍ i d ZjèZi d t 

(9) 

d Zj d «i dt 

que mostram que 

d S (10) Zf-
ÒZ( 

satisfaz às equações (2') e em que a, são 
constantes de in tegração . A demonst ração no 
caso (7') em que II depende explicitamente 
de t não difere da anterior. 

3) — O espaço Z„. 

Seja 2>» um espaço vectorial sobre o corpo 
dos números complexos referido a uma base 
(«i) . Todo o vector de Vn ó determinado 
por n números complexos x l , x2, • • •, x n . 
Evidentemente, o mesmo vector ficará igual
mente determinado se em vez dos n valores 

a**, conhecermos os seus conjugados x'. 

Dada uma mudança de bases, as novas 
componentes dos vectores de %, estão rela
cionadas com as antigas por uma transfor
mação da forma 

(1) x , i=2 aj a ?-''' 

Por passagem à conjugada, vemos que a 
mesma t ransformação dá origem às transfor
mações 

(1') • 2 3 
X> . 

entre as conjugadas das componentes. Dire
mos que tanto os n números complexos xi 

como os seus conjugados são componentes 
do mesmo vector, sendo as primeiras de pr i 
meira espécie e as segundas de segunda 
espécie. Representaremos as primeiras por xi 

e as segundas por xl. As leis de transfor
mação duma e de outras numa mudança de 
bases são dadas por (1) e (1'). Da definição 
dada verifíca-se a identidade 

(2) x' = ar. 

As t ransformações (1) e (1') não consti
tuem as t ransformações mais gerais que 
que conservam o conceito de componentes 
de primeira e de segunda espécie (ou seja a 
identidade (2)). Com efeito elas não são mais 
do que um caso particular das t ransformações 
do tipo 

(3) 

com 

(3') 

a ; ' ' ' = 2 a i + 2 a - x i 

:<X'_ 
j 

Esta última t ransformação depende de 2 n 
parâmet ros . Não pode ser identificado com 
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uma mudança de bases do espaço Vn visto 
que sempre que algum aV- seja diferente de 
zero, os novos vectores de base não depen
dem linearmente dos antigos. Apesar disso, 
as novas componentes a;'' ou x" determi
nam ainda univocamente os vectores de 5>„. 

No formalismo que agora desenvolvemos 
vamos considerar a família de objectos (a que 
damos o nome de vectores) determinados por 
2 n números complexos, verificando a igual
dade (2), sobre os quais definimos as opera
ções adição de vectores e multiplicação por 
um escalar real por tal forma que aos vecto
res xl,y' corresponda, por adição o vector 
ar1' + yi e ao vector xl, corresponda por 
multiplicação pelo escalar real a , o vector 
oL.r' e, além disso, que se transformam numa 
mudança de bases, segundo transforma
ções (3). 

Conservaremos para as t ransformações 
(3) (3') o nome de mudança de bases. Como 
o leitor fàcilmente vê, os conceitos dados de 
adição de vectores e multiplicação por escalar 
real são consistentes para uma tal família de 
t r ans fo rmações . 

O conceito de vector pode ser generali
zado pelo abandono da propriedade (2). Cha
maremos tensores monovalentes aos objectos 
geométricos determinados por 2 n complexos 
sobre os quais são definidas do modo usual 
a adição e multiplicação por um escalar 
complexo e que se transforma numa mudança 
de bases segundo (3). 

A partir do conceito de tensor podemos 
formar o conceito de produto tensorial e o 
de tensor polivalente. Importa salientar que, 
no formalismo aqui desenvolvido, um tensor 
bivalente, a lém das componentes U j e 
UJ-J , tem ainda as componentes Ujj e Ut-j, 
Diremos que um tensor bivalente tem quatro 
folhas de índices. 

A partir da lei de t rans formação das com
ponentes dum tensor monovalente numa 
mudança de bases podemos deduzir a lei de 

t rans formação dum tensor de valência qual
quer. Assim, a lei de t rans formação dum 
tensor bivalente será 

<Uij = a.r,x' U r l + «J Kj Uv. + 

'Urj^a-j etj Ur, + ocí a} U r , + 

+ eí a* Uri + *j a* Ur i 
(4) 

'U.j = a-a} Ur. + ara} U7.+ 

+ ttj «j Ur', + *Í « j Uri 

<U,/ = Ur. + a}^ U7.+ 
+ «7 OCj Uri + «J *J Uri 

em que os coeficientes a{} cd- , a/ e a í veri
ficam ainda a igualdade (3'). Em consequên
cia um tensor que verifique as igualdades 

(5) Uj = U7f e Uij = ÏÏTi 

numa base verificá-las-á em todas as outras. 
O mesmo se pode dizer dum tensor que veri
fique em alguma base alguma das coleções 
de igualdades 

(6) U j = U j i , JJTÍ = U-ji, Un = V f t 

(7) U,j = - Û 7 j , U ï j = - Û i j 
(8) Uij=—Uj,, UTj=—Uj7, U-ij = — Uj-i 

(9) U i j = D j 7 , U 7 j = U j i . 

Fica ao cuidado do leitor fazer a demonstra
ção da consistência de tais igualdades. 

As considerações de natureza algébrica 
que temos vindo a fazer ser-nos-ão úteis no 
estudo da variedade Zn que passamos a 
fazer. 

Em I , referimo-nos a um espaço geomé
trico em que cada ponto era definido por n 
números complexos. Vimos também a impor
tância que tinha para nós uma função / / , 
definida nesse espaço, e que ai tomava valo-
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res reais. Designemos então por & a famí
lia de funções de classe Cp definidas no 
espaço referido e que ai tomam valores 
reais. 

Designemos, além disso, por & a família 
de aplicações biunívocas e contínuas do inter
valo real ( 0 , T) sobre o referido espaço. 

A cada função de f e & e cada aplicação 
a e & corresponde então uma função real de 
var iável real definida no intervalo ( 0 , 7 " ) . 
É a função de função que resulta da compo
sição delas e que designamos por ( / , a). 
Diremos que uma aplicação de o admite 
tangente em P0 (ponto que corresponde ao 
valor t0 da variável definida no intervalo 
( 0 , T)), se e só se existir em t0 a derivada 
da função composta ( f , a ) acima definida, 
qualquer que seja a função fe&. 

Podemos agora definir dois operadores de 
grande importância para o estudo da varie
dade Z n . 

Consideremos a subfamília de ® p consti
tuída pelas aplicações de & que têm tan
gente em P. Podemos introduzir numa tal 
família uma relação de equivalência ~ tal 
que dadas at, cr2 e & será ax ~a3 se e só 
se for 

c/w=c/w 
para toda a função f e &. Às classes de 
equivalência definidas pela re lação ~ dare
mos o nome de vectores contravariantes 
definidos em P. 

Duma maneira idêntica, podemos definir 
uma re lação de equivalência s. entre os ele
mentos da família » . Dadas as funções 
f i J f i 6 & 8er& f \ ~ f z 8 6 6 8 0 8 6 f ° r 

( / 1 ) «) , ==( /2 ) «y 

para toda a aplicação a ~ Stp . Às classes de 
equivalência definidas por s. daremos o 
nome de vectores còvar iantes . 

Das definições dadas vemos que a todo o 
par de vectores cò e contravariantes pode

mos fazer corresponder um número complexo 
que será o valor da derivada ( / , a)' onde 
/ , a são dois elementos quaisquer das clas
ses de equivalência referidas : Diremos que 
é o producto escalar dos dois vectores. 

Vemos ainda das definições dadas que um 
vector contravariante pode ser considerado 
um operador que actua nas funções de 9 
para dar um número complexo e que um 
vector covariante pode ser considerado como 
um operador que aplicado a uma aplicação 
de &p dá um número complexo. 

Caracterizemos, agora, mais completa
mente a variedade Z n , com que temos 
vindo a lidar. Vimos j á que cada ponto da 
referida variedade era determinado por n 
números complexos (ou seja por um ponto 
do espaço Zn — Zl Z 2 ••• Z„). D e f i n i m o s 
então o espaço Zn como um espaço conexo 
tal que cada ponto está contido num aberto 
homeomorfo a um aberto de Z" (ao qual 
daremos o nome de carta local de Z„), por 
uma forma tal que dadas duas cartas de Z}, 
de intersecção não vasia entre as coordena
das dos pontos dessa intersecção numa e 
noutra carta existe uma t rans formação cons
tituída por n funções de classe não inferior 
& Cp. A uma tal t ransformação dá-se o nome 
de t rans formação admissível de cartas. 

A uma família de cartas que cobre Zn 

dá-se o nome de atlas. Entre as cartas de 
dois atlas duma mesma variedade existem 
famílias de t ransformações admissíveis e com 
uma t rans formação admissível ó sempre pos
sível introduzir uma nova carta local num 
dado atlas. 

Representada uma variedade Zn com auxí
lio dum atlas, toda a aplicação de « será 
representada localmente por n funções con
tínuas Z>(t) = X>(t) + iY>(t) em que t ó 
uma v a r i á v e l definida no intervalo real 
( 0 , T ) . Se ao ponto to interior a ( 0 , T) 
corresponder o ponto P da variedade a 
aplicação terá tangente nesse ponto se exis
t i r # ' ( « ) • 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 31 

Com efeito, qualquer que seja feF será 

( 1 0 ) 
d f . 
dt DZÍ 

dz* 
dt 

Df dz _ l L. 
D z dt 

e, pela definição dada anteriormente, a tan
gente existe. Além disso, vemos por esta 
igualdade, que o vector em P definido pela 
classe de equivalência que corresponde à 
tangente referida, ficará determinado no sis
tema de coordenadas local pelos 2 n opera
dores 

dz* D d z* D 
dt Dz* dt D z* 

( í = l , • • • , « ) 

dz* d z* _ , 
e serão então as componentes do 

dt dt 

vector nas bases — e — . Vemos, por 
D z* D z* . 

t ser real, que as componentes dum vector 
são duas a duas conjugadas. 

Podemos definir adição de dois vectores 
ao vector cujas componentes são a soma das 
componentes desses vectores e produto dum 
escalar real por um vector ao vector que se 
obtém multiplicando as componentes do vec
tor pelo escalar real. 

Utilizando um sistema de coordenadas 
local, dados o vector v, os escalares reais 
a e (3, qualquer que aeja f ,g e& vemos 
que se tem 

» ( ? • / ) = ? » ( / ) + / » ( ? ) 

e que 

v(«<? + P f ) = «v(?) + P v ( f ) . 

De ( 1 0 ) e das definições dadas vemos ainda 
que o vector còvariante, classe de equivalên
cia associado a / , tem por componentes 

e • Além disso por / tomar 
Dz* D z* 

valores reais vemos que as suas compo
nentes são conjugadas duas a duas. 

Dadas duas cartas U e V que contenham 
o ponto P, existirá uma transformação de 
coordenadas locais nas vizinhanças de P 
dada por 

H « = * / » ( * J ) = l • • • u ) 

em que f* são funções de classe Cp. As 
componentes do vector còvariante no novo 
sistema de coordenadas serão dadas por 

Df Df 
D u* Du* 

( H ) 
Du* \Dz> Du* Dz> Du*)' 

Du Du* Du* Dz* Du* 

Analogamente as novas componentes dum 
vector contravariante serão 

du* 
d t = 2 

l zi D u* d z> D 

( 1 2 ) 

dt Dzj 

~d 
u* ^ / dz> D u* 
T ~ * i \ d T Dzi 

dt dzi ' 

d zi D u' 
dt d zi 

A partir dos conceitos de vectores cò e 
contravariante podemos sem dificuldade in
troduzir o conceito de tensor. 

Estudado o conceito de variedade Z„ vol
temos agora ao de espaço complexo de con
figuração. 

Um exame das transformações canónicas 
mostra-nos que um espaço complexo de con
figuração não é mais do que uma variedade 
Zn onde é definido um tensor bivalente 

Ejfc = tjk = 0 

invariante nas transformações de coordena
das locais e onde o,7 é o símbolo de K R O -



32 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

NEK E R . Somos assim conduzidos como era 
de esperar ao grupo de transformações sim-
pléticas. 

Até aqui temos considerado apenas nma 
colecção de variáveis z, qne tomam valores 
no corpo dos números complexos. Porém, 
pode ver-se que a cada par de variáveis 
canónicas se associa um e; tal que e? = — 1. 
É portanto possível associar ao conjunto de 
variáveis canónicas um grupo de quaterniõea 
G e a cada par de variáveis canónicas ar, 
rfi um elemento et tal que 

aLjeO 

com 

Desta forma cada uma das variáveis «< 
toma valores numa algebra de C L I F F O R D e 
as equações (1 ) tomam a forma 

dzi 

dt 

d H 

2 Ci à ZÍ 

As equações anteriormente estudadas serão 
então um caso completamente degenerado 
das agora introduzidas. 

M O V I M E N T O M A T E M Á T I C O 

NOTICIÁRIO BRASILEIRO DE MATEMÁTICA 

Summa Brasil iensis Ma thema l i cae — Trata-se de 
uma revis ta especializada, publ icada pelo I M P A e 
destinada exclusivamente à d i v u l g a ç ã o de trabalhos 
de pesquisas o r ig ina i s , de n í v e l elevado. O I M P A 
cont inuou recebendo cerca de 200 p u b l i c a ç õ e s estran
geiras e nacionais por permuta com « S u m m a B r a s i 
liensis M a t h e m a t i c a e » . 

No ta s de M a t e m á t i c a — Como parte da co leção de 
monografias « X o t a s de M a t e m á t i c a » que v ê m sendo 
publicadas pelo I M P A , apareceram em 1965 os 
seguintes volumes : 

1) O. EHDLER, « T e o r i a de Galois i n f i n i t a » (n.» 30). 

2) L . A . MEDEIROS, "Tempora l ly inhomogeneous 
non l inear wave equations i n H i l b e r t spaces* (n ." 31). 

3 ) E . L . L I M A , « C á l c u l o t e n s o r i a l » (n.» 32) . 
4) L . N A C H H I N , « E l é m e n t s of approx imat ion 

t h e o r y » (n.» 33). 

Elementos de M a t e m á t i c a — O I M P A d a r á i n í c i o 
a uma sé r i e de l iv ros impressos, com esse t í t u l o 
gera l , a serem financiados pelo Conselho Naciona l de 
Pesquisas e pela D i r e t o r i a do Ensino Superior do 
M i n i s t é r i o da E d u c a ç ã o e Cu l tu ra . Dent ro d ê s s e p ro

grama, j á fo ram assinados contratos para a elabora
ção dos seguintes textos : 

1) « C o n j u n t o s e f u n ç õ e s » , por LEOPOLDO N A C H H I N 

(Rio de Janei ro) . 
2) « T o p o l o g i a dos E s p a ç o s M é t r i c o s » , por É L O S 

L A C E S L I M A ( B r a s í l i a ) . 

3) a A l g e b r a M o d e r n a » , por L u i z H E N R I Q U E J A C Y 

MONTEIRO ( S ã o Paulo) . 

4) « G e o m e t r i a D i f e r e n c i a l » , por MANFREDO P E R D I -

OÃO DO CARMO ( B r a s í l i a ) . 

Q u i n t o C o l ó q u i o Bras i le i ro de M a t e m á t i c a — T e v e 
l u g n r na cidade de P o ç o s de Caldas, Minas Gerais, 
no p e r í o d o de 4 a 24 de Ju lho de 1965, o Quin to 
C o l ó q u i o Bras i l e i ro de M a t e m á t i c a . Ê s s e C o l ó q u i o , 
organizado pelo I M P A como todos os demais, f o i o 
que maior movimento apresentou, tendo comparecido 
ao mesmo mais de 200 pessoas. 

A r e a l i z a ç ã o do C o l ó q u i o f o i pos s íve l g r a ç a s à s 
substanciais c o n t r i b u i ç õ e s do Conselho Naciona l de 
Pesquisas, da C A P E S e da F u n d a ç ã o de A m p a r o à 
Pesquisa, a l é m dos auxi l ies dados pelos diversos 
centros u n i v e r s i t á r i o s do p a í s . 

F o i publ icado o volume « A t a s do Quin to C o l ó q u i o 
Bras i le i ro de M a t e m á t i c a » , d i s t r i b u i Jo pelo I M P A . 

J . M . H . 
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A N T O L O G I A 

A partir do n." 100 resolveu a Gazeta de Matemática registar nas suas 
colunas alguns documentos de interesse, inéditos ou de difícil acesso. 

E S T A T U T O S D A S O C I E D A D E P O R T U G U E S A DE M A T E M Á T I C A * 

I — D e n o m i n a ç ã o , sede e f ins 

A r t i g o 1." A Sociedade Portuguesa de M a t e m á t i c a 
(S. P. M . ) tem por objectivo cul t ivar e promover 
o estudo das c iências m a t e m á t i c a s , puras e aplicadas. 

A r t . " 2." A Sociedade Portuguesa de M a t e m á t i c a , 
tem a sua sede em Lisboa. 

S ún ico . P o d e r ã o ser cons t i t u ídos n ú c l e o s da S. 
P. M . em qualquer localidade d o t e r r i t ó r i o nacional, 
devidamente legalizados por quem de direi to. 

A r t . 3." Os meios de que d i spõe a S. P. M . para 
atingir os seus f ins s ã o : 

a) R e u n i õ e s de estudo, c o n f e r ê n c i a s e cursos p ú 
blicos; 

b) P u b l i c a ç ã o d u m bole t im e outros estudos mate
m á t i c o s ; 

c) C o l a b o r a ç ã o em congressos e pub l i cações nacio
nais e internacionais. 

A r t . 4." A S. P. M . pode fil iar-se em organismos 
internacionais da sua especialidade, nos termos da 
legis lação em vigor. 

A r t . 5.° A S. P. M . se rá federada na A s s o c i a ç ã o 
Portuguesa para o Progresso das Ciênc ias (A . P. 
P. C ) , nos termos dos estatutos desta. 

I I — Dos s ó c i o s 

A r t . 6." A S. P. M . compreende quatro categorias 
de sóc ios : 

a) Sócios o r d i n á r i o s ; 
b) Sócios v i ta l íc ios ; 
c) Sócios h o n o r á r i o s ; 
d) Sócios colectivos. 
§ 1 ° N ã o h á l imi tação para o n ú m e r o de sócios 

em qualquer das categorias. 

* Discutidos eí aprovados em Assembleia Geral da 
Sociedade Portuguesa de Matemática e aguardando' 
aprovação Superior. 

Cf.: Gaz. Mat., n.° 5, 1941. 

§ 2." S ã o considerados sóc ios fundadores os que 
se inscreveram a t é 31 de Janeiro de 1941, sem que 
ta l qualidade envolva regalia especial. 

A r t . 7 ° Pode ser admit ido como sóc io o r d i n á r i o 
qualquer i n d i v í d u o , de nacionalidade portuguesa ou 
estrangeira, nos termos dos p a r á g r a f o s seguintes: 

§ h ° Mediante proposta, assinada por dois sóc ios 
o r d i n á r i o s ou v i ta l íc ios , que e s t a r á patente na sede 
da S. P. M . , pelo prazo de quinze dias. 

§ 2.° Sem ob jecções , formuladas por escrito, da 
parte de qualquer sócio , s e r á a proposta submetida 
à D i r e c ç ã o , de cujo parecer d e s f a v o r á v e l h á recurso 
para a Assembleia Geral que reso lverá , ouvida a 
i n f o r m a ç ã o da D i r e c ç ã o . 

§ 3 ° C o m objecções , formuladas por escrito, da 
parte de qualquer sócio , se rá a proposta submetida 
à Assembleia Geral . 

A r t 8." São considerados sócios vi ta l íc ios os sócios 
o r d i n á r i o s que efectuarem, duma vez só ou em três 
p res t ações anuais, o pagamento da i m p o r t â n c i a i n d i 
cada pelo Regulamento Interno, em subs t i t u i ção da 
q u o t i z a ç ã o anual. 

§ ún i co . Se o pagamento e m pres t ações n ã o f o r 
completado, v o l t a r á o sóc io à categoria de o r d i n á r i o , 
considerando-se as p r e s t a ç õ e s pagas como adianta
mento do pagamento de quotas anuais. 

A r t . 9." O t í tu lo de sóc io h o n o r á r i o se rá concedido 
a i n d i v í d u o s de reconhecido m é r i t o c i en t í f i co que 
a S. P. M.,„ por meio da Assembleia Geral e perante 
proposta justif icada da D i r e c ç ã o , entenda dever dis
t inguir desta fo rma . 

A r t . 10." Podem ser sóc ios colectivos, quaisquer 
entidades nacionais ou estrangeiras de c a r á c t e r cien
t í f i co ou e c o n ó m i c o que como tais sejam aceites 
pela D i r ecção . 

A r t . 11." A qualidade de sóc io caduca: 
o) Por pedido escrito de d e m i s s ã o do sócio d i r i 

gido à D i r e c ç ã o ; 
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b) Por atraso de u m ano no pagamento das quotas; 
c) Por i r r a d i a ç ã o deliberada pela Assembleia Geral , 

como c o n s e q u ê n c i a da fa l ta de cumprimento de obr i 
gações morais para com a S. P. M . mediante pro
cesso organizado pela D i r e c ç ã o . 

§ ú n i c o . O i n d i v í d u o cuja qualidade de sócio f o r 
perdida por f o r ç a do disposto na a l í nea b), só p o d e r á 
ser readmitido mediante o pagamento de nova jóia. 

A r t . " 12." São o b r i g a ç õ e s dos sócios o r d i n á r i o s : 
a) Colaborar nos trabalhos da S. P. Mj . e aceitar 

os cargos para que f o r e m eleitos ou nomeados; 
b) Pagar a jó ia f ixada pelo Regulamento Interno; 
c) Pagar a quota anual f ixada pelo Regulamento 

Interno. 
A r t . 13." É o b r i g a ç ã o dos sóc ios vi ta l íc ios cola

borar nos trabalhos da S. P. M . e aceitar os cargos 
para que f o r e m eleitos ou nomeados. 

A r t . 14..° É o b r i g a ç ã o dos sóc ios colectivos o pa
gamento da quota anual m í n i m a f ixada pelo Regu
lamento Interno. 

A r t . 15.° Os sóc ios o r d i n á r i o s e v i ta l íc ios t êm d i 
reito a: 

a) Fazer parte da Assembleia Geral , emi t i r nela a 
sua op in i ão , votar para a e le ição dos corpos gerentes 
da S. P. M . e apresentar quaisquer propostas que 
julguem de interesse colectivo; 

b) Requerer a c o n v o c a ç ã o da Assembleia Geral 
nos termos destes estatutos; 

c) Examinar na é p o c a competente o r e l a tó r io 
anual, as contas e os l ivros de e s c r i t u r a ç ã o da 
S P. M . ; 

d) Reclamar, perante a D i r e c ç ã o , dos actos que 
julguem lesivos dos seus direitos; 

e) Assistir a todas as m a n i f e s t a ç õ e s c ien t í f i cas da 
S. P. M . 

A r t . 16." Os sóc ios h o n o r á r i o s e colectivos t ê m 
direito a receber todas as pub l i cações da S. P. M . 

I I I — Da O r g a n i z a ç ã o 

A r t , 17.° S ã o ó r g ã o s da S. P. M . : 
a) A Assembleia Gera l ; 
b) A D i r e c ç ã o ; 
c) Os organismos permanentes previstos no Regu

lamento Interno da S. P. M . ; 
d) As comis sões t e m p o r á r i a s cons t i t u ídas pela 

Assembleia Geral ou pela D i r e c ç ã o ; 
é) Os núcleos,, segundo o Regulamento Interno. 

a) — Da Assembleia Geral 

A r t . 18 ° A Assembleia Geral é cons t i t u ída pelos 
sóc ios o r d i n á r i o s e v i ta l íc ios no gozo dos seus d i 

reitos e reune-se, ordinariamente, na pr imeira quin
zena de Janeiro e e x t r a o r d i n à r i a m e n t e , em qualquer 
época , por dec i são do Presidente da Assembleia 
Geral , a pedido da D i r e c ç ã o ou a requerimento dum 
te rço dos sócios o rd iná r io s e vi ta l íc ios da S. P . M . 

A r t . 19.° Os sóc ios o r d i n á r i o s e v i ta l íc ios impe
didos de comparecer p o d e r ã o delegar os seus poderes 
noutros consóc ios em carta d i r ig ida ao Presidente 
da Assembleia Gera l . 

A r t . 20 ° Para efeitos da e l e i ção bienal dos mem
bros da Mesa da Assembleia Geral , da D i r e c ç ã o 
e dos delegados à A . P. P. C. os sócios o r d i n á r i o s 
e vi ta l íc ios impedidos de comparecer p o d e r ã o votar 
com lista em sobrescrito fechado, d i r ig ido ao Pre
sidente da Assembleia Geral , com a ind i cação exte
r ior do seu c o n t e ú d o e a assinatura do votante. 

§ ú n i c o . N o caso de empate, os e sc ru t í n io s se
guintes realizam-se imediatamente c o m os sóc ios 
presentes, sendo contada para cada candidato toda 
a v o t a ç ã o fei ta a seu f avo r em carta, nos termos 
deste ar t igo. 

A r t . 21.° Os sóc ios h o n o r á r i o s t ê m assento na 
Assembleia Geral , sem direito de vo to e podem 
intervir nas d iscussões de c a r á c t e r c i en t í f i co . 

A r t . 2 2 ° As c o n v o c a ç õ e s s e r ã o feitas com a ante
cedênc ia m í n i m a de oito dias, por meio de a n ú n c i o 
n u m dos jornais mais lidos, ou por aviso di r ig ido 
a cada sócio , sem o que a Assembleia Geral n ã o 
p o d e r á reunir-se validamente. 

A r t . 23.° D a ordem dos trabalhos da r e u n i ã o 
o r d i n á r i a da Assembleia Gera l c o n s t a r á a d i scussão 
e a p r o v a ç ã o do r e l a tó r io anual da D i r e c ç ã o , contas, 
assuntos de expediente, e le ições quando as houver 
e os assuntos que a D i r e c ç ã o entenda dever sub
meter à sua a p r e c i a ç ã o . 

§ ún i co . O r e l a tó r io anual e as contas e s t a r ã o 
patentes na sede da S. P. M l durante os oito dias 
que antecedem a r e u n i ã o o r d i n á r i a da Assembleia 
Geral . 

A r t . 24.° A Assembleia Gera l f u n c i o n a r á com 
qualquer n ú m e r o de sócios , salvo para rever os 
Estatutos e promover a d i s so lução da S. P. M . para 
o que é exigida a p r e sença de u m t e r ç o dos sócios 
o r d i n á r i o s e vitalícios^ 

A r t . 25.° A Mesa da Assembleia Geral s e rá cons
t i t u ída por u m Presidente e dois Secre tá r ios , eleitos 
por dois anos e podendo ser reeleitos. 

A r t . 26." Compete ao Presidente da Assembleia 
Geral : 

a) Convocar as r e u n i õ e s da Assembleia Gera l ; 
b) D i r i g i r os trabalhos, manter a ordem, respei

tando e fazendo respeitar os Estatutos e demais 
d ispos ições em vigor ; 
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c) Assinar as actas das sessões e val idar com a sua 
rubrica todas as p á g i n a s numeradas do l i v ro de 
actas; 

d) Designar qual dos sóc ios presentes deve subs
t i t u i r u m Sec re t á r io , impedido de comparecer. 

§ ún i co . Nos impedimentos d o Presidente da 
Assembleia Geral a s s u m i r á a p re s idênc i a o mais 
velho dos sócios presentes. 

A r t . 27.° Compete aos secre tár ios da Mesa da 
Assembleia Gera l : 

a) Redigir as actas transcrevendo-as no respectivo 
l iv ro e rubricando-as; 

6) A r q u i v a r todos os documentos da Assembleia 
Geral , respondendo po r eles; 

c) Fazer todo o expediente da Mesa da Assembleia 
Geral . 

A r t . 28.° Compete à Assembleia Geral : 

d) Eleger, por e sc ru t í n io secreto, a sua Mesa, a 
D i r e c ç ã o e os delegados à A . P. P. C ; 

b) Nomear os sóc ios h o n o r á r i o s ; 
c) Pronunciar-se pela a d m i s s ã o e e x p u l s ã o de 

sóc ios nos termos destes Estatutos; 
d) Decid i r sobre ques tões apresentadas pela Direc

ç ã o e nos casos de que esta considerar omissos os 
Estatutos; 

é) Discut i r e aprovar o Regulamento interno; 
/ ) Rever os Estatutos e promover a d i s s o l u ç ã o da 

S. P. M . ; 
g) Resolver sobre a f i l i a ção da S. P. M . em orga

nismos internacionais da sua especialidade. 

b) — Da D i r e c ç ã o 

A r t . 29." A S. P. M . se rá d i r ig ida e administrada 
por uma D i r e c ç ã o de sete membros: Presidente, 
Vice-Presidente, S e c r e t á r i o Geral , Tesoureiro, 1 * Se
cre tá r io , 2.° Sec re t á r io e Voga l . 

§ 1.° Os membros da D i r e c ç ã o s e r ã o sócios resi
dentes em Lisboa, n ã o p o d e r ã o delegar as suas f u n 
ções e exe rcê - l a s -ão gratuitamente. 

§ 2 ° A D i r e c ç ã o é eleita por dois anos e todos 
os seus membros p o d e r ã o ser reeleitos. 

A r t . " 30.° Compete à D i r e c ç ã o : 
d) Organizar e convocar as r eun iões de c a r á c t e r 

c i en t í f i co ; 

b) Elaborar, ouvidos os organismos permanentes, 
u m plano de trabalhos que s e r á comunicado aos 
sóc ios 60 dias a contar da data da posse; 

c) Ge r i r os fundos da S. P. M . ; 

d) C u m p r i r e fazer cumpr i r as d i spos ições destes 
Estatutos, do Regulamento Interno e as que f o r e m 
tomadas pela Assembleia Geral ; 

e) A d m i t i r os sóc ios e p ropor a sua i r r a d i a ç ã o 
nos termos destes Estatutos; 

f ) Redigir o r e l a t ó r i o anual, elaborar o o r ç a m e n t o 
e respectivas contas; 

g) Pedir a c o n v o c a ç ã o e x t r a o r d i n á r i a da Assem
bleia Geral . 

A r t . 31.° A s de l ibe rações da D i r e c ç ã o consideram-
-se vá l idas quando f o r e m tomadas por maior ia dos 
votos. 

§ ún i co . O Presidente da D i r e c ç ã o tem voto de 
desempate. 

A r t . 32.° Compete ao Presidente da D i r e c ç ã o : 
d) Representar a S. P. M . ; 
b) Convocar as r e u n i õ e s da D i r e c ç ã o ; 
c) Designar qualquer dos membros da D i r e c ç ã o 

para a comis são que f o r mister executar para o 
pleno cumprimento de reso luções tomadas; 

d) Va l ida r com a sua rubr ica todas as p á g i n a s do 
l iv ro de actas das r e u n i õ e s da D i r e c ç ã o . 

A r t . 33.° Compete ao Vice-Presidente substituir o 
Presidente nos seus impedimentos. 

A r t . 34.° Compete ao Sec re t á r io Gera l : 
a) D i r i g i r o expediente da S. P. M . , assinando 

a c o r r e s p o n d ê n c i a , sempre que o Presidente n ã o 
julgue dever f a z ê - l o ; 

b) D i r i g i r a p u b l i c a ç ã o de todos os trabalhos da 
S. P. M . ; 

c) Redigir as actas das r e u n i õ e s da D i r ecção . 

A r t . 35.° Compete ao 1.° e 2.° Sec re tá r ios coad
juvar o Sec re t á r io Gera l e subs t i t u í - l o nos seus i m 
pedimentos, nos termos do Regulamento I n t e r n a 

A r t . 36.° Compete ao Tesoureiro: 
d) Arrecadar as receitas da S. P. M . ; 
b) Pagar as despesas da S. P. M . ; 
c) Executar, ou mandar executar, sob a sua res

ponsabilidade, a escrita da S. P. M . ; 
d) A r q u i v a r ou mandar arquivar os documentos 

de despesa; 
c) Assinar os recibos das receitas da S. P. M . 

A r t . 37.° A D i r e c ç ã o é s o l i d à r i a m e n t e r e s p o n s á v e l 
por qualquer acto da sua ge rênc ia prejudicia l à 
S. P. M . 

§ ú n i c o . F icam isentos desta responsabilidade os 
membros da D i r e c ç ã o que: 

a) Vo ta rem contra a d e l i b e r a ç ã o de que se trata, 
com expressa d e c l a r a ç ã o de voto ; 

b) N ã o tendo participado na d e l i b e r a ç ã o , protes
tarem por escrito a t é à r e u n i ã o seguinte. 



3fi G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

A r t . 38.* A D i r e c ç ã o r eun i r á , pelo menos, uma 
vez por trimestre. 

I V — D i s p o s i ç õ e s diversas 

A r t . 39.° Os delegados da S. P. M . à A . P. P. C. 
p o d e r ã o simultaneamente fazer parte da Mesa da 
Assembleia Geral ou da D i r ecção . 

A r t . 40 " E m caso de d i s s o l u ç ã o da S. P. M pro-

ceder-se-á à l i qu idação dos seus haveres pela f o r m a 

seguinte: pagas as d ív idas ou consignadas as quantias 

necessár ias para o seu pagamento, pa r t i lha r - se -á o 

remanescente por ins t i tu ições , entidades ou orga

nismos c ien t í f i cos designados pela Assembleia Geral . 

R E G U L A M E N T O I N T E R N O 

D A S O C I E D A D E P O R T U G U E S A DE M A T E M Á T I C A 

I — Da D i r e c ç ã o 

A r t i g o 1.° De acordo com os Estatutos a D i r e c ç ã o 
reun i r - se -á uma vez pelo menos em cada trimestre, 
nos dias 15 de Janeiro, 15 de A b r i l , 1 de Julho 
e 15 de Outubro, ou u m dia depois quando alguma 
daquelas datas n ã o f o r út i l . 

A r t . 2 ° À D i r e c ç ã o compete cumpr i r e fazer cum
pr i r o Regulamento Interno. 

A r t . 3.° Qualquer membro da D i r e c ç ã o p o d e r á 
assistir à s reun iões das C o m i s s õ e s permanentes ou 
t e m p o r á r i a s . 

Art .° 4.° A c o b r a n ç a das quotas se rá fe i ta de 1 a 
15 de Janeiro para as anuais, de 1 a 15 de Janeiro 
c de 1 a 15 de Junho, para as semestrais e de 
1 a 15 de Janeiro, de 1 a 15 de M a i o e de I a 15 
de Outubro para as quadrimestrais. 

A r t . 5.° A s duas pres tações e m que pode ser paga 
a jó ia t ê m vencimento com as duas primeiras quotas. 

I I — Dos S ó c i o s 

A r t . 6.° É de Esc. 900SOO a i m p o r t â n c i a a que 
se refere o art. 8.° dos Estatutos. 

A r t . 7 ° A jóia prevista na a l í n e a b) do art. 12.° 
dos Estatutos é de Esc. 20S0O e o seu pagamento 
p o d e r á fazer-se duma só vez ou em duas p r e s t ações , 
sendo dispensados do pagamento de jóia os sóc ios 
estudantes. 

A r t . 8.° A quota anual prevista na a l í n e a c) do 
art. 12.° dos Estatutos é de Esc. 60$00 e p o d e r á 
ser d iv id ida em duas ou t r ê s p res tações . 

§ ún i co . A quota anual se rá de Esc. 18S00 para os 
sócios estudantes. 

A r t . 9.° A quota anual m í n i m a dos sócios colec
tivos prevista no art. 14 ° dos Estatutos é de Esc. 
500Î00 . 

A r t . 10.° Os sócios o r d i n á r i o s e vi ta l íc ios r e c e b e r ã o 
gratuitamente o Bole t im da S. P. M ' . 

I I I — Das C o m i s s õ e s Permanentes 

A r t . 11.° As Comis sões Permanentes s ã o mais do 
que organismos meramente consultivos porque s ã o 
os ó r g ã o s a t r a v é s dos quais a S. P. M . p r o c u r a r á 
atingir os seus objectivos. O resultado da actividade 
da S. P. M . será e m larga medida o que as C o m i s s õ e s 
Permanentes realizarem. 

A r t . 12." As C o m i s s õ e s Permanentes da S. P. M . 
são as seguintes: 

1) C o m i s s ã o Pedagóg ica , composta de cinco mem
bros; 

2) C o m i s s ã o M a t e m á t i c a Pura, composta de t rês 
membros; 

3) C o m i s s ã o de M a t e m á t i c a Apl icada, composta de 
cinco membros, entre os quais especialistas de M e 
cânica» Astronomia, Es ta t í s t i ca e C á l c u l o Ac tua r i a l ; 

4) C o m i s s ã o de H i s t ó r i a e F i losof ia da M a t e m á 
tica, composta de t rês membros; 

5) C o m i s s ã o de H i s t ó r i a da Ast ronomia N á u t i c a , 
composta de t rês membros; 

6) C o m i s s ã o do Centro de D o c u m e n t a ç ã o , com
posta de cinco membros, entre os quais u m dos 
secre tá r ios da D i r e c ç ã o por esta designado; 

7) C o m i s s ã o de R e d a c ç ã o d o Bolet im, composta 
de t rês membros, entre os quais u m dos secre tá r ios 
da D i r e c ç ã o por esta designado; 

8) C o m i s s ã o de Propaganda de Lisboa, composta 
de cinco membros; 

9) C o m i s s ã o de Propaganda do Porto, composta 
posta de três membros. 

10) C o m i s s ã o de Propaganda de Coimbra , com
posta de t rês membros 

§ ú n i c o . As C o m i s s õ e s Permanentes p o d e r ã o agre
gar a si t e m p o r à r i a m e n t e outros sóc ios que possam 
colaborar eficazmente nos trabalhos em curso. 
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A r t . 13.° A n o m e a ç ã o e e x o n e r a ç ã o dos membros 
das C o m i s s õ e s Permanentes compete à D i r e c ç ã o . 

A r t . 14." Todas as n o m e a ç õ e s caducam no termo 
do mandato da D i r e c ç ã o que as levou a efeito, mas 
pode haver r e c o n d u ç ã o . 

A r t . 15." S ã o i n c o m p a t í v e i s os cargos de membros 
das Comis sões do Centro de D o c u m e n t a ç ã o , de Re
d a c ç ã o do Bole t im e de Propaganda. 

A r t . 16." Dentro de t r in t a dias a par t i r da sua 
cons t i t u i ção as C o m i s s õ e s Permanentes s u b m e t e r ã o à 
a p r o v a ç ã o da D i r e c ç ã o o plano de trabalhos a rea
lizar a t é ao f i m do seu mandato. D o plano de tra
balhos f a r á parte o o r ç a m e n t o da despesa a que a 
sua e x e c u ç ã o d a r á lugar. 

A r t . 17." A a p r o v a ç ã o do plano de trabalhos i m 
plica a a u t o r i z a ç ã o da r e a l i z a ç ã o da despesa corres
pondente cu jo pagamento se rá f e i to pelo Tesoureiro 
mediante a a p r e s e n t a ç ã o dos documentos justificativos 
visados por dois membros da C o m i s s ã o respectiva. 

A r t . 18,.° A t é ao d ia 15 de Dezembro de cada 
ano as C o m i s s õ e s Permanentes a p r e s e n t a r ã o à D i 
recção o r e l a tó r io da sua actividade. 

A r t . 19." N a pr imeira r e u n i ã o de cada C o m i s s ã o 
Permanente os seus membros d e s i g n a r ã o entre si 
um delegado, cu jo nome se rá comunicado à D i r e c ç ã o , 
e a t r avés do qua l s e r ã o estabelecidas as re lações 
entre esta e aquela. 

A r t . 20.° À C o m i s s ã o de Propaganda de Lisboa 
c a b e r á : 

1. ° A o r g a n i z a ç ã o e a c t u a l i z a ç ã o do cadastro dos 
licenciados em ciências m a t e m á t i c a s pelas univer
sidades portuguesas e dos professores de m a t e m á t i c a 
portugueses; 

2. " Realizar a propaganda das c iências m a t e m á t i c a s 
e da actividade da S. P. M . ; 

3. ° Coordenar a a c ç ã o das C o m i s s õ e s de Propa
ganda do Porto e de Coimbra . 

A r t . 21.° À s C o m i s s õ e s de Propaganda do Porto 
e de Coimbra compete: 

1. ° Fornecer à C o m i s s ã o de Propaganda de Lisboa 
elementos para a o r g a n i z a ç ã o e a c t u a l i z a ç ã o do ca
dastro dos licenciados em ciências m a t e m á t i c a s pelas 
respectivas universidades e dos professores de mate
m á t i c a ; 

2. ° Realizar a propaganda das c iências m a t e m á t i c a s 
e da actividade da S. P. M . nas respectivas circuns
cr ições un ivers i tá r ias . 

I V — Das C o m i s s õ e s T e m p o r á r i a s 

A r t . 22.° A D i r e c ç ã o p o d e r á consti tuir C o m i s s õ e s 
T e m p o r á r i a s c o m a t r ibu ições determinadas. 

A r t . 23 ° As C o m i s s õ e s T e m p o r á r i a s s ã o dissolvi
das por d e l i b e r a ç ã o da D i r e c ç ã o o u pela apresen
t a ç ã o dos respectivos r e l a tó r ios o u pareceres. 

V — Dos N ú c l e o s 

A r t . 24.° Os sócios residentes no Porto e em C o i m 
bra p o d e r ã o consti tuir n ú c l e o s cientificamente a u t ó 
nomos. 

A r t . 25.° Os sócios residentes em qualquer loca
lidade do t e r r i t ó r i o nacional p o d e r ã o solicitar da 
D i r e c ç ã o a u t o r i z a ç ã o para c o n s t i t u í r e m u m N ú c l e o . 

A r t - 26." Quando o julgue conveniente p o d e r á a 
D i r e c ç ã o conceder autonomia c ien t í f ica a determi
nado N ú c l e o . 

A r t . 27." Necessita de p rév ia a u t o r i z a ç ã o da D i 
recção a r e a l i z a ç ã o de cursos ou c o n f e r ê n c i a s pelos 
N ú c l e o s n ã o a u t ó n o m o s . 

A r t . 28.° Os N ú c l e o s p o d e r ã o ter regulamentos 
p róp r io s , mas estes n ã o d e v e r ã o contrariar os Esta
tutos e o Regulamento Interno da S. P. M . 

A r t . 29.° Cada N ú c l e o e lege rá u m secre tá r io atra
vés do qual m a n t e r á re lações c o m a D i r e c ç ã o . 

A r t . 30.° A t é 15 de Dezembro de cada ano os 
N ú c l e o s a p r e s e n t a r ã o os respectivos re la tór ios . 

V I — Do Centro de D o c u m e n t a ç ã o 

A r t . 3 1 ° O Centro de D o c u m e n t a ç ã o abrange a 
Biblioteca e o A r q u i v o da S. P. M . 

A r t . 32.° Ã C o m i s s ã o do Centro de D o c u m e n t a ç ã o 
compete: 

a) Organizar e d i r ig i r a Biblioteca e o A t q u i v o 
da S. P. M . 

b) Organizar e d i r i g i r os serviços de e x p e d i ç ã o e 
permuta do Bo le t im da S. P. M . ; 

c) Organizar e coordenar os documentos que pos
sam servir à i n f o r m a ç ã o da actividade c i en t í f i ca no 
ramo da m a t e m á t i c a , tanto no estrangeiro como 
no pa ís . 

V I I — D o Boletim 

A r t . 33.° A S. P. M . e d i t a r á u m Bole t im do qual 
p u b l i c a r á u m n ú m e r o po r ano, pelo menos. 

Ar t . ° 34." A p u b l i c a ç ã o de cada n ú m e r o t e r á lugar 
dentro de 90 dias a contar do f i n a l do p e r í o d o a 
que d iz respeito. 

A r t . 35.° O Bole t im cons t i tu i r á u m arquivo da 
actividade da S. P. M . 



38 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

A r t . 36.° A C o m i s s ã o de R e d a c ç ã o do Bole t im 
depois de organizado o or ig inal subme tê - lo -á à D i 
recção c o m uma proposta para a sua p u b l i c a ç ã o da 
qual c o n s t a r á uma p rev i s ão fundamentada da res
pectiva despesa. 

A r t . 37.° Depois de aprovada a proposta da Comis
s ã o de R e d a c ç ã o do Bole t im d e v e r á esta dar in ic io 
aos trabalhos t i p o g r á f i c o s correspondentes, que 
di r ig i rá . 

A r t . 3 8 ° A D i r e c ç ã o da S. P., M . f i x a r á o p r eço 
de venda de cada n ú m e r o do Bolet im, e a u t o r i z a r á 
as ofertas que a C o m i s s ã o de R e d a c ç ã o propuser. 

V I I I — Das R e u n i õ e s 

A r t . 39.° As r e u n i õ e s da S. P. M . t e r ã o lugar às 
segundas e quartas segundas-feiras de cada m ê s 

excepto nos meses de Julho, Agosto e Setembro, 
às 18 horas. 

A r t . 40.° O sócio que pretenda fazer uma comu
n icação d e v e r á remeter uma c ó p i a desta ou o seu 
resumo à D i r ecção . 

A r t . 41.° A D i r e c ç ã o só p o d e r á recusar uma comu
n icação em face do parecer d e s f a v o r á v e l da respec
t iva C o m i s s ã o Permanente. 

A r t . 42.° A D i r e c ç ã o d a r á conhecimento ao sócio 
da r e u n i ã o em que t e r á lugar a leitura da sua comu
n icação . 

A r t . 43.° As r e u n i õ e s para a leitura de comunica
ções se rão presididas pela D i r ecção . 

A r t . 44.° Terminada a lei tura de cada c o m u n i c a ç ã o 
se rá dada a palavra aos sóc ios presentes que queiram 
pronunciar-se sobre o assunto. 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S D E E X A M E D E F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

I . S. C. E . F . — 1." Cadeira — M A T E M Í T I O A B G E U A I S — 

1." ponto de i n f o r m a ç ã o e 1.° exame de f r e q u ê n 

c ia (2.- chamada) - 25-2-1966. 

I 

5 6 5 9 — 1) Sejam A , B e C subconjuntos do 
conjunto f u n d a m e n t a l U. T o m a n d o A A B = 

p q r ! [ ( p A - q ) V (q A ~ p ) ] < = > [(P A - r ) V ( r A ~ P ) ] I = > (q <=> r ) 

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 

0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 

0 1 0 0 í 1 0 0 0 0 1 0 

0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 

1 0 0 1 í 0 1 1 1 0 1 1 

1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 

1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 

1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 

Etapas 1 2 1 3 1 2 1 4 1 

— {A — B) U (B — A) , d e m o n s t r e que A ò. B — 
- v l A C = > = C. 

2) D i g a qua l é o lugar g e o m é t r i c o de M (x , y ) , 

afixo do complexo z , t a l que z z + 5 (z + z) =» 6. 

R : 1) Fazendo p - i e A , q - i e l l , r » i s C 
a propriedade consiste em provar que | [p A ~ q) V 
V (q A - P)] <=> [(P A ~ r) V (r A - P)] í = > ( q < = > r ) 
i uma tautologia. 
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2) Sendo z =•= x -t i y , vem ! z = i ! + J ! e 
z + z = 2 x . A equação proposta e equivalente a 

X 2 + yi +. 10 x — 6 ou (x + 5 ) 2 + y ° - 3 1 gue e a 
equação de uma circunferência com centro em ( — 5 , 0 ) 
e r a i o t ^ua i a ^/31 . 

I I 

5 6 6 0 — 1) Mostre que : 

a) X„ = J l / n , 1 [ ( n - 1 , 2 , • • • ) = > 5 X „ 3 ] 0 , l [ 

e n ã o existe nenhuma s u b c o l e c ç ã o finita de X„ 
(n = 1 , 2 , •• •) que cubra ] 0 , 1 [ . 

6) X I - [ - l , 0 ] , X „ + , = [ l / n - 4 - l , l / n ] ( n = l , 2 ) . . . ) = > 
«o 

= > U I . D [ 0 , 1 ] e n ã o existe nenhuma s u b c o l e c ç ã o 
finita de A", (n = 1 , 2 , • • •) que cubra [ 0 , 1 ] . 

Que esclarecimentos t razem estes exemplos ao lema 
de BORUX-LEBESGUB ? Jus t i f ique . 

2) D i s c u t a a natureza da s u c e s s ã o cujo termo 
geral é 

/ n° + a n + 6 \ « * * + p " + "t 
\ n * - r c n + d ) 

R : 1) A solução das questões postas nas alinéas 
a) e b ) é imediata. Os exemplos mostram que o lema 
não é verdadeiro se o conjunto não é fechado ou se a 
cobertura não é aberta. 

2) % u „ = ( a n * + P n + -y) ío ? 1 + 
(a—c)n + (b—d) 

n J - f e n + d 

TÍ ( a D * + P n + f ) . 
(a — c) n + (b — d) 

n 2 -f- c n + d 

Se x (a — c) > 0 foo u „ - + + oo e u n - » + oo 
<S« a ( a — c ) < 0 fog u„ — 0 0 e u „ - + 0 
Se a (a - c) = 0 

<* = O A a - c = j f c O logUn — P ( a - c ) e u „ - • eP < a - c ) 

a z j t O A a — c - 0 í o o - u „ - + a (b—d) e u „ e a n ) _ d ) 
« = O ^ a - e = 0 log u n —>• 0 e 

I I I 

5661 — 1) Estude a natureza da s é r i e 

6 \ n» -4- 2 / 

2) Considere 

/ ( » ) ' 

- 1 (0! < - 1) 
X 2 ( - l g l g l ) 

2 (x > 1) . 

R : 1) A série é visivelmente divergente para x ^ o 
pois nesse caso u„ n ã o e evanescenle. Com x > 0 , 

/ n 1 + 1 \ / 1 \ 
tome-se loa I | - loq I 1 I = 

— — TI (TI - * 1) . A natureza da série dada 
n ' + 2 ' 1 

será a da série de termos positivos 2 TI • n* + 2 

Um n -» 1 a série converge com x > 1 « 
n* + 2 

diverge com x T~ 1 . 

2) i l função é contínua em x = — 0 0 e pa ra iodo 
o x < — 1 , descontinua para x = — 1 , c o n í í n u a 
p a r a — 1 < x < 1 , descontinua para x » 1 , continua 
para x > 1 e p a r a x — - f 0 0 . 

I . S . C. E . F . — MATEMÁTICAS G E R A I S — 1.* cadeira — 

2." ponto de i n f o r m a ç ã o e 2.° exame de f r e q u ê n c i a 
(1.* chamada) - D u r a ç ã o — 3 horas —15-6-1966. 

5 6 6 2 - 1) Considere f ( x ) =- —— - & la =h b) e 
as* + 1 

mostre que / ( f f ) è c o n t í n u a em Z — ] — oo , - ) - co [ . 
Ver i f ique neste conjunto que /(as) possui m í n i m o e 
m á x i m o (teorema de W E I E B S T B A S S ) . 

Determine a e 6 , supondo que a o s c i l a ç ã o d é 
/ ( x ) em Z é i g u a l a 2 e que Y = 1 é a s s í n t o t a 
da imagem de f ( x ) . 

2) Calcule P \/ex - 1 . 

R : 1) f' (x) e eor í í ínua em Z pois é o cociente de 
duas funções continuas nesse conjunto. Tem-se também 
f (— 0 0 ) = f ( + 0 0 ) = a e portanto f ( x ) também é 
contínua no infinito. 

2 ( a - b ) x 
Como f ( x ) , f ( x ) anula-se com mu-

Estude a sua cont inuidade e represente-a geome
tr icamente . 

( x ' + 1)2 
dança de sinal em x = 0 e porlanlo este ponto é extre-
manle de f ( x ) . Os extremos de f (x) são pois f (0) = b 
e f (— 0 0 ) - f ( + 0 0 ) - a . 

A oscilação em Z é G — | a — b j — 2 e, como 
lim f (x) = a »= 1 , em virtude Y = 1 ser assíntota 

Ï 00 
da imagem de f (x) , vem | 1 — b | = 2 o que dá 
b = — 1 ou b = 3 . 

2) Fazendo e* — 1 = t J , vem 

P l / ê 7 ^ ! - P t • — — 2 P ( 1 \ = 

— 2 t — 2 a r c t g t — 2 j/e» — 1 — 2 a re tg v'e' — 1 . 
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I I 

5 6 6 3 — 1) D é t e r m i n e m e n por fo rma que 
cos x m 

l i m f 
l og (1 + x ) X 

- n I = 0 . 
/J 

2) Supondo que as e q u a ç õ e s F (x , y , t ) = 0 e 
O (x , y , z) — 0 de&nem duas f u n ç õ e s d i f e r e n c i á v e i s 

d y d z 
y (x) e a (x ) , calcule e . 

dx dx 
S u g e s t ã o : derive em ordem a x ambos os membros 

das duas e q u a ç õ e s e resolva o sistema obt ido em 
d y da 

ordem a e . 
d x dx 

R : 1) lim \ 

lim 
x-0 

-« lim 

log ( 1 + x) 

x cos x — m log (1 + x) — n x i o j (1 + x ) 

x log (1 + x) 

m n x 
cos x — xsen x n log (1-1-x)  

1 + x 1+x 
log ( 1 + x ) + 

1 + x 

1 - m 

0 

Terá de ser m — 1 pois se fosse m ^ t l o limite da 
expressão dada seria oo . 

Corn m =- 1 , vem 

lim 

1 n x 
cos x — x sen x n log (1 + x)  

1 + x 1 + x 

log ( 1 + x ) + 
1 + x 

— sen x — sen x — x cos x 
lim + 

+ • 
1 + x ( 1 + x) î 

1 n n 

+ lim 
(1 + x)* 1 + x ( 1 + x)ï 

+ 1 + x ( 1 + x)« 

1 - 2 n 
- 0 

o que dá n — 1/2 . 

2) d v d z 

K + F ; — + — o 
d x d x 

d y .Az 
G ; + G - — ^ - + G ; - — o 

d x d x 

l i 
dx 
dz 
d T 

F ; G ; - F Í G ; 

F Y G 7 — F ^ G Y 

F ; G ; - F ; G '  

F ; G ; - F ; G ; 

m 
5 6 6 4 — 1) Demonstre que o resto da d i v i s ã o de 

um p o l i n ó m i o P (x ) pelo p o l i n ó m i o 

f (x ) = (x — X o ) (x — X f ) ••• (x — x„) 
i 

P ( X j ) , com <f>i (x) = ie ( x ) / ( x — x f ) . 

r i 3"i 
2) Seja A = I . Determine todas as m a t r i -L 4 * J 

zes B =j!= 0 , de ordem 2 , ta is que I n d i 
que o va lor dc k para o qua l o problema é p o s s í v e l . 

R : 1) R (x) tem de ser um polinómio de grau 
inferior a n + 1 que para x — x, toma o valor 
P ( x , ) (i = 0 , l , . . . , n ) . 

A teoria da interpolação (fórmula interpolador a de 
Lagrange) dá imediatamente o resultado. 

2) Tomando B 

A B 

- [ " ] • 
-[ m + 3 p n + 3 q 

4 m + k p 4 n + k q 

e, portanto, terá de ser 

m + 3 p m 0 J 4 n + k q = 0 

m + k p = 0 " l n + 3 q = 0 ' 

sistemas homogéneos que deverão possuir soluções não 
1 3 

nulas. Então = 0 , o que dá k — 12 : as 
4 k 

soluções dos sistemas serão 

m =- — 3 p e n = - 3 q 

- 3 p - 3 q 
p q 

e B ] 
I . S. C. E . F . — MATEMÁTICAS G E B A I S — 1.* cadeira — 

2. e ponto de i n f o r m a ç ã o e 2.° exame de f r e q u ê n c i a 
(2.* chamada) — D u r a ç ã o — 3 horas — 18-6-1966. 

I 

5 6 6 5 — 1) Seja / ( x ) contínua em [0 , 1 ] tal que 
V * e [ 0 , l ] O g / ( i ) g l . Prove que 3 c e [ 0 , l ] : 

f ( c ) - c . 
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S u g e s t ã o : U t i l i z e na d e m o n s t r a ç ã o a f u n ç ã o aux i l i a r 
?{x) — f { x ) — x . 

2) Deduza a r e l a ç ã o que deve ex is t i r entre m e 
m x 2 + n 

n para que a f r a c ç ã o rac ional {i ( x ) ~ T~i—TTT 
( x 2 — l ) 3 

admi ta a d e c o m p o s i ç ã o em elementos simples da fo rma 

4- — — - onde X e (* sao constantes. (x - 1)5 (x + 1 ) ' 
Qual é nesse caso o valor das constantes X e JJ. ? 
Calcule P ty(x) . 

R : 1) Tomando <? (x) = f (x) — x , uem f (0) — 
= f ( 0 ) > 0 e <p(l) = f ( l ) — 1 ^ 0 . Oro 

<p (0) = 0 = > 3 0 : f (0) = 0 

t ( l ) - 0 = * 3 l : f ( l ) - l 

<P (0) > 0 A <P ( ! ) < 0 = > 3 c 6 ] 0 ) 1 [ : 

<p(c) - 0 < = = > 3 C 6 ] 0 , l [ : f ( c ) = c . 

m x 2 + n X u 
8) 

( x 2 - l ) 3 ( x - 1 ) 3 ( x + 1 ) 3 

(X + X 3 + 3 (X - p.) x 2 + 3 (X + (*) x -+- (X — ^ L ) 

Então, 

( x 2 - 1 ) ' 

X + | i = 0 = > X = — p. 
3 (X — (j.) = m = > 6 X =• m 

X — p = n = > 2 X — n 

donde — = n e X 
3 

P + (x) = - P (x - 1 ) -* - - P (x 4- I ) ' 

n 
+ - r ' 4 (x —1)2 4 (x + l ) 2 

I I 

5 6 6 6 — 1) U t i l i z e o desenvolvimento em sé r i e de 
M A C LiUBitTde l o g 2 (1 + x ) para calcular 

, . x 2 - l o g 2 (1 + x ) 
h m . 

2) Sendo g (x) e h (y) d i f e r e n c i á v e i s , respectiva
mente, em x = a e y = 6 , demonstre que F (x , y ) •= 
= <7 (x) • à (y) é d i f e r e n c i á v e l em P (a , 6 ) . 

£o<7 ( l + i ) = x -
x 3 

+ i r -
to?2 (1 + x ) - x* - x 3 + 

| x | < l 

< 1 

Então, 

ri 
Um 

x 2 - % 2 (1 + x ) - x 2 - ( x 2 — X 3 + 
Um 
í=-0 X 3 

• ) 

2) Por hipótese, 

g (a + h) — g (a) = h A com Um A finito 

h (b 4- k ) — h (b) = k B com Um B finito. 
k—o 

.En íão , 

F (a + h , b + k ) — F (a , b ) = g (a + b.) (b + k ) — 
- g (a) • h (b) = h (b) [ g (a + h) - g (a ) ] + 

4- g (a + h) [ h (b + k ) - h (b ) ] =• h [ A h (b ) ] + 
+ k [ B g (a + h ) ] = h M -r k N 

com lim M finito e Um N finito, o que exprime a dife-
b-0 h=0 

renciabilidade de F (x , y ) em P (a , b ) . 

I I I 

5 6 6 7 — 1) Deduza a r e l a ç ã o que deve l i g a r 
a, b, c, e d para que as r a í z e s r l t r t e r 3 do 
p o l i n ó m i o a x 3 4- 3 6 x 2 -r S c x + d s a t i s f a ç a m à con
d i ç ã o r j = r 2 • r 3 . 

2) Seja 6') á X = B u m sistema de m e q u a ç õ e s 
lineares a n i n c ó g n i t a s , com m> n . 

Indique , jus t i f i cando as respostas, sob que condi 
ções o sistema S ) é (o ) p o s s í v e l determinado, 
( 6 ) p o s s í v e l indeterminado è (c) i m p o s s í v e l . 

R : 1) 
r i + r t + r3 mm 

3 b 

a 

H + r 2 4- r 3 ~ — 

r i r 2 + r 4 r 3 -f- r 2 r 3 

3 b 

3 c 

a 

3 c 

a 

r i -í- r 2 4- r 3 = -

' 1 + T 2 + r 3 = — 

* l ( r 4 + r 2 + r 3 ) 

3 b 

3 b 

a 

3 c 

a 

R : 1) 
1 + x 

= 1 — x 4 - x 2 — x 3 4- ••• I x I < 1 donde r i =• — . Subst i tu indo no p o l i n ó m i o , vem 
b 
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a c ' 3 b c J 

+ 
b ' b ' 

3 c J a c3 
1- d — O ou d — 

b b ' 

2) Sendo A 1 — [ A | B ] , tem-se : 

(a) possível determinado : r •= c ( A ) = c ( A 1 ) e n = r 
(b) possível indeterminado: r = c ( A ) = c ( A ' ) e n > • r 
(c) impossível : r = c ( A ) < c ( A ' ) . 

I . S. C. E . F . — MATEMÁTICAS G E R A I S — 1.* cadeira — 

Exame final — É p o c a de J u l h o ( 1 . * chamada) — 
Prova escrita - 13-7-1966. 

5 6 6 8 — 1) Se, num grupo m u l t i p l i c a t i v o ff 

V o , à e ff (o • 6)2 = a* • 6* , 

mostre que o grupo é comuta t ivo . 

R : (a • b)2 = (a b ) (a b) - a a b b 

a b a b •» a a b b . 

Multiplicando à direita ambos os membros desta 
igualdade por b — 1 vem 

a b a = a a b 

e, multiplicando à esquerda ambos os membros desta por 
b - 1 vem logo 

b a = a b . 

2) U t i l i z e os conhecimentos sobre d e r i v a ç ã o e p r i 
m i t i v a ç ã o de s é r i e s para calcular a soma da sé r i e 

x + — - + ••• + — + ••• . 
5 4 n + l 

R : A série das derivadas é 1 -)- x 4 + • • • + x 4 " -| , 
progressão geométrica de razão x 4 , cuja soma e 

1 
para | x | < 1 . 

1 — x 4 

A soma da série proposta é 

1 1 1 - x 4 ( 1 - x í ) ( l + x*) 

1 
P ( x - 1 ) (x + 1) (xí + 1) 

\ 4 x — 1 4 x + 1 2 x* + l ) 

- - \log I x - 1 1 + log\x + 1 1 + -i arctgx. 
4 4 2 

3) Mostre que / (x) = e~' ( / x é c o n t í n u a em 
[ 0 , - j - o o [ . Estude a v a r i a ç ã o ( intervalos de mono
ton ia e extremos) de f ( x ) neste conjunto . A imagem 
da f u n ç ã o tem a lguma a s s í n t o t a ? Jus t i f ique . 

R : A função é visivelmente continua em todo o ponto 
próprio de [ 0 , + o o [ . Como Um f (x ) — 0 , a função 

*=+oo 
também é continua para x «- + oo . 

f ' • (x) e-* \J x" + e— — - — e-' • 1 ~ 2 " 
2 t /x" 2 y / ï 

f ' (x) > 0 = > 1 - 2 x > 0 = > x < — 
2 

f ' ( x ) < 0 = > l - 2 x < 0 = > x > — 
2 

f ' ( x ) = 0 = > l - 2 x - 0 = > x - — 
2 

A função é crescente em [ 0 , */Í [ > decrescente em 
] V2 j + 0 0 [ « te"> o» extremo* : 

Máximo: f (»/ 2) - e - " » ^ 

Mínimos: f (0) = 0 e f ( + 0 0 ) — 0 . 

A imagem da função admite a assíntota Y — 0 
porque f ( +- 0 0 ) = 0 . 

4) Sendo 2 = x y f (———•) , 
\ xy ) 

t i s faz a uma r e l a ç ã o da fo rma 

mostre que 2 sa-

X 2  

àx 

Ache g (x , y) . 

ÀL 
dy 

- z - g ( x , y ) . 

àx \ x y I x \ x y ) 

Al. = x f ( l ± L ) _ i L / > (l±L) 
d y \ xy j y \ xy j 

X 2 - j / 2 _ _ _ = a ; 2 y / _ 
àx dy \ x y J 

\ x y / \ xy j 

+ x y f ( ^ ) ^ x y ( x - y ) f ( ^ ± ) . 

9 ( x , y ) = x - y . 

5) U t i l i z e a teor ia da i n t e r p o l a ç ã o para achar o 
p o l i n ó m i o P (x) de g rau m í n i m o que satisfaz à s 
c o n d i ç õ e s : P ( - 2) 5 , J > ( - 1) 1 , P ( l ) = l 
e P ' ( 0 ) = — 1 . 

R : X y Sy S 2 y 

— 2 - 5 4 - 1 

— 1 — 1 1 

1 1 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 43 

O polinómio interpolador è 

I (x) = - 5 + 4 (x + 2) - (x + 2) ( i + 1) -

x 2 + x + 1 . 

P (x ) = I ( x ) + a (x + 2) (x + 1) (x - 1) = 

= a x ' + (2 a - 1) x* + (1 - a) x - 2 a +• 1 

P 1 (x) - 3 a x 2 + 2 (2 a — 1) x + 1 - a 

P ' (0) - 1 - a 1 = > a - 2 

e portanto 

P (x) = 2 x ' + 3 x 2 — x — 3 . 

6) Sejam A •=• \aik\ c B — \bjk\ duas matrizes 
dos t ipos (m X n) e ( p x n) , respectivamente, e 
considere a ma t r i z P = As B de termo geral 
Pij — aihbjh (h mudo corrente de 1 a n ) . 

Como se f o r m a a mat r iz P ? Qua l é o seu t i p o ? 
Escreva P sob a fo rma de um produto de matrizes. 

Mostre que a o p e r a ç ã o 0 n ã o é associativa. 

R : A matriz P obtém-se multiplicando linhas de 
A por linhas de B e portanto é do tipo ( m X p ) . 

Como p, ; = a i h b*s, tem-se P = A • B * . 
( A s B ) 6 C = ( A • B*) • C* = A B * C* 
A e (B 6 C) = A • ( B 6 C ) * - A • ( B • C*)* - A C B * 

e portanto a operação 9 não è associativa. 

I . S. C. E . F . — MATEMÁTICAS G E E A I S — i . " cadeira — 

Exame final — É p o c a de Julho (2.* chamada) — 
Prova escrita — D u r a ç ã o 3 horas — 16-7-1666. 

5 6 6 9 — 1) Empregue a f ó r m u l a de T a y l o r para 
as* 

provar que 1 — cos x - Ç , com h m Ç = 1 . 

U t i l i z e o resultado para estudar a natureza da 

sé r i e cujo termo geral é u„ = n ( l — cos — ^ . 

R : Pela fórmula de Taylor, com resto de Lagrange, 
vem 

cos x =• 1 cos 6 x (0 < 9 < 1) 

e, fazendo Ç — cos 6 x , vem imediatamente o resultado. 
í 1 \ 1 

n u . = n 2 1 — cos — ) = n 2 Ç ->• ' / j e portanto 
\ n / 2 n 2 

2 u„ é divergente. 

2) Calcule P 
l + x= 

a r c t g x . 

R : Notando que 
1 + x 2 

- x* - 1 + 
x 2 + l 

, vem 

P x 2 arctg x — P arctg x + P 
arctg x 

1 + x ' 

Como 

X3 1 x ' 
P x 2 arctg x — arctg x - —- P -

O O 1 + X* 

= _ o r c í ^ - T p ^ - — j = 

X3 1 1 
= ~3~ a r e i g X ~ T X Í + 6" l ° 9 ( 1 + X ^ 

P a r c í p x — x o r c í p x — P 
1 + x' 

x arcty x — — log (1 + x 2 ) 

( arctg x (arctg x ) 2 

1 + x 2 2 

X * X ' 
P — — • arctgx*= — arctg x + x arcífli x — 

1 1 (arctg x ) 2 

- ¥ % ( l + x 2 ) - - x 2 + 2

9 • 

3) Estude a v a r i a ç ã o ( intervalos de monotonia e 
l o g x 

extremos) e a convexidade de / ( x ) = x 2 

R : P (x) 
1 -2logx 

f (x) > 0 = > 1 — 2 log x>0 => log x < 1/2 ==> x < \ / ê 

f ( x ) < 0 = > 1 — 2 log x < 0 = > log x > 1/2 = > x > V/e 

f ' (x) = 0 = > 1 — 2logx — 0=>log x = l / 2 = > x - V ë̂ 

J ! função e crescente em ] 0 , y/ e [ , decrescente em 
] l / e ~ , + eo [ e possui os, máximos f (y/lT) — 1/2 e 
f ( + oo) - 0 . 

Como 

f" (x) -
•5 + 6 iop x 

f (x) > 0 = > x > V<3 5 

f " ( i ) g O = > x < V é > 
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isto é, a função é convexa em [ *Ve5 , + co [ e côncava 

em ] 0 , 6 l / ê * ] . Existe um ponto de inflexão para 

x = V ê 5 • 

4) Sendo z = / ( x , y) • em* + n" e — - 0 , de-

termine m e n por f o r m a que 

d" d" 

'dxdy òx dy 
+ z = 0 . 

3z 
R : — — - — — em* + " > - f f ( x , y ) - e r a x + n j m 

d x <)x 

<)y <)y 
o** <K 

e m . + n y + f ( X ) y ) e - > t > l n 

àxày <)x 
+ m f ( i , y ) e , , + " i i 

Logo 

diz <) z d z 

e m i + n j n A. m AL + 

df 
+ z = -T— (n - 1) + 

( í x ^ y rfx dx 

+ - — (m - 1) + f (x , y ) (1 + m n — n — m) 
ày 

e a condição proposta implica m = n = 1 . 

5) Sendo ç ( x ) = f l (*— *,) > ti (x) = fl ( x — s , ) ^ 
i-Q i«=0 

ti ( x ) 
e Lt (x) = , com xt =jfc x , , prove que : 

ti (.Xt) 

a) Li (x) -
ti (x) 

t' ( x ò 
b) 2 £ , ( » ) - ! . 

R : a) ep (x) = (x - x j tp, (x) = > 

= > ? ' (x) - <f, (x) + (x - Xi) »{ (x) = > 

= > » ' t * t ) - * ( * i ) -

Logo 
ti 00 <Pi M 

1 " 1 
- e, multiplicando am-

t M i=0 ? i ( x - x i ) 
bos os membros desta igualdade por <p (x) , vem imedia
tamente o resultado pretendido. 

6) Determine a , g e f por fo rma que o sistema 

4 X i + x j + 3 X j = a 

<S") 2 X i + x 2 + x 3 = p1 

x j — 2 x» + 3 X 3 = -r 

seja equivalente ao sistema 

Xt + X 2 = 3 

X | — x 2 + 2 x 3 = 1 

X ) -t- X3 — 2 . 

R : Para S') vem A = — 2=jfc0 « o 1 1 

1 - 1 

sistema épossível indeterminado de grau 1 com a solução 
x j — 2 — x j e x 2 = 1 - f x 3 . 

O sistema S) também é possível indeterminado de 
nrau 1 e, para que tenha a mesma solução de S') , basta 
substituir X | e x 2 por 2 — X3 e l + x%, r e í p e c í e t a -
mente. Obtém-se imediatamente a =» 9 , p = 5 e 7 = 0 . 

I . S . C . E . F . — 1.* cadeira — MATEMÁTICAS GERAIS — 

Exame final—Época de Outubro—Prova escr i ta— 
1-10-1966. 

5 6 7 0 — 1) A imagem M do complexo 4 + 3 i 
descreve um arco de c i r c u n f e r ê n c i a de 45° com cen
t ro na or igem dos eixos coordenados. Qual é o com
plexo cujo afixo é a nova p o s i ç ã o do ponto Aí ? 
Jus t i f ique . 

R : Tem-se 1 -f- 3 i —-5 (cos a + i sen a ) , com 
cos « = 4 / 5 « sen a = 3/5. O complexo pedido é 

z, = 5 [cos (a + 45°) + i sen (a + 45° ) ] 

ou 

z 2 = 5 [cos (a — 45° ) + i sen (a - 4 5 ° ) ] . 

Tem-se, evidentemente, 

[/2 71/2 
+ 1 - ou z 2 

7 v/2 l/L 
5 

2) Sendo / ( x ) m e~1,x* (x=f=Q), d i g a que valor 
deve a t r i b u i r a / ( O ) para que / ( x ) f ique c o n t í n u a 
em R . Jus t i f ique . 

Considerando f (x) j á assim def inida, prove que 
/ ( x ) é d e r i v á v e l para todo o valor de x e que a 
der ivada é c o n t í n u a em 11. Determine os in tervalos 
de monotonia e os extremos de / ( x ) . 

R : Como Um f (x) = 0 , deve tomar-se f (0) = 0 . 

2 
Para x sfs 0 <em-«e f (x) - e-*"* • — e f (0) = 

= lim = 0 . 

Dado que 

f (x) > 0 para x > 0 

P (x) < 0 para x < 0 

f" (x) — 0 para x = 0 , 
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a função f (x) é crescente em JO , + oo [ , decrescente 
em ] — oo , 0 [ e possui mínimo local para x = 0 : 

f ( 0 ) = 0 . Os outros extremos locais (máximos) são 
f ( — oo) - 1 e f ( + oo) - 1 . 

3) Calcule P 
x 4- ^ x 1 + a-

R : Faiendo \Js£ + a 2 = x + t , vem x = 
a 2 - t 2 , 

2 t 
d x 

" 3 7 

t 2 - ) -a 2 

2 t 2 

x + i / x 2 + a 2 

t 2 + a 2 

e tem-se 

1 
p 

2 a 2 - t 2 

2 t 2 t 
+ t -

2 a 2 t 2 a 2 V */ 
_ L t 2 - I % 1 1 1 = - (v/sl + T 2 - x ) 2 -

4) Suponha g (x , y) c o n t í n u a no ponto P (o , 6 ) . 
Mostre que, sendo g (a , b) > C (oo g(a ,b) < C), 
existe uma v i z i n h a n ç a de P (a,b) na qual g(x,y)>C 
(ou g (x , y) < C) . 

R : Sendo, por exemplo, g (a , b) > C , tome-se 
S < J g (a , b) — C . Em virtude da continuidade de 
g (x , y ) em P (a , b ) , tem-sc C < g ( a , b ) — S < 
< g ( x i v ) para ( x , y ) e V t (P) o ç u e p r o u o o 
resultado. 

5) Calcule as r a í z e s do p o l i n ó m i o 8 se3 — x 2 — 
— 2 4 x + 3 , sabendo que ele possui uma ra iz da 

f o r m a \Zrt , onde n designa um in t e i ro pos i t ivo que 
n ã o é quadrado perfe i to . 

R : Fazendo no polinómio x — y a , vem 

— n — 24 y / n 4- 3 = 0 ou 8 y / n (n — 3) - n - 3 , 
relação que só é satisfeita com n — 3 . 

Utilizando a regra de Ruffini, vem 

8 

t / 3 

- 1 

8 y / 3 

- 24 3 

24 - t / 3 - 3 

8 8 v / 3 - l - y / 3 |0_ 

e a í restantes raizes são as do polinómio 8 x 2 4-
4-(8y/3 — 1) x — y / o \ Tem-se então r i = V 3 \ r j - - • / ' 3 
e r , = 1/8. 

6) D i scu ta o sistema 

x i — k xz + k1 x 3 = lc 

kxi — k*x2 + k x 3 = 1 

k Xi 4- xz + k3 x3 = 1 

segundo os valores do p a r â m e t r o /.• . 

R : Como 1 — k k 2 

k - k 2 k 

k 1 k 3 

= k ( k - l ) ( k 4 - l ) ( k » 4 - l ) 

o sistema é possível determinado se k =j= 0 , 1 , — 1 . 
Verifica-se facilmente que o sistema ê impossível se 

k — 0 , possível indeterminado de grau 1 se k — 1 e 
k = — 1 . 

Enunciados o soluções dos H . " 5659 a 5670 
de Fernando de Jesus 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Neeta secção, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas criticas de Urros 

e outras publicações de Matemática de que os Autores ou Euitores enviarem dois exemplares à RedaçSo 

161 — A . G . KOBOSH — A l g è b r e G é n é r a l e — Dunod 
— Par i s 48 F . 

O le i tor e n c o n t r a r á nesta obra da Co lecção U n i v e r 
s i t á r i a de M a t e m á t i c a da E d i t o r a Dunod—a f i s iono
m i a actual da á l g e b r a ge ra l t a l como a apresenta o 

c é l e b r e m a t e m á t i c o s o v i é t i c o , autor de n ã o menos 
c é l e b r e s t ratados sobre teorias dos grupos. 

O l i v r o destina-se aos estudantes que j á a d q u i r i r a m 
só l idos conhecimentos sobre á l g e b r a superior e faz 
uma e x p o s i ç ã o em que s ã o indicadas as d i v i s õ e s f u n 
damentais da á l g e b r a gera l c o n t e m p o r â n e a e postos 
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em e v i d ê n c i a os teoremas mais s ign i f i ca t ivos e poten
tes, deixando para o estudante o cuidado de procurar , 
para o pormenor, as monograf ias e tratados mais 
desenvolvidos. A lguns temas, que a t é aqu i n ã o f i g u r a 
vam nas obras destinadas ao ensino são expostos na 
obra. S ã o por exemplo : a n é i s n ã o associativos, á l g e 
bra universa l , grupos com raulti-operadores. 

A obra t r a t a sucessivamente dos pontos seguintes: 
r e l a ç õ e s ; grupos e a n é i s ; á l g e b r a s universais ; grupos 
com mult i-operadores ; ret iculados ; grupos e a n é i s 
com operadores; m ó d u l o s , á l g e b r a s l ineares; grupos 
e a n é i s ordenados e t o p o l ó g i c o s , a n é i s normados. 

T e r m i n a com b i b l i o g r a f i a bastante completa e í n 
dice a l f a b é t i c o de assuntos. 

162 — J . L E L O N Q - F E R R A N D , F . COMBES, D . L E B O B O U E 

M . V I A L L A R D — P r o b l è m e s de l ' A n a l y s e Maîtrises 
de mathématiques, Cl — Dunod — Par is 32 F . 

N a co lecção « P r o b l è m e s de licence et de m a î t r i s e » 
a ed i to ra Dunod pub l i cou u m r e p o s i t ó r i o de e x e r c í 
cios de a n á l i s e m a t e m á t i c a , com cerca de duzentos 
problemas, resolvidos pormenorizadamente e com notas 
adicionais sobre assuntos contidos nos problemas do 
novo cer t i f icado C 1, seja segundo ciclo das Facu l 
dades de C i ê n c i a s Francesas. S ã o catorze os c a p í t u l o s 
em que os problemas se agrupam. 

E s p a ç o s t o p o l ó g i c o s . E s p a ç o s vectoriais normados. 
D e r i v a ç ã o de f u n ç õ e s vec tor ia is de uma ou v á r i a s 
v a r i á v e i s n u m é r i c a s . Di fe renc ia i s . A p l i c a ç õ e s r e c í 
procas, f u n ç õ e s i m p l í c i t a s . I n t e g r a ç ã o de f u n ç õ e s 
reguladas. E q u a ç õ e s d i ferencia is . E q u a ç õ e s d i fe ren
ciais lineares. E q u a ç õ e s lineares e quase lineares à s 
derivadas parciais de p r i m e i r a ordem. C á l c u l o das va 
r i a ç õ e s . Formas d i ferencia is . F u n ç õ e s holomorfas de 
uma v a r i á v e l complexa. E q u a ç õ e s diferenciais no 
d o m í n i o complexo. E s p a ç o s funcionais . 

Cada c a p í t u l o inicia-se por um resumo dos assun
tos essenciais nele versados. Os problemas t ê m c a r á c 
ter t e ó r i c o e compreendem e x e r c í c i o s de c á l c u l o e de 
a p l i c a ç õ e s . 

E i n ú t i l i n s i s t i r no interesse que um l i v r o desta 
natureza tem para os estudantes de m a t e m á t i c a . 

163 — R. S I L B E R — É l u d e 61 trace des é c o u l e m e n t s 
pe rmanents en canaux e l r i v i è r e s — Dunod — 
Prais 40 F . 

Os estudo dos escoamentos em s u p e r f í c i e l i v r e é 
par t icu larmente d i f í c i l devido ao facto de exis t i rem, na 
e q u a ç ã o do movimento, p a r â m e t r o s que são f u n ç õ e s n ã o 
a n a l í t i c a s da a l t u r a da á g u a , mesmo nos casos mais 
simples. No t rabalho que apresentamos, o autor, 
R. Silber, professor da Faculdade de C i ê n c i a s de 
Grenoble, faz uma a n á l i s e completa dos m é t o d o s 

c l á s s i cos . A lguns s ã o longos e laboriosos, outros s ã o 
s impl i f icados pela i n t r o d u ç ã o de f u n ç õ e s admit idas 
empiricamente pela a d o p ç ã o de h i p ó t e s e s suplementa
res ; o problema posto determina em p r i n c í p i o o m é 
todo a empregar. 

A segunda e d i ç ã o desta obra comporta, a l é m de 
certo n ú m e r o de co r r ecções e complementos, um c a p í 
tu lo in te i ramente novo que considera os casos de um 
canal com le i to de i n c l i n a ç ã o v a r i á v e l e de um canal 
com caudal progressivamente v a r i á v e l por fontes ou 
perdas c o n t í n u a s la terais . 

N a e x p o s i ç ã o adopta-se uma equação universal de 
natureza perfeitamente a n a l í t i c a (cap. I I ) em subst i 
t u i ç ã o da e q u a ç ã o de p a r â m e t r o s n ã o a n a l í t i c o s , de 
valores e de evo luções v a r i á v e i s com a natureza do 
canal ou do curso de á g u a considerados. A nova 
e q u a ç ã o permi te o t r a ç a d o de um d iag rama un ive r 
sal que d á a e v o l u ç ã o da profundidade reduzida em 
f u n ç ã o do caudal reduzido sob a f o r m a de c a r a c t e r í s 
t icas graduadas em energia reduzida. 

Este d iagrama, a p l i c á v e l tanto aos cursos de á g u a 
natura is como aos canais p r i s m á t i c o s , fornece u m m é 
todo de t r a ç a d o absolutamente gera l , mais r á p i d o e 
menos fas t idioso que os m é t o d o s que u t i l i z a m f u n ç õ e s 
e m p í r i c a s e n ã o resulta da e x i g ê n c i a de novas h i p ó t e s e s 
s implicadoras. Fornece ainda um m é t o d o gera l de 
estudo q u a l i t a t i v o e q u a n t i t a t i v o , pe rmi t indo em 
pa r t i cu l a r evidenciar as par t icular idades do escoa
mento e seguir a e v o l u ç ã o : f o r m a ç ã o da secção de 
controlo, aparecimento de regol fo , efeitos de s ingula 
ridades como v a r i a ç õ e s de i n c l i n a ç ã o , abaixamento 
ou e l e v a ç ã o do le i to , estrei tamento ou alargamento, 
p i l a r de ponte. 

A p u b l i c a ç ã o tem interesse especial a todos os en
genheiros ou alunos de engenharia h i d r á u l i c a e de 
uma maneira geral a todos os gabinetes de estudo da 
especialidade ou de ramos a f i n s . 

164 — J . BASS — C o u r s de M a t h é m a t i q u e s — Tomo I 
e Tomo I I — Q u a t r i è m e é d i t i o n revue et c o r r i g é e 
— Masson et C i e Par i s . 

Este curso de m a t e m á t i c a dedicado aos alunos das 
Grandes Escolas de Engenheiros versa assuntos que se 
i n t eg ram em determinados programas das Faculdades 
de C i ê n c i a s . Serve par t icu larmente os estudantes que 
preparam a sua « m a î t r i s e » em f í s i c a ( m a t e m á t i c a dos 
cer t i f icados C t e Cj ) e a « m a î t r i s e » em m e c â n i c a . 
A l g u n s c a p í t u l o s p o d e r ã o igua lmente ser u t i l izados 
no segundo ano do p r ime i ro ciclo (MP e P C ) . 

En t re t an to a sua l e i t u r a exige conhecimentos p r é 
vios de á l g e b r a , de a n á l i s e e de geometria a n a l í t i c a 
que, fazendo parte dos ant igos programas de prope
d ê u t i c a são actualmente ensinados em m a t e m á t i c a s 
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espeeiais e repartidos peloa dois anos do primeiro 
ciclo das Faculdades. 

A quarta ed ição difere substancialmente das pre
cedentes em muitos pontos. Se bem que o plano da 
obra se mantenha o mesmo no seu conjunto, a ordem 
seguida foi por vezes modificada. Certos cap í tu los 
cujo ensino passou ao níve l do primeiro ciclo, foram 
fundidos (por exemplo os dois cap í tu los sobre inte
grais duplos e múlt ip los) e outros novos foram intro
duzidos : quaterniões , integrais de Lebesgue, comple
mentos sobre séries e integrais de Fourier, de f in ição 
das d i s tr ibu ições (sem grande desenvolvimento) for
mas diferenciais exteriores, campos de tensores e 
noções de aná l i se tensorial, noções sobre séries 
duplas. Os parágrafos sobre métodos numéricos , sem 
ocuparem extensão exagerada,foram regrupados numa 
oitava parte do curso, e sensivelmente aumentados. A í 
se encontram métodos um pouco mais actualizados 
para a resolução dos problemas de valores próprios , de 
equações a lgébr icas e de inversão de matrizes, para 
a soma de sér ies numéricas , cálculo de integrais defi
nidos, i n t e g r a ç ã o de equações diferenciais e trata
mento de alguns problemas relativos às equações de 
derivadas parciais. 

Os cap í tu los sobre nomografia e planimetros foram 
sensivelmente conservados. 

Fs te curso tem a preocupação de apresentar uma 
formulação m a t e m á t i c a correcta. 

E porém evidente que para redigir em 1 200 p á g i 
nas os elementos que constituem a cultura matemática 
minima do engenheiro ou do físico, tornou-se n e c e s s á 
rio reduzir a importânc ia de desenvolvimentos abstra-
tos, enunciar sem demonstração certos resultados e 
recorrer por vezes, explicita ou implicitamente, à 
i n t u i ç ã o . 

Os exerc íc ios propostos tem as so luções desenvol
vidas publicadas em outro volume da mesma editora 
( J . Bass — Exercices de mathémat iques ) . 

A obra divide-se em dois volumes : o primeiro 
comporta aproximadamente as matér ias relativas 
ao ensino da m a t e m á t i c a do certificado C j de f í s i c a e 
algumas das matér ias de C 2 . O segundo comporta as 
do certificado C 2 de f í s i ca , diversos complementos e 
a teoria das funções ana l í t i ca s . 

Podendo ser adquiridos independentemente um do 
outro, os dois volumes formam um todo com pagi
nação Única. 

1 6 5 — J . B A S S — E l é m e n t s d e C a l c u l d e s P r o b a b i l i 
tés — Théor ique et Pratique — D e u x i è m e éd i t ion , 
révue et a u g m e n t é e — Masson et C 1 * Par i s . 

Estes aelemcntos de cá lcu lo das probabi l idades» 
destinam-se aos alunos das Grandes Escolas de E n 

genharia e aos utilizadores, engenheiros e f í s i cos . Mas 
podem igualmente prestar valiosos serv iços aos estu
dantes do segundo ciclo das Faculdades de Ciênc ias 
que estudaram o cálculo das probabilidades, a e s t a t í s 
t ica e a f í s i ca . A sua leitura não exige profundos conhe
cimentos de m a t e m á t i c a moderna mas apenas um razoá
vel treino da m a t e m á t i c a c l á s s i c a que se ensina no 
primeiro ciclo f r a n c ê s : elementos de á lgebra linear 
cálculo dos integrais simples e múl t ip los com alguns 
complementos que serão ú te i s mas não i n d i s p e n s á v e i s 
numa primeira leitura (integrais de F O U B I E B , funções 
de E U L E R , funções de var iáve l complexa). 

A segunda ed ição difere da primeira por alguns 
cap í tu los adicionais, uoções elementares sobre a teo
r i a da medida, cadeias de M A R K O V . F o i revista e 
corrigida até o pormenor, tendo em cons ideração 
vár ias s u g e s t õ e s apresentadas por numerosos ut i l i 
zadores. 

A obra comporta sete cap í tuos de cá lculo das pro
babilidades propriamente dito, redigidos de forma 
tão intuit iva quanto poss íve l mas com a preocupação 
constante de prec i são e de exac t idão . E l e s terminam 
com a lei fraca dos grandes números e a tendênc ia para 
a lei normal nas suas h ipóteses mais simples. Os três 
cap í tu los seguintes constituem uma introdução ele
mentar ao estudo das funções a leatór ias : diversos 
modelos de de f in ição , exemplos, processos de POISSON, 
funções a leatór ias e s tac ionár ias , covar iânc ia e espec
tro, ergodismo, cadeias de M A B K O V . E n f i m , os dois 
ú l t imos cap í tu los são consagrados a alguns proble
mas e s t a t í s t i c o s e mais particularmente ao texte do 
X 2 e a algumas das suas ap l i cações . 

No texto são apresentados numerosos exemplos 
teór icos ou numéricos . 

A l é m disso, no fim do livro, encontram-se 56 exer
c íc ios não resolvidos, referindo-se aos diversos cap í 
tulos de curso. A maior parte deles têm ind icação da 
resposta e, para os mais d i f í ce i s , do método a empre
gar na reso lução . 

A obra termina por seis tabelas numéricas , biblio
grafia e índice a l fabé t i co . 

1 6 6 — B . Sz. N A G Y — C . F O I A S — A n a l y s e h a m o n i -

q u e d e s o p é r a t e u r s d e l ' e s p a c e d e H i l b e r l . 

N a teoria dos operadores dos e spaços de H I L B E B T , 
há já muito tempo se obtiveram resultados definitivos 
pelos operadores auto-adjuntos, un i tár ios ou normais, 
casos particulares mas de i m p o r t â n c i a fundamental 
nos diferentes ramos da m a t e m á t i c a e da f í s i c a 
teór ica . A teoria dos operadores não normais, se 
bem que tenha sido abordada desde há muito sob 
diversos aspectos ainda não atingiu uma forma defi
nit iva semelhante. O desenvolvimento actual desta 
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teoria e s tá intimamente ligado aos trabalhos de certos 
matemát icos sov i é t i cos e americanos. Os trabalhos da 
da primeira escola são relativos em primeiro lugar 
às funções caracter í s t i cas dos operadores e aos mo
delos triangulares que destes operadores resultam, 
ao passo que os da segunda escola inspiram-se sobre
tudo sobre a teoria da predição pelos processos esto-
cás t i cos es tac ionár ios . Finalmente existe uma orien
tação de pesquisas sugerida pelo teorema sobre a 
d i la tação uni tár ia das contracções do espaço de H I L -
B E R T (Sz. N A G Y , 1 9 5 3 ) e desenvolvida pelos Autores 

da presente monografia e outros ( S C H B B I B E B , H A L P E -
BIN, L A N Q E B , M L A K , etc.). 

E s t a ú l t i m a or ientação permite, entre outras, esta
belecer um cálculo funcional para as contracções do 
e s p a ç o de H I L B E B T . Por outro lado interfere também, 
em certo sentido, com as outras duas or ientações de 
pesquisas. Com efeito, a função carac ter í s t i ca de uma 
contracção T aparece, neste estudo, de forma absolu
tamente natural, particularmente pela «anál i se har
mónica» da d i la tação un i tár ia de T, aná l i se que é de 
resto inspirada pela teoria da predição . 

O objectivo desta monografia é o de apresentar 
uma expos i ção pormenorizada das informações sobre 
uma contracção T que se pode deduzir a partir da 
sua d i la tação uni tár ia , reduzindo desta maneira o 
estudo dos operadores de tipo geral ao dos operado
res un i tár ios . 

1 6 7 — HOCQUKNOHEM, J A F F A B D , CHENON — M a t h é m a t i 
q u e s — Calcul différentiel, et intégral — Ŝ ""- éd i t ion 
rev i sée et complé tée — Masson et C I S Paris . 

Trata-se de nova edição do j á c láss ico tratado dos 
professores HOCQUKNOHEM e J A F F A B D aos quais se j u n 

tou agora CHENON, e destinado ao primeiro ano do 

curso de m a t e m á t i c a s gerais no Conservatór io Nacio
nal de «Arts et Mét iers» . 

Os conhecimentos exigidos para o acesso a este curso 
es tão contidos nos programas dos liceus e escolas na
cionais profissionais franceses. Os alunos sa ídos destes 
liceus profissionais e escolas profissionais, depois de 
um ano normal de curso nocturno t êm acesso normal 
às t é c n i c a s essenciais de cá lcu lo diferencial e integral 
e ap l i cações geométr i cas que facilitam por sua vez a 
compreensão de teorias abstractas. 

E s t e primeiro ano de estudo da m a t e m á t i c a deve 
permitir aos estudantes da «Promot ion Supérieur du 
T r a v a i l » a entrada natural em qualquer curso cien 
t í f i c o . 

Nesta ordem de ideias os Autores inc lu íram nesta 
nova edição um apêndice contendo os conhecimentos 
necessár ios ao estudo dos quadripolos. 

A l é m disso, o programa deste primeiro ano foi 
concebido por forma a poder preencher as lacunas na 
formação m a t e m á t i c a dos i n d i v í d u o s que basearam 
o in íc io dos seus estudos em outros ramos da c iênc ia 
— q u í m i c a e c i ênc ia s naturais. 

Os Autores, sem perderem de vista que os estudan
tes de Promoção Superior do Trabalho apenas consi
deram a m a t e m á t i c a como um meio necessár io à 
compreensão das outras c i ênc ias , dedicaram toda a 
atenção em fornecer definições precisas e em expor 
raciocínios rigorosos. Com efeito os perigos no trata
mento m a t e m á t i c o de um problema técn ico residem 
menos no erro do cá lcu lo que mais cedo ou mais 
tarde acaba por aparecer, do que na pequena falha no 
rac ioc ín io que conduz a conc lusões erradas. Os estu
dantes devem persuadir-se de que a subtileza aparente 
de certos factos m a t e m á t i c o s não é apenas um jogo 
de espír i to mas a tradução de certas dificuldades que 
se apresentam ao técn ico . 

Referencias dos N . o s 161 a 167, por adaptação de bibliografia 
distribuída pelos Editores. 

Leitores da «Gazeta de Matemática» ! Enviem-nos os nomes e moradas dos vossos 

amigos que podem e devem interessar-se por esta revista. Contribuirão assim eficien

temente para que a «Gazeta de Matemática» se torne cada vez mais interessante e útil. 



Toda a colaboração enviada para publicação nesta revista deve ser dactilografada* 
À G . M. fornece separaras dos artigos publicados, mediante acordo prévio entre o 

Autor e a Redacção. 

Publicações do CENTI (Centro de Tratamento da Informação) 

Relatório Revisto sobre a Linguagem Algorítmica — ALGOL 60 
T r a d u ç ã o de J . G . T E I X E I R A 

Problemas de Matemática na Teoria dos Reactores Nucleares 
J . G . T E I X E I R A 

Natureza da Investigação Operacional 
FERNANDO D E J E S U S 

LITERATURA MATEMÁTICA RECENTE 

Editor - MASSON ET C . i e , Paris 
J . B A S S — Cours de Mathématiques — Troisième Edition Revue et Corrigée. 

— Exercices de Mathématiques. 
M. Bouix — Les Fonctions Généralisées ou Distributions. 
M . A . T O N N E L A T — Les Vérifications Expérimentales de la Relativité Générale. 
A . HOCQUENQHEM & P . J A F F A R D — Mathématiques. Tome I. Éléments de calcul différential et intégral. 

E d i t o r -L IBRAIR IE SCIENTIFIQUE ALBERT BLANCHARD — Paris 
M A R C E L D O L I G E Z — Gravitation — Contribution à la théorie corpuscular de la gravitation. 
H . L A U R E N T — Théorie des Jeux de Hasard. 

Editor — AKADÉMIAI KIADÓ - BUDAPEST 
Deuxième Congrès Mathématique Hongrois. 
M E D G Y E S S Y — Decomposition of Superpositions of Distribution Functions. 

E d i t o r - I Z D A T E L H S T V O AKADEMII NAUK S S S R - M O S K V A 
L A W H E N T J E W , J U S C H K E W I T S C H , G R I G O R J A N — LEONHARD E U L E B . 

Editor — DUNOD, Paris 
C L A U D E B E R G E — Espaces topologiques — fonctions multivoques. 
A . DONEDDU — Cours de Mathématiques Supérieures. Tome 1. Algèbre et géométrie. 
L U C I E N N E F E L I X — Exposé moderne des mathématiques élémentaires. 
C . P I S O T et M . ZAMANSKY — Mathématiques générales — algèbre — analyse. 

Editor — AKADEMIE-VERLAG, Berlin 
A . I . L U R J I — Rãumliche Problème der Elastizitãtstheorie. 

O s s ó c i o s da 5. P. M., « s s / n s n / e s ds «Gazeta da Mai.» a da cPor/ugs/ise Math.», beneficiam para e i / ss obra$ do desconto de 20 */a 
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