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Sur quelques  équations différentielles non-linéaires
du deuxieme ordre
par Ivan Bondic
Beogrod

", 11 s'agit de I'équation différentielle

(1) F(ir,"TS»")-0.

m

En supposant gne x a la dimension / et
y la dimension v, on a indiqué par le sym-

p
bole F(x ,y. y'.,y") que tous les termes da

m

polyndme F sont de dimension p et que
F est, en oatre, homogeéne selon y, y' et y"
de degré m.

L'équation donnée on nomme ici, pour

plus de briéveté, I'équation P du deuxieme
ordre.

On a démontré dans le présent travail que
I'équation (1) est intégrable par quadratures.
En vertu des résultats obtenus on résout,
ensuite, deux problémes : a) On résout cer-
tains cas connus de (1) au moyen d'une
nouvelle méthode, (b) On forme de nouvelles
classes, trés larges, d'équations différentielles
intégrables de forme (1).

(1. 1) Au cours du travail on applique

aussi les dérivées relatives de M. PETBOVIC,

[1]. La dérivée relative du n-iéme ordre de
la fonction u = u(x) est introduiteau moyen

de la définition A, (u) = u(™>/u, (t<> =
= d'u/dee).
De tous les nombreux relations entre les

dérivées relatives, qui en résultent, ony a
utilisé

AMv) = A (u)+ A (V)

«) ="l («)-M«);

A («x»)= nA,M); A, (M- Ai(u + A?(«);

A, (exp fudx) = expf A, (u)dx = u,

ou u—u(x), v=v (x).
(1. 2) Dans le travail on a utilisé égale-
ment les dérivées relatives partielles da

premier ordre de la fonction a deux varia-

bles indépendantes, u = u(x,x), qu'on a
introduite par la définition, [2]

" dX,
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Si x, est la fonction de x, , on arrive a la
dérivée relative totale selon x,

. 1 du 1/ du du \
V,(u)* = — —— = — + _.a.',),
a X \ a»i dx, )

ou bien, en verta de la définition précédente

V, ), = A (), + A, (M* X, .

2°.  Lorsqu'on introduit dans le polyndme
F de [I'équation (1) la nouvelle variable
indépendante t et la fonction inconnue
Y)=arj(i) au moyen de la substitution

(2) X = e*, 'y = -ne",

et que l'on prend en considération les carac-
téristiques sus-mentionnées de F, on obtient

F=F (I, I, [A,(i,) +vVv]/i,
[A,(n)+(2Vv- AA,(n)+ v(v- X)j/tf),, ..xp (>fle

En introduisant les fonctions : et i par
la substitution

(@) Anmtv=2>z0 A+ (2%-7) A @)+

d'ou il résulte

4) z= XS+ z— (z' = dz|d<)
la fonction devient
(5) P= F(I,1,z,S)exp/[wjXz+

+ (> — mv)dt
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Dans ce cas I'équation (1) se réduit a
I'équation algébrique
(6) F(l,1,2,&) = 0.

(2. 1) Soit S= S(z) une solution de (6).
Dans ce cas on trouve l'intégrale générale
de I'équation (1) de (2), (3) et (4) dans la
forme paramétrique

(7) o;=c.,expli’(z)az; y=c,expl/zP(z)dz;

P(z) + 7 - *»)->

ol z est le parametre.

(2. 2)
étre exprimée,
sous la forme

L'intégrale générale de (1) peut
a la base de (2), (3) et (4)

(8) a=c exp/Q(S)d3;
y = c,exp/z(S)Q(&)da;
Q(S) = Z'(S)(S + z(&)-z2(3))-

z(5)

ou S joue le role de parameétre et z =
représente une solution de I'équation (6).

(2. 3) On applique iciles résultats obtenus
aux quelques cas spéciaux de I'équation (1).

(2. 3. 1) L'équation différentielle, [3]

9)  F(x,Ejfilt™ + <f(xf") = 0

m» mi

appartient a la classe des équations P de
forme (1) si
(10) m—m, = 1; p—p, =v—2A.
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L'intégrale générale
dans ce cas, de (7) ou

de (9) on trouve,

(11) & («)- -, (1, b, =)/, 1,z).
EXEMPLE. On donne I'égnation P de

forme (9), [4]

(1) (ry-sn#T+ 4% = 0,

ot w2,=1,p, =v, m=2, p=2(v —A), etla

condition (10) est satisfaite. L'intégrale géné-
rale de (12) est donnée par (7), ou

P(z)= (1-s)/z(1+.)*.

(2. 3.2) L'équation différentielle

Pa Pi

(13)  AXyy"y + <?(xyy") =0

est une équation P si
(14) mi—"1, =1, pj —ibo =" —

L'intégrale générale de (13) est donnée par
les relations (8), ou

(15) *(&)=-.(1,1,3)//(1,1,S).

EXEMPLE. On donne
forme (13), [5]

I'équation P de

(16) asfiy'tf ~ + bj/*-0,
(a = const., b= const.)
ou m =1, p,=A+ v, m, =2, p, = 2v.

L'intégrale générale de (16), ou la condition
(14) est satisfaite, on trouve de (8), ou
(S) = -blai.

(2. 4) En ntilisant les résultats de 2°, on
résout icile probléme b) del °.
On donne I'équation différentielle

A7) f{xLQri)y" o+ <yy) =

= <K*>yly"')f+ e(a, WIJO .

n, n,
En supposant que

(18) m —m, = W—n,=1;

Pi —Po- Ti —io=»—"">

on obtient & la base de (5)

19) (/&+?)exp/[m, X m «]<*<=

= (+S + 6)exp/[n,Xs+ (?, —n, v)]d«,

avec
I=/(1,1,z), , = «p(l,1,z),

ou bien

(20) P = exp/ (az+ (3)d <,

ou est posé, pour de brieveté

(21) P-(/ &+ ?I<»*+ 8);

« = («,—»n)X, P—(Ti-Pi) —(«i — »«i)v.
En appliquant I'opérateur V] selon t aux

deux cOtés de (20), et en tenant compte que
V, (E), =oX(S + z—2z*) V] (i2). on obtient

(22) A@Q+ z~2z2),,(P,) = «z +(3.



Finalement, en éliminant la variable & de

(21) et (22), on arrive a l'équation d'ABEI.
(23) Nzl —z)ty-6]1R-
[3(1 -2z) /- =
- («S+ 1), (R'AdR/dz).
Soit R = R(z,Cj) I'intégral générale de

(23). Dans ce cas on trouve de (21)

(24) [y-e*(«.«.)]/

[[e*<«.

«i)--11

et l'intégrale générale de (17), ou la condi-
tion (18) est satisfaite, on obtient de (2), (3)>
(22) et (24) dans la forme paramétrique

r d
(25) c»exp | \+ z-7%
«V~[E("f«I)Pi

ou z est le parametre.

(2. 4.1) En supposant que
(26) o(l-*)/-,-0,
linéaire

I'équation (23) se réduit a I'équation

(27) A[a(l-a)([»-g]s' =
(ccz+ & )UR-T),

dont l'intégrale générale est

(28) R= shc, + 1.JJL.dzj;

£= exp — f <]>a>dz,

+ 8)).

(Lo (<. + B«
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En tenant compte que, en vertu de (2)

et (3)
(29) zhxy'ly,
et que
(30) Feryhz)y= Af(x,y, y)
”
<p(l ,1,2)=" — <f(x.y.y"),

(A = a(™>-p>)liy->)
la condition (26) devient
(31)  xy<?(xy.y) =y"(y-xy")f(x,y,y")

et I'équation intégrable (17) apparait sous la
forme

(32) Wyy<>+  y<(y-xy")\f(x,y]ly") =

Sy MW Y)Y ey,

ou JI — «, = 1, —Q, - v—2X.
L'intégrale générale de (32) on trouve de

(25) ou R = R(zc) est donné par (28).
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On abelian  groups  with

the unique

square  root property

by José Morgado

Instituto de Fisica e Matematica. Universidade Federal de Pernambuco, Brasil

1. 1t is well known that, if G is a finite
group (multiplicatively written), then each
element of G has a square root, ifand only
if the order of G is odd([1], Theorem 1,
and [2]).

Recently, we have obtained a characteri-
zation of the groups which admit a JACOBI
automorphism. We have stated that a group
G has at most one JACOBI automorphism,
and that such an automorphism exists, ifand
only if G is an abelian group having the
unique square root property (i.e., foreach
element xe G, there is exactly one element
yeG  satisfying the condition y* = x).

In this note we obtain some results about
the abelian groups having the unique square
root property.

2. Letus state the following

LEMMA 1. ] /x isanelement of odd order
of agroup G and y is a square root of x,
then one has either ordy = ordx or ordy =

= 2e0rdx.
PROOF. Indeed, let ordx=2n —1. Since
y*= X, one has
y2(2n-\) a;2n-1 1

and ao y is an element of finite order.

If ordy
has (2m-

is odd, say 2m—1, then one
1)]2(2n — 1), hence

2m—1)1(2n—1).
On the other hand, one has

2nt-\ _ y2m) 1

and so 2n—1)[(2m —1).
Consequently, ordy = ord Xx.

If ordy is even, say 2m,
y — x, it follows

then from

meaning that 2m|2(2n—1) and (2n—I)|m,

hence ordy = 2 eordx, as wanted.

LEMMA 2. If x isanelement of odd order
of a group G, then there is exactly one
element yeG such that

y = x and ordy = ordXx

and this element y belongs to the cyclic sub-
group generated by x.

PROOF. Letordx —2n—1. Then, since

(X)) —a™-' . x =x

one sees that x" is a square root of x and
obviously x" belongs to the cyclic subgroup



generated by x . Moreover, if y¥ = x and
ordy = ordx, then

y etay2(2n-1)+1, (.'»2(2n-)+1 _ pt,

proving the lemma.

THEOREM 1. If 1 is the set af all elements
of odd order of an abelian group G, then T
is a subgroup of G having the unique square
root  property.

PROOF. The set T is clearly non void,
since 1e T. Moreover, since ord(a-*) = orda
and ord(ab) = ordacordb for all ab in
T, on sees that T is a subgroup of G. By
Lemma 2, for each ae T there is exactly
one element x such that xX* = a and  ordx=
—ord a and this element belongs to the cyclic
subgroup generated by a, hence xeT.

If ordx=j=orda, then, by Lemma 1, one
has ordx = 2eorda and so x does not
belong to T.

3. If G is a torsion free abelian group
such that for each element ae G there is
some X satisfyingthe condition x* = a, then
G has the unique square root property. In
fact, if X =y —a with y=ti, thon
(Xy-i)=X(y-*) =ae<a~' =1, contradicting
the hypothesis that G is torsion free.

Let G be a group with the unique square
root property. Then, there his no element x in
G with even order. In fact, from ordx= 2m
it follows (ce")*= 1 and so 1 and X"=j=\
would be square roots of 1, against the
hypothesis. Thus, the set T formed by all
elements in G having odd order is the ma-
ximal torsion subgroup of G and, therefore,
the quotient group GjT is torsion free.|If
aTe GIT and X* = a, then itis immediate
that (xT)2 = aT.

Consequently, the following holds :

THEOREM 2: If G
with the unique square

is an abelian group
root property and T
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is the set of all elements in G having odd
order, then G/T is a torsion free abelian
group with the unique square root  property.

4. Now, let // be a torsion free abelian
group having the unique square root pro-
perty. We shall denote by e"* the (unique)
square root of x. More generally, we shall
denote by x1-, m and n integers, the
square root of x"I** ",

This notation is consistent, since

X"P". Xnul_m_xlmzn + T

Let aeH. It is immediate that the least
subgroup of H containing a and having the
unique square root property is the set of all

elements a', where r is either 0 or a ra-
tional number of the form -"*" 2~ | where
2»
m and n are integers.
Let us denote this group by 8(a). It is

immediate that this group is isomorphic to
the additive group whose elements are O

2 i -4-1
and the rational numbers of the form ,
on
with m and n integers.

THEOREM 3. For each aeH, the Ilattice
of all subgroups of the group S (a) is distri-
butive.

PROOF. Indeed, as it was stated by
ORE [4], the lattice of all subgroups of a

group is distributive, ifand only ifthe group
is locally cyclic.

Let us see that the group < (a) is locally
cyclic, that is to say, if x ,ye S (a), say
a®+VvI*

X mm a&" *D"" and y =

then there is some ze S (a) such that x and
y belong to the cyclic subgroup generated
by z. It is sufficienttoset z= 0'"*", where
p is the greatest of the integers n and s.
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THEOREM 4. For each aeH, the lattice
of all subgroups of S (a) having the unique
square root property, is isomorphic to the lat-

tice constituted
integers partially
if and only if m

by the set of all positive odd
ordered by the relation m<in
is divisible by n .

PBOOF. Let A be a subgroup of S (a)
having the unique square root property. If
(2m+i)/2".,4 "~en a*"+i and a-<3"+« be-
long to A . Let 2p + 1 be the least posi-
tive integer such that a* +'eA . Then, if
x eA, one has x = a<*+")<« D"" for some
integers q and n.

This means that A = S (@ ).

Thus, one sees that there is a one-one cor-
respondence between the set of all subgroups
of S (a) having the unique square root pro-
perty and the set of all positive odd integers.

Moreover, one has clearly

if and only if
@>+1)1(z, +1),

completing the proof.

The group // may be considered as a

module over the ring R formed by all ra-
— ~,m and n inte-
2»
gers, relatively to the ordinary addition and
multiplication. The set S (a) the cyclic sub-
module generated by a.

tional numbers 0. A"

The theorem 4 above says that the lattice
of all submodules of S (a) is isomorphic to the
lattice of all positive odd integers, m<jn

meaning that n divides m.

5. For each aeH, letus denote by C(a)
the cyclic subgroup generated by a.

Let us consider the quotient group S (a)/
I C[a) and let a™+ul™ be any element of
S@. If n2>21, by the division algorithm,
one has

2m + 1=2« . g+ (2r+1), with 0<2r + I<2»

g and r integers.
From this it follows

2m + 1 2r + 1

with 0<2r + 1<2»
and hence

2+ D27 g (2.4 D27, (2r + 1)/20

Q@)

If n<1, then -" 2| - is an integer and
SO o«*+«)/a"eC7(a).
Thus, the elements of the group

are C(a) and the cosets of the form

S(a)/C(a)

<2r + 1)/2»C>(,)

where n is a positive integer and r is an
integer such that 0<2r + 1<2".
Let us consider the group Z(2°°) ([5], p. 4).

The elements of the group Z(2°°) are
n }\I] L} : I1 Ilall
N'T'I's's
with 0<2r + 1<2", the group operation
being the addition modulo one.

Since the integers q and r in (1) are uni-
quely determined, one concludes the fol-

271 + |
2» 'ee

lowing

THEOREM 5. For each aeH, the quotient
group S(a)/C(a) is isomorphic to the group
Z (2°).
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Entropie  groupoids

by José

GAZETA DE MATEMATICA

and abelian groups

Morgado

Instituto de Fisica e Matematica, TTnirersEdade Federai de Pernambuco, Brasil

1. Following ETHERINGTON [1], agroupoid
G is said to be entropie, if the following
condition holds:

ab-cd = ac-hd for all ab,cd in G.

ORRIN FRINK [2] observed that every en-
tropic groupoid G has additive endomor-

phismB, that is to say, if a and @ are
endomorphisms of G, then the mapping
«+ 3:G -* G, defined by

for every xe G,

(«+ @) = a(x) B

is an endomorphism of G.

In [1], ETHERINGTON remarked that the
converse is not true and gave some examples
to show that a groupoid can have additive
endomorphisms without satisfyingthe entro-
pie law.

In [3], TREVOR EVANS proved that if,
instead of endomorphisms of G, one consi-
ders homomorphisms of the direct product
G ¥ G into G, then the property that the
sum of two homomorphisms of G& G into
G is again a homomorphism, is equivalent to
the entropie law.

As an immediate consequence, he stated
that, ifa loop G has that property, then G
is an abelian group.

Thus, it was stated that, if G is an entro-
pie groupoid satisfying the conditions

() for all a,b in G, the
ax b and ya—b have unique

D] equations
in G,

solutions

(I1)  there exists in G an element e such
that ae= ea= a for every ae G,

then G is an abelian  group.

The purpose of this note is to show that
the conditions (1) and (11)may be weakened.

2. We are going to state the following

THEOREM 1: Let G be an entropie grou-
poid satisfying  the following conditions:

(i) For two any elements x,ye G, there
are elements e,feG such that

xe=x=fx and ye= y= fy;

(i) For each element xe G and each ele-

ment eeG such that xe = x, there is an
element X', (dependent on e) such that
X X,, — 0 .
ITien G is an abelian group.
PROOF. Indeed, let x\yeG and let ef

be elements of G satisfying condition (i).
Then, by the entropie law, one has

xy=fx-ye=fy-xe= yx,

that is to say, the groupoid G is commuta-
tive.

Moreover, if g denotes any element of G
such that

Xxg—x and zg = z,
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then, by the entropie law and the commuta-
tivity, one has

Xy-Z = Xy'zg = Xygz=Xgyz =X- Yz

Consequently, every entropie groupoid
satisfying condition (i) is commutative and
associative.

Now, we are going to see that, under the
conditions of the theorem, for each element
xeG, there is only one local identity, i.e.,
there is only one element ee G such that

Xe —eX *» X

In fact, let e and / be elements of G

such that

xe= xf — x

and let x' and x' be elements of G such
that

xx', = e and xx'j=f.

Then, since G is associative and commu-
tative, one has clearly

e = xx'= xf ox' = X ofx', —x ox'.f =

= xX', of = ef —eexx} —ex ox} =

—Xxe ¢X/= xx/="f.

It is immediate that e is an identity ele-
ment of the groupoid G, for, if y is any
element of G, from (i) it follows that there
is some element f such that xf —& and
y f =y and so, by the argument above, one
concludes that f=e , i.e., one has ye — ey=y
for every ye G, meaning that e is an iden-
tity element of G.

Now, condition (ii)and commutativity say
that every element of G has an inverse
element and so G is an abelian group.

Conversely, if G is an abelian group, then
G is clearly an entropie groupoid satisfying
the conditions (i) and (ii). Thus, an abelian
group may be characterized as an entropie
groupoid satisfying these conditions.

REMARK 1: It is interesting to observe
that, if condition (i) is replaced by the con-
dition

(i for each element of G, there isin G
one local identity element,

then G need not be a group.

Indeed, let Q be the set of all rational
numbers and let us define in Q the opera-
tion © by the condition

xQy = *~~~ forall x,y in Q.

It is immediate that the groupoid < Q, ©>
is entropie and, moreover, for each xeQ,
there is one local identity which is x and
there is one local inverse element which is
X again.

In spite of that, the groupoid < Q, ©> s
not a group.

3. In this section, we obtain another
characterization of the abelian groups as
entropie groupoids, by using the notion of a
center associative element.

Let us recall that an element a of the
groupoid G is said to be a center associative
element (GARRISON [4]), ifand only ifone has

xsay = xa *y forall x, y in G.

THEOREM 2.
poid satisfying

Let G be an entropie
the following condition:

grou-

(C) :  There is in G some center associative
element a such that, for every beG,
the equations ax = b and ya = b are
soluble in G . Then the groupoid G
is a commutative  monoid.

PROOF. One has
associative and commutative and,
there is in G an identity element.

to prove that G is
moreover
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Let e be a solution of the equation
ax = a and let b be any element of G.
Since b *-ya forsome ye G and a is center
associative, one has

be=ya-e = y- ae = ya = b,
and this means that e is a right identity of
the groupoid G.

On the other hand, let e be a solution of
the equation ya = a.

Since every be G may be written under
the form b= xa for some xeG, one has

e'h = e'eax «=e'aex = ax ==

and hence e' is a left identity of G.

From e'= e'e= e, one concludes that e
is an identity element of G.

Now, since G is entropie, it results

Xy eX *ye = ey exe — yX
and

Xy ¢Z= Xy *€Z = Xe *yz = X *Vyz

for all xy .z
proof.

in G, which completes the

REMARK 2. The hypothesis that G is en-
tropic was not used to show that G has an
identity element. Consequently, every groupoid
satisfying condition (C) has an identity element.
In particular, every quasigroup having a center

associative element is a loop.

THEOREM 3. Let G be an entropie grou-
poid satisfying  the following  condition
(D) : There is in G some center  associative

element a such that, for every beG,
the equations ax = b, ya=b and

GAZETA DE MATEMATICA

bz = a are soluble in G. Then the
groupoid G is an abelian  group.
PROOF. Since, by theorem 2, G is a

commutative monoid, it sufficesto show that,
for each be G, there isin G some element
b* such that bb'= e, where e denotes the
identity element.

Let b' be a solution of the equation
ab *x = a.
Then, one has

a = ab *b'==a-bb"
Now, if a' denotes a solution of the equa-
tion ya—e, one has

e= a'a = a'{fa. bb') = a'a <bb'=*e « bb'bb’,

as wanted.

Conversely, if G isan abelian group, then
G is obviously an entropie groupoid satis-
fying condition (D). Thus, by using theorem 3,
one obtains another characterization of the
abelian groups as entropie groupoids.
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by means of a single axiom
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Introduction

In [1], MICHAEL SLATER characterizes a
group by means of a single axiom of the
form p implies q, p and g being equa-
tions, interms oftwo operations : a binary
operation e (multiplication) and a unary ope-
ration ' (inversion). He proves that the sys-
tem < (?,.,'> lisa group, ifand only if

ab ec= ad-e implies b= deec".

In [2], p. 6, MARSHALL HALL gives a defi-
nition of a group in terms of one of the
inverse operations of the multiplication by
using four axioms.

In [3], it is observed that these axioms
are not independent and one defines a group
in terms of the same operation by using two
axioms.

In [4], one obtains a definition of a group
in terms ofthesame operation by means of
one axiom of the form p implies g, where
p and g are equations. It is shown that, if
the groupoid < G, > satisfies the condi-
tion

a(bbeb)e(ccec)=a(dd «d)e(ee-e)
implies b— d-ce,

then, if one defines the operation o IinG
by the condition

aOb=a(b-b),

the groupoid < G,0 > isagroup.

The purpose of this note isto characte-
rize a group by means of one universal
axiom, written interms of one binary opera-
tion (oneof the inverse operations of the
multiplication).

This problem was solved for the abelian
groups by MARLOW SHOLANDER in [5].He
stated that, if the groupoid <<?,— >
satisfies the condition

y =x—[@, —z)— (y— 2)] forall x,y,zin G,

then the groupoid <(?, + >, where
X \y=x—[y —y)—yl. is an abelian
group.

§ 1. Weare going to state the following

THEOREM : Let < Ot,»> bea groupoid
satisfying  the following  condition :
(C) a=nbi[(ddea)c][(dd .b)c]| for all

a, b,c,d inG.

Then, if one defines the binary operation ©
in G bythe condition

a©b=a(bbeb) forall a,b in G,

the groupoid < G,© > isa group.
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PROOF : One has clearly

(1) a= a\[(dd ea)c][(dd .a)c]|] forall

ac ,d in G.

Let as set

c = [(drfeb)b] [(dd)(dd .a)]b.

Since, by condition (C), one has

(dd .a)c = (dd. a) (\[(dd b)b].
* [(dd)(dd.a)]b\) = b,

it follows from (1) that

(2) a=ac<bb forall a,bin G.

Then, by putting c=ee in (C), one

obtains

a = b\[(dd.a)e  e)][(dd-b)e e)]|

‘and hence, by (2), one has

a= b[(dde+a)(dd-b)] forall a,bd in

Consequently,

aa = (bb)[(dd-aa)(dd-bb)].

From here and (2), it follows

aa = (bb)[(dd) (dd)] = (bb)(dd) bb

for all a, b,d in G.

This means that the element bb does not

depend on b.
Let us set i = bb; then one has

©)

GAZETA D E MATEMATICA

a= ai forevery aeG,

that is to say, * is a right identity for the
grupoid < O, :>
Thus, the condition (C) may be written

(€)

a = b[(ia. c)(ib.c)] forall
a,b,cin G.

By setting b= c= » in (C), one obtains

a=ifiat)@ist)]

and hence, by (3),

(4)

a—icsia forevery ae G.

From (C) and (4), it results

(5)

a = (ib) (ace+bc) forall a, b, c in G

and, by setting ¢ = b, one obtains

(6)

ta = ib eab forall a, b in G.

From (5) it follows, by taking b= 1,

ia = (ii) (ac «ic) —i(ac - ic)

and hence, by (4),

(M

a— ac-ic

forall a, c in G.

Let us see that one has

(8)

ieab= ba forall a,b in <.

In fact, by (7), (4) and (6), one has

ba= b(abeib)= (i+ib)(abeib) = t -ab .
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Then, from (4), (5) and (8), one concludes
a=1t.*a = i[(i b)(acebc)] = (acebc)(ibh)

and consequently

ab = [(acebc)(th)]b =
= [(ac-6c¢) (ib)](i.ib).

Hence, by (7) and (3), one gets
(9) o6=acebc forall ab ,c in 6

and this result contains, as particular cases,
the results (6), (7) and (8).

Now, we are going to state that the grou-

poid <Cr,©> s a group.
We may write a@b = a(bb b)=a-ib
a) One has clearly
a0t = a «ii = ai = a forevery aeO,

that is to say, the element i is a right iden-
tity for the groupoid < £, © > .

b) Furthermore, one has
a0 (ia)= a(*eia)= aa=1i forevery aeG,

in the groupoid < G, ©>
there is a right inverse

meaning that,
for each element a,
element t'a.

c) Finally, from (8) and (9), one conclu-
des that

aOMboc)=aci(b eic)=ali ceb) =
= (a +ib) [(ic *b)(ib)] = (a+ib) (tcet) =
—(ae*»6)(ic) = (a©6OcC,

proving that the operation © is associative.
Consequently, the groupoid < G,©> is
a group, as it was claimed.
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Now, let us suppose that the grou-
is a group and let us define

§ 2.
poid <<?,©>

the binary operation < in G, by the con-
dition

a*b=a®©b~ forall a,b in G,
ZT' being the inverse of b in the group
< G,Q>

Then, one has obviously

aQb —a(bb-b) forall ab in G,
since beb{= bb) is the identity element of
the group < G,©>

One sees that

b\[{dd.a)c] \{dd-b)c}\ =
= bo[@@" ©c)O@" 0c" J -
= 60[(0-'0c™")0(c06)]-' =
= 60(a*© = a,

for all a,b ,c ,d in C.

This means that the group axioms imply
the single axiom above for one of the
inverse operations of the operation of the
group. On the other hand, we have proved
that this axiom implies the group axioms.

Consequently, the single axiom above may
be used in order to define a group.
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Outra  demonstragéo

por O. 7.

de um teorema
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de A. H. Stone

Aios
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0 prof. Dr. EDISON FARAH (professor
catedratico de Analise Superior da Facul-
dade de Filosofia, Ciéncias e Letras da Uni-
versidade de S&do Paulo) nos prop0s procurar
uma demonstracdo do Teorema de A. H.
STONE [1] que utilizasse o Teorema de ZORN
ao invés da Inducdo Transfinita. Uma de-
monstracdo nestas condicdes teria importan-
cia didatica. Daremos aqui um prova do
referido teorema, wusando o Teorema de
ZORN e, procurando seguir, tanto quanto
possivel, a ordem de ideias da demonstracédo
original [1].

Antes, porém, recordaremos algumas defi-
nicdes e introduziremos certas notagoes.

1 —Seja {E ,E) um espaco topoldgico e
H um recobrimento aberto de E ().
Para todo subconjunto Y de E indi-
caremos por (Y;V() o conjunto dos
XeW  tais que XC[Y=f=$ e por
(F;— 2i) o conjunto dos xeY tais
que (la;] ;9fd Y.

No caso de trabalharmos com uma

sequéncia, (""Q, de recobrimentos
abertos, simplificaremos a notagdo
pondo, para todo Y d E e para
todo n” 1,

(F;ag«(r;n) e (Y ; *)= (F; - n).

(") Sendo (E ,£) um espago topolégico, dizemos
que 9/ é um recobrimento aberto de E se 5/ é uma
familia de conjuntos abertos cuja reunido é E . In-
dicaremos por Xe 3/ o fato de ser X um térmo da
familia

2 —Sejam 9i e 20 dois
abertos de um espago topoldgico
(E,2). Dizemos que 2Cé um A-refi-
namento de 9t se para todo xe E,
existe Ue Qf, verificando

recobrimentos

3 —Um espago topoldgico se diz total-
mente normal (ifully normal») se todo
seu recobrimento aberto admite um
A-refinamento aberto que recobre o
espaco.

4 — Um espaco topologico (E, £) ¢ para-
compacto se para todo recobrimento

aberto de E, existe um recobrimento
aberto de E, que o refinae 6 local-
mente finito.

Nota — Se num espago topolégico (E, s),
totalmente normal, para um recobrimento
aberto 2f de E, existe w, recobrimento
localmente finito de E (n&o necessariamente
aberto) que o refina, entdo existe umrecobri-
mento aberto de E, localmente finito, que
refina -f.

Posto isto, passaremos a demonstracdo do

TEOREMA DE STONE.
légico totalmente normal é

Todo espago
paracompacto.

topo-

DEMONSTRACAO. Seja (E ,£) um espago
topolégico totalmente normal e seja (Wi),,
um recobrimento aberto de E ; tomemos
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orna sequéncia (-4) de recobrimentos aber-
tos de E tal gne
1) V. é A-refinamento de (Wi)..;
2) %.i é A-refinamentode w, V«~I-
Para cada iel, ponhamos
F?2«.(fF. -1), FT-CFf*;*), V«~n2
e
QC
Vi*e U  tf-
V=l
Ora, (J F«''«"™ e se a?eFj, entdo a:eF7"

></
(para um m conveniente) e (jar|;m)cz V..
Indiquemos por s & classe das familias

abertas (Hni)(}) tais que, sendo,
J, =X e7|(3 n~ I)H=f= Vi)\,
verificam
1) (ftija+”~ck, V«™rl, V'«4d;
2) U r- ) H.;
3) VoAl \% u,..e*, . 3,U,.3
encontra, no maximo, um conjunto
H, com iedn.

Em particular, as familias de S sdo re-
cobrimentos abertos de E. e é ndo vazia

(pois E =f=0). Ordenemos S do seguinte
modo, sendo {Uni) e (//,Es) pertencentes
a e,
e

HL = H, V«”™Il, Vte ir-

() Para simplificar a notagdo, uma familia gené-
rica
("(«,i))(n,i)e.VX/

serd indicada por (7ni).

E fécil verificar que (e,”) é indutivo.
Pelo Teorema de ZOBM, e admite um ele-
mento maximal que denotaremos por (//,,";).

Mostremos que (J V, = E. Caso isso néo

fOsse verdade, existiria xeE, pertencente
a um certo Vj, com Jysip~-
Ponhamos, entéo,
His-mVr,”n)- U N);»+3), VvnnI(i)
HU==V, V«nl, V/i6/-(J,.UTJO-
A familia (/?«;), assim construida, per-
tence a s e é estritamente maior do que
{H,,i), o0 que é absurdo.

Finalmente, vamos construir a partir do
elemento maximal (.ff».) um recobrimento
localmente finito de E, o que, levando-se
em consideragdo a nota, termina a demons-
tragdo.

Para todo (n,i)eNX J* pomos
G,,i —//,,*, — Yy H* j
1-:mTrn-\

A familia (G,) assim construida é um
recobrimento localmente finito de E.
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Sobre Medidas
Fraccoes

por J. Marques

de Probabilidade
Continuas

GAZETA DE MATEMATICA

Geradas
Regulares

por

Henriques

Lisboa

1. Introducéo

E um facto bem conhecido que qualquer
nimero irracional admite um desenvolvimento
Unico em fracg¢do continua regular. Se o
nimero em questdo é o resultado de uma
experiéncia aleatoria efectuada sobre os nu-
meros de um intervalo de medida unitéaria,
entdo os seus termos podem cOnsiderar-se
como variaveis aleatdrias susceptiveis de ge-
rarem medidas de probabilidade. No decorrer
deste trabalho apresentamos algumas pro-
priedades notaveis destas medidas de proba-
bilidade.

Seja entdo Q. o conjunto dos nlGmeros
irracionais do intervalo (0,1), 21:=£2n23'
a <7-algebra dos sub conjuntos borelianos de
£2, e A a classica medida de LEBESGUE.
Deste modo, (Q,21,7) é um espaco de pro-
babilidade completo. Consideremos t como
sendo o ponto genérico de Q. Entdo, o
desenvolvimento de w em fracgdo continua
regular serd designado do seguinte modo
(compare-se, e.g. com [6], [7], ou [14]):
(1.1) w= [0; aj(w), a.,(w),...].

Os termos da fraccdo continua sao fun-
¢cbes de «, e por isso os designhamos por
(@) (1=20,1,2,...).

Como e Q. entdo necessariamente que
o,(»)= 0.

Além disso,
inteiro positivo.

N&do ¢ completamente evidente o facto de
as funcdes g>) serem varidveis aleatdrias
defiaidas sobre o espaco de probabilidade
(Q,21,>), mas tal facto serd justificado mais
adiante.

Em todo este artigo utilizaremos as nota-
cOes classicas usadas na teoria das fraccdes

a(to) (i>1) é sempre um

continuas, de que fazemos aqui apenas um
breve resumo.
A reduzida (ou convergente) de ordem n

de @ é o nimero (racional)

ATT [
B, (to)

cujas constituintes A, (o) e B, (<@ se podem
calcular pelo processo iterativo seguinte:

(i.2) o%)].

(i. 3) AMEL (») = () * A»(w) + An-1(«)
L) = ac+i W) *B, )+ B, ()

(n>0)

onde se estabelece a convencéo :
(14) Avcus o
£ _,:

A relagdo modular seguinte (veja-se, e. g.
[6], [7], ou [14]) sera utilizada mais abaixo:

(15) A,B,A"-A,-,B,~(-iy-* (n>0).
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(Sempre que ndo seja necessario, omitire-
mos 0s argumentos). De grande importancia
¢ a seguinte
Intervalo

DEF. (KHINCHIN [7, pag, 56]).

fundamental de ordem n, é o conjunto
(1.6) 472, ..,».-
= j<aa,(fa) = ki; i=1, ee n\

onde os kiS sd&o todos inteiros positivos, ou
seja, Ki= 1,2, eoe.

Nota : De facto, A®c 0, de modo que
a designacdo de intervalo é utilizada aqui
apenas por razoes de consisténcia com a ter-
minologia usada quando se admitem também
0s numeros racionais no conjunto funda-
mental Q.

Se puzermos A,JB, := [0; k, +*+, K],
entdo € um facto conhecido que

-Ap
B.,

A,, & -An\\ p o

B,, + B-\ /
se n= 2
(1.7) A~ %, =
/An+An-x A«\nvl
\B, + B, ' B1J™"
se n=2v+ 1.
Nota AjB, € um numero racional,

quaisquer que sejam os &,'s (inteiros posi-
tivos), de modo que A*" pode considerar-se
de facto como um intervalo aberto, na topo-
logia induzida por £2 nos sub-conjuntos de
(0,1).

Um aspecto importante que salientamos
aqui, e que se prova facilmente, é que os
intervalos fundamentais de todas as ordens
geram a c-algebra 31 -

DEP. Chamaremos rede (de (Q,21,1)) a
toda a sucessdo j9Lj(«= 1,2, eee) de sub-
-classes de 21, tal que:
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(i) os conjuntos de 91, sdo disjuntos dois
a dois e U9t« = Q5

(it) se Ae9l, entdo 1(A) >0;

(i) se Ae9l,, entdo é

A= UIB:Be e Bcz A\l

Uma consequéncia imediata é o seguinte

TEOREMA 1. A sucessdo das classes
*«-|4E... k. ki-*I»St*vl (n-1,2,...)
é ttma rede.

DEU. (T1)Ode verificagdo imediata, aten-

dendo as relagdes (1.5) e (1.7). De facto,
tem-se

i(4:2...>0-

(i.8) B(B,  -fBn-i)

qualquer que seja n= 1,2, eee,

(t) e (iii) sdo uma consequéncia directa de
(1. 6),pois que fixados k., K,, se tem

(1.9) 2 <

com uma unido disjunta de intervalos funda-
mentais de ordem n + 1 (RICHTEK [12]).
Q. E. D.

As medidas de probabilidade geradas por

di(o) = ki, i=1,---,n (consideradas sobre
0o espaco mensuravel (Q,31)) sdo definidas
sobre os intervalos fundamentais de ordem

M, por relacdes do tipo :
(1.10) P(A<:>...,.)=: p(k.,.-. k).

Compare se com BILUXGBLEY [3, (3.12)].
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E agora é evidente que as funcdes a,,(co)
(W= 1,2, eee) sdovariaveis aleatdrias relati-
vamente aos dois espagos de probabilidade
(Q,21,)) e (Q,21,P), i.e. sdo 2l-mensura-
veis (e portanto também P- e i-mensura-
veis), uma vez que sdo funcbes simples defi-
nidas em Q, ouseja, para «aeAl*)....* tem-se

(1. 11)

2. Uma condi¢do necessaria e sufi-
ciente para que P seja singular

Nesta seccdo demonstraremos o seguinte

TEOREMA 2. P _172,<=>
(2.1) 3 (@@ :HmMB% (to). p(aj (&>),e*
n->ao
al)=0)=1.
Nota: Usamos a notacdo Pj_)> para

denotar que P ¢é uma medida singular rela-
tivamente a medida de LEBESOUE, i.e. admite
um suporte (conjunto A e21, tal que P(A) =
= 1), disjunto de algum suporte de )..

DEM. Fixemos n. Entdo a funcgéo

(2.2) a?(co):= 2 K>

é definida para todos os ®6 Q; mais concre-

tamente, para «e Ai"; é:

(2. 3) *,(«)= 2°(Ai:i...,0ol'(M....0 =
= P,(.).[S.(.) + P.-i(«)]-
P («i (") » eoe™ (")) »

onde usamos as relagfes (1.8), (1.10)e
(1. 11).0ra, como em virtude do Teorema 1,
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rede, logo se conclui que
612 e 343] e HEWITT and
343]):

jot.l é uma
(cf. DOOB T[4, pg.
STEOMBERG [5, pg.

() lima?,(<»)=: X*QU) existe p.p.; e,

(«) P £ (o»)-0[I7,

uma vez que, por definigdo, #,(&>) é a deri-
vada de P em ordem a )., relativamente a
rede \%,\ (h=1,2,...).

Ora, como (1.3) implica

0<P,.,(co)<P.(.>),
segue se que

Bl (» *p(a (,), .**,a,W) < @ (@) <

<2B2(»)./»(0,(a>),...,a.(»))

e por isso (t) e (iT) acarretam a veracidade
do TEOREMA. Q. E. D.

Nota: Uma outra demonstracdo deste
TEOREMA usa a propriedade da sucessdo (2.2)
ser uma martingala (cf. DOOB [4, Cap. VII]).
De facto,

E(n |<t,eee avi) =

= E (Xn ‘an ...1a11_i) = a?n_'l [>]|

onde U(.|.) designa o valor esperado da
primeira varidvel aleat6ria, condicionado
pelas seguintes, tomado relativamente a P.

3. A singularidade de P, no caso das
variaveis aleatdrias ae(<d serem in-
dependentes

Consideremos agora o0 caso seguinte :

(31) p(A,,-",*,) 'OM**).
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onde p,(A)>0 e 2S'|*(*)—1 (i-1,2,.-.).

Isto é, por definicdo, o que sucede quando
as varidveis aleatdrias <ii(w) sdo indepen-
dentes (relativamentea P), ou seja,
(3.2) P:a()=k &aWw=k)=

= P@:a )= AP (:o- (o) = k<),

para todos os i =fcj.
notacdo escreveremos :

Para simplificar a

(3.3) pi{fk): = P(wia, ® = £),
onde, evidentemente, i> 1 e k = 1,2, eee.
Em primeiro lugar provaremos o seguinte
LEMA. ai(to)'s independentes =>a medida
de probabilidade P é:
a) puramente atémica; ou,
(3) nado-atamica e singular; ou,
y) absolutamente continua.

DEM. A demonstracdo deste Lema en-
volve algumas dificuldades. Por isso, apés
algumas extensdes da teoria desenvolvida,
provaremos sucessivamente :

1.° Que, em certas condicfes, P satis-
faz a);

2." Que se P ndao satisfaz nem a.) nem
y), entdo satisfaz B);

3.° O caso y) nao serd demonstrado
(P«Il é até mesmo, impossivel, como se
verd pelo TEOREMA 3), uma vez que se P
ndo satisfizesse nem a), nem f3), entdo
necessariamente (aplicando o classico teo-
rema de LEBESGUE-RADON-NIKODYM) teria de
satisfazer /).

I. Dada a probabilidade P,
mos que P(A)>0 para um certo

suponha-
Ae$X

19

(um tal conjunto existe sempre, pois que
P(Q) = 1). Associemos a A 0 conjunto A*
dos irracionais equivalentes (cf. VICENTE
GONGALVES [14, pg. 129] ou HARDY and

WRIGHT [6, (10. 11)]), aos irracionais de
A i.e.
(3.4) A* 1= |w:3n, = «(w) e

to,e A9a (o) = ai(to,), i> n\

Se introduzirmos o resto de ordem n de to,

(3.5) r,(to): = [<*,,(«); a,,..(to) , ...]
é
A* = |w:r,,(io) = r,,,,(w,), w,e A\ .
Nota: r,(co) é, para cada to, um nimero
irracional do intervalo (1,00). De facto,
a,(io)>l, e [0;a,.i(w), .-.]G£2).

E claro que Ac A* e como A* é o con-

junto dos pontos 1 para 0S quais a sucessao
de variaveis aleatdri&s independentes a, (to),
a,(to),-"" é convergente, usando a lei de
KOLMOGOROV (cf. RICHTER [12]), logo se6
conclui que P("4*)=0 ou P(A*) =1; mas

como P (A) > 0 O entdo, necessariamente,

(3. 6) P(A*) = 1.

Por outro lado (cf. HARDY and WRIGHT [6]),
D6 A" <= para algum w,e A se encontram
inteiros positivos a, (3,y, 3 tais que a$—
— @y==1 e b= (&, + (3)/(yto,+3) .

Se definirmos (sempre com a3 — @Ry=+ 1)

(3.7 A~rNf. = Jtoito= (a0, + (3)/

entdo facilmentese vé que

(3.8) - 2 ~.3,8
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onde os conjuntos ~, p,j constituem asdi-
ferentes classes de equivaléncia.

Il.  Passemos agora a demonstracdo do
Lema propriamente dito :

1.° Suponhamos que oconjunto A, consi-
derado em | é numeravel. Entdo, evidente-
mente que os p7s “*° também todos nu-
meraveis e por consequéncia A* 6 numeravel.
Entdo P é medida puramente atémica, pois
que
(3.9) P(/i*)=1l=>P(Q-4*) =0,

com A* numeravel, e a) estd demonstrada.
2.° Suponhamos agora que P nao sa-

tisfaz a) (i. e., em virtude de 1.°, que A néo

é¢ numeravel). Suponhamos ainda que P néao
¢ absolutamente continua. Entdo, para um
certo ~4e2l serd P(A)>0 com i(A) = O,
e portanto P(A*) —1, talcomo em I
Mas >(4) = O implica
todos os «,5,7,3 satisfazendo a condicéo
ai —fiy=+1, umavez que a medida de
LEBESGUE é invariante relativamente a trans-
formagdes lineares. E porconseguinte, (3. 8)
implica

(3.10) = 2 >(~p,5)=0.

O teorema de LEBESGUE-RADON-NIKODYM
aplicado a P implica entdo que P é medida
ndo-atomica (se A fosse um atomo de
(Q,21,P) entdo necessariamente A seria
um destes conjuntos, acarretando uma con-
tradicdo, pois A teria de ser ou numeravel,
ou conjunto decontinuidade de P), demons-
trando (3).

3.° Evidentemente que se P nao satisfaz
a) nem (3), entdo necessariamente tem de
ser tal que P « X, pois (Q,21,P) 6obvia-

(-d.p”$) = 0 para

GAZETA DE MATEMATICA

mente um espaco de probabilidade regular
(cf. HEWITT and STROMBERG [5, (12.39)]),
relativamente a topologia induzida por Q.
Q.E.D.

E posto isto passamos finalmenteao

TEOREMA 3.
pendentes

(CHATTERJI). tn(u>)'s inde-

==>

a) PJ_>;

b) a medida de probabilidade P é:
«) puramente atomica; ou
t) nao-atémica.

DEM. : Atendendo ao Lema, basta provar
a impossibilidade de P « X , pois que tanto
nos casos 1.° como 2.° (cf. (3.9) e (3. 10)
resp.) do Lema se encontraram sempre su-
portes A* para P, comI(A*) = Q, pro-
vando a).

A demonstracdo vaifazer-se porredugdo
ao absurdo, admitindo quede facto se pode
ter P« X .

Recapitulemos aqui o seguinte TEOREMA,
devido a GAUS8 (veja-se e. g. BILLINGSLEY
T3, (4. 11)] ou KHINCHIN [7, pg. 72]):

Com weQ, tem-se (0< x<1):
(3. 11) Hm >(w:r,(co)-» < ar) =
n -*0
_ log(l +a?)
log 2

Este teorema, formulado porGAUSS pela
primeira vez em 1812, numa carta dirigida a
LAPLACE (reproduzida no livro de J. V. Us-
PENSKI (1937), Introduction  to Mathematical
Probability, New York : Mc GRAW HILL), sO
foi demonstrado em 1928 por R. O. KUZMIN
e, independentemente, em 1929 por P. LEVY,
a quem se deve uma generalizacdo que iremos
utilizar abaixo.
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Ora, do teorema de GAUSS conclui-se que:

(3. 12) lim >(w:ir»(&))<<) -

1— lim >(to:r" (o)™ < <) =

= 1-~—106(1+1),
log 2 t

1 2t
fog
log 2

Até aqui nada concluimos de novo. O facto
que aqui utilizamos é o seguinte

TEOREMA DE LEVY. Se P « A,
(3. 12) é valida com P emlugar de X.

Este teorema foi demonstrado pela pri-
meira vez em 1937 ([10]), utilizando compli-
cados métodos analiticos. No entanto, existem
actualmente outras demonstra¢gdes mais sim-
ples, em especial as que utilizam o teorema
ergodico, de que ndo nos ocuparemos aqui.

Entdo, voltando a demonstracdo do TEO-
REMA 3, se fosse P «) ., utilizando (3. 12)
com P em vez de "k, temos o seguinte re-
sultado :

entéo

(3. 13) limP W:a» () = k) =
T * a0

» limP(w:A<r, (&)<& + 1) =

n -*e ao

log 2 L k + 2 :

1) 2

g (fe+

i-1o .
log2 k(k + 2)

(Compare-se com BILLINGSLEY [3, pg. 45]).
Por outro lado é

(3.14) limP(G>:a,, (&>)=&, &a,.,(to) = A) =
n-*oo
- limP (a:k + - - <r,, (to)<A, + =
«=-»» \ *2 + *2/
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limP (0D:—"" —— <
A+ 1

< (o) < 4, &, + 1
ko ok, +1

log
log 2 ki k, 4-1
+ 1

*2

o fio (%, + 1) 4-1

— log M2+ 1
>+ 1)+ 1
Ar,+1 :
r_JiAzi_
log2 | *a*xi+1)+1
(k.+ (£, + 1)+ 1

i (Ya + 1) +

E daindependéncia das variaveis aleatorias
aj(to), usando (3.2) e passando aos limites
para n -*o0o0, de (3. 13)e (3. 14) deveravir

log ("% 12

log2 L*¥2(*i + 1)+ 1
(%, + 1) (% -4-1)+1"1

i(a+ 1)+ 1 J¢

Ora, esta igualdade é falsa. Punhamos,
e.g. k.= &,—1; viria
[log2 '°° 3] Tog2'°° 9"

0 que € uma contradi¢cdo relativamente a hi-
potese deque P«).. Q.E.D.
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4. Aplicacgdes

O TEOREMA 3 ¢é devido a CHATTERIJI
cuja demonstragcdo seguimos de perto,

[21.
ex-
cepto no que respeita a uma condi¢cdo neces-
saria e suficiente de atomicidade de P,
inicialmente devida a VAN KAMPEN. Aquele
Autor aplica o Teorema para demonstrar a
singularidade da funcdo de MINKOWSKI, ja
KINNEY [9].Um outro
aspecto da teoria refere-se a dimensdo de
HAUSDORFF (generalizada por BILLIGSLEY ;
veja-se e. g. [3]e a bibliografia ai citada)
dos suportes de P. De grande interesse
neste dominio s&do os trabalhos recentes de
CHATTERJI [1], KINNEY and PITCHER [8] e
Boos [13],tratando estes ultimos
questdes
exposto aqui.

relativas a

antes provada por

varias
que se prendem de perto com o
O estudo de certas questfes
teoria das frac¢des continuas
usando métodos probabilisticos é apenas um
exemplo das multiplas aplicag6es da Teoria
das Probabilidades
Teoria dos NuUmeros.

a Anélise Mateméatica e a

Nota : Ja depois deste trabalho ter sido submetido
para publicacdo deparou-se-nos uma demonstragao
extremamente elegante da propriedade relativa as
martingalas, a que nos referimos na Nota a seguir a
demonstracdo do TEOREMA 2, no livro de PAUL A.
MKYKR, Probability and Potentials, Blaisdell Publish-
ing Co., Waltham, Massachusets (1966).

Para uma bibliografia mais extensa relativa as
aplicagbes de métodos probabilisticos e dasfraccdes
continuas a Analise, a Teoria dos NUmeros Reais e a
Teoria do Potencial, consulte-se também: J. MARQUES
HENRIQUES, Hausdorff-Besicovitch Dimension For Pro-
bability Product Spaces, Master's Paper, Department
of Statistics, The University of Chicago, Chicago,
Ilinois (1967).

[ 13

[ 9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]
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Note

sur un Lemme

par tue M. Venef

Péris

Nous nous proposons d'étendre au cas
continu une proposition attribuée a KRONE-

CKER dont I'énoncé est le suivant:

PROPOSITION. Si [i7,,n>]] estune
suite non-décroissante de réels positifs ten-

dant vers + 00, et si la suite de nombres

réels 1Y, ,n>1j est telle que la limite
n

Lira2 Pa' F,, existe et est finie alors:

»ie*>

Lim”™N"2”" =o0.

«t «
Dans le cas continu lapropositiondevient:

PROPOSITION. Si g(x) est une fonction
réelle non-décroissante, positive tendant
vers + 00 (etne s'annulant en aucun point)
et si la fonction réelle f(x) esttelle que la

B 9] . .
’ dx existe et est finie.
I 9()
fla
Alors si g'(x) = existe et est continue
x dx
Lim 1 / f(x)dx=Q.

xt- g(X)X

DEMONSTRATION. La proposition n'est pas
absolument triviale car les inégalités classi-
ques sur les intégrales n'aboutissent pas.

Notons d'abord que puisque g'(x) existe
et que g(x) estnon-décroissante, nous avons
g'(x)>0.

Le premier pas consiste a exprimer

Jo f(x)dx d'une maniére qui permette

d'exploiter les hypotheéses.

3
de  Kronecker
D'une maniére évidenteona: (' T{x)dx-
Jo
= f*~M-g(x)dx.
Jo ff(aO
Maintenant posant: 7 () dx—du;  g{x)-=v;

<)
et en intégrant par parties :

f f(x)dx-\g(x)f'T&dtY -

Jo L Jo g() Jo
- fAT(x) (F* £Q-dt\dx =
Jo J{de gg@) )
(<)
Jo o)
Ajoutant et retranchant la quantité

X T'th nous obtenons:

f f(x)dx= (g{X)-¢{0)) fr-frdt-
Jo Jo g ()

L(0) riMdt= fg'(x)dx
Jo  g(t) Jo

reziildt+
Jo git)

fit)dt

9(0) f .
80 T Gy



:iQHfV7ud()dx+

+ 900 V(0 g
Jo 9 ()

d'ou (puisque g et g' sont positifs)

— / f(x)dx <
9(X) Jo
+-\Vf\Vto(f m, \,, \+
g(xX)\J, NI 9 ) |
9(0) 1
L 90

Appelant ~(Z) et J( X)les deux parties
du membre de droite et posant :

Lim C £r-dx= M,
vtooJo g{x)

nous observons que :

UA\J(X)\~IB-\M\-Q-,

Vi g (00)
maintenant séparant le domaine d'intégration
de 1 (X) en deux parties au point X, nous
obtenons :

[JAF)["—:— r?jrr@?)) F ~ d t dx
91%)Jo | X 0(0

<K.X).Jo I X £(<)

dx.
(X)) AT a()

Le probleme revient donc @ montrer que
les deux expressions du membre de droite
tendent séparément vers 0 lorsque X tend
vers + 00.

Or pour tout A", l'intégrale

Frvwi

rm* t dx

existe et est finie car / fit) dt est finie.
Jo 9(t)
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Donc
Lim—i- / g( 10 4 = o
Xfm g (X)J, NIV gy
D'autre part:
. (<)
| ]

I, " H 1 o
rvospof g gea =
X.«S*« Jx 9M V.
= s Mg (g(x)-g(x.)).
TR RN 1))

Maintenant divisant par g(X) puis faisant
tendre X vers + 00 nous obtenons :

Lim 1 /rxq'(x)ll>\fjt)dx".

vt- gX)J. *C X 9 it)
£ Sup
«/ /
XO/OA **COO g(t) |\ (00)
Sup | f /(0
AN 2T~C 00 \\]X
Maintenant faisant tendre X, vers -{- oo
nous obtenons :
Lim Lim—-— C g )i /*Xf(t)
eM-xt«ji(l)A I X g()
ALim SUPp O Irm”AI o
X > X ()

La derniere égalité étant déduite du fait
que lorsque X, tend vers l'infini le domaine
d'intégration devient de mesure nulle.

Nous avons donc démontré que les trois

parties composants 1r fix)dx ten-
9iX)Jo
dent séparément vers O

vers + °° donc:

lorsque X tend

f f(x)dx= Q.

0

Xt» —"r
9IX

Ce qu'il fallait démontrer.



GAZETA DE MATEMATICA

Introducéo

por F. Teixeira de

Num artigo anterior, (G. M. n.° 96-97),
mostramos algumas propriedades dos opera-
dores — e —= quea funcdo f(z), de-

Dz Dz
tinida nas vizinhancas do ponto z, faziam
corresponder, sempre que os limites existiam,
as func¢des que tomavam nesse ponto 0Os
valores

Df lim —1_ g /(*) dz

Dz 0 2k 3, («— Zf

Df ). 1 f
m r( Hf

em que R era o raio docirculo T de centro
z. Vimos em particular que para uma classe
muito geral de fung¢des (Funcles de classe
Cp) esse limite existia e, com z = x-\-iy e

f(z)= X(xy) + iY(xy), era

1 /dX d Y\ i/dY _dX\
Dz 2\dx dy) 2\dx dy)
Df . 1/bX dy\ i idy OX\
D~z~ 2\dx dy ) 2\0x dy)'

Neste artigo aplicaremos duma forma sis-
tematica esses dois operadores mostrando o
seu interesse no estudo das variedades sim-
pléticas.

| — O formalismo canodnico.

Sejam  X,,X,, **, X, Y. Y5, ***,y, 2n
variaveis conjugadas e H(x,, <**+.y,,,t)uma
funcdo de HAMILTON que caracteriza um dado

a um espaco

25

complexo de [ase

Queiroz

sistema mecanico. Como é sabido da mecéanica
analitica, a evolucdo do referido sistema é
dada pelas 2n equa¢des canonicas

dxi dH
dt d Vi

(1) dy< dH
dt d Xi

Associemos a todo o par de variaveis con-
jugadas Xxj,yj uma unidade imaginaria ; e
formemos a varidvel complexa Zj—xj -f-iyj.
Em tais condi¢cdes o sistema de equacgles
canodnicas escrever-se-a

d zj dxj dyj d Il dll
dt dt dt dXj
ou seja
d zi 2 DH
2) dt D zi

em que Il é agora uma funcdo real das varia-
veis complexas z\, ¢+ < ,z,, e davariavel real t.

Um outro sistema de equag¢des candnicas é
obtido de (2) por passagem as conjugadas :

, 2 DH
(2) . _
dt i Dz

N&do o consideraremos distinto do anterior.
A partir dos sistemas de equacfes dedu-
zidos vemos que



dB dB AND B dgz

dt dt dt
@) + 2 DIl d. dB
D dt dt

anulando-se o segundo membro sempre que
H ndéo dependa explicitamente de t.
Fazendo depender as n varidveis z; de n
novas varidveis u,-, passara Il a ser funcdo
das novas variaveis e da variavel t. E facil
determinar as condi¢cfes para que O sistema

de equacles (2) continue a ser candnico.
Seja Zi"Fifa ,U, eee¢ «,,<). Serd entdo
dzj d zj "Dz, du
~dt dt D u, dt
Dz D u, 2 DIl
D tii dt D z
e ainda
d zj d zj d uk ‘
dt dt Du, dt
du, 2 DIl
Dui dt i Dz

Multiplicando a primeira destas equagdes
D z D zj

por —, e a segunda por e sub-
D u D u,
traindo-as vira
2 ( A Zi ®2>
j \ dt  Du dt Du,)
Dzj Dzj JDzj\ d u,
+ D u Du, Du.) dt
Dzj D~z~, D: du,
+ i DU, Du D u dt
2 DIl

i Du
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0 que conduz as condic0es

v /1 _
j\ d Du, dt Du J

2 Di

D u
V [ ] N °r 3 N
j\D u. Du Du. Dud

Dz Dz D zj

Du D u

2(I u Du

que sdo equivalentes as deduzidas com col-
chetes de LAGRANGE, e onde <+ é uma funcdo
real das variaveis w,.

For passagem as conjugadas deduziremos
outras relacdes que serdo equivalentes as
anteriores. Sao elas

dzij Dz dzj Dz
at D u, dt Du,

2_ Dy

i Du,

4<)

Dzj D zj Dzj Dz
Du Du Duk D u,
Dz Dz D zj DZj\:O.
Du Du Du D u

Duma forma analoga deduzem-se as igual-
dades que correspondem as obtidas com os
paréntesis de POISSON. Para isso basta tra-
tarem-se o0s segundos membros de (2) e (2')
duma forma analoga a que usamos com 0s pri-
meiros membros na dedu¢do das igualdades
anteriores. Obtém-se como resultado final
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y(DV D z k _? D z k \4_
A\ND O Duj Duj DQj

() dt

2 ([32'L|Jj 0[5 rUj __ kajD ZD &]’

j\D 0] Duj Duj Du~j)
e trés outras
gacéo.

Por altimo a condicdo de POINCARE trans-
crever-se-a da seguinte forma:

E condicdo necessaria e suficiente para que
uma dada transformacdo seja candnica que
exista uma func¢do iji tal que

igualdades dadas por conju-

(6) D~ = ZjDzj —TUjbuj + Z{H—H)dt
em que H é o novo Hamiltoneano.

Para o verificarmos basta reparar que a
condicdo necessdria e suficiente para que
exista uma funcdo <gi tal que

D¢ = Z{ADlj +  BjDz)
é que
D Ai DAj |
Dzj D~z~i
D Bi DAj
it D~z~j DZi
D Bi DB;j
v = . = 0
Dzj pzi
No nosso caso poderemos dar a (6) a
forma
- Du
U, AN ;
2 Dzj 2 2
(6
PU' Dy 4+ A H—H- v, I dt

Dzj t dt
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e vird portanto

D u, D u
Dz* Dzj
D' u Dziec . Du, Du,
Ur DzjDzk Dzj \_Dzj Dzi, '
, - D* ur
" DzuD 7z
Du, Du Du Du,
Dzj Dz, Dz Duw )
D u, Duu
s W 2 DZi Dgij
Du Du
Dzj Diu )
_y« ] D u, Du, D u, DU,\
e, de (6)
dzj 2_aH duj 2_ aH__Q
dt i dzi dt i d vy

Vé-se que o anulamento de w, ,w, j, e
WTJ é verificado sempre que se verifiquem
as condi¢des (4) e (4'). Em tais condicles as
transformac¢des que verificam (6) sdo cano-
nicas.

A deducdo do método de JACOBI para a
integracdo das equag¢des do movimento (2)
ndo oferece dificuldade. Pelo que vimos ante-
riormente, o hamiltoneano num espago com-
plexo de configuracdo 6 obtido por meio da

zi+ zi Zi—Zi

substituicdo C(= e Pi =

2 2i

A partir de H formemos a equagdo dife-
rencial

) E
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ou
. ds\ ds
(7 H(t,izi,-—) H =
0zi dt
conforme .// dependa ou ndo de i e onde

zj € substituido por Se designarmos

ozi
por S (g;,a) ou S(t ,Zi, a) o integral geral
da equacdo, que serd uma funcdo holomorfa
de Zie de a, vemos de (7), que ele satisfaz
as equacdes

H y PH PS N
Dz, . Dzj dz.d2Zj
(8)
DIl
ds -0
DI; ddd 7
ou, por (2), a
i [5%4] i d zjezi dt
(9)
d zj d«i dt

gue mostram que

d S

oz(

(10) Zf-

satisfaz as equacdes (2') e em que a, sao
constantes de integragdo. A demonstragdo no
caso (7') em que Il depende explicitamente
de t nado difere da anterior.

3) — O espago  Z,,.

Seja 2» um espago vectorial sobre o corpo
dos numeros complexos referido a uma base
(«i). Todo o vector de V, &6 determinado

por n numeros complexos X', X, eee X",

Evidentemente, o mesmo vector ficard igual-
mente determinado se em vez dos n valores
&* conhecermos o0s seus conjugados X'

GAZETA DE MATEMATICA

Dada uma mudanca de bases, as novas
componentes dos vectores de %, estdo rela-
cionadas com as antigas por uma transfor-
macdo da forma

(1) X,\=23ja?_lll

Por passagem a conjugada, vemos que a
mesma transformacdo da& origem as transfor-
magdes

(1') .23 X> .

entre as conjugadas das componentes. Dire-
mos que tanto os n numeros complexos X
como 0s seus conjugados sdo componentes
do mesmo vector, sendo as primeiras de pri-
meira espécie e as segundas de segunda
espécie. Representaremos as primeiras por X
e as segundas por X. As leis de transfor-
macdo duma e de outras numa mudanga de
bases sdo dadas por (1) e (1'). Da definigdo
dada verifica-se a identidade

2) X' = ar.

As transformacdes (1) e (1') ndo consti-
tuem as transformagdes mais gerais que
que conservam o0 conceito de componentes
de primeira e de segunda espécie (ou seja a
identidade (2)). Com efeito elas ndo sdo mais
do que um caso particular das transformacdes
do tipo

©)

com

(3)
]

Esta ultima transformacdo depende de 2n
parametros. N&o pode ser identificado com
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uma mudanca de bases do espago V, visto
que sempre que algum aVv- seja diferente de
zero, 0s novos vectores de base ndo depen-
dem linearmente dos antigos. Apesar disso,
as novas componentes a;" ou x" determi-
nam ainda univocamente os vectores de 5>,,.

No formalismo que agora desenvolvemos
vamos considerar a familia de objectos (a que
damos o nome de vectores) determinados por
2n numeros complexos, verificando a igual-
dade (2), sobre os quais definimos as opera-
¢Bes adicdo de vectores e multiplicagdo por
um escalar real por tal forma que aos vecto-
res x,y' corresponda, por adi¢cdo o vector
a'+y e ao vector X, corresponda por
multiplicacdo pelo escalar real a, o vector
oL.r' e, além disso, que se transformamnuma

mudan¢ca de bases, segundo transforma-
¢Bes (3).
Conservaremos para as transformacdes

(3) (3") o nome de mudanca de bases. Como
o leitor facilmente vé, os conceitos dados de
adicdo de vectores e multiplicagdo por escalar
real sdo consistentes para uma tal familia de
transformacdes.

O conceito de vector pode ser generali-
zado pelo abandono da propriedade (2). Cha-
maremos tensores monovalentes aos objectos
geométricos determinados por 2n complexos
sobre os quais sdo definidas do modo usual
a adicdo e multiplicacdo por um escalar
complexo e que se transformanuma mudanca
de bases segundo (3).

A partir do conceito de tensor podemos
formar o conceito de produto tensorial e o
de tensor polivalente. Importa salientar que,
no formalismo aqui desenvolvido, um tensor
bivalente, além das componentes U j e
UJ-J , tem ainda as componentes Ujj e U-j,
Diremos que um tensor bivalente tem quatro
folhas de indices.

A partir da lei de transformacdo das com-
ponentes dum tensor monovalente numa
mudanca de bases podemos deduzir a lei de
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transformacdo dum tensor de valéncia qual-
quer. Assim, a lei de transformacdo dum
tensor bivalente sera

<Uij= a'x' U, + «JKjUv. +

‘Urj*a-j etjU, + ocfa}U,, +

+ ei a~ Uri+ * a~ Uri
4)
'Uj = a-a} Ur. + ara} U7.+

+ ttj « U', + *T «j Uri

<U/ = Ur. + a}® u7.+
+ «7 OCj Uri + «3*J Uri

em que os coeficientes a{, cd-,a/ e ai veri-
ficam ainda a igualdade (3'). Em consequén-
cia um tensor que verifique as igualdades

(5) Ui = Uf e Uij = TiTi

numa base verificad-las-4& em todas as outras.
O mesmo se pode dizer dum tensor que veri-
figue em alguma base alguma das colegdes
de igualdades

(6) Uj= Uji,JTi = U-ji, Un = VTt
(M Uj= -07j,Uij= -0,j
(8)  Uij=—Uj, UTj=—Uj7, U-, = —Uj-

(9) U, j=Dj7,U7j=Uj, .

Fica ao cuidado do leitor fazer a demonstra-
¢cdo da consisténcia de tais igualdades.

As consideracGes de natureza algébrica
que temos vindo a fazer ser-nos-do Uteis no
estudo da variedade Z, que passamos a
fazer.

Em 1, referimo-nos a um espagco geomé-
trico em que cada ponto era definido por n
nimeros complexos. Vimos também a impor-
tancia que tinha para nés uma fungdo //,
definida nesse espag¢o, e que ai tomava valo-
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res reais. Designemos entdo por & a fami-
lia de funcbes de classe C, definidas no
espa¢o referido e que ai tomam valores
reais.

Designemos, além disso, por & a familia
de aplicacOes biunivocas e continuas do inter-
valo real (0, T) sobre o referido espaco.

A cada funcdo de fe & e cada aplicacdo
a e& corresponde entdo uma funcédo real de
varidvel real definida no intervalo (0,7").
E a funcdo de funcdo que resulta da compo-
sicdo delas e que designamos por (/, a).
Diremos que uma aplicacdo de o admite
tangente em P, (ponto que corresponde ao
valor t, da varidvel definida no intervalo
(0, T)), se e s6 se existir em t, a derivada
da fun¢do composta (f, a)acima definida,
qualquer que seja a funcdo fe&.

Podemos agora definir dois operadores de
grande importadncia para o estudo da varie-
dade Z,.

Consideremos a subfamilia de ®, consti-
tuida pelas aplicacdes de & que tém tan-
gente em P. Podemos introduzir numa tal
familia uma relacdo de equivaléncia ~ tal
que dadas a, cr,e& serd a ~a, se e sO
se for

c/w=c/w

para toda a funcdo fe & As classes de
equivaléncia definidas pela relagdo ~ dare-
mos o0 nome de vectores contravariantes
definidos em P.

Duma maneira idéntica, podemos definir
uma relagdo de equivaléncia s. entre os ele-
mentos da familia ». Dadas as funcdes

Fifi @ “@ flafziiccece for

(1,«)==(/2,«y

para toda a aplicagdo a~ St. As classes de
equivaléncia definidas por s. daremos o
nome de vectores covariantes.

Das definicdes dadas vemos que a todo o
par de vectores cO e contravariantes pode-
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mos fazer corresponder um numero complexo
que serd o valor da derivada (/, a)' onde
/, a sdo dois elementos quaisquer das clas-
ses de equivaléncia referidas: Diremos que
¢ o producto escalar dos dois vectores.

Vemos ainda das definigdes dadas que um
vector contravariante pode ser considerado
um operador que actua nas fungdes de 9
para dar um numero complexo e que um
vector covariante pode ser considerado como
um operador que aplicado a uma aplicacdo
de &p d& um nimero complexo.

Caracterizemos, agora, mais completa-
mente a variedade Z,, com que temos
vindo a lidar. Vimos ja que cada ponto da
referida variedade era determinado por n
nimeros complexos (ou seja por um ponto
do espaco Z' — Z Z,e=Z,). Definimos
entdo o espago Z, COMO um espaco Cconexo
tal que cada ponto estd contido num aberto
homeomorfo a um aberto de Z" (ao qual
daremos o nome de carta local de Z,,), por
uma forma tal que dadas duas cartas de Z},
de interseccdo nao vasia entre as coordena-
das dos pontos dessa intersec¢cdo numa e
noutra carta existe uma transformagdo cons-
tituida por n funcdes de classe nao inferior
& C,. A uma tal transformacdo da-se o nome
de transformacdo admissivel de cartas.

A uma familia de cartas que cobre Z,
dad-se o nome de atlas. Entre as cartas de
dois atlas duma mesma variedade existem
familias de transformacdes admissiveis e com
uma transformacdo admissivel 6 sempre pos-

sivel introduzir uma nova carta local num
dado atlas.

Representada uma variedade Z, com auxi-
lio dum atlas, toda a aplicagdo de « sera

representada localmente por n fung¢des con-
tinuas Z>(t) = X>(t) + iY>(t) em que t O
uma variavel definida no intervalo real
(0, T). Se ao ponto to interior a (0, T)
corresponder o ponto P da variedade a
aplicacdo terd tangente nesse ponto se exis-

tir #'(«)e
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Com efeito, qualquer que seja feF  sera
(10) Cf dz* | DfL_ dz
dt DZi dt Dz dt

e, pela definicdo dada anteriormente, a tan-
gente existe. Além disso, vemos por esta
igualdade, que o vector em P definido pela
classe de equivaléncia que corresponde a
tangente referida, ficard determinado no sis-
tema de coordenadas local pelos 2 n opera-
dores

dzx D dz* D

(=1,
dt Dz* dt Dz*

)

dz* dz* _ ,
e serao entao as componentes do
dt dt

vector nas bases — e —

. Vemos, por
D z* D z* .

t ser real, que as componentes dum vector
sao duas a duas conjugadas.

Podemos definir adicdo de dois vectores
ao vector cujas componentes sdo a soma das
componentes desses vectores e produto dum
escalar real por um vector ao vector que se
obtém multiplicando as componentes do vec-
tor pelo escalar real.

Utilizando um sistema de coordenadas
local, dados o vector v, o0s escalares reais
a e (3, qualquer que aeja f g e& vemos
que se tem

»(?21) = ?2»

(1) +1»(?)
e que

v(«<? + Pf)= «(?) + Pv(f).

De (10) e das defini¢cdes dadas vemos ainda
que o vector covariante, classe de equivalén-
cia associado a /, tem por componentes

e .
Dz* D z*

Além disso por / tomar
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valores reais vemos que as suas CcoOmpo-
nentes sao conjugadas duas a duas.
Dadas duas cartas U e V que contenham

0 ponto P, existira uma transformacdo de
coordenadas locais nas vizinhancas de P
dada por

Ha=*/»(*J) = | eee u)

em que f* sdo funcbes de classe Cp. As
componentes do vector covariante no novo
sistema de coordenadas serdo dadas por
Df Df
D u* Du*

Du* \Dz> Du* Dz> Du*)"

(H)

Du Du* Du* Dz* Du*
Analogamente as novas componentes dum

vector contravariante serao

du* lzi D u* dz> D
dt d Dz  dt dzi
(12)
u* ~N [ dz> D u* dzi DuU'
~dT ~* '\ d T Dzi dt d zi

A partir dos conceitos de vectores coO e
contravariante podemos sem dificuldade in-
troduzir o conceito de tensor.

Estudado o conceito de variedade Z,, vol-
temos agora ao de espago complexo de con-
figuracao.

Um exame das transformag¢des candnicas
mostra-nos que um espago complexo de con-
figuracdo ndo é mais do que uma variedade
Z, onde é definido um tensor bivalente

Bfc= tk= 0

invariante nas transformacdes de coordena-
das locais e onde o0, é o simbolo de KRO-
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NEKER. Somos assim conduzidos como era
de esperar ao grupo de transformagdes sim-
pléticas.

Até aqui temos considerado apenas nma
coleccdo de variaveis z, gne tomam valores
no corpo dos numeros complexos. Porém,
pode ver-se que a cada par de variaveis

candnicas se associa um e, talque e?2= — 1.

E portanto possivel associar ao conjunto de
variaveis canoénicas um grupo de quaternidea
G e a cada par de variaveis canobnicas ar,
rfi um elemento e, talque

aLjeO

MOVIMENTO
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com

Desta forma cada uma das variaveis «<
toma valores numa algebra de CLIFFORD e
as equacdes (1)tomam a forma

dzi dH
dt 2Ci az

As equacdes anteriormente estudadas seréo

entdo um caso completamente degenerado
das agora introduzidas.

MATEMATICO

NOTICIARIO BRASILEIRO DE MATEMATICA

Summa Brasiliensis Mathemalicae —Trata-se de
uma revista especializada, publicada pelo IMPA e
destinada exclusivamente a divulgacédo de trabalhos
de pesquisas originais, de nivel elevado. O IMPA
continuou recebendo cerca de 200 publicagdes estran-
geiras e nacionais por permuta com«Summa Brasi-
liensis Mathematicae».

Notas de Matematica — Como parte da colegdo de
monografias «Xotas de Matematica» que vém sendo
publicadas pelo IMPA, apareceram em 1965 os
seguintes volumes:

1) O.EHDLER, «Teoria de Galois infinita» (n.»30).

2) L .A. MEDEIROS, "Temporally inhomogeneous
non linear wave equations inHilbert spaces* (n."31).

3) E.L.LIMA, «Célculo tensorial» (n.» 32).

4) L. NACHHIN,
theory» (n.» 33).

«Eléments of approximation

Elementos de Mateméatica — O IMPA daré inicio
a uma série de livros impressos, com esse titulo
geral, a serem financiados pelo Conselho Nacional de
Pesquisas e pela Diretoria do Ensino Superior do
Ministério da Educacdo e Cultura. Dentro désse pro-

grama, ja foram assinados contratos para a elabora-
¢do dos seguintes textos :

1) «Conjuntos e fun¢gdes», por LEOPOLDO NACHHIN
(Rio de Janeiro).

2) «Topologia dos Espagos Métricos», por ELOS
LACES LIMA (Brasilia).

3) aAlgebra Moderna», por Luiz HENRIQUE JACY
MONTEIRO (Sao Paulo).

4) «Geometria Diferencial», por MANFREDO PERDI-
OAO DOCARMO (Brasilia).

Quinto Colbéquio Brasileirode Matematica—Teve
lugnr na cidade de Pocos de Caldas, Minas Gerais,
no periodo de 4 a 24 de Julho de 1965, o Quinto
Coléquio Brasileiro de Matematica. Esse Coloquio,
organizado pelo IMPA como todos os demais, foio
que maior movimento apresentou, tendo comparecido
ao mesmo mais de 200 pessoas.

A realizacdo do Coldquio foi possivel gracas as
substanciais contribuicdes do Conselho Nacional de
Pesquisas, da CAPES e da Fundacdo de Amparo a
Pesquisa, além dos auxilies dados pelos diversos
centros universitarios do pais.

Foi publicado o volume «Atas do Quinto Col6quio
Brasileiro de Matemaética», distribui Jo pelo IMPA.

J. M. H.
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ANTOLOGIA

A partir

do n." 100 resolveu a Gazeta de Matematica registar
colunas alguns documentos de interesse,

nas suas

inéditos ou de dificil  acesso.

ESTATUTOS DA SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA*

| — Denominagdo, sede e fins

Artigo 1." A Sociedade Portuguesa de Matematica
(S. P. M.) tem por objectivo cultivar e promover
0 estudo das ciéncias mateméaticas, puras e aplicadas.

Art." 2." A Sociedade Portuguesa de
tem a sua sede em Lisboa.

S Unico. Poderdo ser constituidos nlcleos da S.
P. M. em qualquer localidade do territério nacional,
devidamente legalizados por quem de direito.

Art. 3." Os meios de que dispée a S. P. M. para
atingir os seus fins sdo:

a) Reunides de estudo, conferéncias e cursos pu-
blicos;

b) Publicacdo dum boletim e outros estudos mate-
maticos;

Matemaética,

c) Colaboragdo em congressos e publicagdes nacio-
nais e internacionais.

Art. 4" A S. P. M. pode filiar-se em organismos
internacionais da sua especialidade, nos termos da
legislacdo em vigor.

Art. 5° A S. P. M. ser4d federada na Associagdo
Portuguesa para o Progresso das Ciéncias (A. P.
P. C), nos termos dos estatutos desta.

Il — Dos sécios

Art. 6. A S. P. M. compreende quatro categorias
de socios:

a) Soécios ordinarios;

b) Sécios vitalicios;

c) Socios honorarios;

d) Sdcios colectivos.

§ 1° N&o héa limitacdo para o nGmero de so6cios
em qualquer das categorias.

* Discutidos el aprovados em Assembleia Geral da
Sociedade Portuguesa de Mateméatica e aguardando’
aprovacdo Superior.

Cf.: Gaz. Mat., n.° 5, 1941,

§ 2." Sdo considerados soécios fundadores os que
se inscreveram até 31 de Janeiro de 1941, sem que
tal qualidade envolva regalia especial.

Art. 7° Pode ser admitido como so6cio ordinéario
qualquer individuo, de nacionalidade portuguesa ou
estrangeira, nos termos dos paragrafos seguintes:

§ h° Mediante proposta, assinada por dois sdécios
ordinarios ou vitalicios, que estara patente na sede
da S. P. M., pelo prazo de quinze dias.

§ 2.° Sem objecgdes, formuladas por escrito, da
parte de qualquer soécio, serd& a proposta submetida
a Direccdo, de cujo parecer desfavordvel h& recurso
para a Assembleia Geral que resolverd, ouvida a
informacdo da Direccéo.

§ 3° Com objecgdes, formuladas por escrito, da
parte de qualquer sécio, serda a proposta submetida
a Assembleia Geral.

Art 8" Sé&o considerados so6cios vitalicios os sdcios
ordinarios que efectuarem, duma vez s6 ou em trés
prestacfes anuais, o pagamento da importancia indi-
cada pelo Regulamento Interno, em substituicdo da
quotizagdo anual.

§ Unico. Se o pagamento em prestacfes ndo for
completado, voltard o sécio a categoria de ordinario,
considerando-se as prestacfes pagas como adianta-
mento do pagamento de quotas anuais.

Art. 9." O titulo de sécio honorério serd concedido
a individuos de reconhecido mérito cientifico que
a S. P. M, por meio da Assembleia Geral e perante
proposta justificada da Direcgdo, entenda dever dis-
tinguir desta forma.

Art. 10." Podem ser socios colectivos, quaisquer
entidades nacionais ou estrangeiras de caracter cien-
tifico ou econémico que como tais sejam
pela Direccéo.

Art. 11." A qualidade de so6cio caduca:

0) Por pedido escrito de demissdo do socio diri-
gido a Direcgdo;

aceites



b) Por atraso de um ano no pagamento das quotas;

c) Por irradiacdo deliberada pela Assembleia Geral,
como consequéncia da falta de cumprimento de obri-
gacdes morais para com a S. P. M. mediante pro-
cesso organizado pela Direccéo.

§ Unico. O individuo cuja qualidade de so6cio for
perdida por forca do disposto na alinea b), s6 podera
ser readmitido mediante o pagamento de nova joia.

Art." 12" S&o obrigacbes dos sdcios ordindarios:

a) Colaborar nos trabalhos da S. P. Mj.e aceitar
os cargos para que forem eleitos ou nomeados;

b) Pagar a joia fixada pelo Regulamento Interno;

c¢) Pagar a quota anual fixada pelo Regulamento
Interno.

Art. 13." E obrigacdo dos sécios vitalicios cola-
borar nos trabalhos da S. P. M. e aceitar os cargos
para que forem eleitos ou nomeados.

Art. 14.° E obrigagdo dos socios colectivos o pa-
gamento da quota anual minima fixada pelo Regu-
lamento Interno.

Art. 15.° Os so6cios ordinéarios e vitalicios tém di-
reito a:

a) Fazer parte da Assembleia Geral, emitir nela a
sua opinido, votar para a eleicdo dos corpos gerentes
da S. P. M. e apresentar quaisquer propostas que
julguem de interesse colectivo;

b) Requerer a convocagdo da Assembleia Geral
nos termos destes estatutos;

c¢) Examinar na época competente o
anual, as contas e os livros de
S P.M.;

d) Reclamar, perante a Direcgdo, dos actos que
julguem lesivos dos seus direitos;

e) Assistir a todas as manifestacdes cientificas da
S. P. M.

Art. 16." Os so6cios honorarios e colectivos tém
direito a receber todas as publicagdes da S. P. M.

relatorio
escrituragdo da

Il — Da Organizacéo

Art, 17.° Sao 6rgdos da S. P. M.:

a) A Assembleia Geral;

b) A Direccgéo;

c¢) Os organismos permanentes previstos no Regu-
lamento Interno da S. P. M.;

d) As comiss0es tempordrias constituidas pela
Assembleia Geral ou pela Direcgdo;

é) Os nucleos,, segundo o Regulamento Interno.

a) — Da Assembleia Geral

Art. 18 ° A Assembleia Geral é constituida pelos
s6cios ordinarios e vitalicios no gozo dos seus di-
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reitos e reune-se, ordinariamente, na primeira quin-
zena de Janeiro e extraordinariamente, em qualquer
época, por decisdo do Presidente da Assembleia
Geral, a pedido da Direcgcdo ou a requerimento dum
terco dos socios ordinarios e vitalicios da S. P. M.

Art. 19.° Os socios ordinarios e vitalicios impe-
didos de comparecer poderdo delegar os seus poderes
noutros cons6cios em carta dirigida ao Presidente
da Assembleia Geral.

Art. 20 ° Para efeitos da eleicdo bienal dos mem-
bros da Mesa da Assembleia Geral, da Direccéo
e dos delegados a A. P. P. C. os sbcios ordinarios
e vitalicios impedidos de comparecer poderdo votar
com lista em sobrescrito fechado, dirigido ao Pre-
sidente da Assembleia Geral, com a indicagdo exte-
rior do seu contetdo e a assinatura do votante.

§ Unico. No caso de empate, o0s escrutinios se-
guintes realizam-se imediatamente com o0s s6cios
presentes, sendo contada para cada candidato toda
a votacdo feita a seu favor em carta, nos termos
deste artigo.

Art. 21.° Os soécios honorarios tém assento na
Assembleia Geral, sem direito de voto e podem
intervir nas discussdes de carécter cientifico.

Art. 22° As convocagdes serdo feitas com a ante-
cedéncia minima de oito dias, por meio de anlncio
num dos jornais mais lidos, ou por aviso dirigido
a cada soécio, sem o que a Assembleia Geral néo
poderad reunir-se validamente.

Art. 23.° Da ordem dos trabalhos da reunido
ordindria da Assembleia Geral constard a discussédo
e aprovacdo do relatério anual da Direcgdo, contas,
assuntos de expediente, elei¢des quando as houver
e os assuntos que a Direcgdo entenda dever sub-
meter a sua apreciacéo.

§ Unico. O relatério anual e as contas estardo
patentes na sede da S. P. MI durante os oito dias
que antecedem a reunido ordindria da Assembleia
Geral.

Art. 24.° A Assembleia Geral funcionard com
qualquer numero de socios, salvo para rever os
Estatutos e promover a dissolugdo da S. P. M. para
0 que é exigida a presenga de um terco dos socios
ordinarios e vitalicios®

Art. 25.° A Mesa da Assembleia Geral serd cons-
tituida por um Presidente e dois Secretarios, eleitos
por dois anos e podendo ser reeleitos.

Art. 26." Compete ao Presidente
Geral:

a) Convocar as reunides da Assembleia Geral;

b) Dirigir os trabalhos, manter a ordem, respei-
tando e fazendo respeitar os Estatutos e
disposicdes em vigor;

da Assembleia

demais
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c) Assinar as actas das sessOes e validar com a sua
rubrica todas as paginas numeradas do livro de
actas;

d) Designar qual dos so6cios presentes deve subs-
tituir um Secretdrio, impedido de

§ Unico. Nos impedimentos do

comparecer.
Presidente  da

Assembleia Geral assumird a presidéncia o mais
velho dos sécios presentes.
Art. 27.° Compete aos secretarios da Mesa da

Assembleia Geral:

a) Redigir as actas transcrevendo-as
livro e rubricando-as;

6) Arquivar todos os documentos da Assembleia
Geral, respondendo por eles;

c) Fazer todo o expediente da Mesa da Assembleia
Geral.

no respectivo

Art. 28.° Compete a Assembleia Geral:

d) Eleger, por escrutinio secreto, a sua Mesa, a
Direccdo e os delegados & A. P. P. C;

b) Nomear os so6cios honorarios;

¢) Pronunciar-se pela admissdo e
s6cios nos termos destes Estatutos;

d) Decidir sobre questdes apresentadas pela Direc-
¢do e nos casos de que esta considerar omissos o0s
Estatutos;

é) Discutir e aprovar o Regulamento interno;

/) Rever os Estatutos e promover a dissolugdo da
S. P.M.;

g) Resolver sobre a filiagdo da S. P. M. em orga-
nismos internacionais da sua especialidade.

expulsdo de

b) — Da Direcgéo

Art. 29." A S. P. M. ser4 dirigida e administrada
por uma Direccdo de sete membros: Presidente,
Vice-Presidente, Secretdrio Geral, Tesoureiro, 1* Se-
cretario, 2.° Secretario e Vogal.

§ 1.° Os membros da Direcgdo serdo soécios resi-
dentes em Lisboa, ndo poderdo delegar as suas fun-
¢0es e exercé-las-do0 gratuitamente.

§ 2° A Direccdo é eleita por dois anos e todos
os seus membros poderdo ser reeleitos.

Art." 30.° Compete & Direcgdo:

d) Organizar e convocar as reunides de caracter
cientifico;

b) Elaborar, ouvidos os organismos permanentes,
um plano de trabalhos que serd& comunicado aos
s6cios 60 dias a contar da data da posse;

c¢) Gerir os fundos da S. P. M.;
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d) Cumprir e fazer cumprir as disposi¢cdes destes
Estatutos, do Regulamento Interno e as que forem
tomadas pela Assembleia Geral;

e) Admitir os sb6cios e propor a sua
nos termos destes Estatutos;

f) Redigir o relatério anual, elaborar o orgcamento
e respectivas contas;

g) Pedir a convocagdo extraordinaria da Assem-
bleia Geral.

irradiacédo

Art. 31.° As deliberagdes da Direc¢do consideram-
-se validas quando forem tomadas por maioria dos
votos.

§ Unico. O Presidente da Direc¢do tem voto de
desempate.

Art. 32.° Compete ao Presidente da Direcgdo:

d) Representar a S. P. M .;

b) Convocar as reunides da Direccéo;

c) Designar qualquer dos membros da Direcgédo
para a comissdo que for mister executar para o
pleno cumprimento de resolu¢gdes tomadas;

d) Validar com a sua rubrica todas as paginas do
livro de actas das reunides da Direccéo.

Art. 33.° Compete ao Vice-Presidente substituir o
Presidente nos seus impedimentos.

Art. 34.° Compete ao Secretdrio Geral:

a) Dirigir o expediente da S. P. M., assinando
a correspondéncia, sempre que o Presidente nao
julgue dever fazé-lo;

b) Dirigir a publicacdo de todos os trabalhos da
S. P. M.;

c¢) Redigir as actas das reunides da Direcgdo.

Art. 35.° Compete ao 1° e 2.° Secretarios coad-
juvar o Secretario Geral e substitui-lo nos seus im-
pedimentos, nos termos do Regulamento Interna

Art. 36.° Compete ao Tesoureiro:

d) Arrecadar as receitas da S. P. M.;

b) Pagar as despesas da S. P. M. ;

c) Executar, ou mandar executar, sob a sua res-
ponsabilidade, a escrita da S. P. M.;

d) Arquivar ou mandar arquivar o0s
de despesa;

c) Assinar os recibos das receitas da S. P. M.

documentos

Art. 37.° A Direccdo é solidariamente responsavel
por qualquer acto da sua geréncia prejudicial a
S. P. M.

§ Unico. Ficam isentos desta responsabilidade os
membros da Direcgdo que:

a) Votarem contra a deliberacdo de que se trata,
com expressa declaragdo de voto;

b) N&o tendo participado na deliberacéo,
tarem por escrito até a reunido seguinte.

protes-
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Art. 38.* A Direcgdo reunirg,

vez por trimestre.

pelo menos, uma

IV — Disposicdes diversas

Art. 39.° Os delegados da S. P. M. a A. P. P. C.
poderdo simultaneamente fazer parte da Mesa da
Assembleia Geral ou da Direcgéo.

REGULAMENTO

GAZETA DE MATEMATICA

Art. 40" Em caso de dissolugdo da S. P. M pro-
ceder-se-a4 a liquidacdo dos seus haveres pela forma
seguinte: pagas as dividas ou consignadas as quantias
necessarias para o0 seu pagamento, partilhar-se-4 o

remanescente por instituicdes, entidades ou orga-

nismos cientificos designados pela Assembleia Geral.

INTERNO

DA SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

— Da Direcgéo

Artigo 1.° De acordo com os Estatutos a Direcgéo
reunir-se-& uma vez pelo menos em cada trimestre,
nos dias 15 de Janeiro, 15 de Abril, 1 de Julho
e 15 de Outubro, ou um dia depois quando alguma
daquelas datas ndo for datil.

Art. 2° A Direcgdo compete cumprir e fazer cum-
prir o Regulamento Interno.

Art. 3.° Qualquer membro da Direccdo poderéd
assistir as reunides das Comissdes permanentes ou
temporéarias.

Art.°> 4.° A cobranga das quotas serd feita de 1 a
15 de Janeiro para as anuais, de 1 a 15 de Janeiro
¢ de 1 a 15 de Junho, para as semestrais e de
1 a 15 de Janeiro, de 1 a 15 de Maio e de | a 15
de Outubro para as quadrimestrais.

Art. 5.° As duas prestages em que pode ser paga
a joia tém vencimento com as duas primeiras quotas.

Il — Dos Sécios

Art. 6.° E de Esc. 900SOO a importancia a que
se refere o art. 8.° dos Estatutos.

Art. 7° A joia prevista na alinea b) do art. 12.°
dos Estatutos é de Esc. 20S0O e o seu pagamento
poderd fazer-se duma s6 vez ou em duas prestacdes,
sendo dispensados do pagamento de jdéia os soécios
estudantes.

Art. 8.° A quota anual prevista na alinea c) do
art. 12.° dos Estatutos é de Esc. 60$00 e poderéa
ser dividida em duas ou trés prestacdes.

§ Unico. A quota anual serad de Esc. 18S00 para os
socios estudantes.

Art. 9.° A quota anual minima dos sé6cios colec-
tivos prevista no art. 14 ° dos Estatutos é de Esc.
500100.

Art. 10.° Os sécios ordinarios e vitalicios receberdo
gratuitamente o Boletim da S. P. M".

Il — Das Comissfes Permanentes

Art. 11.° As Comissdes Permanentes sdo mais do
gque organismos meramente consultivos porque séo
os Orgdos através dos quais a S. P. M. procurara
atingir os seus objectivos. O resultado da actividade
da S. P. M. serd em larga medida o que as Comissdes
Permanentes realizarem.

Art. 12." As Comissdes Permanentes
sdo as seguintes:

1) Comissdo Pedagdgica, composta de cinco mem-
bros;

2) Comissdo Matematica Pura,
membros;

3) Comissdo de Matemaéatica Aplicada, composta de
cinco membros, entre os quais especialistas de Me-
canica» Astronomia, Estatistica e Calculo Actuarial;

4) Comissdo de Histéria e Filosofia da Matema-
tica, composta de trés membros;

5) Comissao de Histéria da Astronomia Nautica,
composta de trés membros;

6) Comissdo do Centro de Documentag¢do, com-
posta de cinco membros, entre os quais um dos
secretdrios da Direccdo por esta designado;

7) Comissdo de Redacgdo do Boletim, composta
de trés membros, entre os quais um dos secretarios
da Direcgdo por esta designado;

8) Comissdo de Propaganda de Lisboa, composta
de cinco membros;

9) Comissao de Propaganda do Porto, composta
posta de trés membros.

10) Comissdo de Propaganda de Coimbra, com-
posta de trés membros

§ UGnico. As Comissfes Permanentes poderdo agre-
gar a si temporariamente outros s6cios que possam
colaborar eficazmente nos trabalhos em curso.

da S. P. M.

composta de trés
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Art. 13.° A nomeacdo e exoneracdo dos membros
das Comissdes Permanentes compete a Direcgdo.

Art. 14." Todas as nomeagdes caducam no termo
do mandato da Direcgdo que as levou a efeito, mas
pode haver reconducdo.

Art. 15." Sdo incompativeis os cargos de membros
das Comissdes do Centro de Documentacédo, de Re-
daccdo do Boletim e de Propaganda.

Art. 16." Dentro de trinta dias a partir da sua
constituicdo as Comissdes Permanentes submeterdo a
aprovacdo da Direccdo o plano de trabalhos a rea-
lizar até ao fim do seu mandato. Do plano de tra-
balhos fard parte o orcamento da despesa a que a
sua execucdo dard lugar.

Art. 17." A aprovacdo do plano de trabalhos im-
plica a autorizacdo da realizacdo da despesa corres-
pondente cujo pagamento serd feito pelo Tesoureiro
mediante a apresentacdo dos documentos justificativos
visados por dois membros da Comissdo respectiva.

Art. 18,° Até ao dia 15 de Dezembro de cada
ano as Comiss0es Permanentes apresentardo a Di-
reccdo o relatorio da sua actividade.

Art. 19." Na primeira reunido de cada Comissédo
Permanente os seus membros designardo entre si
um delegado, cujo nome serd& comunicado & Direcgéo,
e através do qual serdo estabelecidas as relacOes
entre esta e aquela.

Art. 20.° A Comissdo de Propaganda de Lisboa
cabera:

1.° A organizagdo e actualizacdo do cadastro dos
licenciados em ciéncias matematicas pelas univer-
sidades portuguesas e dos professores de matematica
portugueses;

2." Realizar a propaganda das ciéncias matemaéticas
e da actividade da S. P. M.;

3.° Coordenar a acgdo das Comissdes de Propa-
ganda do Porto e de Coimbra.

Art. 21.° As Comissées de Propaganda do Porto
e de Coimbra compete:

1.° Fornecer a Comissdo de Propaganda de Lisboa
elementos para a organizagcdo e actualizacdo do ca-
dastro dos licenciados em ciéncias mateméaticas pelas
respectivas universidades e dos professores de mate-
matica;

2.° Realizar a propaganda das ciéncias matemaéticas
e da actividade da S. P. M. nas respectivas circuns-
cricdes universitérias.

IV — Das Comissdes Temporarias

Art. 22.° A Direcgcdo podera constituir Comissdes
Temporérias com atribuicées determinadas.
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Art. 23° As Comissdes Temporarias sdo dissolvi-
das por deliberacdo da Direcgdo ou pela apresen-
tacdo dos respectivos relatérios ou pareceres.

V — Dos Nucleos

Art. 24.° Os s6cios residentes no Porto e em Coim-
bra poderdo constituir nicleos cientificamente autd-
nomos.

Art. 25.° Os so6cios residentes em qualquer loca-
lidade do territério nacional poderdo solicitar da
Direccdo autorizagdo para constituirem um Ndacleo.

Art- 26." Quando o julgue conveniente poderda a
Direccdo conceder autonomia cientifica a determi-
nado Nducleo.

Art. 27." Necessita de prévia autorizacdo da Di-
reccdo a realizacdo de cursos ou conferéncias pelos
Ndcleos ndo auténomos.

Art. 28.° Os Nucleos poderdao ter regulamentos
proprios, mas estes ndo deverdo contrariar os Esta-
tutos e o Regulamento Interno da S. P. M.

Art. 29.° Cada Nucleo elegera um secretario atra-
vés do qual manterd relacées com a Direccéo.

Art. 30.° Até 15 de Dezembro de cada ano os
Nucleos apresentardo os respectivos relatorios.

VI — Do Centro de Documentagdo

Art. 31° O Centro de Documentacdo abrange a
Biblioteca e o Arquivo da S. P. M.

Art. 32.° A Comissdo do Centro de Documentagio
compete:

a) Organizar e dirigir a Biblioteca e o Atquivo
da S. P. M.

b) Organizar e dirigir os servigos de expedicdo e
permuta do Boletim da S. P. M.;

c¢) Organizar e coordenar os documentos que pos-
sam servir & informacdo da actividade cientifica no
ramo da matematica, tanto no estrangeiro como
no pais.

VIl — Do Boletim

Art. 33.° A S. P. M. editara um Boletim do qual
publicar& um nUmero por ano, pelo menos.

Art.°© 34." A publicagcdo de cada numero terd lugar
dentro de 90 dias a contar do final do periodo a
que diz respeito.

Art. 35.° O Boletim
actividade da S. P. M.

constituira um arquivo da
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Art. 36.° A Comissdo de Redaccdo do Boletim
depois de organizado o original submeté-lo-4& a Di-
reccdo com uma proposta para a sua publicacdo da
qual constard& uma previsdo fundamentada da res-
pectiva despesa.

Art. 37.° Depois de aprovada a proposta da Comis-
sdo de Redacgdo do Boletim deverd esta dar inicio
aos trabalhos tipograficos correspondentes, que
dirigira.

Art. 38° A Direccdo da S. P, M. fixara o preco
de venda de cada numero do Boletim, e autorizard
as ofertas que a Comissdo de Redaccdo propuser.

VIIl — Das Reunides

Art. 39.° As reunides da S. P. M. terdo lugar as
segundas e quartas segundas-feiras de cada més

MATEMATICAS

EXAME DE

PONTOS DE

MATEMATICAS

I.S. C. E. F. — 1" Cadeira — MATEMITIOAB GEUAIS —
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excepto nos meses de Julho, Agosto e Setembro,

as 18 horas.

Art. 40.° O s6cio que pretenda fazer uma comu-
nicacdo deverad remeter uma cdpia desta ou o seu
resumo a Direccdo.

Art. 41.° A Direccdo s6 poderd recusar uma comu-
nicacdo em face do parecer desfavordvel da respec-
tiva Comissdo Permanente.

Art. 42.° A Direcgcdo daréd conhecimento ao soécio
da reunido em que terd lugar a leitura da sua comu-
nicacéo.

Art. 43.° As reunides para a leitura de comunica-
¢0es serdo presididas pela Direcgdo.

Art. 44.° Terminada a leitura de cada comunicagéo

serd dada a palavra aos s6cios presentes que queiram
pronunciar-se sobre o assunto.

SUPERIORES

FREQUENCIA E FINAIS

GERAIS

—{A —B) UB —A), demonstre que A0.B —

VIAC => = C.
2) Diga qual é o lugar geométrico de M (x ,y),
afixo do complexo z, tal que zz + 5(z + z) =» 6.

R: 1)
a propriedade

p-ieA,q-iell,r» isC
em provar que |[p A ~q)V

Fazendo
consiste

5659 —1) Sejam A ,B e C subconjuntos do V (qA - P)I<=>[(PA~1)V (rA - P)]i=> (q<=>r)
conjunto fundamental U. Tomando A AB = i uma tautologia.

P q ' (P A- @) V(@A-~p)l<=>[(P A-1) V(rA~P)]I=> (q<=>r)

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1

0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0

0 1 0 0 i 1 0 0 0 0 1 0

0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1

1 0 0 1 i 0 1 1 10 1 1

1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0

1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0

1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1
Etapas 1 2 1 3 1 2 1 4 1
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2)  Sendo z =x -tiy, vem
z+ z= 2x. A equagio
2+ yi +.10x —6 ou
equacéo
e raio thuai a ~/31.

'z =i '+ ] e

proposta
(x+ 5)" + y°-
de uma circunferéncia

e equivalente a
31 gue e a
com centro em (— 5,0)

5660 — 1) Mostre que :

a) X, =Jl/n,1[(n-1,2, ee¢)=>5 X ,3]0,I[
e ndao existe nenhuma subcolecgdo
(n = 1,2, e¢) que cubra 10,1 [.

6) X,-[-1,0],X,.,=[U/n-4-1,1/n](n= 1,2,...)=>

«

=> U | . D [0,1] e ndo existe nenhuma subcolecgdo
finita de A", (n= 1,2,¢s¢) que cubra [0,1].

Que esclarecimentos trazem estes exemplos ao lema
de BORUX-LEBESGUB ? Justifique.

finita de X,

2) Discuta a natureza da sucessdo cujo termo
geral ¢é
/ n°+ an+ 6 \«** + p" + "t

\n*-rcn + d )

R : 1) A solugdo das questbes postas nas  alinéas
a) e b) é imediata. Os exemplos mostram que o lema
ndo é verdadeiro se 0 conjunto ndo é fechado ou se a
cobertura ndo é aberta.

(a—c)n + (b—d)
+
n'-fen+ d

— + (b—d
i(aD* + Pn + f). (@ on ( )
n* -f-cn+ d

2) %u,=(an*+Pn + -y)io, 1

Se x(a—c)> 0 foo u,-++ 00 eu,-»
< a(a—c)<0 fog u, —00 e
Se a(a- ¢)=0

+ 00
u,-+0

<= OAa-c=jfcO 1logun
azjtOAa—rc -0
«=0"a - e=0

— P(a-c) e u,-*eP <)
ioo-u,-+a (b—d) e u,e""’-")
log u,—0 e

5661 — 1) Estude a natureza da série

S\ n» 42 |/

2) Considere
-1 (o< - 1)
I(»)" X' (- lglgl)
2 (x> 1).

Estude a sua continuidade e represente-a geome-
tricamente.

K|

R: 1) A série évisivelmente  divergente para x " 0

pois nesse caso u, nao e evanescenle. Com x> 0,
/ nt+ 1\ / 1 \

tome-se loa | | -log 11 1 =

— —T (Th-*1) . A natureza da série dada

n'+ 2 !

1

serd a da série de termos positivos 2Tl

n* + 2
um n » 1 a série converge com X > 1 «
n* + 2
diverge com x T~ 1.

2) ilfuncdo é continua em x = —O0O0 e para iodo
0 x< —1, descontinua para x= —1, coniinua
para —1< x< 1, descontinua para Xx » 1, continua
para x> 1 epara x —-f00.

I.S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 1* cadeira —
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5662 - 1) Considere f(x)=-——- ° la =hb) e
s+ 1

mostre que /(ff) e continua em Z —] — o0o0,-)-co[.
Verifique neste conjunto que /(as) possui minimo e
maximo (teorema de WEIEBSTBASS).

Determine a e 6, supondo que a oscilacdo dé
/(x) em Z éigual a 2 e que Y = 1 é assintota
da imagem de f(x) .

2) Calcule P Ve - 1 .

R : 1) f(x) e eoriiinua em Z pois é o cociente de
duas fungBes continuas  nesse conjunto. Tem-se  também
f (—00)= f(+ 00)= a e portanto f(x) também &
continua  no infinito.

2(a-b)x
Como f (x) ,f(x) anula-se  com mu-
(x' + 1)2

danca de sinal em x = 0O eporlanlo este ponto €é extre-

manle de f(x). Os extremos de f (x) sdopois f(0)= b

e f(— oo) - f(+ 00) - a.
A oscilagao em Z é G—|a—bj—2 e como
assintota

dim. f(x) = a»=1, em virtude Y = 1 ser
00

da imagem de f(x), vem
b= —1 oub=3.

|1 —b|= 2 o que da

2) Fazendo e*—1=1", vem

Pte—— 2P (1

— 2t —2arctgt —2jle»—1 —2aretgve —1.
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5663 —1) Détermine
cos X m
lim f -l =o.
log (1 + x) X /J

m e n por forma que

2) Supondo que as equagdes F (x,y.,t) =0 e
O (x,y,z) —O0 de&nem duas funcdes diferenciaveis

dy dz
y (x) e a(x), calcule e .
dx dx
Sugestdo : derive em ordem a x ambos os membros
das duas equa(;ﬁesd e resolva o sistema obtido em
a
ordem a 4 e .
d x dx
R: 1) lim\
log (1 + x)
i xcos X — mlog (1+ x) —nxioj(1+ x)
im
x-0 x log (1 + x)
m n X
COS X —Xsen X n log (1-1-x)
-« lim 1+x 1+X
log (1 + x) +
1+x
1-m
0

Terda deser m — 1 pois sefosse m ~ t 1 olimite da
expressdo dada seria 00 .
Corn m =-1, vem
cos X — X sen x nlog (1+ X)
lim
log (1 + x) +
1+x

— Sen X — sen X — X COos X

lim +
+ . N
1+ x (1+ x)1
1 n n
i 1+ x)* 1+ x (1+ X7
+ lim
1+ X + (1+ X)«
1-2n

oqueda n—1/2.

2) dv dz
K + F; — + —0

d x d x

dy Az
G, + G-—"- + G;-—o
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Ii F, G; - FigG;

F. G, —F~"G,
dx

F;, G; - F; G
dz

FiG;- F; G
dT

m

5664 — 1) Demonstre que o resto da divisdo de
um polindmio P (x) pelo polinémio

f(X)= (X— X0) (X — x1) **e (X — X,,)

P(Xj), ocom <Hi(x) = ie(x)/(x—x,) .

ri 3

LA *JI .
zes B 5=0, de ordem 2, tais que Indi-
que o valor dc k para o qual o problema é possivel.

2) Seja A = Determine todas as matri-

R: 1) R (x) tem de ser um polinémio de grau
inferior a n+ 1 que para X — X, toma o valor
P(x,) (i= 0,1,...,n).

A teoria da interpolagdo (formula  interpolador a de
Lagrange) da imediatamente o resultado.

2 Tomando B n

) - [ ]

m + 3 n+ 3
AB _ p q
4m + kp 4n + kq
e, portanto, tera de ser

m+ 3pmo Jan + kg= 0

m+kp=0 "1 n+3q=20"

sistemas  homogéneos que deverdo possuir  soluges nao
13
nulas.  Entdo K = 0, o que dda k—12: as
solugdes dos sistemas seréo
m=-—3p e n=- 3q

e B -3p -34q

p q
I.S. C. E. F. — MATEMATICAS GEBAIS — 1* cadeira —

2.° ponto de informac¢édo e 2.° exame de frequéncia
(2* chamada) —Dura¢do — 3 horas — 18-6-1966.

5665 — 1) Seja /(x) continuaem [0,1] tal que
V*e[O,I] Og/(i)gl. Prove que 3ce[0,I]:
f(c)-c.



GAZETA DE MATEMATICA

Sugestdo: Utilize na demonstracdo a funcdo auxiliar
€x) —f{x) —x .

2) Deduza a relacdo que deve existir entre m e

mx:+n
n para que a fraccdo racional {i(") ~ T~i—TTT
(x'—1)°

admita a decomposicdo em elementos simples da forma

(x - 1)5 4- X+ 1). onde X e (* sao constantes.
Qual é nesse caso o valor das constantes X e J7?
Calcule P ty(x)

R : 1) Tomando <?(x) = f(x) —x, uem f (0)—

= f(0)>0 e <p(l)= f(I)—21~0. Oro
$(0)=0=>30:f(0)=0
t(l)y-0=*31:f(1)-1

2(0)> 0AP()< 0=>3-6]1" )1
<p(c) -0<==>3C6]0,I[:f(c) = c.

m X+ n X u
8)
(x'-1)° (x-1)° (x+1)°
(X + X' F3(X- p)xi+ 3 X+ (¥)X (X =AL)
(x* - 1)
Entéo,
X+ |]i= 0=>X = —p.
3X— (@)= m=>6X=m
X—p=n=>2X-n
donde — = n eX
3
P+(xX)= - P (x- 1)-*- - P (x4-1)"
n
4 (x—1)2 T A (x+1)°
I
5666 — 1) Utilize o desenvolvimento em série de

MAC LiUBIitTde log® (1 + x) para calcular

. x* - log® (1+ x)
m

2) Sendo g (x) e h(y) diferencidveis, respectiva-
mente, em x = a ey = 6, demonstre que F (X ,y)e=
= g(x)e+a (y) é diferencidvel em P (a,6).

R: 1) = Ixl< 1

1+ X

1—X 4-X" — X 4- eee
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.
+ir-

to? (1 + x) - x*- x' + < 1

B<7(l+i)= x - | x| <1

Entéo,

Xt - % * (1 + X) - X' -
Um

Um
i=0 X
2) Por hipdtese,
g(a+ h)y—g(a) = hA com UmA finito
h(b4-k) —h(b) = kB com Um B finito.
ko

.Eniéo,

F(a+ h,b+ kl—F ((a,b)=g(a+ b)(Mb+ k)—
- g(@)eh(b)=h(b)[g(a+ h)y- g (a)] +
4-g(a+ h)y[h(b+ k)- h(b)l]==h[Ah(b)] +

+ k[Bg(a+ h)]= hM -r kKN

com lim M finito e Um N finito, o que exprime a dife-
b-0 h=0
renciabilidade de F (x,y) em P (a,b).
11
5667 — 1) Deduza a relagdo que deve ligar
a, b, ¢, e d para que as raizes r,, r, e r, do

polinémio a x* 4-36x° -r Scx + d satisfacam a con-
dicdo rj=r,er,.

2) Seja 6)4 X = B um sistema de m equacdes
lineares a n incoégnitas, com m> n .
Indique, justificando as respostas, sob que condi-

¢des o sistema S) é (o) possivel determinado,
(6) possivel indeterminado & (c) impossivel.
R: 1) . 3b
rn+ r, + r, mm
a
. 3c
rir, +r,r,f-r, r,
a
3b 3b
H+r, 41, ~ — 1T+ 71,401, = —
a
3c 3c
(r,+r, + 1))
a
3b
ri -f-r, 4-r, = -
donde ri =- —. Substituindo no polinémio, vem

b
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ac 3b c’ 3¢ a c3
+ -:d—0O ou d —
b' b' b b'
2) Sendo A'—J[A|B], tem-se

(a) possivel  determinado re=c(A)=c(A')en=r
(b) possivel indeterminado: r=c(A)=c(A') e n>er
(c) impossivel @ r = c (A)< c (A").

1.S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 1* cadeira —
Exame final —Epoca de Julho (1.* chamada) —
Prova escrita - 13-7-1966.

5668 — 1)
V o,ae ff (0+6)2 = a* 6>,

Se, num grupo multiplicativo ff

mostre que o grupo é comutativo.

R : (ae*b)2 = (ab) (ab) -
ababe»aabb.

aabb

a direita ambos  0s membros desta

b~ vem

Multiplicando
igualdade  por

aba= aab

e, multiplicando a esquerda  ambos o0s membros desta por
b* vem logo

ba=ab.

2) Utilize os conhecimentos sobre derivacdo e pri-
mitivacdo de séries para calcular a soma da série

X + — - + eee +
5 4n + 1

— + ees |

R : A série das derivadas
progressdo geométrica de
1

€ 1-)-X'+ eoet X' ,
razédo X', cuja soma e
para |x|< 1.
1 —x*
A soma da série proposta €&
P
(1-x1) (1+x*)
1

To(x-1) (x+ 1) (xi+ 1)

1-%*

\ 4 Xx—1 4 X+ 1 2 x*+ 1 )

- - \lo Ix - 11+ logx + 11 +-i arctgx.
49 4 g L g

3) Mostre que [/ (x) = e~ (/x é continua em

[0,-j- oo[. Estude a variagdo (intervalos de mono-

tonia e extremos) de f(x) neste conjunto. A imagem

da fungdo tem alguma assintota? Justifique.
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R : A fungdo é visivelmente continua em todo o ponto
préprio de [0,+00[. Como Um f(x) —0, a funcéo
*=+00
também é continua  para X «- + 00 .
fre(x) e*\JIX' + e— — - — e-' et~ 2
2 t/x" 2y /i

f'(x)> 0=>1- 2x> 0=>x< —

2
f'(x)<0=>1 -2x<0=>x>—
2
f'(x) =0=>1-2x-0=>x- —
2

A funcao é crescente em [0, * [> decrescente em
1V j+°" [ «te"> o»extremo* :

Méximo: f(»)- e-"» n
Minimos: f(0)=0 e f(+ 00)—0O.
A imagem da funcédo admite  a assintota Y —0
porque f(+ 00)= 0.
4) Sendo 2= xyf ( *) , mostre que 2 sa-
' oxy )
tisfaz a uma relagdo da forma
S AL _7.g(x.y).
ax dy
Ache g (x ,y) .
ax \' xy | X \' xy )
Al = f(1+L)_iL/> (I+L)
dy Voxy ] y V' oxy ]
(2- j2___=a;2,/ _
ax dy \' xy J
\' xy [/ \oxy ]

xy £ (M)t xy (x-y )t (nx)

9 (x,y)=x-y.

5) Utilize a teoria da interpolacdo para achar o

polinémio P (x) de grau minimo que satisfaz as
condigbes: P (- 2) 5, J>(- 1) 1, P(l)=1
e P'(0) =—1
R: X y Sy S2y
— 2 - 5 4 1
— 1 — 1 1
1 1
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O polindmio interpolador e
I (X)= - 5+ 4(x+ 2)- (x+ 2)(i+1) -

X+ X+ 1.
PX)=1TMx)+a(x+2 (x+1)(x- 1) =

= ax'+ (2a- 1)x*+ (1-
P'(x)- 3ax"+ 2(2a—1)x+ 1- a
P"(0)- 1- a l=>a- 2

a) X - 2a +1

e portanto

P(x)=2x"+3x"—x—3.

6) Sejam A e=¢\a\ ¢ B — \b\ duas matrizes
dos tipos (mX n) e (pxn), respectivamente, e
considere a matriz P = As B de termo geral
Pij — a,bj, (h mudo corrente de 1 an).

Como se forma a matriz P? Qual é o seu tipo?
Escreva P sob a forma de um produto de matrizes.
Mostre que a operacdo O ndo é associativa.

R : A matriz P obtém-se multiplicando linhas de
A por linhas de B e portanto é do tipo (mXp).
Como p, = a, b*, temse P = Ae<B*.
(AsB)sC = (A+B*)+C*= AB*C*
Ae(B6C)= A+(BBC)*- A+(B+C** -ACB*
e portanto a operacdo 9 ndo & associativa.
I.S. C. E. F. — MATEMATICAS GEEAIS — i." cadeira —
Exame final — Epoca de Julho (2.* chamada) —

Prova escrita — Duracdo 3 horas — 16-7-1666.

5669 — 1) Empregue a foérmula de Taylor para

as*
provar que 1 —cos X - C, comhmC= 1.

Utilize o resultado para estudar a natureza da

série cujo termo geral é u,,= n (I —cos —" .
R : Pela formula de Taylor, com resto de Lagrange,
vem
cos X =« 1 cosex (0< 9< 1)
e, fazendo G — cos 6x, vem imediatamente 0  resultado.
i A\ '
nu.=n* 1—cos— ) =n° C->'/j e portanto
\ n/ 2n’
2 u, é divergente.
2) Calcule P | arctg x .

43

R: Notando que - oX*- 1+ . vem
1+ x* X+
arctg x
P x*arctgy x —P arctg x + P
1+ x'
Como
X3 1 X'
P x* arctg x —arctg x - —P -
o o] 1+ X*
=_. " -ap =11 =
X3 1 1
“Fatrerex L TR g (e XA
P arcip x —xorcipx — P
1+ X'
x arcty x — —log (1 + x%)
carctg x (arctg x)°
1+ x° 2
X* X'
P — —earctgx*= — arctg x + xarciflix —
1 1 (arctg x)°
L% (1 + X)) - - x o+ e .

3) Estude a variagdo (intervalos de monotonia e
log x

extremos) e a convexidade de /(x) = <

1 -2logx
R: P (x)

f (x)> 0=>1_—2logx>0 =>logx < 1/2 =>x< \/é

f (x)< 0=>1—21logx< 0=>logx> 1/2 =>x> Ve
X=1/2=>x - V¥

f'(x) = 0 =>1 —2logx — 0=>log

J! funcdo e crescente em ]O,y/e[, decrescente em
Jl/e~, + eo [ e possui 0s, maximos fyNT) —1/2 e
f(+ o0)- O.

Como

5 + 6iopx

(x) -

fo(x)> 0=>x> V<&

f" (i)gO0O=>x<Vé>
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isto é, afuncdo éconvexa em [*Ve',+ co[ e concava
em ]0,°l1/é*]. Existe um ponto de inflexdo para
X= VEé-e
4) Sendo z = /(x,y) ee* +" e — - 0, de-
termine m e n por forma que
d d + z= o0.
‘dxdy ox dy
R: sz e"* +">-f f(x,y)-e""" "'m
" odx <)x Y
m.+n,. f(,y) . ->t>1,
AN
T3
0 K mi+nj, A AL +
axay <)x
+ mf(i,y)e “"ii
Logo
dz 9z dz df
. + z= 0~ (n- 1) +
(ix~y rfx dx

+ -— (m- 1)+ fx,y)(L+ mn—n—m)
ay

e a condicdo  proposta implica m=n= 1.

5) Sendo ¢(x)= fl (*—*)>ti x) = fl (x—s,)"
i-Q i«=0
ti (1)
e L (x)= , com x =jft x,, prove que :
ti(x)
ti (X
) Li (%) ® ) 2 £,(»)-!.
t ("0
R:a) @(x)= (x- xjb (x)=>
=> ' (x) - <f, (xX) + (x - Xi)»[(x) =>
=Sy tEt)-F(*i)-
ti 00 a M
Logo
1 " 1 o
- e, multiplicando am-
t M i=0 ?i ¢ - i)
bos os membros desta igualdade por P(x), vem imedia-
tamente o resultado pretendido.

6) Determine a, g e f por forma que o sistema

4xi +
S) 2xi+ x,+ x,=p

Xj —2 x» + 3x3 = o

Xj+ 3xj= a

GAZETA DE MATEMATICA

seja equivalente ao sistema

xt o+ X, =3
X| —x, + 2x, =1
X) - X3 — 2.
R : Para S vem A 1 1 = —2=jfcO « o0
1 -1
sistema  épossivel  indeterminado de grau 1 com a solucao
Xj —2—xj e x,=1-fx,.
O sistema S) também é possivel  indeterminado de

nrau 1 e, para que tenha a mesma solu¢do de S') , basta
substituir X| e x, por 2 —X3 e | + x%, reipecieta-
mente. Obtém-se  imediatamente a=>9, p=5e7= 0.

I. S. C. E. F. — 1* cadeira — MATEMATICAS GERAIS —
Exame final—Epoca de Outubro—Prova escrita—

1-10-1966.

5670 — 1) A imagem M do complexo 4 + 3
descreve um arco de circunferéncia de 45° com cen-
tro na origem dos eixos coordenados. Qual é o com-
plexo cujo afixo é a nova posicdo do ponto Ai?
Justifique.

1-f-3i —5 (cos a + isen a), com
O complexo pedido é

R :  Tem-se

cos « = 4/5 « sen a = 3/5.

z, = 5[cos (a + 45°) + isen (a + 45°)]

ou
z, = 5[cos (a —45°) + isen (a - 45°)].
Tem-se, evidentemente,
[2 71/2 7 VI2
L T I/SL

2) Sendo [/ (x) m e~"* (x=f=Q), diga que valor
deve atribuir a /(O) para que /(x) fique continua
em R . Justifique.

Considerando f (x) ja assim definida, prove que
/(x) €& derivavel para todo o valor de x e que a
derivada é continua em 11. Determine os intervalos
de monotonia e os extremos de /(Xx) .

R : Como Umf(x)= 0, deve tomar-se f@O)=20.
2
Para x sfs0 <em-«e f (x)- e** «— e f (0) =
= lim = 0

Dado que
f (x)> 0 para x> 0
P(X) < 0 para x< 0
f'(x) —0 para
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decrescente
Xx=20
(méximos) s&o

a funcéo f (x) é crescente
em ]—o0,0[ e possui minimo local para

f(0) =0 . Os outros extremos locais
f(— o00)- 1 e f(+o00)- 1.

em JO, + oo[,

3) Calcule P
X 4-" X'+ a-

a‘-t* ,
R : Faiendo \Js£ + a° = x + t, vem x = 2t
dx t'-)-a’
e tem-se
"37 2t°
1
H 2 2 p 2 2
X+ il/x'+ a 2 a‘-t + t-
2t 2t
t'+a’
2a’ t 220 V */
_Lv- 1, 111=- isl +T:- x)*-

4) Suponha g(x ,y) continua no ponto P (0,6).
Mostre que, sendo g(a,b)> C (oo g(a ,b) < OC),

existe uma vizinhangca de P (a,b) na qual g(x,y)>C
(ou g(x,y) < C).

R : Sendo, por exemplo, g (a,b)> C, tome-se
S<Jg(a,b) —C. Em virtude da continuidade de
g (x,y) em P (a,b), temsc C< g (a,b) —S <

<g("i") para
resultado.

(x,y)eV,. (P) o gue prouo o

5) Calcule as
—24x + 3,

raizes do polinémio
sabendo que ele possui

8se —Xx'—
uma raiz da

BOLETIM
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forma \Zrt, onde n designa um inteiro positivo que
ndo é quadrado perfeito.

R : Fazendo no polinémio X —y a, vem

—n —24y/n 43 =0 ou 8y/n(n—3)- n- 3,

relacdo que so é satisfeita com n —3 .
Utilizando  a regra de Ruffini, vem
8 -1 - 24 3
t/3 8y/3 24 - t/3 -3
8 8v/3-1 ~-y/3 |0_
e ai restantes raizes sdo as do polinémio 8 x* 4-
4-(8y/3 —1) x—y/o\ Tem-se entdo ri=V3\ rj--«/"'3
e r, = 1/8.
6) Discuta o sistema
xi— k xz + k x,=1Ic
kxi —k*x, + k x* =1
kxi 4- x +kx =1

segundo os valores do parametro /s.

R: Como 1 —Kk K" =k(k-1) (k4-1) (k»4-1)
k - k' k
k 1 k*
o sistema € possivel  determinado se k=j=0,1,—1.
Verifica-se  facilmente que o sistema €& impossivel  se
k —O0, possivel indeterminado degrau 1 se k —1 e
k = —1.

Enunciados o solugdes dos H.' 5659 a 5670
de Fernando de Jesus

BIBLIOGRAFICO

Neeta seccdo, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serdo publicadas criticas de Urros
e outras publicacdes de Mateméatica de que os Autores ou Euitores enviarem dois exemplares a Redag¢So

161 — A. G. KOBOSH —Algébre Générale — Dunod
— Paris 48 F.

O leitor encontrard nesta obra da Colecgdo Univer-
sitdria de Mateméatica da Editora Dunod—a fisiono-
mia actual da &lgebra geral tal como a apresenta o

célebre matemético soviético, autor de ndo menos
célebres tratados sobre teorias dos grupos.

O livro destina-se aos estudantes que ja adquiriram
s6lidos conhecimentos sobre A&lgebra superior e faz
uma exposicdo em que sdo indicadas as divisdes fun-
damentais da algebra geral contemporanea e postos
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em evidéncia os teoremas mais significativos e poten-
tes, deixando para o estudante o cuidado de procurar,
para o pormenor, as monografias e tratados mais
desenvolvidos. Algunstemas, que até aqui ndo figura-
vam nas obras destinadas ao ensino sdo expostos na
obra. Sdo por exemplo: anéis ndo associativos, alge-
bra universal, grupos com raulti-operadores.

A obra trata sucessivamente dos pontos seguintes:
relacdes; grupos e anéis ; 4lgebras universais ; grupos
com multi-operadores ; reticulados; grupos e anéis
com operadores; modulos, algebras lineares; grupos
e anéis ordenados e topoldgicos, anéis normados.

Termina com bibliografia bastante completa e in-
dice alfabético de assuntos.

162 — J. LELONQ-FERRAND, F. COMBES, D. LEBOBOUE
M. VIALLARD — Problemes de I'Analyse Maitrises
de mathématiques, Cl — Dunod — Paris 32 F.

Na coleccdo «Problemes de licence et de maftrise»
a editora Dunod publicou um repositério de exerci-
cios de andlise matematica, com cerca de duzentos
problemas, resolvidos pormenorizadamente e com notas
adicionais sobre assuntos contidos nos problemas do
novo certificado C 1, seja segundo ciclo das Facul-
dades de Ciéncias Francesas. Sdocatorze os capitulos
em que os problemas se agrupam.

Espacos topolégicos. Espagos vectoriais normados.
Derivagcdo de fungdes vectoriais de uma ou vérias
varidveis numéricas. Diferenciais. Aplicacfes reci-
procas, funcdes implicitas. Integracdo de fungdes
reguladas. EquagOes diferenciais. Equagfes diferen-
ciais lineares. Equacdes lineares e quase lineares as
derivadas parciais de primeira ordem. Céalculo das va-
riacdes. Formas diferenciais. Fungcdes holomorfas de
uma variavel complexa. Equacdes diferenciais no
dominio complexo. Espagos funcionais.

Cada capitulo inicia-se por um resumo dos assun-
tos essenciais nele versados. Os problemas tém caréc-
ter tedrico e compreendem exercicios de calculo e de
aplicagdes.

E inatil insistir no interesse que um livro desta
natureza tem para os estudantes de matemaética.

163 —R. SILBER— Elude 61 trace des écoulements
permanents en canaux el rivieres — Dunod —
Prais 40 F.

Os estudo dos escoamentos em superficie livre é
particularmente dificil devido ao facto de existirem, na
equacdo do movimento, paradmetros que sdo fungdes ndo
analiticas da altura da &agua, mesmo nos casos mais
simples. No trabalho que apresentamos, o autor,
R. Silber, professor da Faculdade de Ciéncias de
Grenoble, faz uma anéalise completa dos métodos
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classicos. Alguns sdo longos e laboriosos, outros séo
simplificados pela introducdo de funcdes admitidas
empiricamente pela adopgdo de hipoteses suplementa-
res ; o problema posto determina em principio o mé-
todo a empregar.

A segunda edicdo desta obra comporta, além de
certo nimero de correcges e complementos, um capi-
tulo inteiramente novo que considera os casos de um
canal com leito de inclinagdo varidvel e de um canal
com caudal progressivamente varidvel por fontes ou
perdas continuas laterais.

Na exposi¢cdo adopta-se uma equagdo universal de
natureza perfeitamente analitica (cap. Il)em substi-
tuicdo da equacdo de paradmetros nédo analiticos, de
valores e de evolugdes varidveis com a natureza do
canal ou do curso de &gua considerados. A nova
equacdo permite o tracado de um diagrama univer-
sal que d& a evolugdo da profundidade reduzida em
funcdo do caudal reduzido sob a forma de caracteris-
ticas graduadas em energia reduzida.

Este diagrama, aplicavel tanto aos cursos de agua
naturais como aos canais prismaticos, forneceum mé-
todo de tracado absolutamente geral, mais répido e
menos fastidioso que os métodos que utilizam funcdes
empiricas endoresulta da exigéncia de novas hipdteses
simplicadoras. Fornece ainda um método geral de
estudo qualitativo e quantitativo, permitindo em
particular evidenciar as particularidades do escoa-
mento e seguir a evolucdo : formagdo da secgcdo de
controlo, aparecimento de regolfo, efeitos de singula-
ridades como variagdes de inclinagdo, abaixamento
ou elevacdo do leito, estreitamento ou alargamento,
pilar de ponte.

A publicacdo tem interesse especial a todos os en-
genheiros ou alunos de engenharia hidraulica e de
uma maneira geral a todos os gabinetes de estudo da
especialidade ou de ramos afins.

164 —J. BASS — Cours de Mathématiques — Tomo |
e Tomo | |— Quatrieme édition revue et corrigée
— Masson et C* Paris.

Este curso de matemética dedicado aos alunos das
Grandes Escolas de Engenheiros versa assuntos que se
integram em determinados programas das Faculdades
de Ciéncias. Serve particularmente os estudantes que
preparam a sua «maftrise» em fisica (mateméatica dos
certificados C, e Cj) e a «maftrise» em mecanica.
Alguns capitulos poderdo igualmente ser utilizados
no segundo ano do primeiro ciclo (MP e P C).

Entretanto a sua leitura exige conhecimentos pré-
vios de algebra, de anéalise e de geometria analitica
que, fazendo parte dos antigos programas de prope-
déutica sdo actualmente ensinados em matemaéticas
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espeeiais e repartidos peloa dois anos do primeiro
ciclo das Faculdades.

A quarta edicdo difere substancialmente das pre-
cedentes em muitos pontos. Se bem que o plano da
obra se mantenha o mesmo no seu conjunto, a ordem
seguida foi por vezes modificada. Certos capitulos
cujo ensino passou ao nivel do primeiro ciclo, foram
fundidos (por exemplo os dois capitulos sobre inte-
grais duplos e multiplos) e outros novos foram intro-
duzidos : quaternides, integrais de Lebesgue, comple-
mentos sobre séries e integrais de Fourier, definicao
das distribui¢des (sem grande desenvolvimento) for-
mas diferenciais exteriores, campos de tensores e
nocdes de analise tensorial, nocdes sobre séries
duplas. Os paragrafos sobre métodos numéricos, sem
ocuparem extensdo exagerada,foram regrupados numa
oitava parte do curso, e sensivelmente aumentados. Ai
se encontram métodos um pouco mais actualizados
para a resolucdo dos problemas de valores préprios, de
equacOes algébricas e de inversdo de matrizes, para
a soma de séries numéricas, calculo de integrais defi-
nidos, integracdo de equacgdes diferenciais e trata-
mento de alguns problemas relativos as equagdes de
derivadas parciais.

Os capitulos sobre nomografia e planimetros foram
sensivelmente conservados.

Fste curso tem a preocupacdo de apresentar uma
formulacdo matematica correcta.

E porém evidente que para redigir em 1200 pagi-
nas os elementos que constituem a cultura matematica
minima  do engenheiro  ou do fisico, tornou-se necessa-
rio reduzir aimportancia de desenvolvimentos abstra-
tos, enunciar sem demonstracdo certos resultados e
recorrer por vezes, explicita ou implicitamente, a
intuicdo.

Os exercicios propostos tem as solucdes desenvol-
vidas publicadas em outro volume da mesma editora
(J. Bass —Exercices de mathématiques).

A obra divide-se em dois volumes: o primeiro
comporta aproximadamente as matérias relativas
ao ensino da matematica do certificado Cjde fisica e
algumas das matérias de C,.O segundo comporta as
do certificado C, de fisica, diversos complementos e
a teoria das func¢des analiticas.

Podendo ser adquiridos independentemente um do
outro, os dois volumes formam um todo com pagi-
nagdo Unica.

165 — J.BASS — Eléments de Calcul des Probabili-
tés — Théorique et Pratique — Deuxiéme édition,
révue et augmentée — Masson et C'* Paris.

Estes aelemcntos de cdalculo das probabilidades»
destinam-se aos alunos das Grandes Escolas deEn -
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genharia e aos utilizadores, engenheiros e fisicos. Mas
podem igualmente prestar valiosos servigos aos estu-
dantes do segundo ciclo das Faculdades de Ciéncias
que estudaram o calculo das probabilidades, a estatis-
tica e afisica. A sua leiturandoexige profundos conhe-
cimentos de matematica moderna mas apenas um razoa-
vel treino da matematica classica que se ensina no
primeiro ciclo francés: elementos de &lgebra linear
calculo dos integrais simples e multiplos com alguns
complementos que serdo Uteis mas ndo indispensaveis
numa primeira leitura (integrais de FOUBIEB, func¢des
de EULER, funcgdes de variavel complexa).

A segunda edicdo difere da primeira por alguns
capitulos adicionais, uogdes elementares sobre a teo-
ria da medida, cadeias de MARKOV. Foi revista e
corrigida até o pormenor, tendo em consideragéo
varias sugestdes apresentadas por numerosos utili-
zadores.

A obra comporta sete capituos de calculo das pro-
babilidades propriamente dito, redigidos de forma
tdo intuitiva quanto possivel mas com a preocupagéao
constante de precisdo e de exactiddo. Eles terminam
com a lei fraca dos grandes nimeros e atendéncia para
a lei normal nas suas hipéteses mais simples. Os trés
capitulos seguintes constituem uma introducgdo ele-
mentar ao estudo das funcgdes aleatérias : diversos
modelos de defini¢do, exemplos, processos de POISSON,
funcdes aleatorias estaciondarias, covariancia e espec-
tro, ergodismo, cadeias de MABKOV. Enfim, os dois
Gltimos capitulos sdo consagrados a alguns proble-
mas estatisticos e mais particularmente ao texte do
X' e a algumas das suas aplicacgoes.

No texto sdo apresentados numerosos
tedricos ou numéricos.

Além disso, no fim do livro, encontram-se 56 exer-
cicios nédo resolvidos, referindo-se aos diversos capi-
tulos de curso. A maior parte deles tém indicacdo da
resposta e, para os mais dificeis, do método a empre-
gar na resolucéo.

A obra termina por seis tabelas numéricas, biblio-
grafia e indice alfabético.

exemplos

166 — B. Sz. NAGY — C. FOIAS — Analyse hamoni-

que des opérateurs de l'espace de Hilberl.

Na teoria dos operadores dos espagos de HILBEBT,
ha ja muito tempo se obtiveram resultados definitivos
pelos operadores auto-adjuntos, unitarios ou normais,
casos particulares mas de importancia fundamental
nos diferentes ramos da matematica e da fisica
teérica. A teoria dos operadores ndo normais, se
bem que tenha sido abordada desde h& muito sob
diversos aspectos ainda ndo atingiu uma forma defi-
nitiva semelhante. O desenvolvimento actual desta



teoria estd intimamente ligado aostrabalhos de certos
matematicos soviéticos e americanos. Os trabalhosda
da primeira escola sao relativos em primeiro lugar
as funcdes caracteristicas dos operadores e aos mo-
delos triangulares que destes operadores resultam,
ao passo que os dasegunda escola inspiram-se sobre-
tudo sobre a teoria da predicdo pelos processos esto-
casticos estacionarios. Finalmente existe uma orien-
tacdo de pesquisas sugerida pelo teorema sobre a
dilatagcdo unitdria dascontraccdes do espago de HIL-
BERT (Sz. NAGY, 1953) e desenvolvida pelos Autores
da presente monografia e outros (SCHBBIBEB, HALPE-
BIN, LANQEB, MLAK, etc.).

Esta ultima orientagdo permite, entre outras, esta-
belecer um célculo funcional para as contrac¢des do
espaco de HILBEBT. Por outro lado interfere também,
em certo sentido, com as outras duas orienta¢des de
pesquisas. Com efeito, a funcédo caracteristica deuma
contracgdo T aparece, neste estudo, deforma absolu-
tamente natural, particularmente pela «andlise har-
monica» dadilatacdo unitaria de T, anélise queéde
resto inspirada pela teoria da predicéo.

0 objectivo desta monografia é o de apresentar
uma exposicdo pormenorizada das informacgdes sobre
uma contrac¢do T que se pode deduzir a partir da
sua dilatacdo unitaria, reduzindo desta maneira o
estudo dos operadores de tipo geral ao dos operado-
res unitarios.

167 — HOCQUKNOHEM, JAFFABD, CHENON — Mathémati-
ques — Calcul différentiel,  etintégral — S¥"- édition
revisée et complétée — Masson et C'* Paris.

Trata-se de nova edicdo dojaclassico tratado dos
professores HOCQUKNOHEM e JAFFABD aos quais se jun-
tou agora CHENON, e destinado ao primeiro anodo

Leitores da «Gazeta de Matematica» !
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curso dematematicas gerais no Conservatorio Nacio-
nal de «Arts et Métiers».

Os conhecimentos exigidos para oacesso aeste curso
estdo contidos nosprogramas dosliceus e escolas na-
cionais profissionais franceses. Os alunos saidos destes
liceus profissionais e escolas profissionais, depois de
um ano normal de curso nocturno tém acesso normal
as técnicas essenciais de calculo diferencial e integral
e aplicagcbes geométricas quefacilitam por sua veza
compreensdo de teorias abstractas.

Este primeiro ano de estudo da mateméatica deve
permitir aos estudantes da«Promotion Supérieur du
Travail» a entrada natural em qualquer curso cien
tifico.

Nesta ordem de ideias os Autores incluiram nesta
nova edi¢cdo um apéndice contendo os conhecimentos
necessarios ao estudo dos quadripolos.

Além disso, o programa deste primeiro ano foi
concebido por forma a poder preencher aslacunasna
formacdo matematica dos individuos que basearam
o inicio dosseus estudos em outros ramos da ciéncia
— quimica e ciéncias naturais.

Os Autores, sem perderem de vista que os estudan-
tes de Promogdo Superior do Trabalho apenas consi-
deram a matematica como um meio necessario a
compreensdao das outras ciéncias, dedicaram toda a
atencdo emfornecer definicdes precisas e em expor
raciocinios rigorosos. Com efeito os perigos no trata-
mento matematico de um problema técnico residem
menos no erro do calculo que mais cedo ou mais
tarde acaba por aparecer, do que na pequena falha no
raciocinio que conduz a conclusdes erradas. Os estu-
dantes devem persuadir-se deque asubtileza aparente
de certos factos matematicos n&doé apenas um jogo
de espirito mas a traducdo de certas dificuldades que
se apresentam ao técnico.

Referencias dos N.°* 161 a 167, por adaptacdo de bibliografia
distribuida pelos Editores.

Enviem-nos os nomes e moradas dos vo0sso0s

amigos que podem e devem interessar-se por esta revista. Contribuirao assim eficien-

temente para que a «Gazeta de Matematica» se torne cada vez mais interessante e (til.



Toda a colaboracdo enviada para publicacdo nesta revista deve ser dactilografada*
A G. M. fornece separaras dos artigos publicados, mediante acordo prévio entre o
Autor e a Redaccao.

Publicacdes do CENTI (Centro de Tratamento da Informacgéo)

Relatério  Revisto sobre a Linguagem  Algoritmica — ALGOL 60

Tradugdo de J.G. TEIXEIRA

Problemas de Matematica na Teoria dos Reactores Nucleares

J. G. TEIXEIRA

Natureza da Investigagao Operacional

FERNANDO DE JESUS

LITERATURA MATEMATICA RECENTE

Editor - MASSON ET C.'*, Paris

J. BASS — Cours de Mathématiques — Troisieme  Edition  Revue et Corrigée.
— Exercices de Mathématiques.
M. Bouix — Les Fonctions Généralisées  ou Distributions.
M. A .TONNELAT — Les Vérifications Expérimentales de la Relativité Générale.

A. HOCQUENQHEM & P . JAFFARD — Mathématiques. Tome 1. Eléments de calcul différential et intégral.

Editor-LIBRAIRIE SCIENTIFIQUE ALBERT BLANCHARD — Paris

MARCEL DOLIGEZ — Gravitation — Contribution a la théorie corpuscular de la gravitation.
H. LAURENT — Théorie des Jeux de  Hasard.

Editor — AKADEMIAI KIADO - BUDAPEST

Deuxieme Congres Mathématique Hongrois.
MEDGYESSY — Decomposition  of Superpositions of Distribution Functions.

Editor-1ZDATELHSTVO AKADEMII NAUK SSSR-MOSKVA

LAWHENTJEW, JUSCHKEWITSCH, GRIGORJAN — LEONHARD EULEB.

Editor — DUNOD, Paris

CLAUDE BERGE — Espaces topologiques — fonctions multivoques.

A. DONEDDU — Cours de Mathématiques Supérieures. Tome 1. Algebre et géométrie.
LUCIENNE FELIX — Exposé moderne des mathématiques élémentaires.

C. PISOT et M .ZAMANSKY — Mathématiques générales — algebre —  analyse.

Editor — AKADEMIE-VERLAG, Berlin
A. 1.LURJI — Ré&umliche Probleme der Elastizitatstheorie.

Os so6cios da 5. P. M., «ss/nsn/es ds «Gazeta da Mai» ada cPor/ugs/ise Math.», beneficiam para ei/ss obra$ do desconto de 20 */,

0OS ANUNCIOS DESTE NUMERO NAO SAO PAGOS
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Niumero avulso:

Assinatura

Assinatura para o estrangeiro,

PONTOS DE EXAME

Uma das secgdes permanentes da Gazeta de Mate-
méatica é constituida pelos pontos de Matematica do
exame do 3.* ciclo do ensino liceal e de exames de
aptiddo as Universidades e pontos de exames de fre-
quéncia e finais das cadeiras de matemaéatica das
escolas superiores.

2. EDIGAO DO VOL. Il (N." 5 o 8)

Continua aberta a inscricdo para a nova edicdo do
ano |l da Gazeta de Matematica (n.°*5 a 8) ao preco
de escudos 30. Esta nova edicdo oferece aos leitores
da Gazeta de Matematica a possibilidade de comple-
tarem as suas colecgcdes no formato e caracteristicas
actuais e com os textos cuidadosamente revistos. Logo
que as inscri¢cdes atinjam o nimero de 300, proceder-
-se-4, a composicdo, impressdo e distribui¢cdo da nova
edicdo do ano IT. Depois de publicada, a segunda
edicdo do volume 11 sera vendida ao preco de escu-
dos 40.

CONDIGOES DE ASSINATURA

A administracdo da Gazeta de Matematica  aceita,
quando pedidas directamente, assinaturas de quatro
nimeros, ao prego de escudos 50, para o que basta

indicar o nome, a morada e o local de cobranca

ANGARIE

Concorrera, assim,

ASSINANTES
A iIGAZETA DE

17 escudos e 50 centavos

relativa a 1967 (4 numeros) 50 escudos

80 escudos

As assinaturas sdo renovadas automaticamente no
seu termo, salvo aviso prévio em contrario. Todas
as assinaturas tém inicio com o primeiro namero
publicado em cada ano.
ASSINATURAS GRATUITAS
Todo o assinante que indique a administracdo da
Gazeta de Matematica  dez novos assinantes beneficiara
de uma assinatura gratuita durante o ano seguinte
ao da suaassinatura.
NUMEROS ATRASADOS
Estdo completamente esgotados os nimeros 5 a 15,
da Gazeta de Matematica. Os restantes numeros séo
vendidos aos pregos seguintes :
N.°* 1-4 (2.* edicdo do ano I, no formato

actual e com o texto cuidadosamente revisto) 40000
N."™ 16 a 49, cada numero 12050
N.™ 50, 76-77 60000
51 a 75 fcada namero simples 17/50

N." 78 a 99\
101 a 104 1 = X CUPt e e e e foi0e
N.° 100 100£00
A administracdo da Gazeta de Matematica executa

qualquer encomenda a cobranga pelo correio.

PARA
MATEMATICA ».

para o0 melhoramento

de uma revista sem objectivos comerciais

ADMINISTRACAO DA

«GAZETA DE

PRECO ESC. 35300
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