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O n the condition (xy?~=apy* in nonassociative rings 
by José Morgado 

Instituto da Matemática, Universidade Federal de Pernambuco, Brasil 

1. I t is well known that a group G satis
fy ing the condition 

( 1 ) (xyY = x*y* for al l x ,y in G 

is necessarily commutative. 
I t is also well known that i f G is a group 

such that 

( 2 ) (xy)i = x'yi for three consecutive inte
gers i and for al l x , y in G, 

then G is necessarily commutative ( [ 1 ] , p. 3 1 , 
exercise 4 ) . 

However, the ring-theoretic analogues of 
these group-theoretic results do not hold. 

Thus, M C C O Y ([2], p . 1 5 , example 6 and 
p. 3 1 , exercise 7 ) gives an example of a non-
commutative r ing satisfying the condition ( 1 ) 
and E . C . JOHNSEN, D . L . O U T C A L T and A . 

Y A Q U B [ 3 ] give an example of a noncommu-
tative r ing satisfying the condition ( 2 ) . 

I n [ 3 ] , the authors prove that if R is any 
nonassociative ( i . e., not necessarily associa
tive) ring with identity satisfying the condition 
(1), then R is commutative. 

The purpose of this note is to generalize 
this result. 

2 . Let us recall that an element a of a 
multiplicative groupoid G is said to be an 
associative element, i f one has 

ax-y = a-xy, xa-y=*x-ay 

and 
xy•a = x •y a 

for all x ,y in G. The element a is said 
to be cancellable, i f for al l x,y in G each 
of the equations ax = ay and xa = ya 
implies x — y . 

We are going to state the following „ 

THEOREM : Let R be any nonassociative 

ring satisfying the condition 

(x y)2 = x2 y2 for all x , y in R . 

If for every ( i j ) e E x R there is in R 
some element e which is associative and can
cellable in the multiplicative subgroupoid of 
R generated by the set j x , y , e j , then R 
is commutative. 

PHOOK : Indeed, one has obviously 

(x(y + z)) 2 = (xy + xzf = xy • xy + 
-\-xy-xz-\-xz-xy-\-xz:Xz 

for a l l x , y , z in R . S O C I E D A D E P O P 1 " 

D E M A 
ConliiDoinlii N 
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On the other hand, by taking into account 
the hypothesis of the theorem, one sees that 

(x(y + z))2 = x2(y + z)2^ 

— x2 y2 - j - x2 • y z -\- x2 • z y -f- x2 a2. 

Consequently, one has 

( 3 ) x2-yz + x2-zy = xy-xz-\-xz-xy 

for al l x ,y ,z in R . 
I f one starts with ((x-\-z)y)2, one obtains, 

by a similar way, 

( 4 ) xy • zy + zy • xy — xz • y2 + zx • y2 

for al l x ,y , z in R . 

By changing x to x -\- z in ( 3 ) , one gets 

x2-yz-{-xz-yz + zx-yz-\-z2-yz-\-
-\-x2-zy + zx-zy = xy • x z + xy • z2 + 

-\-zy-xz + zy-z2 + xz-xy-\-z2-xy 

and, hence, it results by ( 3 ) , 

(£>) xz-yz-\-zx-yz-s

rz2-yz->rzx-zy = 
= xy-z2-\-zy-xz-\-zy-z2-\-z2-xy 

for all x ,y ,z in R . 
Now, we are going to show that the ele

ment e satisfying the conditions required in 
the theorem, commutes with x and y . 

I n fact, by putting x = z~e in ( 3 ) , i t 
results 

e2 • y e + e2 • e y = e y • e2 -f- e2 • e y 

and so 

( 6 ) e2 • ye = e y • e2. 

Since e is associative in the multiplicative 
subgroupoid generated by \x , y , e\ , the 
equality ( 6 ) implies 

e2 y • e — (e y • e) e 

and, since e is cancellable in that groupoid, 
it follows 

e2 y = e y • e . 

By repeating the argument, one obtains 

• 9—y « i 
as wanted. 

Analogously, by putting y = z — e in ( 4 ) , 
one gets ex = xe . 

I f in (Õ) one puts z = e , i t results by (6), 

( 7 ) xe-ye-\-ex-ye-\-ex-ey = 
= x y • e2-\-ey-xe-\-e2-xy. 

Or, one has 

x e • y e = (x e • y) e = (x • « y) e = (x • y e) e = 
= (x y • e) e = x y • e2, 

by the associativity of « and commutativity 
of e with y. 

Similarly, one sees that 

e x•ey = e2 • x y 

and, consequently, f rom ( 7 ) i t follows 

ex-ye = ey-xe 

and, hence, 

(ex • y)e = (ey-x)e. 

Since e is cancellable, one concludes 

e x • y = e y • x , 
hence, 

e • x y e • y x , 

that is to say, 

x y = y x , 

as it was to be proved. 
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Um feorema sobre a Teoria da Medida 
por O . T. Alas 

Seja X um espaço topológico de H A U S -
DOBFF e indiquemos por A (X) o anel gerado 
pela topologia sobre X. 

D E F I N I Ç Ã O . Uma medida positiva p. sobre 
A(X) satisfaz a condição (II) se: 

1 ) ( * ( l * l ) - 0 , V * * X ; 
2 ) p , ( Z ) > 0 , para todo aberto Z, não vazio; 

3 ) (* ( ! • )—inf | « ( Z ) | F c Z e Z é abertoj=-
= sup (pí-ff") I Ã~c: F e A' é compacto j , 
para todo F e A {X). 

O objectivo desta nota é estudar em que 
condições existe uma medida p sobre A(X), 
verificando a condição ( / / ) , no caso em que 
X é um grupo topológico localmente com
pacto. 

TEOREMA. Seja X um espaço topológico 
regular. Se existe uma medida positiva sobre 
A ( X ) , satisfazendo a condição ( H ) , então 
todo o recobrimento aberto de X , localmente 
finito, admite um sub-recobrimento enumerável. 

DEMONSTRAÇÃO. Suponhamos, por absurdo, 
que existe {Zïjin, recobrimento aberto do 
X, localmente finito, que não admite sub-
-recobrimento enumerável . Usando o teorema 
de Z O R N , é fácil mostrar que existe uma 
família de abertos, ( F , ) j e . / , tal que 

1 ) / C / e *=f=VjCZZj, V i e J ; 

3 ) o cardinal de J é maior ou igual a 

Fixemos um elemento (xj)je.i pertencente a 
\ Vj e consideremos o conjunto F — \.vj\jeJ\. 

F é um subconjunto fechado de A' ; além 

disso, se À'cz F e A' é compacto, então K 
é finito. 

Seja a uma medida positiva sobre A(X), 
verificando a condição (II) . Temos que 
p ( F ) = 0 . Por outro lado, se FçzZ e Z 
ó aberto, então p (Z) = oo , pois existe um 
número natural m \ / , tal que o conjunto 
\j e J\ p (Z D Vj) l />n | não é enumerável . 
Mas, então verifica-se 0 = p (F) = oo, o que 
é absurdo. Fica assim demonstrado o teorema. 

COROLÁRIO. Seja G um grupo topológico 
localmente compacto, separado e não discreto. 
Então, existe uma medida positiva sobre 
A (Gr), verificando a condição ( H ) , se e 
somente se G é a-compacto. 

DEMONSTRAÇÃO. Se G é um grupo topo
lógico localmente compacto, e x i s t e uma 
classe, D, de subespaços abertos, s-com-
pactos, dois a dois d i s j u n t o s , tal que 

<?= U Y - (P]) 
Y eD 

Ora, se existe uma medida positiva sobre 
A (G), verificando a condição (H), pelo 
teorema anterior devemos ter que D é enu
merável , donde G é o- compacto. 

Suponhamos, agora, que G é u-compacto. 
Indiquemos por B o u-anel sobre G gerado 
pela classe dos subconjuntos compactos de 
G. A N D R É W E I L [ 1 ] mostrou que existe 
sobre B uma medida (a medida de H A A R ) , 
tal que a sua res t r ição ao conjunto A (G) 
verifica a condição (H). (Note-se que todo 
subconjunto fechado de G é reunião enu
merável de subconjuntos compactos de G). 

B I B L I O G R A F I A 

[ 1 J ANDBÉ W E I L , L'intégration dans les groups topo
logiques et ses applications. Hermann-Paris, 1 9 3 8 . 

2 ] J . L . K B L L B T , Topologia general. E U D E B A , 1 9 6 2 . 
3 ] P . R . HALMOB, Measure í/teoru. Van Nostrand,1964. 
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Une remarque sur un théorème de la théorie 
des semi-groupes fortement continus 
d'opérateurs sur un espace de Banach 

par J. P. Carvalho Dias (*) 

Soit A' un espace de BANACH de norme 
Il . y , L (X) l'espace des applications linéaires 
continues de X dans X et Ji+ = j t e R \ < ^ 0 J . 
Un semi-groupe fortement continu d 'opérateurs 
sur X est une famille | S ( 0 ! « , 5 + J S(t)eL(X), 
telle que : 

( 1 ) S (i, + tz) — S («j) • S (i 2), y < i , f a e Â + . 

( 2 ) 5 ( 0 ) = / , application identité de X. 

( 3 ) lim+S(t)x = x, V » e X. 

Les semi-groupes ainsi définis sont parti
culièrement utilisés dans la théorie des équa
tions d'évolution l inéaires de la physique (cf., 
par exemple, [ 3 ] ) . 

L e but de cette note est de démont re r 
directement le théorème Buivant qui se pré
sente habituellement de démonstrat ion assez 
compliquée : 

THÉORÈME. Soit | S ( t ) j t e Ã + un semi-groupe 
fortement continu d'opérateurs sur X . Alors 
il existe des constantes M ^ 0 et ò > 0 telles 
que , 

( 4 ) | | S ( t ) | | ^ M , V t e [ 0 , 3 ] , où 

! | S ( t ) | | = sup | | S ( t ) x | | . 

(*) Boursier de la Fondation Calouste Gulbenkian. 

Ce théorème étant établi i l en découle le : 

COROLLAIRE. existe une constante w \ 0 
telle que 

( 5 ) Il S (t) Il ^ M e - , V t e R + . 

De plus, pour tout i e X la fonction S (t) x 
est continue de R + dans X . 

Démonstrat ion du corollaire : 

Soit t e R+ . I l existe un entier n^.0 et 
un T tel que 0 ^ T < á tels que t = nò + y 
ce qui ent ra îne , par ( 1 ) et ( 4 ) , || <S(<) || ^ 
^\\S(S)\\'\\S(y)\\^Mn*K Donc, 

Il S (t) Il ^ Me"" avec to = log M/ò si M^l 

et w = 0 si M < 1 . 

Soit maintenant xeX. I l vient, si r 2 X i j ^ . O , 

\\S{i2)x-S{tx)x\\^ 

^ Me""« Il S (t? — t\) x — a* Il 0 

quand t2 -* t\ ou i i -* t 2 , d'où la continuité 
de *S (i) a; en tout t e /?+ . 

Pour démontrer le théorème nous utilisons 
le lemme suivant qui est un cas particulier 
d'un théorème de G. MARINESCU (cf. [ 2 ] , 
ch. I I I , § 5 , n.° 1 ) : 
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L E M M E . Soit B un espace de B A I R E (*) 
et j f„ | une suite de fonctions continues de B 
dans R_|_ telles que 

( 6 ) V x e B , 3 Um f n (x) < + oo . 
n -*• + oo 

Alors il existe un ouvert non vide A de B , 
«ne cowítaníe M ^ 0 et un indice p iei* que 

( 7 ) s«/> f „ ( x ) ^ M , V n ^ p . 
i e A 

Démonstrat ion du lemme : 

Pour m , n = l , 2 , • • • , & = 0 , 1 , • • • , soient 

^ m * = / m 1 ([0,/<;]), ^4n*= P) ^ m * - L a con-
m - n 

tinuité des / „ ent ra îne que Ant est fermé 
dans B et, de plus, ( 6 ) implique que 
B — M Ant. Puisque B est un espace de 

»,* 
B A I R E i l existe alors un A„tko dont l ' intérieur 
A est non vide. Le l emme suit avec 
M = A-0 , p = n0 . 

Ceci étant nous allons démontrer la pro
position suivante dont le théorème est un cas 
particulier : 

PROPOSITION. Soit X un espace de B A -
NACH de norme \\ • | | , jS ( t ) | l e -^_ une famille 
d'éléments de L ( X ) telle que 

(8) V x e X , 3 lim+ S (t) x . 
t-*0 

Alors il existe des constantes M ^- 0 et ò > 0 
telles que 

(9) | | S ( t ) | | ^ M , V t e f O . a j . 

(1) Un espace de B A I R E est an espace topologique 
où toute réunion dénombrante d'ensembles fermés 
d'intérieur vide est aussi d'intérieur vide. 

Démonstra t ion de la proposition : 

Soit tn 0 une suite de limite 0 quand 
n + oo . Posons 

/» (*) - \\ S(t*)* H, n - 1 , 2 , . . . \ 

Puisque X est un espace de B A I R E (cf., par 
exemple, [ 1 ] , ch. I V , § 4, n.° 3) et on a (8) 
on peut appliquer le lemme antér ieur . Donc, 
i l existe un ouvert non vide A de X, une 
constante Mx X 0 et un indice p tels que 

(10) sup II S(tn)x\\ ^ Mx, V n ^p . 

So i t x0eA et c o n s i d é r o n s l 'ouvert 
V *= x0-— A qui contient 0 . (10) ent ra îne 

(11) Snp\\S(tn)x\\^2Mi, V n ^ p . 

Soit maintenant B (0 , p) une boule fermée 
de centre dans l'origine et rayon p > 0 con
tenue dans V. Si || x || ^ 1 on a p x 6 B (0 , p) 
d'où, par (11), on obtient 

(12) H S{tn)\\ V n ^ p . 

Considérons m a i n t e n a n t les intervalles 
[ 0 , l / n ] , n — 1 , 2 , • • • , et supposons, pour 
tout »i, S (i) non borné dans [ 0 , 1 / n ] . Ceci 
en t ra îne l'existence d'une suite J i ' n | conver
geant vers 0 et telle que l im || <S' (i'„) || = 

n + oo 

= + oo . Or cela est absurde par la première 
partie de la démonstra t ion. 

R E F E R E N C E S 
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A note on the normal endomorphisms of a group 
by José Morgado 

Instituto de Matemática, Universidade Federal de Pernambuco, lîrasil 

1. I t is well known that in an abelian 
group, for every integer n, the mapping 
n : x I—*x" is an endomorphism. 

In [ 1 ] , E . SCHENKMAN and L . I . W A D E 

have considered the converse question whe
ther a group is abelian when n is an endo
morphism. One knows that, i f there are three 
consecutive integers » for which the mappings 
x I—>xl are endomorphisms, then the group 
is abelian. However, f rom the fact that the 
mappings x I—>xi and x I—>x'+ l are endo

morphisms for some integer », one cannot 
conclude that the group be abelian ( [ 2 ] , 
Exercises 4 and 5 , p. 3 1 ) . 

Let G be a group and let G \ n\ be the 
subgroup of G generated by all elements 
whose orders divide n . I n [ 1 ] , i t is stated 
that 

1) if n is an endomorphism, then 
O / G j n 2 — n j is abelian ; 

2 ) if n is an automorphism, then 
G / G J n — 1 j is abelian ; 

and, consequently, 

3 ) if G has no elements whose orders 
divide n 2 — n or if G has no elements 
whose orders divide n — 1 when n is 
an automorphism, then G is abelian. 

The purpose of this note is to improve the 
results obtained by SCHENKMAN and W A D E . 

2. Let us recall that an endomorphism a 
of a group G is said to be a normal endo

morphism of G , i f a commutes with every 
inner automorphism of G, i . e., i f one has 

« (x y ar 1 ) = x a. (y) x~i 

for al l x , y in G . 
Since (x y ar 1)" = x yn x~l for al l x , y in 

G, one sees that, i f n is an endomorphism 
of G, then it is necessarily a normal endo
morphism. 

The identity operator of G w i l l be denoted 
by s and by z — a one means, as it is natu
ral , the operator of G defined by 

(c — a) (x) = x a. ( a H ) . 

I n general, the operator e — a. is not an 
endomorphism, as one concludes from the 
following 

THEOREM 1 . Let a. be an endomorphism 
of the group G . Then z — a. is an endomor
phism, if and only if a is normal. Moreover, 
if x is a normal endomorphism, then the 
endomorphism s — a is normal. 

PROOF. Indeed, one has 

(g - a) (x y) = xyoc ( y - i = x y a (y-i) a (.r-i) 

for al l x , y in G . 
On the other hand, 

(e — a) (x) .(z — a ) { y ) = xa. (x~i) • y « ( y - 1 ) • 

Consequently, z — a. is an endomorphism, 
i f and only i f 

y « Or1) « O - 1 ) = « y <* (y-1), 
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that is to say, i f and only i f 

?. 0/-1) « (ar») a (y) = y-i » G*"1) y , 

for all x ,y in G . 
This means that t—x is an endomorphism, 

i f and only i f one has 

a x~l y) =» y - i a (aH) 3/ for al l a?, y in ( 7 , 

•which proves the first part of the theorem. 
Moreover, one has clearly, fur al l x,y 

in Ô, 

y(e - a) (x) j r ' = 7/ x a (aH) y-1 — 

(-' — i r 1 ) . 

proving that £ — a is normal. 

THEOREM 2. If a. is a normal endomor
phism of the group G , then a. — a 2 is a 
normal endomorphism of G and the quotient 
y roup G/Ker(x— a 2) is abelian. 

PROOF. By theorem 1, the operator 1 — a 
is a normal endomorphism. 

I t is immediate that, i f a. and (3 are nor
mal endomorphisms, then the composite en
domorphism x o j3 is also normal. 

Since 
a. — a 2 = x a (z — a) , 

one sees that « — a 2 is a normal endomor-
phism. 

I n order to show that the quotient group 
G / K e r ( « — a 2) is an abelian group, it is 
sufficient to show that al l commutators of G 
are in the kernel of the endomorphism a —a2, 
that is to say, for al l x,y in G , 

0 — « 2 j ( a r # a H # - i ) = e, 

where e denotes the neutral element of G. 
Or, by the normality of a, one has 

obvio usin

ât (xyx-i y-i) = a (x) x (y) a (ar») a fer1) — 
= a (a-) a (a (?/) a r 1 a (y~1)) — 
= a (a?) ofl (y) a (aH) a 2 (y~l) ^ 

- « ( « ( * ) * ( y ) a ( a r - > ) ) « t 9 { j r 1 ) -
= a 2 ( a - ) a 2 ( y ) a 2 ( a - i ) « 2 ( y - ' ) = 

= a?(xy ar 1 . 

From this it follows 

a(xy x-i y~x)ofl ((xyx~iy-'1)-1) = e 

and, consequently, 

(a - « ^ ( « j r a r ' y - ' » ) = e , 

as it was to be proved. 

COROLLARY 1. If a. is an injective normal 
endomorphism of the group G , then the quo
tient group G/Ker [t — a) is abelian. 

I n fact, f rom 

a i i y r ' y - 1 ) = ofi(xyx~l y~l) , 

it results, since a is injective, 

xyx-*y-i - a ( a?ya - i3T ] ) 

and hence 

(î — a) (a- f/ ar 1 y I) = g 

for all a?,y in 6 ' , proving that G/Ker(t — a) 
is abelian. 

COROLLARY 2. 7 / the mapping n : x |—• x n 

i * an endomorphism of the group G , then the 
quotient group G / G j n 2 — n | is abelian. I f , 
moreover, the endomorphism n is injective, 
then G/G jn — 1J is abelian. 

I n fact, n is normal and one has clearly 

G I M 2 — ?ij = iiTer (?J — î?) 

and, i f ?i is injective, then 

G\n — 1\ = Ker(\-n), 

where 1 denotes the identity endomorphism. 
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3 . Now, tlet us suppose that the endo
morphism a is such that 

xd(x~1)eZ for every xeG, 

where Z denotes the center of G. 
I t is easy to see that e — a is normal. 
Indeed, since a(ar1) = x~1z for some zeZ, 

one has 

ex. (x y arl) = a (x) a » (x~ ') = 
= z~1 x <x (y) x~1 z — x<x(y)x~'i 

for al l x,y in G, proving that a is normal. 
Then, by Theorem 1 , one concludes that 

• — a is a normal endomorphism of G . 
We are going to see that the quotient group 

G/Ker(t — a.) is abelian. 
I n fact, since 

({— a) (x y a r 1 y 1 ) = x y x~1 y 1 a (y x y~1 a r 1 ) = 
— xy x-i y~l (x(tj)a(x)a{y-l)«(x-1) = 
= xyx-^<x(x)y-^ac(y)oL(y-i)<x(x~i) = 
= x y x~1 x (x) yr1 a ( a r l ) = 
= xyy~x a r 1 a (a;) a ( a ' - 1 ) = 
= e 

for all a;, y in G , one sees that the kernel 
of e — a. contains the subgroup generated by 
the commutators and, therefore, the quotient 
group G/Ker (e — a) is abelian. 

Conversely, let us suppose that e — a is a 
normal endomorphism and G/Ker (e — a) is 
abelian. 

Then, one has 

x y ar i y~l a (y) a (a;) a Q r 1 ) « (a? - 1) = e 

for al l x , y in G . 
From this it follows 

xyx-iy-*a(y) = a (a;) a (y) a (ar ') = 

= ar a (y) ar > , 

in view of the fact that « is a normal endo
morphism, by Theorem 1 and a = e —(e — « ) . 

Hence 

yx-iy-*cr.(y) = «( jAar .« . 

Consequently, 

for al l a;, y in G . 
This means that y~1ct(y)eZ for every 

2/eG. 
I n short, the following holds : 

THEOREM 3 . I f à is an endomorphism of 
the group G such that x a (x~ ' ) it in the 
center of G for every x e G , then s — a it 
a normal endomorphism and G/Ker (t — a) is 
abelian ; conversely, if e — a t i a normal en-
domorphitm and G/Ker (E — a) is abelian, then 
a. is an endomorphism such that x a ( x _ 1 ) is 
in the center of G for every x e G . 

I n particular, one has the following 

COROLLARY. If a is a central endomor
phism of the group G, i . «., if a ( x ) e Z for 
every x e G , then the quotient group G/Ker (a) 
is abelian. 

Indeed, it is immediate that a is a normal 
endomorphism and so t — a is also a normal 
endomorphism. 

One has, for every xe G , 

ex (x) = x x~l a. (x) = x • (e — a) (a; - 1) e Z 

and the conclusion follows immediately f rom 
Theorem 3 . 
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A theorem on abelian quotient groups of a group 
by J o s é M o r g a d o 

Instituto de Matemática, Universidade Federal de Pernambuco, Brasil 

1. I n a previous paper [1] , we have shown 
that, i f a is a normal endomorpbism of the 
group O, then the operator a — a 2 is also 
a normal e n d o m o r p h i s m of G and the 
quotient group Cr/Ker(oc— a 2) is an abelian 
group. 

I n this note, we extend this result ; we 
state a necessary and sufficient condition in 
order that the quotient group C/Ker ( |3- (3 a) 
be an abelian group, a and (3 being endo-
morphisms of G and (3 a being the compo
site of (3 and a . 

2. I t is well known that, i f a and (3 
are endomorphisms of the group G, then 
the operator (3 — a of G, defined by 

((3 — a) (a;) = (3 (x) « (ar*) for every x e G 

need not be an endomorphism of G. 
I n fact, since 

((3 - a ) ( x y ) = Ç>(xy)«{yr* a;-') = 

- P (*) P (2/) «(3T 1 ) «(ar») 

and, on the other hand, 

((3 - «) (ar) ((3 - «) (y) t . (3 (* )« (ar»)p" (,y) « ( r «), 

one concludes that (3 — « is an endomor
phism, i f and only i f one has 

(3 (y) a ( r • )«(*-») = «(ari){3(*/)«(2ri) 

for al l x, y in G. 
This means that the fol lowing holds : 

L E M M A . If a. and (3 are endomorphisms 
of the group G, then the operator (3 — a is 
an endomorphism of G, if and only if the 

image of (3— a is in the centraliser of the image 
of a. in G . 

THEOREM. Let a and (3 be endomorphisms 
of the group G . Then the operator (3 — (3 a 
is an endomorphism of G and <fte quotient 
group G/Ker ((3 — (3 a) is abelian, if and only 
if the image of [3 — (3 a is contained in the 
center of the image of {3 . 

PROOF. Le t (3— (3 a be an endomorphism. 
Then, as i t is well known, the quotient group 
Ér /Ker (6 — (3 a) is abelian, i f and only i f the 
kernel of the endomorphism (3 — (3 a contains 
the commutator subgroup of G, that is to say, 

(1) (P-Pa)(xyxriy-l)~* 

for a l l a;, y in (?, e being the neutral ele
ment of G. 

Firs t , let us suppose that one has 

(2) Im ((3 — (3 a) c Center o/ Jm ((3) . 

Since 

Center of Im (fi) <z Centraliser of Zm((3a) i n (?, 

one concludes by Lemma above that the 
operator (3 — (3 a is an endomorphism of £?. 

Furthermore, one has 

= (3 (a; y a r 1 y- ' ) (3 a (a? 3/ ar 1 # - 1 ) - 1 = 
= (3(aO(3(#)(3(ari)(3( ri). 
. p « ( ^ P a ( i C ) p a ( r i ) ( 3 « ( a ? - i ) = 
= p(ar ) (3( z / ) (3 ( r i ) (3 a (^(3 (a ; - i ) . 
• (3a(a;)Pa(y-l)(3«(a:-l)== 
= p(x)P(x-i)P«(x)Pa(y). 
• p « ( y - i ) ( 3 a ( a r * ) - « . 

proving (1). 
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Now, let us suppose that the operator 
(3 — (3 a. is an endomorphism of the group 
G such that the quotient group C?/Ker(P — p<x) 
is abelian. 

From (1) it follows 

hence 

(p - p «) (ar) (p - (3 «) (y) - (p - f3 a) (y * ) , 

that is to say, 

P (ar) (3 « ( a - i ) (3 0) (3 « fjr>) = p (y ar) (3 « ((y *)"»). 

Consequently, 

(31» p«(ar>) £( , / ) p « (y-i) -
= P(y)P(ar)P«(ar-i)p«(y-i) 

and so 

p (ar) P a (ar») p (y) = (3 (y) p (*) p « (ar«) 

for al l ar ,y in (?. 
Thus, for every xeG, the e lement 

P (ar) P a (ar 1) commutes with every element 
of I m (P) , that is to say, 

I m (p — P a) <= Center of Im (P) , 

as wanted. 

3 . I n particular, let us set p = e (iden
tity operator). 

One has clearly Im (e) -= G and, since the 
condition 

I m (e — s a) ç Center of G 

means that 

x a (a?-1) e Center of G 

for every x e G , one obtains 

COROLLARY 1 . If a. is an endomorphism 
of G , then the quotient group G/Ker(e—a) 
is abelian, if and only i f , for every x e G , 
x a ( x _ 1 ) is in the center of G . 

This Corollary is the Theorem 3 in [ 1 ] . 
Now, let us set p = a.. 

Then, if the endomorphism a. is normal, 
i . e., i f 

( 3 ) a ( « v M - 1 ) = u a («) it - 1 for al l u,v in G, 

one sees that the condition ( 2 ) holds. 
Indeed, f rom ( 3 ) i t follows, by setting 

u «= a (ar 1) and v = y , 

«» ( « r ! ) a (y) «2 ( * ) = , a (ar») a ( y ) « (ar) 

that is to say, 

a (ar) a2 (ar>) a (y) - a (y) a (ar) « 2 ( x - i ) 

for al l x , y in G. 
This means that 

( « - «S) (ar) « ( y ) - « (y) ( a - « 2 ) (ar) 

for al l x, y in (7 

and so the condition ( 2 ) holds. 
By Theorem above, the group G/Ker(<x — a 2) 

is abelian and one obtains the following result, 
stated in [1] as Theorem 2 : 

COROLLARY 2 . If a. is a normal endomor
phism of G , then a — a2 is also an endo
morphism and Q/Ker(a — a 2 ) is abelian. 
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Alguns aspectos do problema dos erros 
em Análise Numérica 

por Fernanda Aleixo de Oliveira 

1 — É nossa intenção focar algumas das 
possibilidades que a Análise intervalar ( ') 
fornece para controlar o problema dos erros 
em Análise Numérica. 

Depois de ter sido elaborado um determi
nado processo numérico para resolver um 
certo tipo de problemas, poderemos encará-lo 
só como um modelo, pois a realidade dos 
cálculos afasta-se sempre do resultado exacto. 
Não só tomamos dados inexactos como ao 
longo dos cálculos o número de inexactidões 
vai aumentando. É realmente nm facto que 
o rigor matemático é bastante enfraquecido 
quando o problema se reduz a um problema 
ari tmético. 

O uso de computadores torna o problema 
mais agudo, pois o estudo de propagação 
dos erros em processos numéricos de milhões 
de cálculos torna-se extremamente compli
cado. 

A Análise Intervalar consegue resolver ao 
mesmo tempo e antomàticamente, fazendo 
uso de subrotinas adequadas, os vários pro
blemas de erros : de truncatura, de arredon
damentos, de inexactidão dos dados iniciais 
de um problema e propagação dos vários 
erros ao longo do processo numér ico . 

Baseia-se essencialmente no conceito de 
Intervalo e numa Álgebra adequada. 

A importância do conceito de Intervalo é 
imediata — ao calcular, por exemplo V2 , por 

meio de am algoritmo qualquer que nos 
forneça a sucessão de n ú m e r o s : 1, 1.4, 
1.41, etc, e que nos permita concluir que 
cada elemento desta sucessão nos informa 
que o elemento seguinte será obtido acres
centando ao anterior mais um algarismo à sua 
direita, algarismo esse que vai estar entre 
0 e 9 , teremos : o elemento 1 diz-nos que 
/ 2 es tará no intervalo [ 1 , 2 ] , o elemento 
1.4 le va-nos a considerar o intervalo [1.4,1.5], 
o elemento 1.41 conduz-nos ao intervalo 
[ 1 . 4 1 , 1 .42] , etc. 

Cada intervalo considerado contém a solu
ção exacta do nosso problema. 

Ao descrever matemàticamente um pro
blema físico, por exemplo o movimento de 
um corpo, seríamos mais exactos se, em vez 
de apresentar o problema nos termos usnais 
«o corpo A está no ponto X quando o 
tempo é Tv , o exprimíssemos fazendo uso 
de intervalos : «o corpo A está no intervalo 
[xl ,x2] quando o tempo está em [ t x , í 2 ] . 

A truncatura de processos infinitos pode 
ser controlada por meio de Análise Inter
valar com relativa facilidade, em muitos 
casos. 

Faremos só uma breve introdução à Álge
bra com Intervalos e apresentaremos uma 
aplicação da Análise Intervalar às equações 
diferenciais. 

(') Tradução da expressão inglesa «Interval A n a 
lysis". 

2 — Consideremos 3\ o corpo dos números 
reais munido da usual relação de ordem < . 
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DEFINIÇÃO 1 . Designaremos por inter
valo ,X, = [xx ,XQ] o conjunto 

jar.ar, < x < a ; 2 , x ,xx ,x2e%{\ . 

Usaremos a notação ,X para designar xx 

(extremo inferior do intervalo) e X» para de
signar xa (extremo superior do intervalo). 

No caso de ÍCJ = a*2 chamaremos a „X> 
intervalo degenerado. Representaremos por 
3 ( 9 1 ) o conjunto formado por todos os »X, 
definidos anteriormente e identificaremos cada 
real x com o intervalo degenerado [x ,x]. 

Com a notação .X . Œ «Y. significaremos 
que para «X. «= [a>, , a-2] e .Y , = [ y x , y2] se 
tem 

xx > y , e a - 2 <? / 2 . 

TEOREMA 1 : O conjunto 0 ( 9 Î ) formado 
por elementos «X» é um conjunto parcialmente 
ordenado pela relação C : 

a) «X, C .X, 

b) ,X» C „Y, e .Y, C .Z. => „X, C .Z» 

c) „X»C«Y. e „Y»C«X»=>.X, = «Y, ( x ! = y i 
« x 2 = 7a) • 

A alínea 6) tem importância fundamental 
no Cálculo Numérico. 

Definamos em 0 ( 9 1 ) as operações ari tmé
ticas + , — , x , J, usando o símbolo * 
para indicar qualquer delas : 

X * . Y . - .Z . 
( 1 ) com 

.1» : = \x * y : x e «X» /\ye „Y. j 

com a condição de 0 $ «Y. para a divi
são . 

De ( 1 ) fàcilmente se conclui que se . X . C . T , 
e .Y , d «R» então 

.X, + . Y . C . T . + .R. 

ĉ>̂  «X. — «Ya C -T. — «R» 

«X» «Y> d tT>í>cCcR> 

.X, / « Y . C . T . / <R, ( O f « R , ) . 

Diremos que as operações ari tméticas com 
intervalos gozam de inclusão monotônica por 
obedecerem às relações (2). 

Um equivalente conjunto de definições de 
carácter algébrico, mas referidas aos ex
tremos inferior e superior dos intervalos será : 

1 ) [xi, x2] + [ y x , y2] = [xi + yx , x2 + y2] 

2) [xx, a-2] — [ y x , y2] = [a-, — y2 , x2 — yx] 

3) [xx, x2] x [ y x , y2~\ = [zx, z 2 ] com 
a, = min (a?, x y, , xx X y 2 , x2 X #i , 
i í X y 2 ) e z2 -= max (a?i X # i , ar, x y 2 , 
a - 2 X y , , a - 2 X y 2 ) 

4) [ > i , a?2J/ L>1> 9zl - l > i , ^ J x C V A ' a , 
supondo-se 0 $ [ y i , y 2 ] . 

TEOREMA 2 . /Se F ( x j , x 2 , • • • x„) designar 
uma função racional nos X i segue-se: 

Dado ,Xi», • • • , .Xn», »e F („Xi„, • • • , «X„») 
tem sentido e 

•X'i» c .Xj», >X'2. cz „X2, (. • • • • ) uX'u» cz «Xn» 

então 

(3) F («X'i», «X' 2., • • • j <iX'n.) C 
C F («Xj., , X 2 , , • • • «Xo») • 

De ( 1 ) e das relações (2) se conclui (3). 
Se em (3), ,X ' i» , , X ' 2 . , • • • , .X'„, designa

rem intervalos degenerados, isto é, números 
reais, o valor de / / («X ' i» , • • • , «X'n») será um 
número real contido no intervalo F(UXX,, • • • 
' " * } «Xn») • 

Chamaremos largura do intervalo «X, = 
= [xx, x2] ao número real a?2 — xx e designá-
-la-emos por w («X.). • 
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Atendendo às definições acima apresenta
das para as operações , poderemos organizar 
subrotinas para qualquer computador. Pode
remos também fornecer ao c o m p u t a d o r 
subrotinas que o tornem apto a controlar os 
erros de arredondamento, levando-o a arre
dondar para a esquerda no extremo inferior 
e para a direita no extremo superior do in
tervalo, no fim de cada operação . Necessita 
ainda o computador de subrotinas adequadas 
para controlar os erros de arredondamento 
provenientes da mudança de números para 
diferentes bases de modo que o resultado final 
dum problema nos apareça sob a forma de 
um intervalo que contém a solução exacta 
do problema. 

Para além de uma Aritmética com inter
valos que nos fornece um controle automático 
dos erros em qualquer computador digital, a 
Análise Intervalar oferece diferentes possi
bilidades de atacar problemas como a reso
lução de sistemas de equações diferenciais, 
cálculo de integrais, cálculo de raízes de 
equações algébricas , resolução de equações 
integrais, inversão de matrizes, etc. 

Alguns destes problemas foram j á aborda
dos, mas há ainda um vasto campo para 
investigação dentro do campo de aproxima
ção numérica . 

Tomemos um polinómio 

n 

• P». (a?) = 2 . 8 i , (x — a)' 

de grau n, cujos coeficientes sejam interva
los «Oi, e tal que 

f(x , y (ar)) e .P„, (x) para xeAx. 

Há várias possibilidades de realização para 
, & , , ( * ) . Ver [4] , [ 6 ] . 

Em geral toma-se um polinómio de grau 
zero ou grau 1. 

É sabido que a solução de (4) se pode 
obter por meio da equação integral 

( 5 ) y(a?)=y 0 + £ f ( x , y ( x ) ) d x . 

Usando „P„„ (a;) teremos [4] 

(6) y(x)e.YW.(x) = y0+ j ,Pn.(x)dx. 

Notemos que 

»(«Y,«»(aO) 4 io(.P„,(x)) (x - a) 

3 — Vejamos uma aplicação da Análise 
Intervalar às equações diferenciais. 

Consideremos a equação diferencial 

y'(x)=f(x,y(x)) 

J/(«,)==yo 

com f(x,y(x)) definida e c o n t i n u a em 
A ^ A Í X B I e AX = [a,, a 2], 

Bi-[ài,à2], at, bi e 91 , i = l , 2 , 

e xe A \ ,y (ar)e BL . 

desde que consideremos em (6) valores de 
x e A2 C A\ para os quais (ar — « ) < 1 . 

Iremos em seguida melhorar «Y>(0)(ar). 
Suponhamos que ó possível obter uma fun

ção F(x, , Y , ( 0 ) (ar)), [4] , tal que para x e A\ 

a) F{x,y{x))^f(x,y(x)), 
b) Fix^Y^W^fix^ix)), 

(?) c) para ,Y ' , (x), 4 Y " , (a?) c «Y, (ar) e 
fY'>(ar)crcY">(ar) a função F satisfaça 
a inclusão monotónica, i . e. 

F (a r , ,Y ' , ( a r ) ) c F (ar, t Y " , (ar)) . 
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Se / ( a r , y (a?)) for uma função racional em 
x e y, obtem-se F(x, tY,(0) (x)) pela simples 
substituição de y por fY, ( 0 )(ar) em f(x,y(x)). 
Substituindo em (6) teremos 

(8) y(aOe .Y,<»(*)-*y.+ 

/ F(x,,Y,W(x))dx 

X6 A\ . 

Novamente 

to (,Y,0) (aï)) ^ w (F(x , .Y, <°> (ar)) (x - a) . 

Se ,Y,0)(*)C.Y,W>(af) 

de (7) - c) e (6) virá w( f Y,(2>(ar)) ^ to(,Y»<»(«?)). 

Poderemos assim obter uma sucessão de 
soluções intervalos , Y , ( 0 ) (ar), «Y»(1> (ar) , 
obedecendo a 

a) y(ar)e«Y,<n>(a-) 

b) w ( tY.W (ar)) < to (,Y,<-»> (ar)) . 

Suponhamos que F (a?, «Y, ( 0 ) (ar)) satisfaz à 
condição de L I P S C H I T Z com a constante L. 
Teremos 

w (F (ar, ,Y,<« (ar)) < i » («Y,<»> (ar)) 

e em (8) 

w (,Y,<« (ar)) < £ (ar - a) to (, Y,<°> (ar)). 

. Para n i terações teremos 

w («Y,<"> (ar)) < ( £ ( * - a))» to (,Y,«> (»)) . 

O processo numérico será convergente 
para a solução de ( 4 ) , desde que L(x—a)<l. 

Para o cálculo dos integrais deverão 
usar-se os métodos de aproximação numérica 
de Ánálise Intervalar para integrais e em 
todos os cálculos deverá utilizar-se Ari tmé
tica de Intervalos. 

O presente trabalho foi escrito quando a 
autora era bolseira da Fundação Calouste 
Gulbenkian. 
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On Products of Generalized Hypergeometric Functions (*) 
by S. D. Bajpsi 

Department of Mathematics 
Shri G . S. Technological Institute, Indore (India) 

1. Introduction. In this paper we have established a formula for product of M E I J E R ' S 
(^-functions. From this formula we have deduced formulae for product of M A C R O B E R T S 
S-functions aud generalized hypergeometric functions. In se.ction 3 , we have obtained some 
hypergeometric transformations and formulae on the sum of 4 F 3 ( 1 ) . The results established 
are of general character and a number of known results follow as their particular cases. 

2. Product of G-funch'ons. (') 

If t^u, v^w, \ l x \ < l , | f i y | < l , then 

n + 
( 2 . 1) or:'a f i x * ) g % L y \ &) = 2 2 A(h)B(h') 2 ^ ÍA 

»+1 [ l + Sh—iy„-, iP„ 
AX 

»+»+/—*—I—«"1 

( 2 . 2 ) 
\ i f W \ v=i . . o ri' f (1 + 3*. - 3 , ) . B ! 

y ( _ 1 ).-*-'|» X f + of , + t—1 I 

L 1 + — ij3„ , tf, — ò v — n I 
(*) Por razões de natureza técnica derivadas das expressões utilizadas oestes dois artigos, resolveu a 

Redacção modificar a disposição gráfica dos mesmos. 
(1) For the sake of brevity the symbol jo, is used to denote , ••• , ar ; 1 + î» — if„ is used to 

denote 1+Sh — ••• , 1 + °\ — 7„ and ,p„ — 8A — m is used to denote Pi — P» — w , • • • •><• • • • , p„ — B» — >n . 
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Where 

rí' r ( f t - w n r ( i + p 4 - « , ) ( x x f h 

A(h)~l=L í= i , 
n r a + ^ - P y ) n r («,—&) 

/= /+ l .7 = 9+1 

ri' r (5.—3A.) n r (í + 3* — 7 () (p 
J?(A')-= — • 

n r ( i+3v —a.) n r ( 7 ; _ 3»o 

P R O O F . T O prove this, substituting in the left hand side from [4, p. 2 0 8 , ( 5 ) ] ( 2 ) , 
and expressing the hyper geometric functions as a product of two series, we get 

r i. n (i+(3A— «,)„ 
( 2 . 3 ) 2 2 A(h)B(hf) 2 |x*(—iy-'-«t-

n (i + j v _ r > ) „ 
x 2 —— 

» - o n' ( i + a v — 3 > ) . « J 

Now with the help of [8, p. 5 6 , (1)] and [8, p. 3 2 , ( 8 ) ] , the expression ( 2 . 3 ) becomes 

t 
r k n (i+(3A — «,•)„ 

2 2 A{h)B(h>) 2 2 H r 1  

*-> *'-» » - o n = o n' (1 + (3A —p^m! 

n (l+3». - rï' ( f t - f t - m ) „ ( - »»)„ 

which yields the result ( 2 . 1). 

Similarly the result ( 2 . 2 ) can be obtained from ( 2 . 3 ) , by first summing over m and 
then over n, with the help of [8, p. 5 6 , (1)]. 

( s) Replacing the G-funetions, with the help of [4, p. 208, (6)], we obtain the same results (2. 1) and 
(2. 2) by virtue of [4, p. 209, (9)], when the parameters are adjusted suitably. 
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3. Special Cases. 

(i) Product of E-functions. 

In (2. 1) and (2. 2), putting */=&-=> 1, t = g = p , u = Z = r , u*=*q+l, w = s + l , 
using [4, p. 209, (9)] and [5, p. 439, (5)], and setting 1 + (3, — , « p = i<xp, 1 +$i — 2%+\ 

= ibq, 1 — 3 ,— ,y r =- xcr, 1 + 3 ,— 25.+i - i<*., replacing by > a; and — by f*y, 

we have 

n r(«v) , n r (a , + m)(— J * ) - -
(3.i) j B / i a i ' ; ^W(' ' C r ; f i 2 / \ = ^ 2 — 

\A / \idr J ' rrj.\ m.o n r c 4 f ) " - ° n r ( 6 J + m)m! 

Li<2«, 1 — jOp — m , J 

, < . ; n r(a,) „ n r ( « , + » ) ( — > y ) 

(3. 2) E ' l x ^ E ^ 5 f ^ = 2 ^ 7 
n r ^ ) «-o n r(d,- + » ) n ! 

i - l M l 

^ + n« , , l - * - », - n. ^ ( _ | 

L A , 1 —i<V— n Ix J 

where 

+ r ^ s + 1, | i * | > l , | f x ^ j > l . 

(ii) Product of generalized hyper geometric functions. 

In (2 .1 ) and (2 .2) , on taking / = & = 1, t = g = p, v — I = r, « = 2 + 1 , 
— i + using [5, p. 439, (3)], and setting 1 + — x*p = x a t , 1 + fi, — 2 (3 9 + 1 = ,6 , , 

1 + 3i — i7r = i c r , 1 + 3,— a3,+i = ,á„, > = — 4 , p = — -B, we get 

(3.3) , 2 ^ f ^ * W . f ^ ; B y T - Í i = í 
n (a,) r a(4ir)'" 

n (&>)* m ! 
Í-1 

L i ^ t j l — ia P — m 4̂ a? J 
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( 3 . 4 ) s , ( l ? A ' ) j ' . ( t V B ' ) - 2 ^ 
n (cj)n(Byy 

7=1 
{dj)n n 

p + » + l F , + , r i £ l p ^ — 1̂ ' — — w ; A x ( j y - . - j l 
, + 'Li&9,1 — íCr — n By J 

where 

p^q + 1, + \ A x \ < l , \ B y \ < l . 

With y = x ( 3 . 3 ) is a known result [6, p. 3 9 5 , ( 3 . 5)] obtained by F I E L D S and W I M P , 
using the techniques of Laplace transform. 

4. Some hypergeometric transformations and formulae on the sum of well-
-poised and nearly-poised 4 F 3 ( 1 ) . 

{€) In ( 3 . 3 ) and ( 3 . 4), putting y = x and comparing the coefficients of x", we 
obtain the interesting transformation 

& ( a / M " F f , c r , l — , 6 9 — n , — 1 ) i , _ ï ~ 1 l 

j - l P + s+W 

n (dj)H 

L i * , , ! — ic r — n J 

Putting .4 = — Z , S = l , « «= r = 0 in (4. 1), it reduces to a known result 
[6, p. 3 9 5 , ( 3 . 8)]. 

(it) In (4. 1), putting A = B - 1 , ax=y — a — p\ c , = 2 a , c 2 = 2 (3 , d, = 2 y , 
and using [1, 10. 1, (1)] for the left side hypergeometric function, we get 

(4.2) > F > \ \ ~ V P , 1 ~ 2 V &

n , ~ n ^ |_1 — 2 « — n , l — 2 p — n J 
( 2 y ) „ ( y - « ) , , ( y ~ f 3 ) „ 

( 2 « ) a ( 2 ( 3 ) n ( 7 ) n 

[a , 8 , — y — n , — n; j 

y + 1/2,1 + a — y — n , l +(3 — y — »J 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 19 

With y = a + 8, it reduces to a knowa result obtained by CHAUNDT [3, (10)]. 

(Hi) In (4 . 1), on taking A = B = 1, a, = — a — 3 -f y , q = 2 a , c 2 = 2 S , 

= 2 y , and using [1, 10. 1, (2)], we have 

- 1 / 2 - « - g + y , l - 2 y - n , - « H (2 y)„(y - a + l / 2 ) n ( y - 8 + 1 / 2 ) B (4.3) 5 F a 

r i / 3 - a _ e + y , l _ 2 y - « ( - n n = 

L l - 2 « - 7 i , l — 28 — n ( 2 « ) B ( 2 8 ) B ( y + l / 2 ) B 

[« . 8 » — 7 — n > — « ; 

y , l / 2 + a - y - « , l + 8 - y - n 

Substituting y = a + 3 — in (4 . 3), we obtain 

( 2 « ) B ( 2 8 ) B ( « + S) B [* , 8 , — - a — S — n , — n; 

a + 8 - 1 / 2 , 1 — « - « , 1 - 3 - n j 
(2cc + 2 S - l ) „ ( a ) n ( 8 ) n 

In (4. 1), putting A = B = 1, a, = a , a 2 =» S , é, == a + 8 — 1/2 , c, = a , c s = 8 , 

d 1 «=. a + 8 + — , and using (4. 4), we get a known result [2, p. 187, (3. 3)]. 

(iv) In (4. 1), putting A = B = 1 , a, = 1/2 — a — 8 + y , c, — 2 « — 1 , c 2 = 2 8 , 
dl = 2 y — 1, and using [1, 10. 1, (3)], we obtain 

r i / 2 - « - e + y , 2 - 2 y - « , _ n n (2 y - 1)„ (y - « + 1 / 2 ) „ (y - 6 - 1/2)B  

; 3 2 \ 2 — 2 « - n , l _ 2 p — » J ( 2 « - l ) B ( 2 8 ) „ ( y - l / 2 ) B 

^ r « , 8 , l — y — w, — n; 
* 5 l_7 , 1/2 + « — y — n , 3/2 + S — y — » J ' 

On taking y = a + 8 — in (4. 5), we get 
2 

F * > Í 3 > — « — s — « » — « ; (2 a 

| _ a + 8 - l / 2 , l - 6 - n , 2 - « - n J V 

/r I V ' 2 1 _ v J « - l ) B ( 2 p ) B ( « + 8 - 1)„ 
» + 2 8 - 2 ) B ( 8 ) „ ( a - l ) . 
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In (4.1), subst i tut ing a , = « , a 2 = (s, 6, = a + (3 — , c, = a , c 2 = (3 — 1 , 

dx = a + (3 —, and using (4. 6), we obtain a known result [2, p. 187, (3. 4)]. 
2 

(r>) In (4. 1), on taking 0 l = - i - — a — (3 — c, - 2 a , c 2 = 2(3, c 5 = y, d, -= 2 y , 

d 2 =3 a + (3 + — , and using [1, 10. 2, (1)], we have 
2 

(4. 7) 4*3 

a , f 3 , — + « + ( 5 - 2 y - « , — it; 

1/2 + « _ 7 _ » , 1/2 + 0 - y - n , a + (3 + - i 
a 

= ( 2 « ) n ( 2 ^ ) n ( y ) B ( y + l / 2 ) n  

( 2 y ) a ( a + (3 + l / 2 ) n ^ i - + y - « ^ ( | + y - ^ 

[— a — (3 - f y , 1 — 2y — n , — a — (3 — n , — n ; | 

2 ' ' 2 
1 — 2 a — « , 1 — 2 ( 3 — n , l — y — n 

Putting y = a + 6 in (4. 7), we get [2, p. 187, (3. 3)]. 

5. P a r t i c u l a r Cases. 

Here we have obtained from (3. 3) and (3. 4) many known results, by summing the 
series with the help of (4. 4), (4. 6) and G A U S S ' S theorem, etc. 

(a) Consider (3. 3) with A — B = l and y = x, then with 

(i) a ( = c — a — b, c, = a , c 2 = b', dt = c , and S A A L - S C H U T Z ' S theorem [8, p. 8 7 , 
(29) ] , we get a result obtained by E U L E R [ 8 , p. 6 0 , ( 5 ) ] . 

(u) a, = c , = « , a 2 = c 2 = (3 , i»i = rf, = —- a + (5 , and [3, (10)], it yields an 

identity due to C L A U S E N [4, p. 185, (1)]. 

(iit) J , t=p, dx = a, and GAUSS'S theorem, we get [4, p. 185, (2)]. 
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(b) Consider (3. 4) with A = B = 1, y = x , then with 

(i) a, — c, = a , a 2 = c 2 = ( 3 , bl = a + [3 — j d, = a + £ -f- — , and (4. 4), we have 
2 2 

an identity due to O R R [4, p. 186, (8)]. 

(it) al — a., Cj = a — 1, a 2 = c 2 = £ , ò 1 = r f 1 = a + (B ^- , and (4. 6), it yields 

[4, p. 186, (9)]. 

1 1 3 
(tit) a, a a , a2 = (3 , 6, = « + (3 + 1/2 , c, = — — a , c 2 = — — (5, ef, = — — a — (3 , 

and [3, (11)], we get [ I , p. 100]. 

(c) Consider (3. 3) with A = — # = 1 and y = a;, then with 

(i) cj = a , d] = b , and G A U S S ' S theorem, we get KUJIMER'S first formula 
[8, p. 125, (2)]. 

(ti) è, - dx = p, and [4, p. 104, (47)], it reduces to [4, p. 186, (3)]. 

{Hi) o1 — Cj — « , a2 — c 2 = (3 and DIXON'S theorem [8, p. 105, (3)], we have 
[4, p. 186, (4)]. 

(iv) aj = Cj = a , 2>i =<£j = p, and [8, p. 106, (4)], we get [4, p. 186, (5 ) ] . 

(y) a , = a , è, = 2 « , c, = [3, d , = 2 ( 3 , and W H I P P L E ' S theorem [7, p. 363, (8)], 
we obtain [4, p. 186, (6)]. 

(vi) 6 , = r f , = P l & 2 = tf2 = o2 and [8, p. 106, (6)], we get [4, p. 186, (7)]. 

(d) Results [4, p. 187, (12) to (15)] obtained by CHAUNDY can similarly be obtained 
by choosing the parameters in (3. 3) suitably. 

I wish to express my sincere thanks to Dr . V . M . B H I S E for is kind help and 
guidance in the preparation of this paper. My thanks are also due to Principal Dr. S. M. 
D A S G C P T A for the facilities he gave to me. 
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Expansion theorems for generalized 
hypergeometric [unctions I 

by S. D. Bajpai 
Dpartmant of Mathematics 

Shri G . Si Technological Instituto, ladore (India) 

1. Introduction. In previous papers [ (1 ) ] and [(2)J expansions for Fox's //-function 
involving J A C O B I polynomials and L A G U E E R E polynomials respectively were established. In 
this paper, we generalized the low order expansions for the //-functions [ (1 ) , ( 2 ) ] by L A P L A C E 
transform techniques and employ them to obtain expansions for M E I J E R ' S G-function and 
M A C E O B E K T ' S ^-function. The expansions given here are of general character and numerous 
special cases of the general theorems developed in this paper are scattered throughout the 
literature. Some well known results recently given by M E I J E R , B A J P A I , W I M P and L U K E are 
shown as particular cases. 

The subject of expansion formulae for generalized hypergeometric functions occupies 
a prominent place in the literature of special functions. Certain expansions and series of 
hypergeometric functions, play an important role in the development of the theory of 
special functions. 

The expansion theorems for hypergeometric functions were given from time to time 
by various mathematicians, with certain restrictions in the parameters. An adequate list of 
references would be quite lengthy. However, the references given here together with the 
sources indicated in these references provide a good converge of this subject. 

We now, mention in brief some interesting work on this subject. In a series of 
papers, M E I J E R [ ( 3 1 ) to ( 3 3 ) ] gave expansions of a G-function in a series of related 
(5-functions multiplied by hypergeometric polynomials p+1Fq(—n, ap;bq; z). L U K E , W I M P , 
F I E L D S and other members of staff of Midwest Research Institute contributed valuable papers 
[ (20) , ( 2 1 ) , ( 2 9 ) , ( 3 0 ) , ( 4 1 ) , ( 4 2 ) ] to the subject. Recently L A W R Y N O W I C Z [ ( 2 6 to ( 2 8 ) ] has 
given some interesting expansions, which include those of M E I J E R . Most recently the author 
in a series of papers [ (1 ) to ( 1 5 ) ] has obtained a number of expansion formulae for 
M A C R O B E R T ' S S-function, M E I J E R ' S G-function and Fox's //-function, which on generalization 
will give more results very soon. 

The H-function introduced by Fox [ (24) , p. 4 0 8 ] , will be represented and defined 
as follows : 

( l . i ) H ? v " r * i ( a t , ' i ) , ' ' ' , ( a ' , a ' ) i 

where L is a suitable contour. 

n r(bj-fjs) n r ( i - o , 
Z = ! ds, 

n rçL-bj+fjê) n r(^-«,#) 
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In what follows for sake of brevity (aP, ep) is to be interpreted as ( a j , « i ) , • •• , (aP, eP), 
p 

(ap)u. denotes II («,)«. and the symbol A(h,a) represents the set of parameters /-1 

a a + 1 a-)-A — 1 

where h is a positive integer. Also for ease in writing, we denote 

p q n p m q 

and Re(â + ò m / / m ) represents Re(ò+bjffj) where j = 1 ,2 , • •. , m . 
The following formulae are required in the proof: 

If A is a positive number, J_:0 , 5 > 0 , | argz | < — B i t , R e a > — 1, Re(3 > — 1, 
2 

ft ^ 0 , Re (ft + a + h b m / f m ) > - 1 , then 

a 2) ^ i r ^ r ^ ' K 0 ' ' ^ ! f ( - l ) N ( " + P + 2 i V + l ) ( « - 4 - j 3 + i y + l ) 
"'"V l ( W v ) J £ . T(a + l ) i V ! 

which foUows from [(1), (3. 1)] and [(35), p. 254, (1)]. 

If A is a positive number, A , B > 0 , | arg z | < — 0 « , Re a > — 1, ft ̂  0 , 

Re (p + « + /> 6 m / / , „ ) > - 1, then 
V 

(1.3) ^ ^ " \ ^ h \ f / , e ; U = i J " 1 ^ . 
L I (»«>/«) J j V =O iV!r(« + i ) 

' L I ( W , ) , J ' M a + l J 

which follows from [(2), (3. 1)] and [(35), p. 200, (1)]. 

i f h is a positive number, 5 > 0 , | a r g s | < — Bit , Re(hbm/fm—p)>—1, then 
2 

J* I \(bq,fq)A P + q l \{hqjq) J ' 

which can be established by expressing the //-function in the integrand as a M E L L I N - B A E N E S 
type integral (1. 1), inter-changing the order of integrations and using [(18), p. 137, (1)]. 
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The L A P L A C E transform [(18), p. 219, (17)] given by 

(1.5) ^ ^ - ^ « ^ ^ [ ^ ^ J d ^ r w p - ^ ^ ^ ^ ^ V P J , 

where p ^ q, Ee a > 0 . 

2. T H E O R E M I . 

(i) Let none of the following quantities be negative integers : 

P- h + 1 , , „ W. «» b n 4 ^ i r I 
b m / f m + — — — ; b m / f m + — - ; v; Pu — 1 ; b„,/fm — aB/ea , 

h h 

where h it a positive number. 

(ii) Let A + h ( r — s ) ^ 0 , B + h (r — s) > 0 , | org z | < - J - | B + h(r — s ) | , 
a 

Re (f* + «, + h b m / f m ) > 0 , i?e(v — a t ) > 0 , ^ e « , > 0 , i ? e ( h b m / f m - c r ) > - l , 
Re(hbm/fm — d s ) > — 1, i ? e ( l — c r ~ f x ) > 0 , Re{\ — d s — ft) > 0 . 

(iii) Zei p , q , r , s , t , u , m and n òc positive integers or zero ; 

p + r ^ q + s — 1 or p + r = q + s and | z to* | < 1, 

p + t ^ q + ( u + l ) —1 or p + t = q + (a + l ) and | z j > l , 

O ^ m ^ q ; O ^ n ^ p ; q - j - s 1. 

(iv) ie< r + u + l = s + t . 

(v) Let 0 < w < 1 , z =j= 0 . 

(vi) Lei 2 d s - 2 c r + 2 (3U - 2 a t - 2 h b m / f n i < ( s — r ) ( l _ p) + 2 j* + i - , 

i + b m / f m - C r +

i

h ~ 1 >o, i + b m / f m - h - ^ - ^ > 0 . 
h n 

Tfien 

( 2 n - H m - " + r T z M h I (Cr ' h ) ' ( a » ' ep)1 = r( i - C r - F ) r (p u ) 2 , (-i) N(^+2N)r(.+N) 
V } p + r ' q + s L | (b q , f q ) , (d s ,h ) J r ( i - d s - F ) r ( « t ) N r 0 N I 

Hm,n+t+i r I (— f*, b) , (1 — « t — f* , h ) , (a p , e p) 
p+t+t,q+u+.L | ( b q , f 4 ) , ( N - f x , h ) , ( - i * - v - N , h ) , ( l - p u - f t , h ) J 

r — N , v + N , l - c r - f i , | 3 U ; 6 ) " ] 
X r+u-t-2* s+t 

[ a,, 1 — d s — fi J 
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P R O O F . We first prove (2. 1) for the case u—0, f = l and a 1 = a , that is 

fo o) (. H»., »+ r f 2 »j(Cr,A), («„ , «„) "1 = r ( l - c r - ^ - ( - l p ( v + 2 ^ r f v + , V ) 

p + r ' i + ' L k w , ) ; ( * , * ) J r( i i-d t - ( t )r(ct) 1 £ 0 m 

H m,« + 2 r 2 | ( — f * » * ) > ( l - * — K » ^ ) > ( ( 7 P > ^ ) 

_ jp [~—N,v + N , l - c r - « H 
[_<X,1 — Js — p J 

Our proof for (2. 2) is based on induction on the parameters r and s (Note that the 
case r = * = 0 is the result (1.2) if we replace a by a + 1 and put v = a + (3 + 1) . 
Multiplying both sides of (2. 2) by co-""1* e _ x w , integrating with respect to co from 0 to 
oo , we get 

/ <o"'ff <TX • B \ z co* I ( C r ' A ) ' ' d co 

H m , « + 2 r I ( - (* , A) , (1 - « - ft, h), {ap , ep) 
»+ 2 - *+ 2 L I (h, /*) , (N - P , h), ( - (x _ v - N, h)J 

x / • œ c o - ^ e - ^ r + 8 / v t + 1 r - ^ > , ' + ^ ' 1 - " ' ' ' — f*5 - i ^ . 

Jo \_<x,l~d, — fi J 

Now with the help of (1. 4 ) and (1. 5), we obtain 

p + r + i - + ' L k w * ) , ( < * . , * ) J 

_ r q — c r — ^ r q - . - ^ s , ( - 1 ) * ( * + 2 rt)r> + A T) 

r ( i - * - f * ) r ( « ) Á A 7 ' 

H , » , »fs r I (— ft, A) , (1 — a — (* , Ã) , (a, , Cp) 

" + " ' Í + , L I (&* , / * ) , ( t f - f* , A) . (-(* - » ^ tf, » ) J 

|~— N,v + N,l — er — 1— ff-fi; y " | 

L a ,1 — d, — jj. J 
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Now replacing 1/X by to and o by c r + t and the induction on r is completed. To 
perform the induction on s, multiply both sides of (2. 2) by & ) , _ f i _ < 1 , replacing co by 
1/A, take the inverse L A P L A C E transforms of both sides with the help of (1.4) and 
[(18), p. 297, (1)] and then indentify i with d , + 1 . 

Now we establish a relation from (2. 2) which will be finally used to obtain (2. 1). 
Putting m = l , n = p, ô, = 0 , êj—frml ( j = l , 2 , ••• ,p; t' = 1 , 2 , . • • , q), A = 1, 

replacing ap by 1— ap,q by q+1 and i>, + 1 by 1 — bjQml , 2 » ••• ,q),er by 1 — c r , d , 
by 1 — d s and using the formula 

n T ( l + — a,)z*» 

( 2 . 3 ) H i ' ' r * i ( o , " l ) i = — 
n r ( l + 

and simplifying, we get 

(2. 4) « P ^ V . f ' " * ^ - J ( - ! ) » ( * + 2 AQ 

In (2. 4), putting 3 = 0 replacing r by r + w , let c r + x = p\ + fx , ) . = 1 , 2 , ••• , M and 
replace c x by c^ + yS ,1 = 1,2, ••• , r. Replacing s by s + t, let t / 1 + x = + fx , >. = 1 , 2 , • • • , t 
and replace dx by rfx + y 3 , > = 1 , 2 , • • • , » and ta by a u , we have 

(cr + y 3).p. i3U + f»). r (« V ^ Ã (2 N + v) ( - ^ fa to)!* = l c r -t-.yo;-(tip u-rPM^V")|* x 

(</, + y d)-,» («, 4- fx), p v (, ( JV + vv, i 

r— N,N + v , c r 4 v/<3 — f x , 6 „ ; a&Tj 

In the above expression let « - + • » , we get 

_ (<v+ .y^. !*([3u + fx)., t ^ y (2N+v)(- fx) jV  

"* (rf, + y (« , + fx)^ ~ 0 iV ! ( iV + + ! 

r - J V , J v ' 4 - v , f r + ya- f*-,p i l;M-] 
+ y 6 - fx , a, I 
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Now we replace u by f t + y 3 , c , by 1— cr,d, by 1—d, and co by tofr-r + t-u-i j 

we obtain 

(2.5) ( i - < v + y * ) - » - , , > ( & . + p + yt)-y-y% ^.mr-.+u-i + u 

(1 — rf, + y y i (a, + fi + ^a)-^..,,^ 

5 , (2iy + v ) ( - ~ r t - y 3 ) J V r _ ^ j V + i V ) i _ C r _ f J l ) 6 „ ; & ) 3 ' - ' + ' - « - n 

Now to show (2. 1), expressing the H-function of both the sides of (2. 1) as a M E L L I N -
- B A E N E S type integral ( L 1), using (2. 5) with 5 = 1 in the left hand side, the equality in 
(2. 1) is established after some simplification. 

We now discuss in brief with the help of [(16)], [(22)] and [(23)] the convergence of 
(2. 1) under the stated conditions. 

The necessary conditions to ensure the convergence and meaning of the II-functions 
and the hypergeometric functions are covered in (t) to (it?). The conditions (») and (it) also 
insure that the gamma-functions in (2. 1) which appear outside are finite. The sufficient 
conditions to ensure the convergence of the expansion are covered by (i?) and (vt). These 
conditions arise from the convergence of the infinite series and are based on the asymptotic 
behaviour for large N of the H function and the hypergeometric function on the right hand 
side of (2. 1). I f the condition (it;) is not satisfied the expansion diverge on account of the 
analysis given in [(23)]. Even when the expansion diverges a meaning in asymptotic sense 
can be assigned to the series. 

3 . T H E O R E M I I 

(i) Let none of the following quantities be negative integers ; 

bm/fm + — ~ - * ~ ! bm/fm + i f j L î î Ë. ; (3U — 1 ; b m / f m — a n / e„ , 

h h 

where h ù a positive number. 

(ii) Let 

A 4- h(r — s) ^ 0 , B + h(r - s) > 0 , | argz | < \ | B + h (r — s)| , Re (p + « t + hb B 1 / f m ) > 0 , 

ss 

Re «, > 0 , Re(h b m / f m — c r) > — 1, Re (h b m / f m — d.) > — 1, 

Re (1 _ c r — ft) > 0, Re (1 — d s — fx) > 0 . 
f 
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(iii) Let p , q , r , s , t , u , m and n be positive integers or zero; 

p + r Z q + 8 — 1 or p + r = - q + s and | z &>h | < 1 , 

P + t Z q + D - 1 , 

O ^ m ^ q ; O ^ n ^ p ; q + s X l . 

(iv) Let r + u + l = 8 + t . 

(v) Let 0 < o < o o , z ^ f c O . 

(vi) Let 2 d s — 2 c r + 2 ( 3 u - 2 a t — 2 h b r a / f m < i> - r ) ( l — fO-j-Sf* ^ , 

l + b m / f m - C r +

 L

b + 1 > 0 , l + b m / f m - h ~ P " ~ f X > O . 
h h 

Then 

p + r,q+s[_ I b q , f q ) , ( d . , h ) J r ( i - d . - » r ( « o N t 0

 N ! 

' n + t + 1 r ^ K - r1 > h ) >(1 - «t - F 5

h ) . ( a p » P p ) "1 
M + 1 ' q + u + 1 L | ( b q , f q ) , ( l - f u - F , h ) , ( N - F , h ) J 

X r + u + i r 5 _ | _ t 

I — N , 1 — c r — p., j3„ 
|_«t, 1 — d 5 — n 

P R O O F : The proof of this theorem is similar to that of theorem I and is based on 
(1. 3) instead of (1. 2). 

A formal proof follows by using the confluence principle in theorem I . That is, re
placing z by ), s, « by w/X and making Î -» » . 

4. E x p a n s i o n s for the G function 

T H E O R E M H I 

(i) Let none of the following quantities be negative integers : 

i f- — i i f* + «t — 1 — i r < i 
bm + —, ; b„, + ^ - ; v ; p u — 1 ; b m — a„ , 

h b 

where i = 0 , l , 2 , - " , h — 1 
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(ii) Let ( s - r ) h + p + q < 2 ( m + n ) , | ar S rz |< + n - y p — -1 q-}--1 h(r - s)^ * , 

i ? « ( f t + « t + h b m ) > 0 , Re(v— « , ) > 0 , Rext>0, Be(hbm - c r ) > - 1, 7?e(hbm — d s ) > — 1, 

Re{l — c r — p) > 0, — d . - f * ) > 0 . 

(iii) Zei h 6e a positive integer and p, q , r , s, t, u , m and n be positive 
integers or zero ; 

p + hr ^ q -f hs — 1 or p rh = q + sh and | z wh | < l , 

p + tb ^ q + (u + 1) h _ 1 or p + th - q + (a + 1) h and \z | > 1, 

0 ^ m ^ q ; 0 ^ n ^ p ; q -f - B \ 1 . 

(iv) Zei r + u + 1 = s + t. 

(v) Let 0 < u < 1, z =fc 0 . 

(vi) Zei 

2 d5 - 2 c r + 2 % - 2 a, - 2 h b r a < (s - r ) ( l - fi) + 2 u + —, 

l + b m - ^ C t l > 0 , l + b m - l - 3 u - ^ + i > 0 > i = = 0 > l > 2 , . . . , h - l . 
h h 

Then 

(4.1) M , G - t r h . h r z ^ l A ( h ' C r ) - H = r ( i - c r - . ) r ( M ' 4 < * - * > < ^ — + » 
i ; p + r h , q + s h | | b q i A ( h j d s ) J r ( i - d s - p ) r ( « t ) 

X e r - 2 d . + Z « 1 - Z & + ( l i - ± ) ( r - s ) + i ( u - t - l ) - 1 ( - ( _ 1)N ( v + 2 N) I > + N) 
• h X 2 J  

N I 

r , a i , » + (t+l)h r I A(h , - f i ) , A(h , 1 - «, - w), a p 

p + ( t + 1 ) h > q + ( u + 2 ) h ^ I bq , A (h , N — f t ) , A (h , — f i — v —N), A(h , 1 — *u — p- )J 

r - N , v f N , l — C r ^ fX , f3u ; t oh s - r + t - u - i - J 
X r + u + 2f s + t 

L« t , 1 — d s — fi J 

P R O O F : In (2. 1), assuming A as a positive integer, putting e } ~ f i = l(J= 1 , 2 , 
,p ; J = 1 , 2 , • • • , q) , using the formula 

H # ] £ : Î D - G ^ l > J v l 



30 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

and simplifying with the help of (1. 1), [(17), p. 4, (11)] and [(17), p. 207, (1)], the result 
(4. 1) is obtained. 

T H E O R E M I V . 

(i) lM none of the following quantities be negative integers: 

b m + - ^ ; b n i + H + « t — l + i ; * u _ 1 ; b m _ a n )  

h h 

where i = 0, 1 , 2 , • •• ,h — 1. 

(ii) Let 

( e r ) ~ h + p + q < 2 ( n i + n ) , | o r S r z | < (pi + n ——p — — \ + -i-h(r — »)\n, 

ff«(K + « t + h b m ) > 0 , tfe«t>0, Re(hbm — c r) > — 1, Re(h b m — d.) > — 1 , 

Re (1 — c r — (/) > 0, Re (1 — d s — fi) > 0 . 

(iii) Let h be positive integer and p , q , r , s , t , u , m and n be positive integers or zero ; 

p + r h ^ q - f - s h — 1 or p + r h = q 4 - s h and | z to1' | < 1 , 

p + t h ^ q + uh — 1, 

0 ^ m ^ q ; 0 ^ n ^ p ; q + s ^ . l . 

(iv) Let r + u + 1— s + t . 

(v) Let 0 < t o < o o , z ^ r O . 

(vi) Let 

2 d , - 2 c r + 2(3U — 2 a t — 2 h b m < ( s — r ) ( l - i i ) + 2>- - - 1 , 1 + b r a — - ^ £ ± 1 > 0 , 
2 h 

l + b m l - P . - f * + i > 0 > i = u , l , 2 , . . . , h - l . 
h 

J ken 

(4.2) Ù>I»G p+rh . q+sh L | b q , A ( h , d s ) J r ( i — d s — K > r ( « t ) 

^Zc,-2d,+i«,-2P«+(fi-y)(r-s + l) + 4-("-* + l) • ( _ l)NnN 

N-0 N ! 
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0 m ' , n + ( t + i ) h r h | A ( h , — ( x ) , A ( b , l — a t — f x ) , a p 1 

P + ( t + 1 ) h, q + ( u + 1 ) h ^ I h q , A(h , 1 — ( 3 U - u) , A ( h , N — ( * ) J 

r _ N , l — p r - - « , | 3 U ; » f c * - H + * * - | 
L <*t , 1 — O s — U. J 

P R O O F : The proof is very similar to that of theorem I I I and follows f rom theorem I I 
by reducing the H-functions to the G-functions. A formal proof follows by applying the 
coi)fluonce principle in theorem I I I . That is, replacing z by Xz, a> by &>/X and X-<• oo . 

I n view of an identity, which is apparent from the definition of the G-function, viz. 

n « , . + ( l + l ) 4 F I M * , — H>i A(A-,1—* — p),0p i 

" + ( , + 1 ) A '?+("4 x ) h L I ft,, A (A , 1 - <3U - tf , A (A , N- f,) J 

l W Ó " + * - " + " l%l A ( A > 1 — — A ( A > — 
- i Í J ^ + t ) * , i + < H - i ) * L « | A ( A ) J S R _ F T ) F A ( F T # 1 _ _ F T I _ F T ) j -

the theorem I V reduces to a result recently given by the author [(13), (3. 7)]. 

5. Expansions for the E-function 

T H E O R E M V 

(i) Let none of the following quantities be negative integers: 

h h 

ichere i = 0 , l , 2 , . . . , h — 1 . 

(ii) Let 

q + h s < p + h r + l , | arg z \ < (p — q + h r — h s - f 1) ~ , Re (f* - f a,) > 0 , 

Xe(v — *,) > 0 , tfe«t>0, « « c r > 0 , Reâs>0, fie (c,. — fx) > 0 , #e (d s — p.) > 0 . 

(iii) l^et h be a positive integer and p , q , r , s , t and u be positive integers or zero; 

p - ) - r h < q + sh or p - f - r h = q -|-s h - | - 1 and | z c o h | > l , 

p 4- t h < q + (u + 1) h or p + t h = q + (u + 1) h -f- 1 and | z | > 1 , 

O ^ q ; O ^ p ; q + s ^ O . 
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(iv) Let r 4- u + 1 = s + t . 

(v) Let 1 < u < oo . 

(vi) Let 

2 o r - 2 d s + 2 p u - S a , < ( r - 8 ) ( I + 2 ( i + i i _ A = ^ ± ± > 0 , 

1 l - i 3 u - a + i > 0 > i = o, 1 , 2 , . . . , h — 1 . 
n 

Then 

(5. 1) i r * E r a " A ( h ' P r ) : Z 1 = r ( P r - ^ r ( M x (2 ^ 

Lb q,A(h,d.) J rcd.-^rco,) 
2 d . - 2 c r + 2 a , - z p u + ( u + i ) ( r - B ) + 4 ( u - t - l ) - v » (_ 1 ) N ( 1 / + 2 N ) r ( » + N ) 

E r a p , A ( h , ( z + l ) , A ( h , a t + / * ) : z 1 
L b q , A (h , 1 + (i - N ) , A (h , 1 + p + v + N ) , A (h , f3u + fx) J 

r _ N , , , + N , c r — f * , ^ ; r i h » + < - u - ' ] 

L a t , a s — fx J 

P R O O F : I n (4 .1 ) , putting m = l , n =* p, #1 = 0 , replacing q by g+l and 
*y+i V bU= 1 . 2 , ••• ,q), using [(17), p. 2C9, (9)] and [(19), p. 444, (2)] replacing z by 
«-*, w by ca - 1 , 1—a p by a,,, 1—b q by 1—c r by c r and 1—d s by rf, the result 
(5. 1) is obtained. 

T H E O K B M V I 

(i) Let none of the following quantities be negative integers : 

F _ j _ f * - f « t — 1 - t - i . a i . f l i 
: , Pu *• , a n A j h ' h 

i = 0 , l , 2 , - - . , h — 1 . 

(ii) Let 

q + hs < p + h r + 1 , \argz\<(p — q + h r — hs + l ) w / 2 , ite (fx + a t) > 0 , 

7 ? e a t > 0 , ffecf>0, tfe d s > 0 , i?e (c r — fx) > 0 , Be (d s — fx) > 0 . 
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(iii) Let h be a positive integer and p , q , r , s , t and a be positive integers or zero. 

p - f r l i Z q + s h or p + r h = q + « h + l , , 

p + t h ^ q + u h , 

O ^ q ; O ^ p ; q + 8 ^ 0 . 

(iv) Let r + u + l = s + t . 

(v) Let O < w < o o . 

(vi) Let 2 c r — 2 d s + 2 f 3 u — S « t < ( r — s ) f x + 2 ^ — - 1 , 1 — * ~ C r + i > 0 , 
2 h 

1 - + i > Q t l , 0 , l , 2 , - . t h - l . 

( 5 . 2 ) w ^ E r 8 p ' A ( h ' C r ) ; ^ h l T ( r r - F - ) V ( M 

Lbq,A(h,d.) J rcd . - fLjr tao ~ v ; 

-l)(r+u-.-t) 

2 d . - 2 c r + 2 « l - 2 p u + ( ^ + | ) ( r - B ) + ( t + i . ( g - t ) » ^ J |,N 

E r » p , A ( h , l + p ) , A ( h , « t + fx) :zL»- j 
Lb q ,A(h , l + ,* — N ) , A ( h , p B + , i ) J 

X r + u+lf. + t I . 
[art,ds —(X J 

P R O O F S l a (4. 2), reducing the G-fanction to the E-function as i n theorem V , we 
get the formula (5. 2). 

6. Particular cases: 

Since the I I function can be reduced to the G-function, which itself is a generali
zation of many higher transcendental functions [(17), pp. 215 222J, therefore the theorems 
given here are of general character and hence may encompass several cases of interest. 
Ilowever, a few well known particular cases are mentioned below : 

(0 I n (2 .1 ) , putting < - ; = / > = l ( y = l , 2 ) - . . , p ; t - = l ) 2 , . . . , 9 ) A = l , J , = 0 ) 

m = l , n = p , replacing ap by l—ap,q by q + \ and b J + l by 1 — bj{j = 1 , 2 , • • • , q ) 
cr by 1 — c r , d , by 1—d, , using the formula (2. 3) and simplifying we get a known result 
given by W U L P and L U I Í K [(42), p . 353, ( 1 . C)]. 
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(íi) I n (3. 1), reducing the II-function to the hypergeometric function as above, we 
obtain another result given by W I M P and L U K E [(42), p . 358, ( 1 . 18)]. 

(ui) I n (4. 1), taking h — 1, = 0 , i t reduces to a known result [(42), p . 359, (2 .2)] . 

(ú?) I n (4. 2), setting h = 1 , fx = 0 , we get a known result [(42), p. 360, (2. 3)]. 

(e) I n (4 .2 ) , substituting h — 1, ft = 0 , t = u = 0 , * = r , we obtain a known 
result [(32), p . 43, (51)], which is one of the most general expansions given by M E I J E B . 

I am thankful to Principal D r . S . M . D A S G U P T A for the facilities he provided to me. 
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Aspectos da teoria da amostragem (*) 
por Rui João Baptista Soares 

Laboratório de Física e Engenharia NucUare» 
bucavéïn — Purlugal 

Á amostragem tem por finalidade principal 
a avaliação para um todo —o UDiverso— de 
característ icas a partir de uma parte — a 
amostra. Como trabalho estatístico que é 
processa-se e s senc ia lmen te nas seguintes 
fases : 

a) recolha de dados ; 
b) ordenação ; 
c) apresentação de resultados ; 
d) análise e in terpre tação dos resultados. 

Tendo especificado o problema adopta-se 
um modelo matemático e simultaneamente 
métodos de amostragem que permitam, dada 
a impossibilidade de utilizar toda a infor
mação, seleccionar elementos no universo. 

Torna se então necessário formular um 
método M que será aleatório quando, pres
supondo a existência da função condicional 

F Í Í X I T Í , . . . , X i ) = P(A*; + i < x \ X [ = 

= a-j, • • • , Xi «=» a?i) * = 1 , 2 , • • • 

se tiver 

1. P ( X , < * ) - » * • ( * ) 

para todo o x 

2. P ( X , + , < x I J, = a-, , • • • , Xi - x) wm 
— Fi{x I x í , • • • , Xi) i = 1 , • • • , n — 1 

quaisquer que sejam x t , • •• ,Xi. 

(*) Este artigo contém os aspectos roais importan
tes de um trabalho sobre teoria do amostragem apre
sentado no Seminário de Estatística e Automática 
(5.* Ano de Matemática Aplicada de Lisboa) em 
1968-1969. 

A 8 amostras obtidas pelo método M di-
zem-se aleatórias. Se as variáveis aleatórias 
A ' j , • • • , Xn são independentes a amostra é 
simples. 

Todemos qualificar um método de aceitável 
quando reunir os seguintes requisitos : 

A) custo reduzido ; 
B) rapidez e alcance suficientes; 
C) precisão aceitável. 

Posteriormente procede-se à optimização 
do método escolhido minimizando as funções 

consoante se pretende que : 

1) a variância o 2 seja mínima para um casto 
prèviamente fixado ; 

2) o custo C seja mínimo para uma pre
cisão exigida. 

De entre os métodos probabilísticos os 
mais utilizados são : 

1. Método elementar 

Consiste em : 

Ei) fraccionar o espaço num número finito 
ou infinito de unidades de amostra por 
forma que todo e qualquer elemento do 
universo per tença a uma única unidade; 

E%) estabelecer uma correspondência biuní-
voca entre cada unidade e uma bola de 
uma urna de B E R N O U L L I ; 
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Es) dar um natural n a que daremos a de
signação de volume da amostra; 

Et) efectuar n tiragens (cora reposição) da 
orna de B E R N O U L L I e anotar sempre o 
número da bola e x t r a í d a ; 

Eã) a amostra compoe-se exactamente das 
n unidades correspondendo às n bolas 
ex t ra ídas . 

Este método pode ser utilizado em circuns
tâncias mais vantajosas desde que t>e disponha 
de uma tabela de números aleatórios ; também 
nalguns casos é substituído pelo método das 
tiragens exaustivas em que £ 4 ) dá lugar a : 
£"«) efectuar n tiragens (sem reposição) da 

urna de B E U X O U L M e anotar sempre o 
número da bola ext ra ída . 

Em qualquer dos casos tem-se 

E [ x ] = m 

caso particular do 

TEOTIEJIA 1. Seja X j , . - . , y n uma amostra 
aleatória de uma população com densidade 
f ( x ) . A esperança matemática do momento 
central de ordem r da amostra é igual ao mo
mento central, da mesma ordem, da população. 
Tem-se portanto 

n 

com probabilidades 

P(7 , = 0 ) - l -

xV 

sendo N o efectivo da população. 
Atendendo a 

p[(/,n /,) = i] = N(n - 1) 
N(N — 1) 

resulta finalmente 

2 c 2 AT — n 2 . a- = = 17- . (1 — t ) ; 
" n N - L x 1 J ) ' 

com / 
A 7 — 1 

Sendo & fracção de amostra f desprezável 
segue-se que 

2 2 o-- = ff_ 

isto é , os métodos são praticamente equiva
lentes. 

Nas condições referidas, desde que a variância 
da população seja finita tem-se 

 

Para calcular a variância da média, no 
caso de tiragens exaustivas associe-se a cada 
bola i da urna, uma variável aleatória /, 
definida por 

 0 se a bola i ficou na urna 
1 » » » i foi ext ra ída . 

2. Amostragem sistemática 

Suponhamos que é possível numerar as 
unidades de uma população ; o método con
siste em : 

&i) dar um número natural r ; 
S2) tomar aleatoriamente uma unidade « j 

compreendida nas r primeiras unidades 
da população ; 

S5) tomaras unidades ut =• t / j - f k r, / ú e N 
&i) a amostra é constituída pelas unidades 

«,. 
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Admitamos que o conjunto dos valores 
observados se encontram dispostos sob a 
forma de matriz 

X = [ x t J ] 
1 ^ i ^ m 

1 í á j ián n ^ = 2 

e consideremos as médias a?,-. ,x. j e a?., dos 
valores de linha, coluna e do quadro; sejam 
ainda o 2 , c 2 e G% as variâncias dos elementos 
do quadro, e dus médias de linha e de coluna. 

Pode então estabelecer-se a seguinte igual
dade 

(2. D 
o ° 2 2 ^ , 

c ? — + j 
" 2 Í<J, 

í 

onde Cfj, è a covariância dos elementos cor
respondentes nas colunas j e j\ . A média 
destas quantidades é : 

(2. 2) c = 

Chamaremos correlação interna à grandeza p 
definida por 

de uma média obtida numa amostra aleatória 
simples de efectivo n . Da comparação de 
(2. 4) e (2. G) sai 

(2. 7) r 2 g ç& <=> P 1 — mn 

que permite ver quando é que a amostragem 
sistemática é mais precisa, de igual precisão 
ou menos precisa que a amostragem feita 
pelo método elementar. 

Poder-se ia ver [3] que a igualdade corres
ponde a uma distribuição ao acaso das uni
dades entre as linhas. 

3. Amostragem por grupos. 

Consideremos uma população constituída 
por m grupos de n< elementos cada, (1 ^.i^.m) 
onde se pretende estudar a propriedade X 
tomando o valor XÍJ no elemento número j 
do grupo i . 

Gi) dar um número natural ( f A < w i ) ; 
(?2) tomar aleatoriamente p grupos ; 
6'3) a amostra será constituída por 

(2 .3 ) — c 

De (2. 1), (2. 2) e (2. 3) resulta a fórmula 
fundamental 

(2 .4 ) = _ [ ! + ( „ - l ) p ] 
n 

que permite concluir 

1 
(2. 5) ^ p ̂  1 

l — n 

Tome-se a variância 

(j2 rn n — n 
(2- C) 

n mn — 1 

elementos. 

A tiragem dos grupos é, nalguns casos, 
feita com probabilidades proporcionais ao 
efectivo do grupo. 

Admitamos que os grupos têm o mesmo 
efectivo e calculemos a média a partir da 
amostra 

i v- » 

que ó uma estimação centrada de ar... 
Por considerações análogas à s feitas em 

2. chega-se a 
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(3 .1 ) 1* , 
* ^ H (m — 1) 

Como, no caso presente 

[ l + ( „ -

(3. 2) -|2 
p. M 

mn — fxn 
» i » — 1 

podemos comparar as expressões (3. 1) e 
(3. 2) tal como em 2. relativamente à fór
mula (2. 7). 

Fazendo p — 1 e c a l c u l a n d o o limite 
quando n aumenta indefinidamente vê-se que 

e que serve, para alguns estatíst icos, como 
definição de coeficiente de corre lação . 

Suponhamos que a característ ica estudada 
é quantitativa com duas alternativas ; seja : 

pi — a proporção dos elementos do grupo i 
para os quais x = 1 ; 

1 m 

p = — 2 P' — a p roporção para o con-
m , = ! 

junto dos grupos. 
Sabe-se, da análise de variância , que: 

(3 .3 ) pq = - : Z p i q i - c \ 
m i-i 

donde, atendendo a (2. 4), se tem : 

(3 .4) p = ^ _ [ ~ 2 ( P ' - P ) ! ! -

l—r 2PÍ?Í 

4. Amostragem por etapas. 

Consideremos um universo constituído por k 
unidades pr imárias (abreviadamente u. p.) 
das quais l são tiradas pelo método exaus

tivo. Cada u. p . compreende um número 
variável (1 £.% de unidades secun
dár ias . De cada u. p. tiraremos pelo processo 
elementar JJJ unidades secundárias (abrevia
damente u. s.), para formar a amostra pre
tendida que t e r á o efectivo 

(4. 1) 
( = 1 

Seja x\ o valor da característ ica X a estu
dar, na u . s. número j da u . p. número » . 

Vamos ver que a grandeza 

(4 .2 ) ^ = ± 2 — 2*í 

dá um estimador centrado de 

(4 .3 ) 

isto ó 

k i - 1 j = l 

Defínam-se as grandezas z\, xt, a?< pelas 
expressões 

( 4 . 4 ) 

( 4 .5 ) 

que permite calcular a corre lação interna. (4> 6) 

Xi = 2 xi 
i = l 

à = 2 «í-

Considerando a u. p . número i como um 
universo distinto tem-se 

(4 .7 ) ^ - T S Í -
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e, de acordo com (4. C), vem, então 

( 4 . 8 ) 2 ^ - ] = 2? £ 2*. 
t - t ^ = 1 

como se pretendia. 
Para calcular a variância de jx* notemos 

que 

(4. 9) E [(nt, XÍ — (*)8J = E [nfi & - x . ) 2 ] + 

+ E [ ( x ; - ^ ] 

(4 .10) n L * J - ~ 

(4 .11) « [* , ] = a 2 

W j — 7?j 

» l Wíi 1 

/c - 1 

onde c 2 é a variância dos xi no interior da 
a. p. número i . Tem-se pois 

(4 .12) V [ ^ ] = - ^ { 2 ^ [ K ^ - F ) 3 j } -

l [ /, _ i T / * « », tu, - 1 J 

onde a primeira parcela do último membro 
representa a parte de t?[f**] devida às flu
tuações da amostra constituída pelas u. p. e 
costuma chamar-se-lhe variância entre as uni
dades primárias de amostragem. 

Quanto à segunda parcela, ela representa 
a parte da variância imputável às flutuações 
da amostra constituída pelas u . s. no interior 
da u. p. número t e chama-se-lhe variância 
entre as unidades secundárias no interior das 
unidades primárias de amostragem. 

A generalização a mais etapas torna so 
complicada pois mesmo para o caso de três 
tipos de unidades seria necessário considerar 
em (4. 12) mais um termo que traduzisse a 
variância entre as unidades terciárias no 
interior das unidades secundárias^). 

5. Amostragem por estratificação. 

Consideremos uma população de N uni
dades d i v i d i d a previamente em l subpopula-
ções — estratos — de A\ , ••• , Art unidades 
respectivamente, e de tal forma que 

(5. 1) 2 Aft = N 
1 = 1 

após o que se t ira independentemente uma 
amostra de cada estrato podendo ou não ter 
o mesmo efectivo. 

A amostra estratificada será constituída 
por 

(5. 2) D - 2 «* 

elementos ; vh é o número de unidades da 
amostra coibida no estrato h . 

Designaremos por 

xhi — valor da unidade número t* no es
trato h ; 

X — média verdadeira da p o p u l a ç ã o ; 
Xh — média verdadeira no estrato h ; 
6? — variância verdadeira do estrato h ; 
x; x h , represen ta rão os valores obser

vados, para a população e estrato 

Usando o estimador 

(5 .3) 

conclui-se 

(5 .4 ) 

x.t 

2 
N 

- N 
x.t — x <=>— = = constante 

(') Para um estudo mais detalhado veja-se [3]. 

Diz-se que a estratificação ó proporcional. 
As principais propriedades de x.t apli

cáveis a amostras estratificadas são as que 
se descrevem nos seguintes teoremas : 
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T E O R E M A 1 . Se em cada estrato x h é um 

estimador centrado de X a , então x B t é um 

estimador centrado da média X . 

Seja 

(5 .5 ) o * ( £ 4 ) - £ [ ( i i - X t f ] 
e admitamos que 

a) E [ x h ] ~ X k ; 

6) as amostras são extra ídas independen
temente nos diferentes estratos. 

Nestas condições tem-se : 

T E O R E M A 2. Para a amostra estratificada' 

a variância de x s t , como estimador de X i 

(5 .6 ) ï=î  
^ 2 

Este teorema diz-nos que <J2(x,t) depende 
sòmente das variâncias das médias indivi
duais de cada estrato. 

Como em cada estrato individualmente 
se tem 

o2 {x„) -
<S? Nh — n A 

Nh 

segue-se 

(5. 6') c 2 ( ^ í ) = A . J m ( N h - « * ) — • 
«A 

Em particular se as f racções de amostra 

(5. 7) 
Nh 

são desprezáveis em todos os estratos virá 

(5. 8) °* (*.«)- 2 

Se admitirmos ainda que a estratificação é 
proporcional, a variância reduz-se a 

(5. 9) c2 $tt) = JLzJL 2 Wh SS . 
n i V 

O uso da estratificação envolve as seguintes 
operações : 

1) escolha da variável de estratificação ; 
2) escolha do número l de estratos; 
3) determinação do processo de estrati

ficação ; 
4) escolha do efectivo da amostra em 

cada estrato. 

O teorema seguinte indica-nos um resul
tado importante estabelecido por TSCHUPROW 
(1923) e NEYMANN (1934). 

T E O R E M A 3. Numa amostra aleatória es
tratificada, a variância G 2 ( X „ I ) é minima, 
para um total de amostra firo, se a amostra 
è repartida com n h proporcional a Nu Sh. 

A demonstração pode fazer-se minimizando 
(5. 6') sujeita a (5. 2 ) ; com efeito, da re lação 

(5 .10) F= a2 [x, <) + A 

obtem-se 

,fr i 1 i Nh Sh Nh Sh (5. 11) nh = = n 
N ) / l 2 A7* s h 

4=1 

valor que substituído em o2(a?,,) dá 

(5. 12) Omia ( X , t ) = 

onde Wh é o peso do estrato h . 
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Admitindo que a função custo se compõe 
de uma parte directamente proporcional ao 
volume da amostra (dentro de um estrato), 
mas onde o custo por unidade varia de 
estrato para estrato, e de outra parte visando 
gastos diversos podemos escrever 

(5 .13) C=a+2CHnh. 

Ter-se-á neste caso 

T E O R E M A 4. Com uma função custo do 

tipo (5. 13) o variância a 2 ( x s t ) i minima 

quando 

(5. 14) n k 

N h_S h 

o que conduz às seguintes regras: num dado 
estrato toma-se uma maior amostra se 

a) o estrato é maior ; 

b) o estrato é mais heterogéneo ; 

c) o custo da operação é mais barato. 

Vamos fazer seguidamente algumas consi
derações que permit i rão estudar um critério 
(Teorema 5) de comparação das precisões 
obtidas pelos métodos da repar t ição óptima, 
proporcional e aleatória simples. 

Do estudo da decomposição de quadrados 

e porque ó desprezável pode escrever-se 
Ni 

(5 .15 ) N S* = 2 [ 5 * + N" (*» ~ W 

Quando n é muito pequeno quando com
parado com N tem-se 

(5. 16) 

(5. 17) 

(5. 18) 

e portanto 

o2 
£ 2 

2 A7* 8 

nN 

« A» 

2 Nh(xh-xy 

(5. 19) o» - a a

r o p + * = 1

 n N  

Da definição de a„ p t resulta 

(5.20) 0 2 _ „ 2 
prop «pt 

— 2MS*"- — M 
nN 

Definindo £ pela igualdade 

2 » 5* 
(5.21) tf 

virá, atendendo a (5.19) e (5.20) 

2 
(5.22) 

o p t nN 

+ 
2 N h ( X h - X f 

* = i  
n J V 
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Nas mesmas condições do teorema pode 
estabelecer-se 

( 5 . 2 3 ) + 
v ' ° p r o p A ^ i ( i V - l ) 

• [ 2 A ^ - X f - i - 2 ( - V - AT*) 5 ? ] 

Ter-se-á portanto : 

T E O R E M A 5. Se os termos f h são despre
záveis tem-se 

(5.24) opt — prop — « 

em gue a repartição óptima é para um n fixo 
e n a daáo />or (5.11). 

Suponhamos que a população em estudo 
pode ser representada pela função de fre
quência / (a?) ( a ^ r ^ ô ) e que pretendemos 
dividi-la em l estratos. 

Considerem-se as grandezas Wh, , f*A de
finidas por 

(5.25) 

(5.26) 

P /(«)< 
Jxh-\ 

*•=! 

(5.27) f * * - ^ - P «•/(«) d a.. 

Admitamos ainda que a função custo se 
obtém de (5.13) fazendo a = 0 para qual
quer dos quatro casos seguintes : 

1) repar t ição proporcional 

n& « n • Wk 

2) repar t ição com variância mínima 

nh = Sh • Wh 

3) repar t ição óptima 

Sh • Wh nh ~ —— 

4) especial ny < Nx, w 2 «=> A r

2 

a que correspondem as variâncias 

2 Wu S 
(5. 28) ^ „ 

(5. 29) 

(5. 30) 4 opt 

^2 nv&j 
n 

^ 2 w*shVõA 

(5. 31) cr e s p - Tl7? i l A ' ' - W» 
»i A 7, - 1 

Definindo a função 

• • ( * ! » • • • i = » • 

dednzem-se os pontos divisórios a* a partir 
da igualdade 

d®» = 0 

Quanto à determinação do número óptimo 
de estratos a ideia básica é a possibilidade 
de diminuição da variância de um estimador 
aumentando o número de estratos. Assim, 
para am estimador 6, e para cada valor de 
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l , com putam-se os valores <J2(0;Z) e pode 
dizer-se que 

G = c2 (ê — * 2 (9 ;0 

representa o ganho, em precisão, devido ao 
aumento do número de estratos. 

A questão delicada é determinar uma re
lação que traduza, em cada caso concreto, o 
modo como variam 

ff2(ê;l) 6 £72(0;?) 1>1 

admitindo em tudo o que se disse que o es
timador é linear. 

Este trabalho pretende dar algumas indi
cações muito gerais sobre certos problemas 
da teoria da amostragem, mostrando as van
tagens e inconvenientes que aparecem nos 
diferentes tipos de amostragem considera
dos. 

Por falta de tempo não fo i possível fazer 
o estudo da determinação do número óptimo 
de estratos além dos casos analisados por 
D A L E N I U S [2] com as funções de frequência 
f ( x ) = 1 , f ( x ) = e~x e f ( x ) = x e~x ; para 
as duas últimas sugeriu uma relação do tipo 

* 2 ( M c 8 ( § ; i - l ) 

048353 814391 621032 996691 
050464 431130 694510 815310 
116654 715461 547388 606533 
154708 578817 . 8G6132 267673 
227814 635385 020554 363950 

242031 504103 602206 114080 
256814 046143 275966 046249 
329401 775413 081605 730905 
332235 498178 167277 733028 
402155 0C5299 003607 685231 

410801 54C36S 866636 376959 
536636 981401 508121 367Ê80 
548182 254898 677122 920347 
592369 620259 551168 572190 
666488 590136 645844 904475 

680845 051960 206773 091913 
717442 914135 248036 200358 
735340 031841 184284 406448 
762768 06C569 257898 373732 
774669 213371 833357 178320 

808781 126376 752491 504864 
846617 957137 032188 528942 
8968S6 371617 655202 201Õ62 
947131 213648 502064 326807 
957141 168828 770483 064670 

Ext ra ída de [5]. 

B I B L I O G R A F I A 

enquanto para a primeira obteve 

*2(0;A;í) = -Lc;2(ê;Z) 

Também era intenção testar a tabela [5] mas 
como se pretende i r até aos 10.000 números , 
só então o faremos. 

[1] COCHRAM, W I L L I A M Sampling Techniques — 1963 
— 2.* edição — John Wiley & Sons, Inc. New 
York. 

[2] DALENIUS, TOKE Sampling on Sweden — 1957 — 
Almqyst & Wiksell — Estocolmo. 

[3] La Théorie des sondages N.<" 5 e 6 — 1953 — 
I . N. S. E . E . Paris. 

[4] SOARES, R U I Alguns aspectos da Teoria da amos
tragem— 1969, Faculdade de Ciências de Lisboa. 

[5] , Tábua de 5.000 números aleatórios. 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

O que é a Análise Não-Standard ? (I) 
por A. J. Franco de Oliveira (*) 

1. Introdução. 

A Análise Não-Standard (ANS, daqui em 
diante (•)) é essencialmente um método mate
mático, método novo com caracterís t icas or i 
ginais, baseado em alguns resultados funda
mentais da Teoria dos Modelos, ramo recente 
(uma vintena de anos) da Lógica Matemática, 
em pleno florescimento. As suas raízes, e 
também a sua motivação, mergulham, con
tudo, no passado. 

São conhecidas as tentativas ( infrut í feras) 
de fundar o Cálculo Diferencial numa teoria 
coerente dos Infinitamente Pequenos (Inf ini-
tésimos, ou Infinitesimais) e Infinitamente 
Grandes por L E I B N I Z , N E W T O X e sucessores) 
incluindo o própr io C A U C H Y . A Teoria dos 
Limites, impulsionada por W E I E R S T R A S S , aca
bou, porém, por ser preferida à primeira ( 2 ) . 
Pois bem, a A N S , inicialmente orientada 
para esse fim, permite, entre outras coisas, 
uma formulação consistente e satisfatória do 
método dos in finitesimais(3), e, tal como outras 
grandes descobertas, são j á em grande nú" 
mero e variedade os resultados estabelecidos 
via ANS, para os quais ainda não tinha sido 
encontrada solução por métodos t s t anda rd» . 
Por outro lado, muitos resultados e teorias 
clássicas ganharam novo alcance e significa
ção quando interpretados ou reformulados à 
luz da A N S ( 4 ) . Na verdade, o método ó 
extensivo a toda a Análise , clássica ou fun
cional, e poderá ser de grande utilidade em 
Geometria Diferencial, em disciplinas como 
Mecânica Analítica, Quântica, e, em geral, na 

(*) Bolseiro do Instituto de Alta Cultura. -

formulação de diversos conceitos da Fís ica . 
Julgamos não exagerar ao antever uma nova 
Pedagogia no ensino das noções fundamen
tais do Cálculo, apoiada nos infinitesimais* •• 

Convém observar desde j á , porém, que não 
há grande novidade nos instrumentos mate
máticos (ou Lógicos) em j o g o : não há neces
sidade de nenhum axioma novo da Matemá
tica. Apenas se fez um uso criterioso de 
resultados conhecidos. Esses resultados é 
que são ex t raord inár ios , em si própr ios , e 
certamente impensáveis na época recuada 
dos fundadores da Análise moderna. Existe 
mesmo um processo geral para transcrever 
toda a demonstração na A N S numa demons
t ração clássica, «s tandard». As razões do 
interesse que tem o novo método são outras : 
a sua feição intuitiva marcada indica-o parti
cularmente como método de descoberta, o que 
justifica algumas das nossas observações 
anteriores. 

O objectivo deste primeiro artigo ó des
pertar interesse pelo a s sun to , criar um 
ambiente de receptividade, indicar algumas 
leituras básicas indispensáveis. Porque, efecti
vamente, ainda há (muito) quem olhe com 
desconfiança estas coisas da Lógica Matemá
tica, da Metamatemática, dos próprios Fun
damentos, etc., e outros há que julgam as teo
rias apenas em função dos seus resultados 
prá t icos-•• Em consequência, a discussão é 
relativamente informal, para as demonstra
ções remetemos às notas bibliográficas. Num 
segundo artigo, desenvolvemos o método e 
fazemos algumas aplicações. Esperamos igual
mente, em artigos de outra índole, proceder 
à divulgação de alguns conceitos e resultados 
essenciais da Lógica Matemática, nomea-
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damente da Teoria dos Modelos, que servem 
de base às investigações e desenvolvimentos 
actuais. 

2. Linguagens formais. 

Pressupomos alguma familiariedade com o 
Cálculo de Predicados Elementar, nos aspec
tos descritivo-semântico e sintático-axiomá-
tico. Para facilitar a leitura, recordamos 
alguns conceitos e notações , e enunciamos 
alguns resultados porventura menos conhe
cidos mas de importância decisiva na formu
lação do que segue ( 5 ) . 

Os sistemas lógicos adoptados hoje em dia 
para a descrição e formalização das teorias 
matemáticas são linguagens formais, no sen
tido abaixo indicado, de que é exemplo o 
Cálculo de Predicados Restringido (ou de 
1." ordem, por se quantificarem apenas as 
variáveis) . Outro exemplo bastante completo 
é fornecido por B O U R B A K I na sua «Théorie 
des Ensembles» . De momento, interessa fixar 
a noção de linguagem (ou teoria) formal de 
Primeira Ordem, L , o que se faz comu-
mente especificando as seguintes condições : 

A) são dados certos símbolos, chamados 
símbolos de L : (símbolos de) variáveis indi
viduais a\ , x2 , a*3 , • • • em quantidade infinita 
numeráve l ; (símbolos de objectos individuais, 
ou-) constantes individuais a^, o 2 , a 3 , • • •, aa, •. • 
em quantidade finita ou transfinita ; símbolos 
(de re lações , ou-) relacionais Ak

} (,•••,)> 
j = 1 ,2 ,3 , • • • (índice de numeração dos 
símbolos), k = 0 , 1 , 2 , • • • (índice que indica 
o número de argumentos); símbolos (de fun
ções, OXÍ.-)funcionais f f (,•••,)> —1,2,3,. • • ; 
(símbolos dos) conectivos lógicos ~ (negação), 
V (d i s junção) , A (con junção) , ^ ( i m p l i c a 
ção), <=> (equivalência) ; e, finalmente, dos 
quantificadores lógicos ( V ) (universal), (3 ) 
(existencial). 

Podem ainda considerar-se como símbolos 
de L os parênteses [ e ] que desempenham 
um papel de pontuação. 

B) Regras de formação de termos. as va
riáveis e as constantes individuais são termos 
e, se \\ ,h são termos e f j ( , • • • , ) ó um 
símbolo funcional, f f ( f i , •••, f t ) é um termo. 
Não há outros termos além dos determinados 
por estas regras. 

C) Regras de formação de fórmulas: se 
*i, • • • , tk são termos e Aj ( , • • • , ) ó um sím
bolo relacional, 4i(t> > " * •**) * u m a * ° r " 
mula, dita atómica. Se A ó uma fórmula ( 6 ) , 
[~A] é uma fórmula, e so A e B são fór
mulas, [A V B] , [ A A B ] , [A=>B] , [A<=>B] 
são também fórmulas . Se A é uma fórmula 
em que não ocorrem as expressões « (V x)», 
1(3 x)», então [ ( V x ) A ] e [ ( ] x ) A ] são fór
mulas. Não há outras fórmulas além destas. 

Supomos intuitivamente claro o que se 
entende por n ( V x ) > ocorre em A » , «B 
ocorre em A» , etc. Igualmente supomos 
conhecida a distinção entre ocorrência livre 
( i . e. não quantificada) e ocorrência muda ou 
aparente ( i . e. quantificada) de uma variável 
numa fórmula . Para indicar que numa fórmula 
A pode ocorrer l ivre a variável x usamos a 
notação A (x ) . Representamos então por 
A (o) o resultado de substituir em toda a 
parte x por a em A (x) . Analogamente 
para duas ou mais var iáveis . Na fórmula 

KV (x ) [ [ (3y )A(x ,y ) ]=>A(x , z ) ] ] 

as variáveis x e y ocorrem mudas, enquanto 
z ocorre l iv re . Adoptamos as convenções 
usuais para simplificação da escrita supri
mindo parêntesis , desde que essa supressão 
não comprometa a legibilidade das fórmulas . 
A fórmula acima escrever-se-á simplesmente 
( V x ) [ ( 3 y ) A ( x , y ) = > A ( x , z ) ] . _ 

Uma fórmula sem variáveis livres (quer 
dizer, sem ocorrências livres de variáveis) 
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diz se fechada. A terminologia introduzida 
encontra a sua jus t i f i cação ao pretendermos 
interpretar a nossa linguagem formal num 
determinado d o m í n i o m a t e m á t i c o , como se 
v e r á no p a r á g r a f o seguinte. 

D) Juntamente com os s í m b o l o s e as 
regras anteriores, é costume especificar um 
certo n ú m e r o de regras que determinam a 
classe dos Teorema» de L . Algumas destas 
regras estabelecem que c e r t a s f ó r m u l a s , 
s ã o teoremas; estas f ó r m u l a s dizem-se e n t ã o 
axiomas de L. Outras, s ã o regras de infe
rência, a mais importante das quais é a c l á s s i c a 
modus ponens : se A e [A=>B] s ã o teoremas 
e n t ã o B é um teorema. H á que distinguir os 
axiomas lógicos, comuns a todas as teorias for
mais (de 1.* ordem), dos axiomas próprios, 
que variam de teoria para teoria. A s regras 
de in ferênc ia s ã o t a m b é m , geralmente, comuns 
a todas as teorias. É para n ó s indiferente o 
sistema de axiomas ( l ó g i c o s ) e de regras de 
in ferênc ia a adoptar ( 7 ) . 

Supomos portanto definida, para cada l in
guagem ou teoria formal L, a classe dos 
teoremas de L, por um qualquer dos pro
cessos usuais. 

Indica-se que uma f ó r m u l a A é um teo
rema de L escrevendo 

\—L A , 

ou simplesmente (— A , se n ã o houver possi
bilidade de c o n f u s ã o . Dado um conjunto K 
de f ó r m u l a s de L , dizemos que A é dedu
tível de K , e escreve-se K\—LA (OU sim
plesmente K\r~ A ) se A for um teorema da 
teoria que se o b t é m juntando aos axiomas 
de L as f ó r m u l a s de A' . 

E m geral , uma teoria U diz-se uma exten-
sllo de uma teoria L se todos os s í m b o l o s 
de L forem s í m b o l o s de L' e todo o teo
rema de L for um teorema de L' (basta 
para tanto que todo o axioma p r ó p r i o de L 
seja um teorema de L'). 

E X E M P L O S . I Teoria (de 1." ordem) dos 
sistemas parcialmente ordenados. A linguagem 
formal dos sistemas parcialmente ordenados 
tem dois s í m b o l o s relacionais A\*(,), A 2 ( , ) , 
n ã o tem constantes nem s í m b o l o s funcionais. 
Escrevemos xt = xj e a?,- ^ stj em vez de 
Â\ (xt, Xj) e A\ (XÍ , xj) respectivamente, para 
usar a n o t a ç ã o comum. Nesta teoria s ã o 
axiomas p r ó p r i o s as f ó r m u l a s : 

( 1 ) ( V 

(2) ( V xi) ( V oc2) [ * i = *a - > a-2 - x i ] 

(3) ( v * i ) ( v i a ) ( v * 3 ) [*t = à => 

=> I > 2 = a?s => x i = * 3 ] ] 

( 4 ) ( V * i ) ( V a ) ( V * s ) ( V * 4 ) f a - f t A 
A x2 = xt A xx x2 => x5 ^ xt] 

(5) ( v * i ) [ í r , ^ * , ] 

(6) ( V ï . K V ï j l h Z a - j A 

A ^ / Ï I =>ar, = x2] 

(7) l V * i ) ( V a ) ( y « 5 ) [ * i ^ r a A 

A x 2 ^ x 5 =>xx ^ x 3 ] 

I I Teoria (de 1." ordem) dos grupos. 
A linguagem formal dos grupos tem um sím
bolo relacional y l f ( , ) , um s í m b o l o funcional 
/ p ( , ) e uma constante a , . Escrevemos mais 
uma vez xt = Xj em vez de A? ( x t , xj) e, 
para [usar a n o t a ç ã o aditiva, pomos xi -f- Xj 
em vez de / 2 ( x t , Xj) e 0 em vez de a x . 
S ã o axiomas p r ó p r i o s os três primeiros axio
mas do exemplo anterior e ainda os se
guintes : 

(8) ( V x t ) ( V <r8) ( V *s) [<ra - *t => 
= > [ X j + x a = x , + x 3 A.a"2 + x i — x3 + x l ] ] 

(9) ( V ar,) ( V a-a) ( V * 8 ) [*i + («*J + x s ) " 
— (a-, + x2) + x 3 ] 

( 1 0 ) ( V * i ) [ 0 + * , = a-,] 

( 1 1 ) ( V x,) ( 3 x 9 ) [ x 2 + x , ~ 0 ] . 
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A teoria dos grupos abelianos, em que tam
b é m é axioma p r ó p r i o a f ó r m u l a 

( V * i ) ( V a"a) [ * i + a- 3 = a-3 + a r j , 

ó uma e x t e n s ã o da teoria dos grupos. 

OBSERVAÇÃO. H á evidentemente o u t r a s 
f o r m u l a ç õ e s equivalentes destas teorias. E m 
particular, pode formular-se a teoria (de 
l . a ordem) dos grupos com s í m b o l o s relacio
nais s ò m e n t e , utilizando, por exemplo, um 
s ó s í m b o l o relacional, A\ (a?j , x2 , a- 3) no 
lugar de a?i + a"a = a* 3 . Os axiomas teriam 
de ser formulados em conformidade. E s t a s 
o b s e r v a ç õ e s estendem-se naturalmente a todas 
as teorias formais com s í m b o l o s funcionais 
e com igualdade, i . e. com um s í m b o l o rela
cional tal que s ã o axiomas p r ó p r i o s 
as f ó r m u l a s ( 1 ) , (2), (3) e um ou mais axio
mas de subslituticidade (que exprimem que 
cobjectos iguais devem ter as mesmas pro
p r i e d a d e s » , (4) e (8)) conforme os s í m b o l o s 
relacionais e funcionais em p r e s e n ç a , de modo 
que estes s ã o teoricamente d i s p e n s á v e i s . 

U m a l i n g u a g e m (ou teoria) formal L 
diz-se (formalmente) consistente se n ã o existir 
em L uma f ó r m u l a A tal que A e [ ~ A ] 
s ã o teoremas de - £ ( 8 ) . Mais geralmente, um 
conjunto K de f ó r m u l a s de L diz-se (for
malmente) consistente se, juntando as f ó r m u 
las de K aos axiomas de X , a teoria L' 
assim obtida é consistente. Caso c o n t r á r i o , 
K (em particular, J A | ) diz-se contraditória. 
Como se sabe, numa teoria contradi tór ia , 
toda a fórmula é um teorema. 

Chamamos vocabulário de um conjunto K 
de f ó r m u l a s de L ao conjunto de todos os 
s í m b o l o s (relacionais, funcionais, constantes, 
etc.) que ocorrem nas f ó r m u l a s de K . 

3. Estruturas, interpretações , modelos. 

As linguagens formais de 1.* ordem s ã o 
suficientes para definir e descrever muitas 
propriedades das e s t r u t u r a s m a t e m á t i c a s 

correntes, nomeadamente muitas estruturas 
a l g é b r i c a s . 

Kecordemos que uma estrutura (de 1.* 
ordem) ó um par cons t i tu ído por 
um conjunto n ã o vazio M e um sistema St 
de r e l a ç õ e s unár ias , b inár ias , etc., definidas 
em M (uma r e l a ç ã o de ordem zero em M 
identifica-se com um elemento de i l / ( ° ) ) . 
P o r abuso de linguagem, chamamos estrutura 
ao p r ó p r i o conjunto M (que ó apenas o 
suporte da estrutura), quando não haja neces
sidade de especificar as r e l a ç õ e s da estrutura 
em causa. 

P a r a descrever uma estrutura M por meio 
de uma linguagem formal L ó n e c e s s á r i o , 
pois, interpretar esta em M. U m a interpre
tação de uma linguagem (de 1.* ordem) L 
numa estrutura (de 1.* ordem) M é uma 
c o r r e s p o n d ê n c i a (un ívoca ) que a cada cons
tante de um subconjunto do conjunto das 
constantes de L associa um elemento de 
M, e a cada s í m b o l o relacional A j { , - - ' , ) 
de um subconjunto do conjunto dos s í m b o l o s 
relacionais de L associa uma r e l a ç ã o A-ária 
em i l / ( 1 0 ) . Podemos desde j á supor que L 
c o n t é m s í m b o l o s em quantidade igual ou su
perior à dos elementos ou r e l a ç õ e s corres
pondentes em M. D a d a i l / , se esta c o n d i ç ã o 
n ã o se verificasse, c o n s i d e r á v a m o s uma exten
s ã o LI de L conveniente; v ê - s e facilmente 
que as c o n s i d e r a ç õ e s seguintes n ã o dependem 
significativamente da e x t e n s ã o particular que 
se tome. 

U m a f ó r m u l a A de L diz-se interpretada 
em M se todas as constantes ou s í m b o l o s 
relacionais de A t êm correspondente em M 
(com respeito à in terpre tação dada). P o r 
outro lado, as var iáve i s l ivres de A t ê m 
como «domín io de v a r i a ç ã o » o conjunto M. 
A def in ição estende-se imediatamente a um 
conjunto de f ó r m u l a s de L. 

Suponhamos fixada uma i n t e r p r e t a ç ã o de 
L numa estrutura M, e consideremos uma 
f ó r m u l a qualquer A , fechada, interpretada 
em 31. Definiremos em seguida a n o ç ã o 



G A Z E T A D E MATEMÁTICA •19 

semânt i ca de fórmula verdadeira em M (com 
respeito à in terpre tação dada) (") : 

(t) Se A é uma f ó r m u l a a t ó m i c a , 

Á - • ,»*)(») , 

sendo t i , " - , h i n t e r p r e t a d o s nos ele
mentos t \ , • • • , t'k de M, e n t ã o A é ver
dadeira (em M, com respeito • • • ) se e s ó 
se o sistema ( t \ , •••, t'k) verifica a r e l a ç ã o 
fíj em M correspondente ao s í m b o l o rela
cional A* (,-•-,), na in terpre tação dada (por 
outras palavras, ( t \ , • ••, t't) pertence ao 
subconjunto R) de i l / * ) . 

(it) Se A = [~ B ] , e n t ã o A é verdadeira 
sse (abreviatura de tse e s ó s e » ) B é falsa 
(ver nota ( « ) ) ; se A = [B V C ] , A é verda
deira sse B ó verdadeira ou C é verdadeira ; 
se A = [A A C ] , A é verdadeira sse B e 
C s ã o ambas verdadeiras; se A = [ B = > C ] , 
A é verdadeira sse C é verdadeira ou B e 
C s ã o ambas verdadeiras ; finalmente, se 
A = [B<=>C] , A ó verdadeira sse B e C 
s ã o ambas verdeiras ou ambas falsas. 

(iii) Se A = [(3 x ) B ( x ) ] , A é verdadeira 
em M sse existe uma constante a de L tal 
que B ( a ) é verdadeira em M (a corres
ponde necessariamente a um elemento a' de 
M por meio da in terpre tação dada). Se x 
não ocorre em B , deve entender-se que A 
é verdadeira sse B o for. Se 

A = [ ( V x ) B ( x ) ] , 

A é verdadeira em M sse para toda a cons
tante s de 1 com elemento correspondente 
al de M (por meio de in terpre tação dada), 
B (a) é verdadeira em M. 

À s c o n d i ç õ e s anteriores determinam, para 
toda a f ó r m u l a fechada de L, se ela é ver
dadeira ou falsa em M (com respeito à in
t e r p r e t a ç ã o dada). Note-se que a verdade ou 
falsidade de uma f ó r m u l a fechada A inter
pretada numa estrutura M, depende apenas da 

i n t e r p r e t a ç ã o das constantes e s í m b o l o s rela
cionais que ocorrem em A ( i . e., da corres
p o n d ê n c i a entre esses s í m b o l o s e os corres
pondentes elementos e r e l a ç õ e s de M). E s t a s 
o b s e r v a ç õ e s estendem-se de maneira óbv ia 
a um conjunto qualquer de f ó r m u l a s de L . 

S e j a K um conjunto de f ó r m u l a s fechadas 
de L , M uma estrutura, e $ (Z, ; M) (ou 
simplesmente O) uma i n t e r p r e t a ç ã o de L 
em M tal que todas as f ó r m u l a s de K e s t ã o 
interpretadas em M. Se todas as f ó r m u l a s 
de K s ã o ^-verdadeiras (quer dizer, s ã o 
verdadeiras em M com respeito a 4>), dize
mos que M é um modelo de K (com res
peito a $ ) . E m particular, se uma f ó r m u l a 
(fechada) A é ^-verdadeira, M é um mo
delo de A . U m modelo da classe dos teore
mas de uma teoria formal L diz-se um 
modelo de L . Basta , para tanto, que seja 
modelo do conjunto dos axiomas de L ( } 5 ) . 

E X E M P L O S . I ' U m modelo da teoria for
mal dos sistemas parcialmente ordenados 
(Exemplo I ) diz-se um sistema (ou conjunto) 
parcialmente ordenado. P a r a qualquer con
junto E , a estrutura < < ? ( £ ? ) , c > é um 
modelo da referida teoria com respeito à 
i n t e r p r e t a ç ã o que associa o s í m b o l o relacio
nal ^ à r e l a ç ã o de i n c l u s ã o em &(E). 

IV Chama-se grupo a todo o modelo da 
teoria formal dos grupos (Exemplo I I ) . Dei 
xamos ao cuidado do leitor a c o n c r e t i z a ç ã o 
destes modelos. 

U m conjunto K de f ó r m u l a s fechadas de 
L diz-se (semanticamente) consistente se pos
suir um modelo. No caso c o n t r á r i o , diz-se 
(semanticamente) contraditório. O leitor defi
n irá , por analogia, os conceitos correspon
dentes para uma f ó r m u l a (fechada) e para 
uma teoria formal L . 

Se uma f ó r m u l a fechada A é verdadeira 
em todo o modelo de um conjunto de f ó r m u 
las fechadas K (onde K U j A j seja inter
pretado), A diz-se consequência ( s emânt i ca ) 
de K ; escreve-se e n t ã o A" |— A . Se A 
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fó"r verdadeira em toda a estrutura onde 
seja interpretada, e n t ã o A dir-se-à uni
versalmente (ou lógicamente) válida, e nesse 
caso escreveremos | = A . Veremos no pará
grafo seguinte algumas r e l a ç õ e s entre estes 
conceitos s e m â n t i c o s e os correspondentes 
conceitos formais (ou s in tá t i cos , fim do pará
grafo anterior). 

Duas estruturas < M , & > e <M',&'> 
dizem-se semelhantes se Si = Si', i . e. se tive" 
rem as mesmas r e l a ç õ e s . Dadas duas estru
turas semelhantes M e M , M diz-se uma 
subestrutura de M', e M uma extensão de 
M, quando e s ó quando M ç f f l e para toda 
a r e l a ç ã o n-ária R de M e M! e todo o 
sistema de n elementos de M ,b = ( b l , • • • ,bn), 
b verifica R em M sse b verifica R em M. 

Sejam M,M duas estruturas semelhantes 
tais que M é e x t e n s ã o de M; considere
mos uma i n t e r p r e t a ç ã o de L em M (que 
induz, naturalmente, uma in terpre tação de L 
em M). M' diz-se uma extensão elementar 
de M se, para toda a f ó r m u l a fechada A 
interpretada em M e M cujas constantes 
s ã o todas interpretados em M,A é verda
deira em M e Ml ou n ã o é verdadeira numa 
nem noutra (com respeito à i n t e r p r e t a ç ã o 
dada), (>*). 

Intuitivamente, se M é e x t e n s ã o elemen
tar de M, M' e M t êm as mesmas proprie
dades formais expressas por f ó r m u l a s de L 
nas c o n d i ç õ e s indicadas (ver notas (•) e ( 3 )) . 

4. Teorema da Compacidade, Mode
los Nao-Srandard, Infinitesimais. 

Neste p a r á g r a f o designamos por Z-i um 
C á l c u l o de Predicados Restringido (ou de 1." 
Ordem), que é uma linguagem formal sem 
axiomas p r ó p r i o s . 

C o m e ç a m o s por mencionar, sem demons
t r a ç ã o , alguns resultados centrais da L ó g i c a 
Matemát i ca e da T e o r i a dos Modelos, conhe

cidos pela d e s i g n a ç ã o geral de Metateore-
mas C 5 ) . 

É sabido que todo o teorema de L\ é 
universalmente v á l i d o . Inversamente, toda a 
f ó r m u l a fechada de Lx l ó g i c a m e n t e vá l ida 
é um teorema de L\ ( 1 6 ) . E m resumo, para 
toda a f ó r m u l a fechada A de L t , 

| = A sse H z , A . 

Outro resultado fundamental mas n ã o tão 
conhecido é o chamado 

T E O R E M A DA COMPACIDADE. Se toda a 
parte finita de um conjunto K de fórmulas 
fechadas de L ] possui um modelo, então K 
possui um modelo. 

A d e m o n s t r a ç ã o faz apelo a um poderoso 
m é t o d o da Teor ia dos Modelos, de natureza 
a l g é b r i c a , baseado na c o n s t r u ç ã o de ultra-
produtos de estruturas ( 1 7 ) , cujas a p l i c a ç õ e s 
têm crescido de maneira espectacular nos 
ú l t imos anos. D e momento, assinalemos ape
nas que ele t a m b é m pode servir para a 
c o n s t r u ç ã o de modelos n ã o - s t a n d a r d da aná
lise, no sentido abaixo indicado. 

Consideremos a estrutura (de 1.' ordem) 
dos n ú m e r o s reais R ; seja K o conjunto 
das f ó r m u l a s fechadas de Z,j interpretadas 
em R , i . e. em que ocorrem constantes 
correspondentes (com respeito a certa inter
p r e t a ç ã o , que supomos fixa, a té nova ordem) 
aos elementos de R , e s í m b o l o s relacionais 
correspondentes a todas as r e l a ç õ e s de todas 
as ordens definiveis em R . Seja o sub
conjunto de K formado pelas f ó r m u l a s fe
chadas de K que s ã o verdadeiras em R . 
Note-se que apesar de n ã o ocorrerem s ím
bolos funcionais, algumas f ó r m u l a s de A"R 

podem interpretar-se como dizendo respeito 
a certas f u n ç õ e s reais de (uma ou mais) va
r i á v e l real . Consideremos a f u n ç ã o rea l / 
de d o m í n i o D contido em R , e seja F ( , ) 
um s í m b o l o relacional tal que, se as cons-
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tantes a e b correspondem aos elementos 
a' e b1 de R , F(a,b) é verdadeira em R 
sse a' pertence a D e b'—f(a'). Podemos 
igualmente d i spôr de um s í m b o l o relacional 
D( ) tal que -D (a) é verdadeira em R sse 
a' pertence a D. E n t ã o a f ó r m u l a de KR 

[ ( V x ) ( V y ) F ( x , y ) = > D ( x ) ] ] A 

A ( V x) [ D (x) => [(3 y) ( V z ) [F (x , y ) A 

[F(x,z)=>I(y,z)]]]] 

pode interpretar-se do modo indicado, inter
pretando / ( , ) como sendo a r e l a ç ã o de 
igualdade em R . 

No v o c a b u l á r i o de A ' R figura t a m b é m um 
s í m b o l o relacional JV( ) tal que N (a) é 
verdadeira em R sse a' ó um n ú m e r o na
tural . 

Deste modo podem formalizar-se em A'R 
«muitas» propriedades dos n ú m e r o s reais, de 
f u n ç õ e s reais (com domín io especificado), etc. 
(o cardinal de A"R Ó 2c, sendo c o cardinal 
do c o n t í n u o ! ) . A s s i m , por exemplo, é poss í 
ve l formalizar em JTR a propriedade de R 
ser um corpo ordenado, usando s í m b o l o s 
relacionais como S ( , , ) - P ( , » ) para a adi
ç ã o e m u l t i p l i c a ç ã o de n ú m e r o s reais respec
tivamente (cf. O b s e r v a ç ã o do § 2), e / ( , ) 
para a r e l a ç ã o de igualdade em R , mas j á 
não ó p o s s í v e l formalizar o axioma de Arqui
medes^). T e m grande interesse para o desen
volvimento da A N S no contexto do C á l c u l o 
de Predicados Restringido saber distinguir 
se uma dada propriedade dos n ú m e r o s reais 
se pode formular ou n ã o com o v o c a b u l á r i o 
de A " R , o que é por vezes um problema 
delicado. 

Todos os modelos de KK s ã o evidente
mente e x t e n s õ e s elementares de R . U m a 
e x t e n s ã o própria de R que seja modelo de 
ATR diz-se um Modelo Não-Standard da Análise. 

Provemos a e x i s t ê n c i a de modelos não -
-standard da a n á l i s e . 

S e j a b uma constante n ã o interpretada 
em R (i . e. b n ã o pertence ao v o c a b u l á r i o 

de A ' R ) , e consideremos o conjunto de f ó r m u 
las fechadas Kb = j ~ / ( a a » b ) j em que o* 
percorre todas as constantes do v o c a b u l á r i o 
de Á"R , correspondentes portanto a todos 
os n ú m e r o s reais . O conjunto A ' R ' U Kb pos
sui um modelo *R que se pode escolher 
como e x t e n s ã o de R ( 1 9 ) pois, em virtude do 
T e o r e m a da Compacidade, toda a parte 
finita K' de A"R \J Kb possui um modelo : o 
p r ó p r i o R . C o m efeito, K' possui apenas 
um n ú m e r o finito de f ó r m u l a s ~ / ( a œ , b ) , 
e interpretando b em R como um elemento 
diferente dos correspondentes aos a« que 
ocorrem em K', v ê - s e que R ó um modelo 

.de K1. 
*R é portanto um corpo ordenado e é 

e x t e n s ã o p r ó p r i a de R , porque, sendo 
modelo de A'R U K b , possui um ind iv íduo 
*b, correspondente a b , que ó diferente de 
todos os i n d i v í d u o s de R . * R ó, portanto, 
um modelo n ã o - s t a n d a r d da A n á l i s e , visto 
ser t a m b é m modelo de ATR . 

S e j a *R um modelo n ã o - s t a n d a r d da A n á 
lise. *R ó n e c e s s á r i a m e n t e n ã o arquime-
deano visto saber-se n ã o existir nenhum 
corpo ordenado arquimedeano que seja exten
s ã o (própr ia ) do corpo dos reais . S ã o portanto 
n ã o vazios o conjunto R 0 dos elementos *r 
de *R tais que | *r | < s para todo s rea l posi
tivo, e o conjunto Rj dos elementos * r de 
*R tais que | * r | < e para algum e rea l 
positivo. Os elementos de R 0 dizem-se infi
nitesimais, e os elementos de Rj dizem-se 
finitos. Os elementos de R (que é uma parte 
de R j ) , dizem-se standard, por o p o s i ç ã o aos 
elementos de * R \ R , chamados não-stan
dard. Os elementos de *R n ã o finitos dizem-
-se infinitamente grandes. 

A chave do m é t o d o da A N S consiste em 
poder agora juntar a Z-j dois novos s í m b o 
los relacionais, i ? 0 ( ) , i ? i ( ) que represen
tam os coDjuntos R 0 e R] respectivamente, 
e por meio deles refazer a A n á l i s e , ou 
grande parte dela. 

Voltaremos ao assunto. 
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OBSERVAÇÕES F I N A I S . P r o c u r á m o s redu
z ir ao míu imo os conhecimentos n e c e s s á r i o s 
para acompanhar o texto e, para isso, abor
d á m o s t a m b é m a A N S do modo mais a c e s s í v e l , 
i . e., pela linguagem do C á l c u l o de Predica
dos de 1.* Ordem. Pode se igualmente desen
volver a A N S numa linguagem de Ordem 
Superior (em que se quantifiquem r e l a ç õ e s , 
f u n ç õ e s , r e l a ç õ e s de r e l a ç õ e s , etc.) como a 
Teoria dos Tipos ([14]) , ou, de modo equiva
lente, alargando a n o ç ã o de estrutura ([9], 
por exemplo). 

C o n v é m salientar que se caminhou j á 
bastante no sentido de uma a x i o m a t i z a ç ã o 
da A N S (veja-se o artigo de G . K R E I S E L in 
[8], p á g . 93) . 

NOTAS 

(') Não encontrámos melhor para a tradução de 
«Non-Standard Analysis». O termo ««standard» que 
também ocorre isolado algumas vezes, parece na ver
dade suficientemente universalizado para justificar o 
seu uso na nossa língua, pelo menos num nível téc-
nico-científico. 

O primeiro artigo sobre a ANS data de 1961, [12]. 
A origem da designação pode atribuir-se a um tra
balho pioneiro de SKOLKM, em 1934, sobre modelos não-
-standard da Aritmética. SKOI.EM prova que os axiomas 
de Peano não são categóricos, no seguinte sentido : 
desde que se formulem esses axiomas numa linguagem 
formal especificada (por exemplo, o Cálculo de Pre
dicados), existem modelos onde são satisfeitas todas 
as propriedades dos números naturais formalizáveis 
nessa linguagem (incluindo portanto os axiomas) que 
são extensões próprias dos modelos usuais, standard, 
e por isso se podem chamar não-standard. Com efeito, 
prova-se a existência, nesses modelos, de elementos 
maiores que todos os números naturais (formalmente 
«maiores», quer dizer que tal facto é expresso por 
uma certa fórmula da linguagem em questão). Pode 
consultar-se um outro artigo de SKOLKM, mais re
cente — Peano's Axioms and models of Arithmetic, in 
[19J, pag. 1-14. Pode dizer-se que os trabalhos da 
ROBINSON estendem os resultados de SKOLEM aos núme
ros reais, obtendo assim modelos não-standard dos 
números reais (ver nota (3)). 

(*) Durante um longo período, a seguir a NEWTON 
e LEIBNIZ, O método dos infinitesimais foi usado 

por matemáticos distintos como E U L E B e o M. da 
L'HÔPITAL, por vezes de mistura com outros métodos. 
Certas inconsistências levaram CAUCHY a abandoná-lo 
progressivamente em favor da Teoria dos Limites, 
em parte precedido por LAQBANQE e D'ALEMBEBT. Cita
ções dos trabalhos de CAUCHY ([11], pag. 2C0-282) 
mostram, contudo, que este conhecia e aplicava o refe
rido método das quantidades infinitamente pequenas 
simultaneamente com o método dos Limites, também 
já conhecido de NEWTON. SÓ a partir de Weierstrass, 
que precisou a noção de limite dada por CAUCHY, se 
adoptou definitivamente o método e a linguagem dos 
limites. No entanto, continuaram até aos nossos dias 
investigações sobre certos sistemas não-arquime-
dianos e sobre o uso de infinitesimais na Análise 
(GEISSLEB, NATOBP, SCHMIEDEN & LANOWITZ, entre 
outros ; veja-se [12], e [14] pág. 278). 

( 3) Em poucas palavras, isso é conseguido mergu
lhando o conjunto dos números reais R numa exten
são própria *R que possui as mesmas propriedades 
formais que R, expressas numa linguagem formal 
dada. Tal extensão é necessáriamente não-arquime-
deana, o que permite demonstrar facilmente a existên
cia de elementos infinitamente grandes e infinita
mente pequenos. A especificação prévia de uma 
linguagem formal onde são expressas as propriedades 
de R resolve a aparente situação contraditória da 
existência de sistemas categóricos de axiomas para 
os números reais. 

(*) Veja-se, por exemplo, [7], [8], [9], [16]. 
( 5) Para uma introdução à Lógica Matemática e à 

Teoria dos Modelos, onde se focam os aspectos rele
vantes para o que temos em vista, podem consultar-se 
as nossas lições [11], ou os dois primeiros capítulos 
de [10] juntamente com os capítulos I e II , o § 2 do 
Cap. I l l e o Cap. I X de [13]. Outras excelentes intro
duções são [4], [5], [18]. Sobre a Teoria dos Mode
los, exclusivamente, [1]. 

(6) Note-se que l t t k já não são símbolos de L , 
mas sim símbolos que representam (designam, no
meiam) termos arbitrários de L. São, pois, aquilo 
a que se chama meta-simbolos, pertencentes à meta-lin-
guagem da linguagem L. A meta-linguagem de /. 
é, no nosso caso, a linguagem ordinária, pouco mais 
ou menos, na qual descrevemos L . Usaremos igual
mente como meta-símbolos os seguintes : x , y , z , • • • 
para variáveis; a , b , c . • para constantes; f , g , 
h , •• para símbolos funcionais; A , B , C . - para 
fórmulas. Por outro lado, para não sobrecarregar a 
notação e facilitar a interpretação, usaremos letras 
como «I», aS», «P», «Qu,.-- para símbolos relacionais 
especiais. Para uma elucidação completa destas ques
tões notacionais, veja-se o Dictionary of Symbols of 
Mathematical Logic, North-Holland, 1969. 
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(") Há várias possibilidades equivalentes, com va
riantes diversas. Veja-se, [4], [10], ou o citado Dic
tionary, para as formulações precisas de todos estes 
conceitos. 

(8) Também aqui não há uma só definição. Cf. [4] 
[13]. 

(9) Usamos o termo «estrutura» como sinónimo 
de «sistema relacional», noção devida a TABBKI. 
Veja-se G . GRATZEB — Universal Algebra, V A S Nos-
TRANii, 1968, e [13]. Uma relação R n-ária em M 
pode identificar-se com um subconjunto de AP . 
Também uma função definida em AP com valores 
em M se pode identificar com uma relação de ordem 
n + 1 em Al, ou seja, um subconjunto de Af"+I > 
pelo processo usual. Assim, como podemos, teorica
mente, dispensar os símbolos funcionais, nas lingua
gens formais, (cf. Observação no § anterior) podemos, 
nas estruturas, falar apenas de relações. Este facto 
tem interesse, pois permite simplificar o estudo teórico 
de propriedades gerais das estruturas. 

('<>) E , se for caso disso, a cada símbolo funcional 
/ /(>•">) associamos uma função definida em Aík 

com valores em AI. Em virtude do que dissemos 
anteriormente, omitiremos de futuro qualquer refe
rência a símbolos funcionais ou às funções corres
pondentes em M . 

(") Na verdade, a restrição de A ser fechada não 
é essencial, pois prova-se (ver por exemplo [10], 
pág. 52) que uma fórmula A (x j ( , • • • , x^) é verda
deira numa estrutura (com respeito a certa interpre
tação) se e só se (\f- x^) ••• ( \ / . x ( | )) A (xif, ••• , a^) 
for verdadeira nessa estrutura (com respeito à mesma 
interpretação). Sabe-se, por outro lado (ref. acima), 
que toda a fórmula fechada é verdadeira ou falsa 
(i. e. a sua negação é verdadeira) em cada estrutura 
onde seja interpretada, o que, aliás, não é difícil de 
constatar, atendendo às definições. 

A noção intuitiva de fórmula verdadeira numa 
estrutura (com respeito a uma interpretação dada) 
é uma noção fundamental da moderna Semântica 
(e, portanto, da Lógica) e foi inteiramente formali
zada com todo o rigor por TABBKI, nos anos trinta. 
Veja-se o seu artigo The concept of Truth in Forma
lized Languages, in [17], ou qualquer tratado standard 
de Lógica Matemática [2], [4], [10]. A sua formulação 
(quer intuitiva, quer formalizada) apoia-se fortemente 
numa teoria (para nós intuitiva, mas que também 
pode ser axiomática) de conjuntos. Veja-se ainda [6]. 

(lí) O Binai ««=» é, aqui e a seguir, o meta-símbolo 
de identidade lógica. Note-se, que, pondo de lado os 
símbolos funcionais e sendo A fechada, somente as 
constantes podem ser termos. Seguimos essencial
mente [13], Cap. I . 

(IS) Prova-se, com efeito, que todo o teorema de L 
è verdadeiro em qualquer estrutura onde seja inter
pretado. A demonstração consiste geralmente em 
verificar que as regras de inferência levam de fórmu
las verdadeiras numa estrutura (com respeito a certa 
interpretação) a fórmulas também verdadeiras nessa 
estrutura (com respeito à mesma interpretação). 
Supõe-se, claro está, que todas as fórmulas estão 
interpretadas na estrutura em questão. Ver [10] ou 
[4], por exemplo. 

(i*) A noção de extensão elementar de estruturas, é 
outra noção> fundamental da Teoria dos Modelos, 
introduzida por A. TABSKI e R . L . VAUOHT em 1957 — 
Arithmetical extensions of relational systems, Compo-
sitio Mathematica 13, pág. 81-102. Veja, para mais 
pormenores, [13], pág. 54 e seguintes. 

(15) Não se encontram metateoremas apenas na 
Metamatemática : eles aparecem frequentes vezes nos 
textos matemáticos, disfarçados de teoremas comuns, 
quando se trata, na realidade, de propriedades gerais 
de certas classes de teoremas ou de estruturas. São 
exemplos de metateoremas os clássicos Princípios de 
Dualidade em Algebra e em Geometria. Veja-se [13J 
pág. 35, e, para as demonstrações, [10], e [14]. 

(I6j É um dos célebres Teoremas de Completude de 
GSDEL, estabelecido nos princípios dos anos trinta, e 
consequência de um outro um pouco mais geral : «todo 
o conjunto R formalmente consistente de fórmulas fe
chadas de L1 possui um modelo». Tomou-se preci
samente este resultado como base da definição de 
consistência semântica (final do parágrafo 3). Em 
consequência dos Teoremas de Completude de GÒDEL, 
são inteiramente equivalentes, para as linguagens 
formais Llt as noções semânticas e sintáticas de con
sistência, e as de dedutibilidade (ou consequência 
formal) e de consequência (semântica). 

( 1 7) Na realidade, a demonstração original, por 
MALCEV, em 1936, segue linhas diferentes e tem pontos 
de contacto com o Teorema de Completude de GÒDEL 
e suas generalizações (Cálculo de Predicados com 
Igualdade) (ver [13] e HENKIM—The completeness of the 
First-Order Functional Calculus, J . S. L . 14 (1949), 
pág. 159-166). Embora a construção de ultraprodutos 
de estruturas se baseie na existêucia de ultrafiltros 
(não triviais) sobre um conjunto dado e portanto no 
Axioma da Escolha, a primeira demonstração ba-
seia-se no «Princípio dos Ideais Maximais» para 
Algebras de BOOLE, que se sabe ser estritamente mais 
fraco que o Axioma da Escolha, e que por sua vez se 
pode deduzir do Teorema de TYOHONOV no caso de um 
produto infinito de espaços discretos com dois ele
mentos, segundo foi observado por TABBKI, donde a 
designação de Teor. da «Compacidade» (verTABSKi 
— Some notions and methods on the borderline of 
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Algebra and Melamathematict, Proc. Int. C. of Math. 
Cambridge 1950; vol. I p. 705-720). 

Quanto aos ultraprodutos veja-se FBAVNE, MOREL 
& SCOTT — Reduced direct products, Fund. Mathem. 51 
(1962) pág. 195-228 e [1], com bibliografia actuali
zada, além de [13] e [14], no que diz respeito à A N S . 

(«) Cf. [13] pág. 44. 
(") Este ponto merece um pouco mais de atenção. 

Seia M uma estrutura qualquer, K um conjunto de 
fórmulas fechadas de Lt suposta interpretada em M. 

É possível caracterizar os modelos de K que são 
isomorfos a M (M' é isomorfo a M se os elementos 
e as relações de igual ordem de M e M' estão em 
correspondência biunívoca de modo que se o; «-» at e 
R*+R' então M (ai,"-,a„) em M sse R' (a{ ,---,a'n) 
em M') por meio da noção de diagrama, devida a 
ROBINSON. O diagrama de M , D {M) , é o conjunto 
de todas as fórmulas atómicas A) (ai , •• •, a4) verda
deiras em M, e das negações dessas fórmulas ató
micas que não sejam verdadeiras em M. E fácil 
então provar que todo o modelo de D (M) é exten
são de uma estrutura isomorfa a M e que, inversa
mente, toda a estrutura que é extensão de uma estru
tura isomorfa a M é um modelo de D (M), para uma 
interpretação conveniente dos símbolos de D (M). 
Para aplicar ao nosso caso, basta notar que KR 

contém o diagrama de R . Para mais informes, veja-
-se [13] e [15]. 
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Artigos e textos diversos 

Aspectos do Desenvolvimento Científico do Brasil 
por Geraldo S. 5- Ávila 

Atendendo a s o l i c i t a ç ã o do D r . P A U L O D E 
G Ó E S , adido c ient í f i co do B r a s i l em Wash ing
ton, submetemos algumas c o n s i d e r a ç õ e s so
bre o problema do desenvolvimento c ient í f ico 
do B r a s i l . O que vai exposto abaixo e s t á 
baseado em nossa e x p e r i ê n c i a no sector da 
M a t e m á t i c a , mas cremos que as mesmas 
o b s e r v a ç õ e s sejam v á l i d a s em outros domí
nios c i ent í f i cos , talvez com pequenas modifi
c a ç õ e s . 

A d é c a d a de 1930 marca no B r a s i l o 
primeiro e e f o r ç o s é r i o na c r i a ç ã o de univer
sidades como ins t i tu i ções de ensino e pes
quisa, o que constituiu uma t e n d ê n c i a nova 
em c o m p a r a ç ã o com o . c a r á c t e r nitidamente 
profissional das escolas superiores a té e n t ã o 
existentes. Nessa é p o c a logrou-se contratar 
eminentes professores estrangeiros, que iriam 
dar o primeiro impulso na c r i a ç ã o da nova 
Universidade. E m fins da d é c a d a de 1940 
já era evidente que a po l í t i ca adotada n ã o 
surt ira os efeitos desejados. Com a c r i a ç ã o 
do Conselho Nacional de Pesquisas e de 
ó r g ã o s similares, o desenvolvimento c ient í f ico 
do B r a s i l entra em nova fase e a partir de 
1950 estudantes e professores c o m e ç a m a 
contar com maior aux í l i o de organismos 
nacionais e estrangeiros para a p e r f e i ç o a 
mento de seus estudos no país e no exterior. 
Hoje , se é certo que o n ú m e r o de especia
listas que o novo sistema permitiu formar 
n ã o é d e s p r e s í v e l , a verdade é que muitos 
deles permanecem no exterior ou s ó compa
recem no B r a s i l como visitantes e s p o r á d i c o s ; 
ou, ainda, se n ã o se radicaram no exterior, 
a sua fixação no B r a s i l é incerta. 

U m a das grandes a s p i r a ç õ e s da g e r a ç ã o 
mais nova de cientistas é uma reforma da 
Universidade Bras i l e i ra . E s s e problema tem 
sido debatido, sobretudo a partir de 1960, 
e muitas das o b s e r v a ç õ e s que fazemos aqui 
n ã o s ã o novidade. U m dos males da actual 
estrutura univers i tár ia ó a c á t e d r a concebida 
como unidade didát ica a u t ó n o m a . A s cáte 
dras pouco se integram na f o r m a ç ã o do 
departamento. F a l t a ao sistema a flexibili
dade n e c e s s á r i a para atender a m u d a n ç a s de 
curr í cu los e programas, cr iação de novas 
disciplinas ou a b o l i ç ã o de disciplinas obso
letas, c o n t r a t a ç ã o de novos professores, etc. 
U m exemplo que bem ilustra os males que 
procuramos apontar ó o caso da Geometria 
e do C á l c u l o , que s ã o cadeiras que minis
tram cursos a estudantes de M a t e m á t i c a , 
F í s i c a e Engenhar ia . No sistema departa
mental das universidades americanas o ensino 
do C á l c u l o juntamente com o da Geometria 
A n a l í t i c a num mesmo curso j á e s t á consa
grado h á muito tempo. Outros ramos da 
Geometria foram postos de lado ou relegados 
a plano s e c u n d á r i o em favor de disciplinas 
novas. Nas universidades brasileiras a abo
l i ção de certos ramos da Geometria e a 
i n c o r p o r a ç ã o da Geometria A n a l í t i c a ao 
C á l c u l o oferece grandes dificuldades, pois 
isto significaria o esvaziamento de cadeiras 
com s é r i a s c o n s e q u ê n c i a s para o pessoal 
nelas lotados. 

À primeira vista pode parecer que essa 
critica constitui uma a m e a ç a aos actuais cate
d r á t i c o s e seus assistentes, mas a realidade 
é exactamente o oposto disto. U m a reforma 
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inteligente do actual sistema univers i tár io 
jamais incluiria a d e m i s s ã o de professores 
ou mesmo a e x t i n ç ã o de estabilidade de cargo 
ou de outros direitos adquiridos ao longo de 
anos de e x e r c í c i o profissional. E s s a reforma 
deveria fazer do departamento a unidade 
bás i ca de trabalho doceute e de pesquisa, 
eliminando a c o m p a r t i m e n t a ç ã o do conheci
mento como no actual regime de c á t e d r a s . 
E m n íve l de departamento cursos e textos 
poderiam e n t ã o ser revistos com f r e q u ê n c i a , 
permitindo uma constante ac tua l i zação do 
ensino em c o n s o n â n c i a com o ritmo do pro
gresso. Os professores n ã o seriam obrigados 
a leccionar a mesma disciplina anos a fio, 
como no regime de c á t e d r a s ; a possibilidade 
de sair da rotina e leccionar cursos dife
rentes seria factor de e s t í m u l o , abrindo ao 
professor novos horizontes de aper fe i çoa 
mento e a c t u a l i z a ç ã o profissionais. 

O regime de c á t e d r a s , como vem sendo 
praticado no B r a s i l , confere um pres t íg io 
ú n i c o ao c a t e d r á t i c o , pressupondo nele expe
r iênc ia e c o m p e t ê n c i a profissionais superiores 
à s de qualquer de seus auxil iares. Mas esta 
hierarquia n ã o persiste sempre. O desequi
l íbrio surge quando um assistente atinge ou 
ultrapassa a c o m p e t ê n c i a do c a t e d r á t i c o ; e 
como este cargo ó individual, a única s o l u ç ã o 
que pode restaurar equi l íbr io ao sistema é o 
afastamento daquele assistente. Se numa po
s i ç ã o de professor assistente ou adjunto o 
profissional pode ser v í t ima de uma injust iça 
h ierárquica ou de perspectivas futuras incer
tas, t a m b é m como c a t e d r á t i c o ele corre o 
perigo de n ã o poder atrair para sua cadeira 
outros elementos de estatura igual ou supe
rior à sua. N ã o é de admirar que os profis
sionais da nova g e r a ç ã o pouco se interessem 
por cargos un ivers i tár ios num regime que 
n ã o oferece estimulo e que tanto dificulta 
a p r o m o ç ã o e a c o n t r a t a ç ã o de novos pro
fessores. E s s e problema é muito grave, 
quando a a m p l i a ç ã o de quadros docentes 
é t ã o n e c e s s á r i a para resolver problemas de 

e x p a n s ã o do ensino e para cr iar centros de 
pesquisa e ensino em n í v e l de p ó s - g r a d u a ç ã o . 

Se a té data recente as universidades bra
sileiras n ã o contavam com qualquer pro
grama s i s t e m á t i c o de p ó s - g r a d u a ç ã o , hoje 
j á se reconhece a i m p o r t â n c i a desses pro
gramas, com cursos regulares que levem ao 
mestrado e preparem para o doutoramento. 
Por sua própr ia natureza esses programas 
s ã o muito amplos para o âmbi to acanhado 
de uma c á t e d r a . No entanto há casos de 
c á t e d r a s que ainda insistem em desenvolver 
programas isolados de mestrado e doutora
mento, quando devirm prestigiar um e s f o r ç o 
conjunto numa unidade maior, que é o de
partamento ou instituto central. U m pro
grama bem definido de mestrado foi criado 
e posto em e x e c u ç ã o na Universidade de 
B r a s í l i a em 1962, onde a flexibilidade do 
departamento sem c á t e d r a s n ã o permitiu o 
aparecimento das dificuldades a p o n t a d a s 
acima. 

A universidade brasi leira ainda se ressente 
dos males de sua f o r m a ç ã o h i s tór ica , como 
agrupamento de escolas profissionais iso
ladas. No sentido de dar-lhe organicidade 
é feliz a ideia recente da cr iação de insti
tutos centrais. Numa c o n c e p ç ã o correcta, ao 
instituto central deviam caber todas as tare
fas de ensino e pesquisa em seu sector b á s i c o . 
O instituto reuniria e n t ã o os e s f o r ç o s de 
todos os professores das diferentes disci
plinas, permitindo um trabalho de equipes 
integradas, eliminando-se ao mesmo tempo 
o enfraquecimento a que conduz o regime 
de c á t e d r a s isoladas. Ê l a m e n t á v e l constatar 
a e x i s t ê n c i a de institutos, que embora fun
dados h á quase dez anos, continuam ainda 
em e s t á g i o incipiente, sem e s t r u c t u r a ç ã o bem 
definida de cargos e programas. Mas este 
f e n ó m e n o é perfeitamente c o m p r e e n s í v e l , 
decorrendo naturalmente da c r i a ç ã o do ins
tituto como organismo novo ao lado das 
c á t e d r a s . Deste modo o instituto passa a ser 
concebido exclusivamente como ó r g ã o de 
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pesquisa, ficando as c á t e d r a s com a tarefa 
do ensino un ivers i tár io b á s i c o . F e l o que 
dissemos anteriormente, como as actividades 
de p ó s - g r a d u a ç ã o n ã o caberiam à s c á t e d r a s ? 

o instituto teria de a b s o r v ê - l a s , criando assim 
uma s i t u a ç ã o injusta e inace i táve l aos cate. 
d r á t i c o s . E m b o r a estes professores possam 
participar das actividades do instituto, eles 
j á t ê m tarefas bastante definidas em suas 
c á t e d r a s , de forma que a sua part ic ipação 
se reveste de carác ter puramente casual e o 
resultado é outra vez o enfraquecimente de 
de todo o sistema. 

A alternativa teria a a d o ç ã o de uma estru
tura nova como foi feito na Universidade de 
Bras i l i a , onde a descontinuidade dos bons 
resultados que vinham sendo obtidos se deve 
em grande parte ao impacto que tiveram em 
sua e v o l u ç ã o os acontecimentos po l í t i cos de 
1964. A s estruturas das universidades tradi
cionais deviam ser modificadas, eliminando-se 
as barreiras das c á t e d r a s , que seriam subs
t i tuídas por uma hierarquia na carre ira do 
professor, o posto mais a l tò sendo, digamos, 
o de professor titular. Neste novo sistema 
o actual c a t e d r á t i c o seria automaticamente 
professor titular ; no caso da Matemát i ca , 
professor titular de M a t e m á t i c a , sem mais 
quantitativos. O acesso à carre ira seria feito 
a t r a v é s de uma s e l e c ç ã o objectiva, baseada 
em t í tu los e m é r i t o s . Os professores seriam 
lotados em departamentos, ou em institutos 
onde estes existam ou sejam criados. Nos 
departamentos ou institutos, a todos os pro
fessores titulares ou n ã o , estaria aberta a 
oportunidade de participar das actividades 
de ensino graduado e p ó s - g r a d u a d o , e das 
actividades de pesquisa. A l é m das vantagens 
de criar um ambiente s a u d á v e l de trabalho, 
este sistema vir ia eliminar as actuais barrei
ras que tanto dificultam a c o n t r a t a ç ã o de 
novos elementos. De facto, abandonado o 
sistema r íg ido de c á t e d r a s , un departamento 
ou instituto praticamente n ã o teria n ú m e r o 
fixo de p o s i ç õ e s , podendo sempre contratar 

novos elementos, de acordo com as e x i g ê n 
cias de suas actividades. 

Outras def ic iênc ias da carre ira universi
tária no B r a s i l s ã o a m á r e m u n e r a ç ã o e o 
regime de t r a b a l h o em tempo parcia l . 
O tempo integral deve ser estimulado e 
deve ser considerado o regime natural de 
trabalho. Actualmente muitos profissionais 
liberais exercem o m a g i s t é r i o como activi
dade s e c u n d á r i a a sua o c u p a ç ã o pr inc ipal ; 
e muitos professores que se dedicam somente 
ao m a g i s t é r i o acumulam cargos em diferentes 
escolas em regime de tempo parcia l . E m 
ambos os casos o resultado é um abaixa
mento do n íve l profissional e d e s p r e s t í g i o 
da p r o f i s s ã o . O tempo integral deve ser 
adoptado juntamente com sa lár io s e bene
f í c i o s condignos. Os actuais sa lár io s s ã o 
pouco compensadores, quando a f o r m a ç ã o 
de um profissional competente é tarefa bas
tante á r d u a . A etapa que vai do bachare
lado ao doutoramento exige, em m é d i a , 
quatro anos ou mais, sendo de se notar que 
há casos de bons estudantes que necessitaram 
até sete anos do estudos. Durante esse pe
r í o d o o estudante tem de fazer grandes sacri 
f í c i o s ; sua c o n d i ç ã o de bolsista s ò m e n t e lhe 
propicia parcos recursos financeiros em situa
ç ã o i n s t á v e l . Se de um lado um e s t á g i o no 
exterior por longo tempo é b e n é f i c o , ele n ã o 
deixa de ter aspectos negativos, j á que ao 
regressar ao B r a s i l o jovem profissional 
logo percebe que perdeu oportunidades de 
garantir c o n d i ç õ e s de s e g u r a n ç a social e 
e c o n ó m i c a para sua famí l ia . E s s e s factores, 
aliados aos baixos sa lár io s e à s c o n d i ç õ e s 
de trabalho pouco atraentes, naturalmente o 
induzem a sair para o exterior, onde as 
ofertas de emprego, sobretudo nos Estados 
Unidos, se revestem de c o n d i ç õ e s muito 
melhores. 

Cabe observar t a m b é m que o profissional 
brasileiro necessita manter contacto com ins
t i tu ições mais a v a n ç a d a s , no país e no exte
r ior . I s t o p r e s s u p õ e sua necessidade de 
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visitar outros centros em carác ter tempo
r á r i o . A falta de c o m p r e e n s ã o que ainda 
existe para esse problema é grandemente 
r e s p o n s á v e l pela perda de muitos elementos. 
O deslocamento de um local a outro envolve 
abalos s é r i o s na i n s t a l a ç ã o da famíl ia , e se 
feito sem qualquer amparo externo, o pro
fissional tem de incorrer em grande pre ju í zo 
financeiro ao transferir-se para outro centro ; 
ai , em vista do investimento feito e com 
perspectivas de novos pre ju ízos que a viagem 
de volta implicaria, n ã o é de estranhar sua 
d e c i s ã o de n ã o e m p r e e n d ê l a , mas antes r a 
dicar onde se encontra. Considerando que o 
pessoal d i p l o m á t i c o e militar parece n ã o ter 
de enfrentar dificuldades dessa natureza, o 
problema n ã o pode ser de dif íc i l s o l u ç ã o . 
A l i á s , j á h á casos individuais em que esse 
problema foi resolvido a t r a v é s pe continui
dade salarial ou l i c e n ç a com vencimentos. 
Ser ia d e s e j á v e l considerar esta ou outras 
alternativas, visando a s i s t e m a t i z a ç ã o de 
esquemas justos, dentro de cuidadosos cr i té 

rios que evitem o perigo de uma dis tr ibuição 
de favores gratuitos. Esquemas desse tipo 
devem visar os profissionais em i n t e r c â m b i o , 
o retorno de profissionais radicados no exte
rior e o retorno de jovens bolsistas. 

N a a n á l i s e acima procuramos focalizar os 
aspectos mais importantes da q u e s t ã o em 
exame, os males que e s t ã o na raiz da crise 
em que se encontra o ambiente un ivers i tár io 
e c ient í f i co brasileiro. Outros problemas exis
tem, como recursos materiais, bibliotecas, 
facilidades de p u b l i c a ç ã o , etc., mas cremos 
que estes e n c o n t r a r ã o s o l u ç ã o natural desde 
que um e s f o r ç o bem orientado seja feito 
para resolver os problemas e s t r u t u r a i s 
b á s i c o s . 

(O texto acima foi lido na r e u n i ã o de cien
tistas brasileiros r e s i d e n t e s nos Estados 
Unidos, presidida pelo s e c r e t á r i o geral do 
Itamaraty, embaixador Sergio C o r r ê a da 
Costa , realizada em Washington nos dias 
8 e 9 de Setembro). 

M O V I M E N T O C I E N T I F I C O 

DECLARAÇÃO DOS DIREITOS DOS TRABALHADORES CIENTÍFICOS 

FEDERAÇÃO MUNDIAL DOS TRABALHADORES CIENTÍFICOS 

9." Assembleia Geral — Paris 1-5 Abril 1969 

1. Preâmbulo 

A c iênc ia e a i n v e s t i g a ç ã o cientí f ica podem 
contribuir cada vez mais para a melhoria das 
c o n d i ç õ e s de vida da humanidade, podem 
converter-se numa fonte de bem estar e cr iar 
c o n d i ç õ e s para a c o n s u m a ç ã o de jus t i ça so
cial . A c iênc ia ó um meio importante de 
acelerar o progresso e de desenvolver os 
paises da Á s i a , Á f r i c a e A m é r i c a L a t i n a . 
A l é m disso, a c i ênc ia e o ensino da c iênc ia 

e s t ã o a aumentar a uma taxa crescente, de 
forma que a i m p o r t â n c i a de garantir a apli
c a ç ã o das poderosas f o r ç a s geradas pelas 
descobertas cientificas à sa t i s fação das neces
sidades da humanidade, cresce corresponden
temente. 

A prof i s são de cientista e de professor de 
c i ênc ias tem pois caracter í s t i cas especiais 
resultantes da grande responsabilidade destes 
trabalhadores. A s suas actividades t ê m um 
significado e i m p o r t â n c i a particulares devi. 
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dos, por ura lado, à s largas possibilidades 
de utilizar a c iênc ia e as suas conquistas em 
b e n e f í c i o da sociedade e na s o l u ç ã o de impor
tantes problemas sociais e e c o n ó m i c o s e, por 
outro lado, ao perigo de que os resultados 
da i n v e s t i g a ç ã o c ient í f ica sejam utilizados 
contra os interesses vitais da e s p é c i e humana, 
na p r e p a r a ç ã o de guerras de d e s t r u i ç ã o 
m a s s i ç a . Os trabalhadores c ient í f i cos t êm um 
papel proeminente na p r o m o ç ã o do uso mais 
eficiente da c iênc ia e dos m é t o d o s c ient í f i cos 
para o bem estar da humanidade e na con
tr ibuição para a m a n u t e n ç ã o da paz e redu
ç ã o da t e n s ã o internacional. 

2. Generalidades 

2. 1 — Definição 

U m trabalhor c ient í f ico é uma pessoa 
devidamente qualificada que se ocupe profis
sionalmente em c iênc ia natural , t écn ica ou 
social — de base ou aplicada — incluindo o 
ensino de c i ênc ia . 

2 . 2 — Natureza das qualificações 

U m trabalhador profissional c ient í f ico ó 
qualificado pela posse de um grau universi
tár io ou diploma de n íve l idênt ico em qual
quer das c i ênc ias . 

N ã o obstante esta qual i f i cação b á s i c a e sem 
baixar o p a d r ã o geral , pessoas que n ã o 
tenham diplomas a c a d é m i c o s formais pode
r ã o qualificar-se pela posse de e x p e r i ê n c i a 
valiosa e o c u p a ç ã o de lugares exigindo um 
alto n íve l de p r e p a r a ç ã o cientifica, ou ainda 
por p u b l i c a ç õ e s ou outras r e a l i z a ç õ e s de n íve l 
reconhecidamente elevado. 

Recomenda-se acordo internacional relati
vamente a p a d r õ e s profissionais para traba
lhadores c i ent í f i cos . 

2 . 3 — Locais de trabalho 

Trabalhadores c ient í f i cos empregam-Be em 
universidades, escolas t é c n i c a s , estabeleci
mentos de i n v e s t i g a ç ã o c ient í f ica , na indústr ia 
e em o r g a n i z a ç õ e s governamentais e parti
culares, ou podem trabalhar por conta pró 
pria como consultores, escritores, etc. 

2. 4 — Recrutamento 

Todos os c i d a d ã o s devem ter iguais opor
tunidades de adquirirem uma pro f i s são cien
tifica independentemente de r a ç a , nacionali-
dadade, sexo, credo, ou c o n d i ç ã o social . 

2. 5 — Progresso da ciência 

Compete aos~governos apoiar e promover 
o dosenvolvimento da c iênc ia , envidar os 
n e c e s s á r i o s meios para treino de cientistas 
e encorajar o emprego de trabalhadores 
c ient í f icos adequadamente qualificados no tra
balho de i n v e s t i g a ç ã o . 

C o m o futuro da humanidade vitalmente 
envolvido na a p l i c a ç ã o correcta da c iênc ia e 
dos m é t o d o s c ient í f i cos aos problemas do 
nosso tempo, os trabalhadores c i ent í f i cos 
devem ter oportunidades de influenciar os 
modos pelos quais a c iênc ia é utilizada e de 
divulgar as suas potencialidades ao p ú b l i c o 
em geral . 

O s trabalhadores c ient í f i cos devem ser 
apoiados pelos governos para resistirem à s 
p r e s s õ e s que ponham em causa a sua inte
gridade c ient í f ica . 

3. Direitos fundamentais dos trabalhado
res científ icos 

3. 1 — Direitos civis 

Os trabalhadores c ient í f i cos independente
mente do sexo, r a ç a , nacionalidade, credo e 
c o n v i c ç õ e s po l í t i cas devem ter os seus direitos 
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civis definidos na D e c l a r a ç ã o G e r a l dos 
Direitos Humanos e no Acordo sobre Direi
tos Humanos aceite pela O r g a n i z a ç ã o das 
N a ç õ e s Unidas. 

3.2 — Direito a emprego 

Os trabalhadores c ient í f icos devem ter o 
direito de trabalhar de acordo com a sua 
capacidade cient í f ica e compete aos governos 
garantir este direito. 

3. 3 — Direito de permuta de experiências 

P a r a a c iênc ia contribuir activamente para 
O crescimento do bem estar da humanidade, 
é n e c e s s á r i o dar aos trabalhadores c ient í f icos 
o direito de l ivre permuta, tanto à escala 
nacional como à escala internacional, de 
o p i n i õ e s e e x p e r i ê n c i a s sobre o trabalho 
c ient í f i co e suas c o n s e q u ê n c i a s e c o n ó m i c a s e 
sociais. 

Os governos comprometem se a n ã o inter
ferir com a liberdade de e x p r e s s ã o de opi
n i õ e s c ient í f icas ou de publ i cação dos resul
tados da i n v e s t i g a ç ã o c ient í f ica , a n ã o ser 
a i n v e s t i g a ç ã o militar, e devem tomar as 
n e c e s s á r i a s medidas para evitar outras inter
f e r ê n c i a s nesta liberdade. 

3.4 — Direito de representação em corpos 
directivos 

A s autoridades devem reconhecer a impor
tância da part i c ipação dos trabalhadores cien
t í f icos por actos destinados a melhorar a 
qualidade e d i r e c ç ã o da i n v e s t i g a ç ã o e do 
desenvolvimento c ient í f i cos . Autoridades e 
o r g a n i z a ç õ e s c ient í f icas devem colaborar, com 
este objectivo. Cientistas devem estar repre
sentados nos organismos de d i recção da c i ên
cia e da i n v e s t i g a ç ã o . 

Os governos devem insistir em que a 
admin i s t ração das ins t i tu ições c ient í f icas e de 

i n v e s t i g a ç ã o e universidades sejam confiadas 
a trabalhadores c ient í f i cos com e x p e r i ê n c i a 
e habi l i tações adequadas. 

3. 5 — Não discriminação 

O s trabalhadores c ient í f i cos devem t e r 
direitos iguais nas suas p r o f i s s õ e s indepen
dentemente do sexo, r a ç a , nacionalidade, 
credo, ou c o n v i c ç õ e s po l í t i cas . 

3.6 — Direito de defesa 

Os trabalhadores c ient í f i cos devem ter 
o direito de defender o seus direitos pelos 
meios aceites nos seus diversos p a í s e s . 

4. Direitos dos trabalhadores c ient í f icos 
nos seus empregos 

4. 1 — Contrato de trabalho 

Os direitos, deveres e responsabilidades da 
entidade patronal e de cada trabalhador cien
tíf ico devem ser claramente estabelecidos quer 
por medidas legislativas quer por contratos 
de trabalho assinados pela entidade patronal 
e pelo trabalhador c i en t í f i co . Es te s devem 
incluir c l á u s u l a s para casos especiais em que 
O trabalhador c ient í f ico seja transferido, tem
porár ia ou permanentemente, para y outro tra
balho c i en t í f i co , dentro da mesma organi
z a ç ã o . 

4.2 — Tipo de trabalho 

A entidade patronal deve garantir que 
a cada trabalhador c ient í f ico sejam dadas 
tarefas de harmonia com as suas qua l i f i cações 
e conhecimentos e que sejam criadas as 
c o n d i ç õ e s prop íc ias para ele ser capaz de 
cumprir a sua m i s s ã o de acordo com o con
trato. 



G A Z E T A D E MATEMÁTICA 6! 

4. 3 — Redundância no local de trabalho 

No caso de se apresentar uma s i t u a ç ã o em 
que se torna aparente um excedente ou 
r e d u n d â n c i a de categorias particulares de tra
balhadores c ient í f i cos numa empresa, resul
tante de m u d a n ç a de c i r c u n s t â n c i a s , deve 
haver consultas entre os sindicatos e a enti
dade patronal a fim de se reduzir ao mín imo 
ou evitar o despedimento de pessoal. Se , 
mesmo assim, a r e d u n d â n c i a se m a n t é m , a 
cada trabalhador c ient í f ico deve ser dado 
tempo suficiente com sa lár io por inteiro para 
se transferir para outro emprego, ou e n t ã o 
uma i n d e m n i z a ç ã o à base de regras previa
mente aprovadas. 

4.4 — Demissão de emprego 

A s c i rcuns tânc ias de d e m i s s ã o de um tra
balhador c ient í f ico devem ser e s ta tu ídas por 
lei . 

4. 5 — Referências, em mudança de situação 

A o abandonar uma s i t u a ç ã o , o trabalhador 
c ient í f i co tem o direito de obter um certi
ficado mencionando todos os factos impor
tantes acerca das suas actividades durante o 
p e r í o d o de emprego. A o r g a n i z a ç ã o deve 
ser compelida a discutir os termos do certi
ficado com o trabalhador c i ent í f i co , antes de 
o emitir. E s t e documento n ã o deve conter 
nada em detrimento do trabalhador c i ent í f i co . 

4.6— Condições de trabalho cientifico efec
tivo 

E m virtude do valor e da i m p o r t â n c i a do 
trabalho dos cientistas e professores de c i ên
cias, o mesmo deve ser organizado e assis
tido de forma a evitar perda de tempo e 
energia, e efectuado em c o n d i ç õ e s f a v o r á v e i s . 

O n ú m e r o total de horas de trabalho dos 
trabalhadores c ient í f i cos n ã o deve exceder 

as fixadas para outras o c u p a ç õ e s . Deve 
reconhecer-se uma certa flexibilidade em 
certas categorias de trabalho criador e n ã o 
deve exigir se obed iênc ia a h o r á r i o s r íg idos 
nos casos em que tal possa prejudicar o curso 
normal do trabalho, levando em c o n s i d e r a ç ã o 
as actividades de apoio de t é c n i c o s e outro 
pessoal. 

A f i m de poderem elevar o seu n íve l pro
fissional aos trabalhadores c ient í f i cos devem 
ser dadas l i c e n ç a s e oportunidades para se
guirem cursos para o b t e n ç ã o de qual i f i cação 
extraescolar. 

Devem ser dadas oportunidades e faci
lidades adequadas aos trabalhadores científ i 
cos para dedicarem uma parte das suas horas 
de trabalho a c o n f e r ê n c i a s c ient í f icas ou a 
outras formas de contacto com os seus cole
gas de pro f i s são e para aprofundarem os seus 
conhecimentos e q u a l i f i c a ç õ e s , mantendo-se 
em dia com os desenvolvimentos da c i ê n c i a 
a t r a v é s de literatura publicada. 

4.7 — Determinação de salários 

Os sa lár ios e ordenados dos trabalhadores 
c i ent í f i cos devem ser definidos por nego
c i a ç õ e s entre os sindicatos e as entidades 
patronais. Os n íve i s de ordenado de traba
lhadores c ient í f i cos devem ser determinados 
em vista de q u a l i f i c a ç õ e s , treino e e x p e r i ê n 
cia de trabalho c ient í f ico mas sem olhar a 
sexo, r a ç a , credo ou nacionalidade. 

4. 8 — Férias 

Todos os trabalhadores c i ent í f i cos t ê m 
direito a f é r i a s anuais apropriadas com 
pagamento por inteiro, as quais n ã o d e v e r ã o 
ser inferiores a 1 m ê s , a l é m dos feriados 
p ú b l i c o s oficiais. 

4.9 — Licenças 

A p ó s alguns anos de emprego, um traba
lhador c ient í f ico deve ter um p e r í o d o subs-
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taiicial de l i cença com pagamento por inteiro 
para estudo num ramo c ient í f ico relacionado 
com o seu ou no seu p r ó p r i o . E s t e p e r í o d o 
de l i cença para estudo deve contar para 
efeito de antiguidade no emprego e p e n s ã o e 
ser concedido independentemente das opor
tunidades concedidas para a c t u a l i z a ç ã o de 
conhecimentos, referidas na s e c ç ã o 4. 6. 

T a m b é m deve ser dada aos trabalhado
res c ient í f i cos l i cença sem perda de antigui
dade nem direitos de p e n s ã o , no âmbi to de 
acordos multilaterais ou bilaterais entre orga
n i z a ç õ e s de pa í s e s desenvolvidos e pa í ses 
atrasados. A l é m d i s s o , d e v e m fazer-se 
acordos especiais para cobrir as suas despe
sas e x t r a o r d i n á r i a s . 

Os t r a b a l h a d o r e s c ient í f i cos devem ter 
l i c e n ç a s com pagamento por inteiro que lhes 
permitam tomar parte nas actividades sin
dicais e de o r g a n i z a ç õ e s profissionais. 

Os trabalhadores c ient í f i cos devem ter 
l i c e n ç a com ordenado por inteiro por r a z õ e s 
pessoais especificadas nos acordos de tra
balho. 

4. 10 — Protecção em caso de trabalho 
perigoso 

Os trabalhadores c ient í f icos desempenhando 
m i s s õ e s perigosas ou trabalhando em condi
ç õ e s anormais devem ser apropriadamente 
protegidos pela l e g i s l a ç ã o dos seus p a í s e s . 
Es te s trabalhadores c ient í f i cos p o d e r ã o tra
balhar menos horas e ter fér ias mais longas; 
p o d e r ã o ser-lhes pagos ainda s u b s í d i o s espe
ciais. S e r - l h e s - á garantida uma i n d e m n i z a ç ã o 
completa no caso de d o e n ç a ou acidente 
causados pela sua o c u p a ç ã o . 

4. 11 — Licença de gravidez 

Â p a r t e s ub s í d io s ou outros cuidados rela
cionados com a maternidade e previstos na 

lei geral — as mulheres trabalhadoras cientí
ficas devem ter facilidades especiais, tais 
como, l i c e n ç a antes e depois do parto, direito 
de voltar à s suas o c u p a ç õ e s originais, aos 
mesmos lugares ou a lugares ao mesmo n íve l 
dos que ocupassem antes da l i c e n ç a de 
gravidez. 

4. 12 — Licença por doença e pensão 

Os trabalhadores c ient í f i cos devem ter 
direito a uma l i c e n ç a com pagamento por 
inteiro durante qualquer p e r í o d o de incapa
cidade para o trabalho devido a d o e n ç a . 

A s p e n s õ e s de velhice ou incapacidade 
permanente devem ser relacionadas com os 
ordenados de tal maneira que os trabalha
dores c ient í f i cos possam manter um n í v e l de 
vida adequado. 

Nos casos em que o n íve l de b e n e f í c i o s 
dados pela P r e v i d ê n c i a Oficial seja inferior 
ao que esta D e c l a r a ç ã o estipula, a p e n s ã o 
deve ser elevada por n e g o c i a ç õ e s entre os 
sindicatos e as entidades patronais. Quando 
um trabalhador c ient í f ico muda de emprego, 
quer dentro do seu país quer para outro p a í s , 
os seus direitos a p e n s õ e s e p r e v i d ê n c i a 
social, devem ser transferidos com ele. 

5. Direitos s i n d i c a i s de trabalhadores 
c ient í f icos . 

5. 1 — Direito de organização 

Os trabalhadores c ient í f i cos devem ter o 
direito de se organizarem em sindicatos 
para p r o t e c ç ã o das suas c o n d i ç õ e s profissio
nais e e c o n ó m i c a s , de serem membros dos 
sindicatos, e de recrutarem outros para fa
zerem parte dos sindicatos de acordo com a 
C o n v e n ç ã o n.° 98 da O . I . T . e estar ao 
abrigo de d e s c r i m i n a ç ã o por pertencerem aos 
sindicatos. 
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5.2 — Independência dos sindicatos 

Os sindicatos de trabalhadores científicos 
devem ser independentes dos governos e 
das entidades patronais e livres de interfe
rência e controle. 

5.3 — Defesa dos interesses e dos direitos 
dos membros 

Os sindicatos de trabalhadores científicos 
devem ter o direito de se defenderem e 
aos interesses dos trabalhadores científicos, 
por meios aceites nos seus países. 

5.4 — Direito de livre associação 

Os sindicatos de trabalhadores científicos 
devem ter o direito de se associarem livre
mente com outras organizações, tanto nacio
nal como internacionalmente. 

5. 5 — Categoria legal 

Os sindicatos de trabalhadores científicos 
devem ser reconhecidos como entidades 
com poderes para negociar e agir em nome 
dos trabalhadores científicos devidamente 
filiados e devem ter o direito de represen
tar judicialmente os trabalhadores científicos 
e de defender os seus interesses. 

M O V I M E N T O MATEMÁTICO 
CENTRO DE ESTUDOS MATEMÁTICOS DE LISBOA 

O Dr. JAMES COOPER vai fazer uma série de lições 
para pòsgraduados sobre espaços localmente conve
xos na Faculdade de Ciências de Lisboa no âmbito 
do CE M L. As lições, subordinadas ao tí tulo Espaços 
(D F) e sueis aplicações, têm o seguinte programa : 

I. Teoria geral dos espaços localmente convexos 

Definição de espaço localmente convexo, aplicações 
lineares, completação, tipos especiais de espaços local
mente convexos (espaços metrizáveis, espaços borno-
lógicos, espaços de Montel, espaços tonelados ou 
quase-tonelados). Dualidade : teorema de Hahn-Ba-
nach, teorema de Mackey e conjuntos limitados. Teo
rema de Banach-Dieudonné e teorema da completude 
de Grothendieck. Limites indutivos e limites proje
ctivos. Exemplos: espaços ©(fi) e $)(\J), distribui
ções, teoremas de Runge e de Vi ta l i . 

II. Teoria dos espaços (D F) 

Propriedades dos duais dos espaços de Fréchet. 
Definição de espaço (D F) e consequências imediatas. 
Localização da topologia. Aplicações lineares de 
espaços (F) em espaços (D F) e vice-versa. Subcon

juntos separáveis. Dualidade de subespaços e de 
espaços quocientes. Limites indutivos de espaços 
(D F). Aplicações bilineares sobre espaços (D F). 

III. Espaços construídos a partir de espaços (D F) 
e suas aplicações à análise 

Definição e propriedades de limites (D F S). Exem
plos: espaços escalonados de Kõtlie e funções vecto
riais analíticas. Aplicações: teorema de Weierstrass, 
etc. Definição de topologia mista e propriedades. 
Aplicações: topologia forte, medidas de Radon, espaço 
H 0 0 , teoremas de consistência em somabiiidade. 

Definição e propriedades de espaços (D L F). A p l i 
cações a distribuições com valores num espaço (D F). 

Observações: 

1. As lições deste curso realizar-se-ão às segundas-
-feira8, a partir das 18 horas, e são dadas em inglês, 
com eventuais esclarecimentos em português. 

2. Este curso é, em princípio, acessível a licencia
dos em matemática ou a alunos que j á tenham fre
quentado a cadeira de ANÁLISE INFINITESIMAL 
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I I . É especialmente aconselhável a alunos de ANÁ
LISE SUPERIOR I . 

3. A primeira parte do curso tem carácter intro
dutório e exige conhecimentos prévios Bobre a topo
logia geral, espaços normados e teoria das funções de 
variável real ou complexa. 

JAMES COOPER é doutorado pela Universidade de 
Cambridge onde apresentou uma tese versando, entre 

outros, os seguintes tópicos : On a generalization of 
Silva spaces (*), Basis in (L F) — spaces, Markusevie's 
derality theorem. O Dr. J . COOPEB encontra-se pre
sentemente em Lisboa como bolseiro da Fundação 
Calouste Gulbenkian a trabalhar sob a orientação do 
Prof. J . Sebastião e Silva. 

(*) Em publicação na revista Math. Annalen. 

N O T I C I Á R I O BRASILEIRO DE MATEMÁTICA 

Catá logo do Pós-Greduação no Instituto de Matemática Puro e Apl icada (IMPA) 
do Conse lho N a c i o n a l de Pesquisas 

1. I N T R O D U Ç Ã O . As actividades de pós-gra-
duação do IMPA, estabelecidas por convénio com a 
Comissão Coordenadora dos Cursos de Pós-Grailuação 
da Universidade do Brasil, Rio de Janeiro, Guana
bara, compreenderão cursos, seminários e pesquisas 
conduzindo a: 

o) Concessão do grau de Mestre 
b) Concessão do grau de Doutor. 

Dentro desse programa, o IMPA poderá admitir 
alunos de pós-graduação na qualidade de estagiários. 

Os estagiários poderão contar com o amparo do 
IMPA ao se candidatarem às bolsas de estudos dos 
órgãos competentes. 

Cada estagiário terá um orientador escolhido dentre 
os membros do Corpo Científico do IMPA. 

A finalidade da pós-graduação no IMPA é o Dou
toramento. O Mestrado é uma etapa para o Doutora
mento; ele serve também como uma oportunidade de 
aperfeiçoamento para o pessoal que não vise o dou
toramento. Embora tendo esta finalidade, o IMPA 
tem oferecido cursos de iniciação científica, CO.TI o 
objectivo de completar os pré-requisitos exigidos 
para início da pós-graduação. 

2. CURSOS. No final deste fascículo, encontra-se 
o Catálogo de Cursos, em três categorias, a saber: 
pós-graduação, iniciação científica e graduação. Os 
da primeira categoria, são os cursos oferecidos com 
frequência no IMPA, uns para candidatos ao Mes
trado e outros para o Doutoramento. 

Os cursos de iniciação científica, são, em geral ofe
recidos no período de férias ou no primeiro período 
de cada ano lectivo. A aprovação nesses cursos não 

é contada como crédito para o Mestrado. Os cursos 
de graduação, não são oferecidos pelo IMPA, sendo 
considerados como pré-requisitos indispensáveis ao 
sucessc dos candidatos ao Mestrado. Tais cursos, 
constam do Catálogo para orientação dos candidatos. 

Cada curso terá a duração mínima de 13 semanas, 
constando de um mínimo de três horas teóricas de 
aulas semanais, sem computar as aulas práticas de 
problemas. Supõe-se que o professor desenvolva estes 
cursos, deixando bastante trabalho a ser realizado 
pelos ouvintes, podendo este trabalho ser sob forma 
de problemas ou para completar demonstrações rela
cionadas com o assunto da aula. 

A aprovação em cada curso, proporcionará ao can
didato um crédito. 

3. MESTRADO. O grau de Mestre será concedido 
ao candidato que : 

1) obtiver oito créditos de cursos 
2) obtiver um crédito de seminário, ou apresentar 

uma dissertação que venha a ser aprovada 
3) apresentar certificado de conhecimento de uma 

língua estrangeira, escolhida entre alemão, 
francês, inglês e russo, emitido por instituição 
idónea. 

Pré-requisitos 

Os candidatos ao Mestrado deverão possuir: 

a) diploma universitário, preferencialmente de 
curso que inclua disciplinas matemáticas 

6) conhecimentos fundamentais equivalentes aos 
Cursos de Graduação, cujos programas estão 
explicitados no Catálogo de Cursos. 
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Cursos . 

Normalmente e a critério de seu orientador, o can
didato seguirá dois cursos simultâneos, necessitando 
de dois anos para completar o Mestrado. 

Serão obrigatórios os seguintes cursos: Álgebra I I , 
Análise I I , Variável Complexa I I , Integração, que 
constam do Catálogo de Cursos. 

Os demais cursos serão escolhidos pelo estagiário, 
com aprovação de Beu orientador, entre os outros 
cursos oferecidos pelo IMPA, alguns dos quais cons
tam do Catálogo de Cursos. 

I 
Seminários 

O candidato poderá obter um crédito de seminário 
em lugar da dissertação de Mestrado. Para tal, deverá 
fazer exposições sobre um tópico da literatura Mate
mática, escolhido, de acordo com o candidato, por um 
membro do Corpo Científico do IMPA. O crédito será 
dado, se as exposições forem consideradas satisfa
tórias. 

Dissertação 

O candidato ao Mestrado poderá optar pela apre
sentação de uma dissertação expositória de um tópico 
de Matemática, feita sob a orientação de um pro
fessor e aceite pelo IMPA, segundo as normas v i 
gentes. 

4 . D O U T O R A M E N T O . O grau de Doutor será 
concedido ao candidato que : 

1) obtiver quatorze créditos, sendo doze de cursos 
e dois de seminários 

2) redigir uma tese que venha a ser aprovada 
3) apresentar certificados emitidos por instituições 

idóneas, de conhecimento de duas línguas estran
geiras escolhidas entre alemão, francês, inglês 
e russo. 

Cursos 

O candidato ao Doutoramento deverá contar com 
doze créditos de cursos. No nível do Doutoramento, 
os cursos serão todos optativos. A escolha dos cursos 
pelo candidato é sujeita à aprovação do orientador. 

O candidato poderá tomar cursos de leitura com seu 
orientador, ou com outros professores. Tais cursos 
consistirão da leitura de artigos e livros indispensá
veis à pesquisa e à cultura matemática do candidato. 
A aprovação em um curso de leitura proporcionará 
um crédito. 

Seminários 

O candidato ao Doutoramento deverá participar de 
pelo menos dois seminários sobre a literatura mate
mática em nível de pesquisa, orientados por professo
res, fazendo exposições e sendo aprovado nos mesmos. 
A aprovação em um seminário propiciará um crédito. 

Tese 

A tarefa principal do Doutoramento é a redacção de 
uma tese original, que represente um trabalho de pes
quisa significativo, sobre uma teoria matemática rele
vante. Para tal fim, o candidato terá um orientador. 
A tese deverá ser aprovada pelo Instituto segundo as 
normas vigentes. 

1. CURSOS DE PÓS-GRADUAÇÃO 

Álgebra II 

Definições e exemplos de grupos. Subgrupos. Gru
pos normais e grupos quocientes. Homomorfismos. 
Teorema de Cayley. Grupos finitos. Teorema de Silov. 
Definição e exemplos de anéis. Homomorfismos. Ideais 
e anéis quocientes. Corpo das fracções de um domínio 
de integridade. Anéis euclidianos. Anéis de polinó
mios. 

Livro recomendado: 
I . N . HEESTEIN , «Topics in Álgebra», Blaisdell 

Publishing Co. 1965. 

Álgebra III — (Pré-requisi tos: Algebra I I ) 
Extensões algébricas e transcendentes de um grupo. 

Extensões finitas. Teoria de Galois. Propriedades do 
grupo de Galois. Subgrupos e subcorpos. Corpos fini
tos. Construção com régua e compasso. Resolução por 
radicais. 

Livro recomendado : 
I . N . HEESTEIN , «Topics in Álgebra», Blaisdell 

Publishing Co. 1965. 

Análise II — (Pré-requisitos: Introdução à Análise 
Funcional) 

Espaços normados. Diferencial de Fréchet. Desi
gualdades da média. Derivadas segundo vectores. 
Integral elementar. Funções implícitas e funções i n 
versas. Diferenciais de ordem qualquer. Polinómios. 
Fórmula de Taylor. 
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Livros recomendados : 
1. L . NACHBIN, Lectures on the theory of distribu

tions. Textos de Matemática n." 15. 
2. J . DIEUDONNÉ, Foundations of Modern Analysis, 

Academic Press, 1960. 
3. L . NACHBIN, Introdução à Análise Funcional, 

espaços de Banach e Cálculo Diferencial, Uni 
versidade de Brasília, 1967. 

Integração — (Pré-requisi tos: Topologia Geral) 
Medida e integração abstractas. Teoremas da con

vergência monótona e da convergência dominada. 
Medidas sobre um espaço localmente compacto. Teo
rema de Representação de Riesz. Medida de Lebesgue. 
Medida produto. Teorema de Fubini. Espaços LR. 
Medidas complexas. Decomposição de Lebesgue. Teo
rema de Radon-Nikodym. Derivadas de medidas. 
Mudança de variáveis na integral de Lebesgue. 

Livro recomendado : 
RUDIM, W. «Real and Complex Analysis», M C - G R A W -

- H I L L , Inc., 1966. 

Variável complexa II — (Pré-requisi tos: Topolo
gia Geral) 

A forma geral do teorema de Cauchy. Funções 
meromorfas. O teorema de Mittag-Leffler. Produtos 
infinitos. Funções inteiras. Teorema de Weierstrass. 
Famílias normais e o Teorema de Riemann. Funções 
harmónicas e o problema de Dirichlet. Funções elípti
cas. Prolongamento analítico. 

Livros recomendados : 
1. L . V. AHLFORS, «Complex Analysis», second 

edition, Mc Graw-Hill , 1966. 
2. H . CAKTAN, «Théorie élémentaire des fonctions 

analytiques d'une ou plusieurs variables com
plexes», Hermann, Paris, 1961. 

Álgebras de Banach — (Pré-requisitos ; Introdução 
à Análise Funcional) 

Definição e exemplos. Ideais. Algebras quocientes. 
Homomorfismo. Álgebra C (X) . Teorema de Weiers-
trass-Stone. Elementos regulares e singulares. Espec
tro. Raio Espectral-Radical. Álgebras semi-simples. 
Álgebras com involução. Representação: Teorema de 
Gelfand-Naimark. 

Livros recomendados: 
1. L . A. MEDBIÍSOS, «Introdução às Álgebras de 

Banach», «Notas de Matemática», IMPA, 1964. 
2. G. F. SIMONS, «Introduction to Topology and 

Modern Analysis», Part Three, Mc Graw-Hill, 
Inc., 1963. 

Análise de Fourier—(Pré-requisi tos: Introdução 
à Análise Funcional). 

O espaço I?. Séries e integrais de Fourier. Trans
formações de Fourier. Teorema de Plancherel. A p l i 
cações às Equações Diferenciais parciais. 

Livros recomendados : 
1. R. R. GOLDBERG, «Fourier Transforms», Cam

bridge University Press, 1961. 
2. K . YOSIDA, «Functional Analysis», Springer-

-Verlag, 1965. 

Equações Diferenciais II — (Pré-requisi tos: Álge
bra Linear). 

Teoremas de existência e unicidade. Prolongamento 
das soluções. Teoria geral dos sistemas lineares. Sis
temas autónomos. Singularidades dos sistemas linea
res, não lineares. Estabilidade. Teorema de Poincaré-
-Bendixson. 

Livros recomendados : 
1. E . A. CODDINOTON and N. LEVINSON, «Theory of 

Ordinary Differential Equations», Mc Graw-
- H i l l , Inc., 1955. 

2. W . HUREWICZ, aLectures on Ordinary Differen
t ia l Equations», John Wiley and Sons, Inc., 
1958. 

Equações diferenciais parciais — (Duração: dois 
semestres). 

Equações de ondas, do potencial e do calor. Classi
ficação das equações diferenciais parciais. Teoria das 
características. Teorema de Cauchy-Kowalewski. Teo
rema de unicidade para as equações elípticas, hiper
bólicas e parabólicas. Teoremas de existência para as 
equações elípticas, hiperbólicas e parabólicas. Soluções 
fracas. Lema de Weyl. Método de Schauder para pro
blemas de existência no caso das equações elípticas. 
Problema de autovalores. Sistemas elípticos. 

Livro recomendado: 

GCNTHER H B I X W I G , «Par t ia l Differential Equa
tions», Blaisdell Publishing Company, 1964. 

Espaços vectoriais topológicos — (Pré-requisitos : 
Medida e Integração, Introdução à Análise Fun
cional). 

Espaços localmente convexos e o teorema de Hahn-
-Banach. Espaços completos, o teorema dos homo-
morfismos vectoriais topológicos e o teorema do Grá
fico fechado. Espaços de aplicações lineares contínuas. 
Espaços Tonelados. Teorema de Banach-Steinhaus. 
Dualidade, topologias fracas, espaços bornológicos, 
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espaços reflexivos, espaços de Montel e espaços de 
Schwartz. 

Livros recomendados: 
L N. BOUBBAKI, «Espaces Vectoriels Topologi

ques», Hermann, Paris, 1965. 
2. A. GBOTHKNDIECK, «Espaces Vectoriels Topolo

giques», Sociedade de Matemática de São Paulo, 
São Paulo, 1958. 

Funções analíticas de várias variáveis complexas 

Estudo das séries múltiplas de potências. Teorema 
preparatório de Weierstrass. Fatorização local de 
funções analíticas. Finitude dos ideais locais de fun
ções analíticas. Domínio de holomorfia. Variedades 
de Stein. Funções inteiras. Funcionais analíticas. 

Livro recomendado : 
L. HÕBMANDEB, «An Introduction to complex ana

lysis in several variables», Van Nostrand, 1966. 

Introdução à análise funcional — (Pré-requisitos: 
Álgebra Linear, Topologia Geral). 

Espaços de Banach. Aplicações lineares contínuas. 
Teorema de Hahn-Banach. Teorema de Banach-
-Steinhaus. Teorema dos homomorfismos. Teorema do 
gráfico fechado. Convergência fraca. Teorema de Ba-
nach-Saks. Espaços de Hilbert. Teorema de projecção-
NoçõeB elementares sobre operadores. 

Livro recomendado: 
G. F. SIMMONS, «Introduction to Topology and Mo

dern Analyeis», Mc Graw-Hill , 1963. 

Introdução às variedades diferenciáveis 

Variedades diferenciáveis. Estruturas diferenciá
veis. Vectores tangentes e diferenciais. Subvariedades. 
Teorema de imersão de Whitney. 

Livros recomendados: 
1. L . AUSLANDEB and R. E. MACKENZIE, «Introduc

tion to Differentiable Manifold», Mc Graw-Hill 
Book Company, Inc., 1963. 

2. E. L . LIMA , «Introdução às Variedades Dife
renciáveis», Porto Alegre, 1960. 

3. C. S. HÕNIO, «Variedades Diferenciáveis», Pr i 
meiro Colóquio Brasileiro de Matemática, 1957. 

Métodos matemáticos da Física — (Pré-requisitos: 
Álgebra Linear). 

Teoria elementar das distribuições. Convoluções. 
Séries de Fourier de funções e de distribuições. 

A transformada de Fourier de funções e de distri
buições. A transformada de Laplace. As equações da 
Física Matemática. Funções especiais. 

Livro recomendado : 
L . SCHWABTZ, «Méthodes Mathématiques pour les 

sciences physiques», Hermann, Paris, 1965. 

Operadores diferenciais com coeficientes cons
tantes 

Existência de soluções elementares. Teorema de 
Paley-Wiener-Schwartz. Teorema de Malgrange sobre 
aproximação por exponenciais, polinómios. Teoremas 
de existência para equações inhomogéneas e conve
xidade. Elipticidade e hipo-elipticidade. 

Livros recomendados : 
1. J . F. TBEVES , «Linear Partial Differential Equa

tions with Constant Coefficients», Gordon and 
Breach, New York, 1966. 

2. L . HÕBMANDEB, «Linear Partial Differential 
Operators», Springer-Verlag, Berlin, 1964. 

3. L . NACHBIN, «Lectures on the Teory of Dis t r i 
butions», Instituto de Física e Matemática, 
Recife, 1964. 

Teoria espectral de operadores em espaços de 
Hilbert 

Operadores compactos simétricos. Teoria de Riesz-
-Sehauder. Decomposição dos operadores limitados 
simétricos, dos unitários, dos normais. Operadores 
não limitados. Decomposição espectral. Operadores 
simétricos semi-limitados, exemplos. Extensão dos 
operadores semi-limitados simétricos. M é t o d o de 
Friedrichs. Cálculo funcional com operadores simé
tricos. Estudo do espectro dos operadores simétricos-

Livros recomendados : 
1. F. R I E S Z - B . NAGY , «Funct ional Analysis», 

Frederich Ungar Publishing Co., N . Y., 1955. 
2. K . YOSIDA, «Functional Analysis», Springer-

-Verlag, 1965. 

Topologia algébrica — (Pré-requisitos : Topologia 
Geral) 

Grupo fundamental. Espaços de recobrimento. 
Grupos de homologia de complexos simpliciais. Ho-
mologia singular. Classificação das superfícies com
pactas. 

Livros recomendados : 
1. W . S. MASSEY, « Algebraic Topology: An Intro

duction», HABCOUBT, BBACE and WOBLD Inc., 
1967. 
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2. A. H. W A L L A C E , «Algebraic Topology», Perga-
mon Press, 1957. 

3. C . B. L Y R A , «Introdução à Topologia Algé-
rica», Primeiro Colóquio Brasileiro de Mate
mática, 1957. 

4. S . LEFSCHETZ , «Introduction to T o p o l o g y » , 
Princeton, 1952. 

Topologia Geral 

Conjuntos e funções. Lema de Zorn. Espaços mé
tricos. Espaços métricoa completos. Espaços topoló
gicos. Espaços compactos. Teorema de Tychonoff. 
Espaços localmente compactos. Compactificação de 
de Alexandrov. Espaços completamente regulares e 
normais. Lema de Urysohn e Teorema da extensão 
de Tietze. Espaços conexos. 

Livros recomendados : 
1. G. F. SIMONS, «Introduction to Topology and 

Modern Analysis», Mc Graw-Hill , Co., 1963. 
2. S . MAC LANE , «Curso de Topologia Geral», No

tas de Matemática, IMPA, 1959. 
3. C . S . HÓNIO, «Aplicações da Topologia à Aná

lise», Textos de Matemática n.° 9. 

2. CURSOS DE I N I C I A Ç Ã O CIENTÍFICA 

Álgebra Linear 

Equações Lineares e Matrizes. Espaços Vectoriais. 
Transformações Lineares, Polinómios. Determinantes. 
Decomposição espectral. Forma Canónica de Jordan. 

Livro recomendado: 
K . HOFFMAN and R . KUNZE , «Linear Álgebra», Pren-

tice-Hal], Inc., 1965. 

Probabilidades I 

Espaços de amostras discretos. Probabilidades con
dicionais, independência estocástica. Distribuição de 
Bernoulli e distribuição normal. Variáveis aleatórias, 
variância e expectância. Teorema de limite central. 
Correlação e regressão. Análise de variância. 

Livros recomendados : 
1. W . F E L L E R , «An Introduction to Probability 

Theory and Its Applications», Vol. 1,2nd edition, 
John Wiley, New York, 1965. 

2. H. CRAMER, «The Elements of Probability Theo
ry and some of its applications», John Wiley, 
1956. 

3 . CURSOS DE G R A D U A Ç Ã O 

Cálculo I 

Números reais-desigualdades. Conjuntos, funções e 
gráficos. Limite e continuidade das funções reais, 
funções elementares. Derivação das funções reais, 
teoremas fundamentais. Fórmula de Taylor, máximos 
e mínimos. Integral das funções contínuas. Teorema 
fundamental do cálculo, primitivas imediatas. Curvas 
planas (Circunferência, elipse, hipérbole e parábola). 

Cálculo II 

Funções transcendentes elementares. Métodos de i n 
tegração, tipos simples de equações diferenciais. A p l i 
cações, comprimento de arco, volume de sólidos de 
revolução. Noções de integrais impróprias. Geometria 
do R 3, rectas, planos e quádricas. Coordenadas cilín
dricas e esféricas. Noções de derivadas parciais e 
integral múltipla. 

Cálculo III 

Estudo das funções de «várias variáveis», derivada 
direccional, funções diferenciáveis, derivação das fun
ções compostas, teorema das funções implícitas (casos 
simples). Fórmula de Taylor, máximos e mínimos, 
multiplicadores de Lagrange. Integrais múltiplas. 
Exemplos e aplicações. Séries numéricas. Séries de 
potências. Série de Taylor. Aplicações. 

Cálculo IV 

Transformações diferenciáveis — Jacobiano. Teo
rema da função inversa (demonstração no caso do R*). 
Mudança de variáveis nas integrais múltiplas. Inte
grais curvilíneas e de superfície. Teoremas de Green, 
Gauss e Stokes. Aplicações. Séries de funções e inte
grais impróprias. Convergência uniforme. Introdução 
às séries de Fourier. 

Variáveis reais I — (Pré-requisitos : Cálculo I I I ) 
Números reais (construção axiomática). Supremo e 

ínfimo. Partes abertas e fechadas. Partes compactas. 
Limite e continuidade das funções reais. Teoremas 
da média. Funções convexas. Integral de Riemann-
-Stieltjes. Séries de funções : convergência uniforme, 
derivação e integração. 

Variáveis reais II — (Pré-requisitos : Variáveis 
reais I) 

Integral de Lebesgue na recta. Medida dos conjuntos 
lineares, funções mensuráveis, integral de Lebesgue. 
Funções de variação limitada e absolutamente contí-
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nua. Derivação. Teorema fundamental do Cálculo. 
Medida e Integral de Lebesgue no R° . Teorema de 
Fubini. 

Análise I — (Pré-requis i tos: Variáveis Reais I e 
Introdução à Álgebra Linear) 

Estudo do R;, distâncias, partes abertas e fechadas. 
Partes compactas. Funções diferenciáveis. Teoremas 
da função inversa e das funções implícitas. Integrais 
múltiplas das funções contínuas. 

Equações diferenciais I — (Pré-requisitos: Cálculo 
I I , Introdução à Álgebra Linear) 

Tipos clássicos de equações diferenciais de primeira 
ordem. Aplicações. Equações lineares de ordem n com 
coeficientes constantes. Sistema fundamental de so-
luções-Wronkiano. Método de variação das constan
tes Sistemas de equações diferenciais lineares com 
coeficientes constantes. Existência e unicidade das 
soluções (considerações sobre o método das aproxima
ções sucessivas). Integração por séries. 

Variável complexa I—(Pré-requisitos: Cálculo I I I ) 
Números complexos. Funções elementares. Limite, 

continuidade, derivada, integral de funções complexas. 
Representação conforme, exemplos elementares. Teo
rema de Cauchy; Séries de Taylor. Teorema do mó
dulo máximo. Desenvolvimento de Laurent. Resíduos. 
Aplicações. 

Introdução à Álgebra 

Noções elementares sobre conjuntos e funções. In 
trodução às estruturas algébricas simples. Domínio 
de integridade e anel. Divisibilidade de inteiros e 
de polinómios. Corpo, números racionais, reais e com
plexos. 

Álgebra I— (Pré-requisitos: Introdução à Álgebra). 
Grupos. Definição e exemplos. Grupos de Transfor

mações. Isomorfismos. Grupos cíclicos. Grupos de per
mutações. Subgrupos. Teorema de Lagrange. Homor-
fismos. Subgrupos normais, grupos quocientes. Anéis 
e ideais. Definições e exemplos. Anéis quocientes. 
Noções elementares sobre corpos. 

Geometria diferencial — (P ré - requ i s i tos : C á l 
culo IV, Equações Diferenciais). 

Curvas, fórmulas de Frénet. Superfícies, formas 
quadráticas fundamentais. Curvatura gaussiana. 
Geodésicas. Teorema de Gauss-Bonnet. 

Espaços métricos — (Pré- requis i tos : V a r i á v e i s 
Reais I e I I ) . 

Espaços métricos. Funções contínuas. Homomor-
fismos. Espaços compactos. Espaços separáveis. Es
paços de funções contínuas (teoremas de Stone-
-Weierstrass e de Ascoli). Teorema do ponto fixo de 
Banach e aplicações. 

Introdução à Álgebra Linear 

Definição de matriz. Igualdade, adição e mult ipl i 
cação de matrizes. Propriedades. Inversão de matri
zes. Espaços vectoriais. Estudo do espaço vectorial 
11". Sistemas lineares. 

Cálculo Numérico — (Pré-requisitos: Cálculo I I I , 
Equações Diferenciais I). 

Resolução numérica de sistemas de equações linea
res. Cálculo aproximado das raizes de uma equação 
algébrica. Integração numérica. Métodos numéricos 
em equações diferenciais. 

Geometria Projectiva — (Pré-requisitos: Variáveis 
Reais I , Álgebra Linear I ) . 

Axiomas da geometria projectiva plana. Teorema 
de Desargues e Pappus. Introdução de coordenadas. 
Espaços projectivos n-dimensionais. Transformações 
projectivas. Quádricas. 

R e u n i õ e s C i e n t í f i c a s 

Sexto Colóquio Brasileiro de Matemática. Essa 
reunião, parte da série de colóquios realizados de 
dois em dois anos, no mês de Julho, teve lugar em 
Poços de Caldas, MG, de 2 a 22 de Julho de 1967. 
Transcrevemos a seguir, na íntegra, o relatório do 
Coordenador da Comissão Organizadora. 

Relatório 

1. INTRODUÇÃO. Em virtude do art. 34 do 
Regimento do IMPA aprovado pelo Decreto n.° 59.389 

de 13/10/66, do Presidente da República, o Coló
quio Brasileiro de Matemática é organizado pelo 
Instituto de Matemática Pura e Aplicada (IMPA), 
do Conselho Nacional de Pesquisas. O Director do 
IMPA, através da Portaria n.' 5 de 23/5/66, nomeou 
para compor a Comissão Organizadora do Sexto 
Colóquio os seguintes professores : Carlos Benjamin 
de Lyra, Leopoldo Nachbin, Lindolpho de Carvaliio 
Dia» e Luiz Adauto da Justa Medeiros (Coordenador). 

Foi escolhida para a realização do Sexto Colóquio, 
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a cidade de Poços de Caldas, por ser um local que 
atenderia perfeitamente às necessidades do Colóquio, 
no que diz respeito à hospedagem e boas instalações 
para salas de aulas e conferências. O Colóquio teve 
a duração de três semanas, compreendidas entre 2 e 
22 de Julho de 1967. Contou com 250 participantes, 
dos quais 35 de universidades estrangeiras. E impor-
portante observar o acréscimo de 46 participantes 
em relação ao Quinto Colóquio. Cumpre salientar 
a presença do muitos professores estrangeiros. 

Os participantes do Colóquio foram hospedados no 
Palace Hotel de Poços de Caldas. 

3 . CURSOS D O C O L Ó Q U I O . Foram ministra
dos, de 2 a 22 de Julho, no salão do Teatro de Bolso, 
no prédio do Palace Cassino, os cursos seguintes: 

3 . 1 . Aperfeiçoamento—(a partir de 2 de Julho): 

a) «Introdução às Funções de uma Variável Com
plexa», por Chaim Samuel Hbnig, do Departa
mento de Matemática da Faculdade de Filoso
fia, Ciências e Letras da Universidade de São 
Paulo; 

6) «Introdução à Análise», por José de Barros 
Neto, do Instituto de Pesquisas Matemáticas 
da Universidade de São Paulo; 

c) «Elementos de Álgebra», por Artibano Micali, 
do Instituto de Pesquisas Matemáticas da Uni
versidade de São Paulo. 

Os cursos de aperfeiçoamento foram ministrados 
na parte da manhã, a partir das 8. 30 hs., cada um 
com um total de 12 horas de aula. Diàriamente ao 
fim de cada aula, era distribuída uma colecção de 
exercícios cujas soluções deveriam ser entregues na 
aula seguinte. Os professores destes cursos possuíam 
monitores para corrigir os exercícios e darem aula 
de repetição à tarde, no prédio da Faculdade de Fi lo
sofia de Poços de Caldas. A aferição da aprendizagem 
foi computada através dos exercícios diários, e de 
uma prova escrita final. Aqueles que obtiveram apro
veitamento satisfatório à critério do professor do 
curso, receberam um certificado, por curso, expedido 
pelo IMPA. 

3 . 2 . Pós-Graduação — (a partir de 10 de Julho): 

a) «Introdução à Análise Funcional», por Pedro 
Nowosad, do Instituto de Matemática da Uni
versidade Federal do Rio Grande do Sul ; 

6) «Introdução à Teoria dos Grupos de Lie», por 
Alexandre Augusto Martins Rodrigues, do InB-

tituto de Pesquisas Matemáticas da Universi
dade de São Paulo ; 

c) «Singularidades das Aplicações Diferenciá
veis», por Gilberto Francisco Loibel, da Escola 
de Engenharia de São Carlos da Universidade 
de São Paulo. 

Os cursos de pós-graduação foram ministrados no 
período da tarde, a partir das 14 horas, cada um com 
um total de seis horas de aula. 

3 .3 . Pós-Doutoramento — (a partir de 10 de 
Jnlho) : 

a) «Topologia dos espaços de Aplicações Holo-
morfas», por Leopoldo Nachbin, do IMPA ; 

6) «Equações Diferenciais Lineares Periódicas em 
Espaços de Banach», por Juan Jorge Schãffer, 
do Instituto de Matemática y Estadíst ica da 
Universidade de Montevideo, Uruguai. 

c) «Certos Aspectos da Teoria dos Anéis com 
Involução», por Israel N. Herstein, do Depar
tamento de Matemática da Universidade de 
Chicago. 

Para cada curso, isto é, três de aperfeiçoamento, 
três de Pós-Graduação e três de Pós-Doutoramento, 
foram preparadas apostilhas pelos respectivos pro
fessores, distribuídas no primeiro dia de aula de cada 
curso. 

Na parte da tarde, no p e r í o d o de 15. 50 h s. a 
16. 40 hs., a partir do dia 10, foi servido o chá. O pe
ríodo do chá foi julgado de grande importância, por 
ser uma oportunidade que os professores dos vários 
centros do Brasil e do estrangeiro tiveram, para de
bater problemas e trocarem ideias sobre projectos de 
ensino e pesquisa. 

4. CONFERÊNCIAS D O C O L Ó Q U I O . Houve 
um total de oito conferências, feitas a convite da 
Comissão Organizadora. Os nomes dos conferencistas 
e os respectivos títulos são relacionados a seguir : 

1. Daniel Lehmann, «Connexions à C o u r b u r e 
Nulle et K-Théorie» ; 

2. Elon Lages Lima, «Hipersuperfícies com Cur
vatura não Negativa» ; 

3. Heitor G. de Souza, «Actividades Científicas da 
Organização dos Estados Americanos (OEA)»; 

4. Mauricio Matos Peixoto, «Classificação de Cam
pos de Vectores» ; 

5. Nancy Kopell, «Commuting Diffeomorphism of 
the Circle» ; 
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6. Nelson Onuchic, «Propriedades de Invariância 
para Sistemas de Equações»; 

7. Senso Piccinini, «Operações de Cohomologia 
em K-Teoria» ; 

8. Walter Strauss, «Non-Linear Wave Equations: 
Decay and Scattering». 

As conferências tiveram início no dia 10 de Julho, 
todas feitas de 17. 40 às 18. 30 horas, sendo quatro 
na semana de 9 a 15 de Julho e as outras quatro na 
semana seguinte. 

5. COMUNICAÇÕES DO C O L Ó Q U I O - As 
comunicações de pesquisa tiveram início no dia 12 
de Julho, começando às 10. 30 hs. da manhã, na sala 
das comunicações do prédio da Faculdade de Filoso
fia de Poços de Caldas. Diàriamente foram feitas 
quatro comunicações, cada uma com a duração de 20 
minutos, sendo 15 paja o expositor e 5 para o debate. 
Todas as comunicações foram mimeografadas e dis
tribuídas aos presentes, em número de 30 a 40 pessoas. 
As 19 comunicações feitas estão relacionadas a se
guir : 

1. O. Biberstein, «Caracterización Extrínsica de 
de una Superfície en un Espacio de Minkowski 
de Très Dimensiones» ; 

2. Rolando Chuaqui, «Medidas Definidas por 
Relaciones de Equivalência» ; 

3. Antonio Diego, «On Certain Classes of Heyting 
Álgebras»; 

4. Paul Ver Eecke, «Cálculo Diferenciável nos 
Espaços não Normados» ; 

5. Myriam Condira Déchamps, «Un Théorème 
Elémentaire sur les Séries de Fourier La
cunaires» ; 

6. Antonio Fernandes Izé, « C o m p o r t a m e n t o 
Assintótico e Existência de Soluções perió
dicas de uma equação Diferencial não Linear 
de 2.» Ordem» ; 

7. B. O. Lintz, «Extensão do Conceito de Deri
vada aos Espaços Topológicos» ; 

8. Marguerite Mongeney, «Sur la Finitude de la 
Fermeture Intégrale» ; 

9. José Morgado, «Sobre a Estrutura dos J-Anéis 
Generalizados» ; 

10. B. Moscoso, «Oeterminación de las Funciones 
de Probabilidad Mediante el Critério Máxima 
Entropia» ; 

11. W. M. Olica, «Uma condição necessária e 
Suficiente de Involução para um Sistema de 
Equações de Derivadas Parciais» ; 

12. Domingos Pizanelli, «O Cálculo Operacional 
do Operador Somatório»; 

13. Edmundo Rofmann, «Sobre la Aplicación de 
un Método de Integración por Pontos de 
Ecuaciones Diferenciales en el Cálculo da la 
Velocidad Critica de los Vehiculos Tierra-
-Aire» ; 

14. Roberto Romano, «Operadores Analíticos de 
H(U)o; 

15. Nathan Moreira dos Santos, «Sobre a Dis t r i 
buição Local das Singularidades de uma A p l i 
cação Diferenciável»; 

16. Aron Simis, «Grupos Cíclicos de Jacobi» ; 
17. Victor Szebehely, «Complete Solution of a 

General Problem of Three Bodies» ; 
18. Jiro Tamura, «Revestimentos de Tipo Plano 

de Superfícies Geradas de Riemann» ; 
19. Mário Tourasse Teixeira, «Matrizes Separa

doras para alguns Reticulados Distributivos 
Fracamente Complementacos». 

Convém observar que os Professores Aron Simis e 
Mário Tourasse Teixeira, embora apresentando os 
seus resumos, não poderam comparecer ao Colóquio. 

6. REUNIÃO SOBRE O ENSINO SECUNDÁRIO. 
No dia 13 de Julho às 21.00hs. realizou-se no prédio 
do Palace Cassino, uma reunião sobre o ensino se
cundário de Matemática, cujo tema principal foi 
«O Aperfeiçoamento do Professor». Foram convi
dados a fazer relatórios o GEEM (S. Paulo), o 
CECIBA (Bahia) e o Prof. Kleber Cruz Marques, da 
Universidade de Para íba . 

O Professor Omar Catunda (Univ. da Bahia), rela
tou as actividades do CECIBA, cujo principal objec
tivo tem Bido a actualização dos professores do ensino 
médio através de cursos intensivos durante o período 
de férias. Na sua opinião, tal medida não é ainda 
suficiente para suprir as deficiências de formação nas 
faculdades. Criticou o facto de que os cursos patroci
nados pelo MEC, que são muito frequentados, não 
produzam o efeito desejado por motivo de sua exe
cução deficiente. Finalmente, informou que ambos 
ele e a Professora Martha Dantas, estavam escre
vendo textos de Matemática para o ginásio. 

O GEEM se fez representar pelo Professor B. Cas-
trucci (USP), que historiou as principais actividades 
daquele organismo no sentido do aperfeiçoamento de 
professores j á activos no ensino médio: 1) promover 
a redacção e publicação de textos matemáticos 
para este fim; 2) realização de cursos de férias para 
para um total de cerca de 3.000 alunos desde a sua 
fundação; 3) realização de congressos sobre proble
mas do ensino; 4) realização em 1967 da primeira 
«Olimpíada Matemática», entre alunos do ensino 
médio. 
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O Professor Kleber C. Marques, infelizmente, não 
compareceu a esta reunião. A professora Lucília 
Bechara, também convidada, informou aos presentes 
a respeito dos cursos especiais que tem organizado, 
bem como da adaptação dos professores para os Gi 
násios Vocacionais em São Paulo. Em seguida, foi 
dada a palavra a diversos oradores. 

No final, foram convidados a falar sobre o assunto 
em discussão, alguns dos matemáticos presentes, 
destacando-se as intervenções dos Professores Elon 
Images Lima, Leopoldo Nachbin e José Barros Neto. 
Embora estivessem de acordo quanto à necessidade 
de se actualizar os programas de Matemática para 
o ensino médio, advertiram quanto ao perigo que 
certo entusiasmo por «Matemática Moderna» venha 
resultar no emprego dn uma linguagem moderna dis
farçando uma trivialização do conteúdo a ser ensi
nado. O Professor Nachbin acentuou ainda, a necessi
dade de se introduzir a ideia de pesquisa no ensino 
médio, e de se treinar uma élite dentre os professores 
deste nível, profissionais competentes imbuídos do 
espírito de pesquisa. 

7. ESCOLA LATINO-AMERICANA DE MATEMÁ
TICA. Motivado pelas conclusões obtidas na Confe
rência Interamericana sobre o ensino da Matemática, 
realizada em Lima, Perú, em Dezembro de 1965, o 
Professor Heitor G. de Souza, Chefe da Unidade de 
Educação e Pesquisa OEA, dirigiu-se ao Professor 
Leopoldo Nachbin, em carta datada aos 9 de Feve
reiro de 1967, consultando-o sobre a possibilidade de 
aproveitar o Sexto Colóquio Brasileiro de Matemá
tica, para reunir, na ocasião, certo número de professo
res latino-americanos, com o objectivo de discutir as 
bases para a organização de uma Escola Latino-
-Americana de Física. O Professor Nachbin acolheu 
a ideia eom grande entnsiasmo, o que foi expresso 
em sua carta de 21 de Fevereiro de 1967, em resposta 
à do Professor «Souza. Nesta carta o Professor Nachbin 
sugeriu ao Professor Souza que ele se dirigisse tam
bém ao Coordenador do Sexto Colóquio, para que se 
consultasse a Comissão Organizadora sobre a ideia 
da E L A M . Em virtude dos demais membros da 
Comissão Organizadora do Sexto Colóquio terem 
concordado, fo i mantida correspondência entre o 
Coordenador e o Professor Souza, com o objectivo de 
acolher os participantes da reunião preliminar em 
Poços de Caldas, assim como planejar as reuniões da 
E L A M . 

Houve quatro reuniões em Poços de Caldas, nos 
dias 12, 13, 14 e 15 de Julho, sendo as duas primeiras 
presididas pelo Professor Heitor G. de Souza e as 
duas últimas pelo Coordenador do Colóquio, uma vez 

que o Professor Souza teve necessidade de deixar 
Poços de Caldas com destino aos Estados Unidos. 
As conclusões a que se chegaram nas quatro reuniões 
acima citadas, foram resumidas em cocumentos, qne 
transcrevemos a seguir: • 

Apresentação — Durante a realização do Sexto 
Colóquio Brasileiro de Matemática, um grupo de 
matemáticos latino americanos reuniu-se a convite 
do Departamento de Assuntos Científicos da União 
Pan Americana, com o fim de estudar a possibilidade 
de se organizar uma Escóis Latino-Americana de 
Matemática (ELAM). O grupo convidado participou 
de quatro reuniões informais, na segunda das quais 
se nomeou uma Comissão encarregada de definir o 
carácter científico e a organização que se conviria 
dar à E L A M , bem como analisar as possibilidades 
quanto à organização da primeira sessão da Escola. 
Para integrar a dita Comissão foram indicados os 
professores : Emilio Lluis, Carlos B. de Lyra e 
Orlando Villamayor. Na última sessão nomeou-se 
uma Comissão Provisória. 

A evolução do meio matemático latino-americano 
tem posto em evidência que o maior obstáculo à for
mação científica dos matemáticos se situa na fase 
final, ou seja, na etapa da pós-graduação em nível 
de doutoramento e pós-doutoramento. Bàsicamente, 
concebemos a E L A M como uma instituição que esti
mule e ajude a desenvolver a pesquisa matemática 
na América Latina. Esta escola promoverá, ainda, 
o intercâmbio científico entre pesquisadores dos di
versos centros matemáticos. 

A escola proporcionará aos participantes, através 
de cursos avançados e exposições do género «mise au 
point», a apresentação de áreas de pesquisas activas 
e de problemas em aberto. 

Os cursos serão sobre temas específicos, tendo como 
objectivo principal apresentar aos participantes oa 
aspectos actuais de maior interesse nesses temas, 
incluindo-se a discussão de problemas em aberto. 

Paralelamente aos cursos haverá séries de confe
rências de «mise au point», expondo certos temas de 
modo acessível a não especialistas. 

Também se deve prever horáriss reservados para 
comunicações, trabalhos de seminários e discussões, 
assim como tempo livre para estudo. 

Para ministrar os cursos e conferências poderão 
ser convidados especialistas internacionalmente des
tacados nos respectivos temas. 

Haverá uma Comissão Permanente que se encarre
gará de dir igir e planejar as actividades da Escola. 
A comissão deverá ser renovada durante cada sessão 
da Escola. Nenhum membro poderá pertencer à 
Comissão por mais de dois períodos consecutivos, 
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procurando-se fazer a renovação de maneira a garan
t i r a continuidade de seu funcionamento. 

Compete à Comissão a selecção dos temas dos con
ferencistas e pesquisadores especialmente convidados» 
e a distribuição das bolsas concedidas através da 
E L A M . 

Durante cada sessão, os professores e pesquisa
dores latino-americanos participantes, fixarão a data 
e a sede da sessão seguinte, levando-se em conta as 
opiniões que a Comissão Permanente haja recolhido, 
prèviamente, dos organismos científicos latino-ame
ricanos. 

A Comissão Permanente se encarregará de solicitar 
os fundos necessários para o funcionamento da Escola. 

Para cada uma das sessões, a Comissão designará 
um Director Local, ao qual caberá resolver os proble
mas de organização na sede escolhida. 

Com o fim de aperfeiçoar o funcionamento da 
E L A M , as normas aqui estabelecidas poderão ser 
modificadas durante as sessões da Escola, em função 
da experiência adquirida até o momento. 

Para garantir este alto nível, é necessário prever 
a colaboração, toda vee que julgada necessária, de 
matemáticos dos centros mais activos do mundo. Em 
vista do nível em que se concebe a Escola, parece 
recomendável que cada sessão da E L A M seja orga
nizada em torno de um ou dois temas, mais ou menos 
amplos, que sirvam de fio condutor às actividades da 
sessão. 

Julgamos, por outro lado, que a iniciativa de se 
organizar a E L A M seja complementada por uma 
outra, não menos importante: a organização de 
Escolas Regionais de Matemática nos diversos países 
da América Latina. Estas Escolas visarão dinami
zar a formação básica em matemática superior, ao 
nível que antecede ao da E L A M . Por exemplo, os 
Colóquios Brasileiros de Matemática têm uma grande 
parte de suas actividades no sentido de uma escola 
regional. A organização de escolas regionais parece 
instrumento que melhor se adapta ao nível e às ne
cessidades de cada região. Embora vários países 
possam organizar tais escolas, sem ajuda exterior, 
estas iniciativas devem contar com o apoio de orga
nismos internacionais e o colaboração científica dos 
países laiino-araericanos que possam oferecê-la. 

Finalidade e Organização — A E L A M é uma 
Organização Científica autónoma, que periodica
mente, realizará suas sessões de modo alternado nos 
diversos países da América Latina. 

A principal finalidade da E L A M é a de estimular 
os actividades de pesquisa, tanto dos estudantes 
avançados como dos pesquisadores j á formados da 
América Latina. 

A E L A M procurará estabelecer contactos, os mais 
estreitos possíveis, com as Instituições internacionais 
e locais dos países latino-americanos, para o melhor 
desempenho de suas funções. 

A duração de cada sessão poderá ser de très a seis 
semanas. 

Disposições transitórias — O grupo de matemá
ticos reunidos durante a realização do Sexto Colóquio 
Brasileiro de Matemática, nomeou uma Comissão 
Provisória de três membros, formada pelos professo
res : José Adem, Maurício Matos Peixoto e Luis 
Santaló. 

Os matemáticos presentes à reunião ficaram incum
bidos de consultar, nas suas respectivas organizações 
nacionais, a respeito da Escola e enviarão as opi
niões e recomendações respectivas à Comissão. 

A Comissão Provisória se encarregará então, de 
organizar a primeira sessão da E L A M na data que 
mais convier. 

9. EXPOSIÇÃO DE LIVROS. Houve durante os 
dias 10, 11 e 12 de Julho uma exposição de livros de 
matemática feita por editores. A exposição teve lugar 
no salão de chá do Palace Cassino. 

10. PARTE FINANCEIRA. O Sexto Colóquio fo i 
basicamente financiado pelo Conselho Nacional de 
Pesquisas, com uma contribuição de NCr# 45.000,00 
(quarenta e cinco mil cruzeiros novos). A Fundação 
para o Amparo à Pesquisa no Estado de São Paulo 
(FAPESP), contribuiu com NOr# 10.000,00 (dez mi l 
cruzeiros novos), a Coordenação do Aperfeiçoamento 
do Pessoal do Ensino Superior (CAPES) contribuiu 
com NCr# 5.000,00 (cinco m i l cruzeiros novos) ; a 
Universidade de Brasilia com NCr£ 3.200,00 (três 
mil e duzentos cruzeiros novos) ; a Universidade da 
Bahia com NCr$ 1.700,00 (mil e setecentos cruzeiros 
novos). 

O Govêrno do Estado de Minas Gerais, através da 
Hidrominas, contribuiu substancialmente concedendo 
aos participantes do Sexto Colóquio o desconto de 
30% (trinta por cento), no Palace Hotel de Poços de 
Caldas; e de 50°/„ (cincoenta por cento) nas Termas 
«António Carlos», o que representa um auxílio da 
ordem de NCr$ 30.000,00 (trinta mil cruzeiros novos). 

DOUTORAMENTOS, DOCÊNCIAS E CÁTEDRAS 

A. A. M. Rodrigues. Foi indicado para a cátedra 
de Crítica dos Princípios e Complementos de Mate
mática da Faculdade de Filosofia, Ciências e Letras 
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da USP, o professor Alexandre Augusto Martins Ro
drigues que prestou concurso em Agosto, tendo apre
sentado a tese «Pseudo-Grupos de Lie Infinitos». 

G. S. S. Avila. Em Setembro de 1966, o Prof. 
Geraldo Severo de Sousa Avila prestou concurso de 
Livre Docência na Universidade de São Paulo, São 
Paulo, SP, tendo apresentado uma tese intitulada 
«Sobre o princípio limite de absorção para sistemas 
diferenciais simétricos hiperbólicos». 

J. A. A. G. Barroso. Em Junho de 1967, o Prof. 
Jorge Alberto Alvares Gomes Barroso prestou concurso 
de Livre Docência na Universidade Federal do Rio 
de Janeiro, Rio de Janeiro, GB, tendo apresentado 
uma tese intitulada «Fundamentos da Teoria dos 
Espaços Vetoriais Topológicos». 

J. de Barros Neto. Em Outubro de 1966, o Prof. 
Jose de Barros Neto prestou concurso de Livre Do
cência na Universidade de São Paulo, São Paulo, SP, 
havendo apresentado como tese um trabalho in t i tu 
lado «Soluções locais do problema elítico». 

£. R. B. Vieira. Em Maio de 1967, o Prof. Leo 
Roberto Borges Vieira prestou concurso de Cátedra na 
Universidade de São Paulo, São Paulo, SP, tendo a 
sua tese versado «Sobre a teoria dos sistemas asso
ciados para estudo da estabilidade global». 

R. A. A. Piccinini. Em Setembro de 1966, o Prof. 
Renzo Angelo António Piccinini completou o Douto
ramento na University of Wisconsin, Madison, Wis
consin, USA, apresentando uma tese intitulada aSta-
ble cohomology operations in generalized cohomology 
théories». 

CURSOS 

Instituto de Matemática Pura e Aplicada Rio de 
Janeiro —Estão sendo realizados os seguintes cursos: 

1) «Análise II», pelo Prof. John Deneen. 
2) «Medida e Integração», pelo Prof. Guido Zapata. 
3) «Introdução à Análise Euncional», pela Profa. 

Myriam Dechamps. 
4) «Teoria Espectral em Espaços de Hilbert», pelo 

Prof. Luiz Adauto Medeiros. 
5) «Equações Diferenciais Parciais», pelo Prof. 

Luiz Adauto Medeiros. 

Escola de Engenharia, São Carlos — Foi desen
volvido no Departamento de Matemática, um curso 
intitulado : 

«Introdução às Variedades Diferenciáveis», pelo 
Prof. Gilberto Loibel, com a colaboração dos Profes
sores Aldo Ventura e Ary de Souza Pinheiro. 

Instituto de Matemática, Universidade do Rio 
Grande do Sul — Foram ministrados os seguintes 
cursos : 

1) «Análise Real», pelo Prof. Pedro Nowosad, com 
a colaboração dos Professores Penido Fontoura 
da Silva e Luiz Virgilio Meneghello. 

2) «Equações Diferenciais», pelo Prof. José Maria 
Gonçalves. 

3) «Espaços Vetoriais Topológicos», pelo Prof. 
Ernesto Bruno Cossi. 

Centro de Ensino de Ciências do Nordeste, 
(CECI NE), Recife—Foram ministrados, de 15 de 
Abr i l a 15 de Junho, para professores do ensino mé
dio, os seguintes cursos : 

1) «Introdução á Álgebra Moderna», pelo Prof. 
João Barbosa de Oliveira. 

2) «Lógica Simbólica e Fundamentos da Matemá
tica», por Aloisio Teles Meneses. 

SEMINÁRIOS 

Escola de Engenharia, São Carlos — Estão em 
andamento, no Departamento de Matemática, os se
guintes seminários : 

1) «Teoria da estabilidade das equações diferen
ciais ordinárias e funcionais», sob a orientação 
do Prof. Nelson Onuchic e com a participação 
dos Professores António Fernandes Izê e Nata
lino A. de Molfetta. 

2) «Singularidades das aplicações diferenciáveis», 
sob a orientação do Prof. Gilberto Loibel com a 
participação dos Professores Ary de S. Pinheiro 
e Luiz A. Fávaro. 

3) «Classe» características», sob a orientação do 
Prof. Gilberto Loibel, com a participação dos 
Professores Ary de S. Pinheiro, Mário R. Saab, 
Auster Ruzante e Luiz A. Fávaro. 

CONFERÊNCIAS 

Escola de Engenharia, São Carlos — Foi proferida 
no Departamento de Matemática, a seguinte confe
rência : 

«Teoria das Categorias», pelo Prof. Newton Afonso 
Carneiro da Costa. 
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Instituto de Pesquisas Matemáticas, Universidade 
de São Paulo — Teve lugar a conferência: 

«Operações de Cohomologia estáveis em Teorias de 
Cohomologia», pelo Prof. Renzo Piccinini. 

6." Colóquio Brasileiro de Matemática, Julho de 
1967, Poços de Caldas, MG — Por ocasião do 6.° 
Colóquio Brasileiro de Matemática, o Prof. Heitor G. 
de Souza, do Departamento de Assuntos Científicos 
da OEA, fez uma conferência sobre as actividades 
científicas da OEA, que será reproduzido a seguir: 

Sudene — De 12 a 14 de Setembro de 1967, reali-
zoa-se em Recife, PE o Primeiro Encontro de Mate
máticos do Nordeste, promovido pela SUDENE, com 
o objectivo de discutir os problemas da melhoria do 
ensino da Matemática nas instituições do Nordeste, 
do fomento à pesquisa e à pós-graduação nesse ramo 
da Ciência, no sentido de apresentar recomendações à 
SUDENE quanto à sua actuação em prol das ciên
cias matemáticas puras e aplicadas nessa região. Foi 
Coordenador do referido Encontro o Professor Luiz 
Adauto Medeiros, do IMPA, Rio de Janeiro, GB. Par
ticiparam do Encontro, a convite da SUDENE, cerca 
de 30 participantes dos Estados seguintes : Ceará, 
Rio Grande do Norte Pernambuco, Alagoas, Sergipe, 
Paraíba , Bahia, Guanabara. A SUDENE tenciona 
realizar proximamente Encontros semelhantes nos 
ramos da Física, da Biologia e da Química, bem como 
repetir periodicamente Encontros em cada sector das 
ciências. Foram as seguintes, na sua íntegra, as reco
mendações finais aprovadas pelos participantes do 
Primeiro Encontro de Matemáticos : 

I — Pessoal 

1 — Melhorar as condições de trabalho do pessoal 
docente e recrutar pesquisadores, para o que se impõe 
a obtenção do auxílio para complementação salarial. 

2 — Adoção de providências no sentido de tornar 
possível a contratação e complementação de salários 
de professores e pesquisadores de alto nível, nacionais 
ou estrangeiros, cujo concurso seja indispensável para 
expansão e melhoria dos sistemas de Ensino Matemá
tico com as almejadas implicações no desenvolvimento 
socio-económico da Região, levando em conta o cur
riculum vitae de cada um. 

3 — Adoção de providências no sentido de tornar 
possível a contratação e complementação de salários 
do pessoal administrativo visando uma melhor execu
ção administrativa. 

I I — Documentação 

1 — Pleitear dos órgãos competentes o financia
mento de publicações de textos para os estudantes da 
Matemática do Nordeste. 

2 — Inversão de recursos necessários para forma
ção, ampliação e actualização das bibliotecas de 
Matemática. 

3 — Coordenação Documental visando dar maio r 

rendimento aos periódicos e livros existentes e maior 
circulação, no Nordeste, de informações bibliográficas 
disponíveis nos diversos Centros. 

4 — Todas as publicações deveriam ser levadas aos 
diversos centros existentes, como também as decisões 
importantes, que tenham resultado de convénios, con
tratos, etc. 

5 — Maior incremento e modernização da Central 
de Documentação : microfilmes, reproduções, divulga
ção, etc., para cobertura de cursos e para outros fins 
úteis. 

6 — A SUDENE colabora dando cursos para a 
formação de pessoal para as bibliotecas, mas o pes
soal recrutado nos Estados não se apresenta em con
dições de receber as instruções adredemente pre
paradas. 

7 — Com vistas à instalação do Instituto de Mate
mática de Alagoas e Sergipe, deve a SUDENE cui
dar da organização da futura biblioteca, providen
ciando meios para o treinamento do pessoal para 
servir na mesma. 

8 — Alunos dos próprios Institutos de Matemática 
devem ser recrutados para fins de pesquisai biblio
gráficas nas próprias bibliotecas. 

9 — Aquisição planificada, tendo em vista uma eco
nomia relativa a cada centro. 

a) Só é possível quando há um órgão central 
coordenador. Este órgão se encarregaria de 
manter uma Comissão de Conselheiros (ou outro 
nome que se queira), composta dos especialistas 
de cada matéria. Assim, quando se cogitasse 
de comprar revistas, etc. de Matemática, aquele 
que leciona ou trabalha neste campo, indicaria 
quais as obras que deveriam ser compradas 
(também se estabeleceria o critério de priori
dade para aquisição) e dessa forma os recursos 
disponíveis seriam melhor aproveitados. O que 
Be fizesse para o nível local, também seria feito 
a n í v e l regional, para determinadas obras, 
UBando-se o setor de Informação Técnico-Cien-
tífica do Departamento de Recursos Humanos 
da SUDENE como órgão coordenador. 
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6) Medidas recomendadas. 
— Criação de um órgão central coordenador ; 
— Criação de Comissões para julgamento de 

novas aquisições, ouvidos sempre os profes
sores mais ligados aos respectivos assuntos. 

10 — Sistematização de informação local, para uma 
uniformização de métodos e uma racionalização de 
esforços. 

à) Implica esse item na criação de Biblioteca 
Central. 

b) Deve haver comunicações permanentes entre as 
bibliotecas a fim de.serem evitadas duplicida
des. Também não confundir duplicidade com 
necessidade de disponibilidade de vários exem
plares de uma mesma obra de apoio a cursos 
específicos. 

I I I — Bolsas 

1 — Determinação de recursos para o estabeleci
mento de um sistema de bolsas para estudantes de 
cursos de graduação. 

2 — Coordenação de esforços no sentido de ampliar 
as possibilidades para graduados realizarem o mes
trado ou doutoramento em matemática em centros de 
reconhecido nível científico. 

3 — Que sejam concedidas bolsas para estágio (num 
período de pelo menos 12 meses) para treinamento de 
professores em exercício, nos Centros de Ensino de 
Ciências. 

I V — Centros de processamento de dados 

1 — Estabelecimento de uma computadora política 
visando obter recursos públicos e, sempre que possí
vel, particulares a serem destinados a investimentos 
em computadores electrónicos. Recomendações espe
cial para uma imediata definição da SUDENE em 
favor do aluguel de computadores eletrónicos ao invés 
de compra pura e simples. 

Outros 

1 — Recomendar a criação de núcleos dos Centros 
de Ciências ampliando os j á criados. 

2 — Que os órgãos competentes dêem apoio a cur
sos que visem a formação de professores de matemá
tica do 1." ciclo de Ensino Médio. 

3 — Que o treinamento de professores do ensino 
médio seja realizado pelos Centros de Ciências sob a 
supervisão dos Institutos e Faculdades de Educação. 

4 — Que sejam fornecidos aos Centros de Ciências ) 

meios para elaboração de textos de carácter experi
mental para o ensino moderno de Matemática nas 
salas de grau médio. 

5 — Que sejam proporcionadas condições para rea
lização de encontros ou congressos de matemática no 
Nordeste ou para o comparecimento de professores do 
Nordeste a encontros ou congressos realizados em 
outras regiões do país . 

6 — Criação de uma c o m i s s ã o para estudar a 
implantação de novos centros. 

7 — Quanto à criação de novos centros, somos de 
opinião que ela se processa naturalmente quando se 
fizer necessário o aparecimento dos mesmos. 

Ë de hom alvitre, entretanto, tendo em conta o pre
enchimento máximo da sua utilidade e a obtenção de 
um bom nível de ensino que sua criação seja proce
dida não somente da obtenção de recursos naturais 
mas de Uma criteriosa preparação de pessoal em outros 
centros mais desenvolvidos. Para atingir aos objecti
vos, sugerimos à criação de uma comissão de Mate
máticos. 

8 — Os Institutos de Matemática devem assumir a 
responsabilidade pela coordenação e unificação do 
ensino e da pesquisa na área de matemática em todo 
o âmbito da Universidade. 

9 — Construção de instalações adequadas e melho
ria das existentes para atender às exigências de rees
truturação da Universidade e solicitações do ensino 
da Matemática nos diversos campos. 

Além das recomendações anteriorss, o plenário 
aprovou as seguintes sugestões : 

I — Que os pedidos de auxílios devem obedecer a 
seguinte ordem de prioridade, quando da aná
lise dos projectos : 

1 — Pessoal (contratação ou complementação de 
Professores). 

2 — Aquisição de Bibliotecas. 

3 — Bolsas a estudantes de pós-graduação no país. 
4 — Bolsas de estudantes de pos-graduação no 

exterior. 
5 — Centros de computação. 

I I — Que sejam escolhidos, além do coordenador, 
mais dois matemáticos de reputação nacional 
para assessorar a SUDENE. 
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A N T O L O G I A 

Natural isomorphisms in group theory (*) 
by Samuel Eilenberg and Saunders MacLane 

Departments of Mathematics, University of Michigan and Harvard Univorsity 

Communicated October 26, 1942 

1. Introduction. — Frequently in modern 
mathematics there occur phenomena of «na-
turality» : a «natural» isomorphism between 
two groups or between two complexes, a 
«natural» homeomorphism of two spaces and 
the like. We here propose a precise definition 
of the «naturality» of such correspondences, 
as a basis for an appropriate general theory. 
In this preliminary report we restrict our
selves to the natural isomorphisms of group 
theory ; with this limitation we can present 
the basic concepts of our theory without de
veloping the axiomatic approach necessary 
for a general treatment applicable to various 
branches of mathematics. 

Properties of character groups (see the 
definitions in § 5 below) (**) may serve to 
illustrate the ideas involved. Thus, it is often 
asserted that the character group of a finite 
group G is isomorphic to the group itself, 
but not in a .«natural» way. Specifically, if 
G is cyclic of prime order p, there is for 
each generator of G an isomorphism of G 
to its character group, so that the proof 
furnishes p — 1 such isomorphisms, no one 
of which is in any way distinguished from 
its fellows. However, the proof that that the 
character group of the character group of G 

(*) Reprodução das pp. 537-543 do vol. 28 dos 
Proc. N. A. Sc. USA, amavelmente autorizada pelo 
Editor. 

(**) Ver Nota final. 

is isomorphic to G itself is considered «na
tural», because it furnishes for each G a 
unique isomorphism, not dependent on any 
choice of generators. 

To give these statements a clear mathe
matical meaning, we shall regard the cha
racter group Ck (G) of G as a function of 
a variable group G , together with a pres
cription which assigns to any homomorphism 
y of G into a second group G'. 

y:G-*G', 

the induced homomorphism (see (5) below) 

Ch(y):Ch(G')-* Ch{G). 

The functions Ch (G) and Ch (y) jointly 
form what we shall call a «functor» ; in this 
case, a «contravariant» one, because' the 
mapping Ch (y) works in a direction opposite 
to that of y . A natural isomorphism between 
two functions of groups will be an isomor
phism which commutes properly with the 
induced mappings of the functors. 

With our description of a natural isomor
phism, practically all the general isomor
phisms obtained in group theory and its 
applications (homology theory, Galois theory, 
etc.) can be shown to be «natural». This 
results in added clarity in such situations. 
Furthermore, there are definite proofs where 
the naturality of an isomorphism is needed, 
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especially when a passage to the limit is 
involved. In fact, our condition (E2) below 
appears in the definition of the isomorphism 
of two direct or two inverse systems of 
groups (!). 

2. Functors. — The definition of a functor 
will be given for the typical case of a functor 
T which depends on two groups as argu
ments, and is covariant in the first argument 
and contravariant in the second. Such a 
functor is determined by two functions. The 
group function determines for each pair of 
topological groups G and H (contained in 
a given legitimate set of groups) another 
group T(G , H). The mapping functions de
termines for each pair of homomorphisms ( 2) 
y:Gi-*G2 and n:Hi-*H2 a homomorphism 
T(y , rj) , such that 

(1) T(y,r,):(G1,H2)-^T{G2,Hi). 

We require that T(y , ri) be the identity iso
morphism whenever y and n are identities, 
and that, whenever the products y2y\ and 
YijYij are defined, 

(2) T(y2 y , , * 2 «,) = T(y2, «,) T ( 7 ï , « j ) . 

Some functors will be defined only for special 
types of groups (e. g., for abelian groups) or 
for special types of homomorphisms (e. g., 
for homomorphisms <ionto»). 

I f y and n are both isomorphisms^), it 
follows from these conditions that T(y , n) is 

(!) PONTBJAGIN, L . , aUeber den algebraischen Inhalt 
der topologÍBche Dualitátsátze», Mathematische Ann., 
105, 165-205 (1931). LEFSCHETZ , S., « Algebraic Topo
logy», Am. Math. Soc. Colloquium Pub., 27, 55 (1942). 

( 2) By a homomorphism we mean a definite pair of 
groups (?i and Oz and a (continuous) homomorphic 
mapping f j of the first onto a subgroup of the second. 
The product "ftTi is defined for those pairs ^Gi-t-Gt, 
72 : GÍ -* GÎ wi th <?2 = G'T. 

(') By an isomorphism we mean a homomorphism 
of (?i onto (?2 which is one-one and bicontinuous. 

also an isomorphism. Consequently, if the 
groups (?i and G2

 a n c * the groups Z7j and 
H2 are isomorphic, the functor T gives rise 
to i somorphic groups T(Gi,H{) and 
T{G2, H2). 

3. Examples. — The direct product GxH 
of two groups may be reguarded as the group 
function of a functor. The corresponding 
mapping function specifies, for each pair of 
homomorphisms y : G\ -+ G2 and YI : H\ -* H2, 
an induced homomorphism y x r j , defined 
for every element (gx, h{) in Gx X Hx as 

[ 7 X * ] ( ? U * l 1 - (7.Si >*h) • 

Then 

(3) y X T) : (?i x Hx -* G2 X H2 , 

and, whenever y2y\ and Y I 2 Y ) J are defined, 
one has 

(4) (72 7i) X («a «l) = (7a x *&) (?i X «i)> 

Except for the absence of contravariance, 
these conditions are parallel to (1) and (2), 
hence GxLT,y xn define a functor, cova
riant in both G and H. 

Whitney's tensor product (*) (*) G o H oî 
two discrete groups ( 5) G and H is the group 
function of a functor. The elements of this 
group are all finite sums 2gl ohx of formal 
products j i o J[ ; the group operation is the 
obvious addition, and the relations are 
g o (h + h1) = g o h + g o h', (g + g') ° h = 
g o h + g' o h . Given two homomorphisms 
y : C?i -* G2 and n : Hx -*• H2 , there is an 
induced homomorphism y o ri of (?) o 11^ into 

( 4 ) WHITHEY, H . , oTensor Products of Abelian 
Groups», Duke Math. Jour., 4, 495-528 (1938). 

(*) A notação usual é G ® B • 
( 5) Hire and subsequently the group operation in 

G and in H is written as addition, whether or not 
the groups are abelian. 
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(? 2 o H2 , defined for any generator gx o hl  

of Gi o i / j as 

[7 0 «] foi ° h) = (7 ^í) ° (*> h) e (? 2 o i7 2 . 

Formulae (3) and (4), with the cross replaced 
by the circle, again hold, so that G o H, y o YJ 
determine a functor of discrete groups, cova-
riant in both arguments. 

In a similar fashion, the free product of 
two groups leads to a functor. 

An important functor is given by the group 
of all homomorphisms a? of a fixed locally 
compact topological abelian group G into 
another topological abelian group H. The 
sum of two such homomorphisms opj and cp2 

is defined for each geG by sett ing 
(?i + <p2)(flO = ?i(flO + îaCflO- U n d e r t h î s  

operation, all 9 :(?->• fl constitute a group 
7/om (G*, II) : it carries an appropriate topo
logy, the description of which we omit. For 
given y : Gt -*• G2 and D : Hx ^- H2 and for 
each cp e 77o»» ((? 2 , H{) we have 

T * t 1 
<?, -> 0 a - Hx -* Ea . 

Consequently we define Horn (y, YI) (op) = YI ç y, 
and verify that 

ZJOTO (7, Y)) : flbm (C? 2 , 2?"i) -* i/o»» ( C J , II2) , 

Horn (y2 y, , YI2 r),) = ITom (7, , n2) 7/om (y2 , ni) . 

Clearly when y and YI are identity mappings 
of G and II the induced mapping Hom(y , YJ) 
is the identity mapping of Horn (G, II) on 
itself. Hence the functions Horn (G , H) and 
Horn (y, n) determine for abelian groups a 
functor Horn, covariant in H and contra-
variant in G. 

The special case when H is the group P 
of reals modulo 1 furnishes the character 
group, 

Ch (G) = Horn (G , P), Ck (7) = Horn {y , e) 

where e is the identity mapping of P on 
itself. Therefore the character group is a 
contravariant functor, defined for abelian 
groups. Explicitly, if we express the result 
X(gr) of applying the character X to the 
element geG as the value (a real number 
modulo 1) of the bilinear form (g,X), the 
definition of Ch(y) can be written as 

( 5 ) (g,Ch{y)y.') = {yg,y.'), geG, X'eCh(G') 

4. Equivalence of Functors. — Let T and 
8 be two functors which are, say, both 
covariant in the variable G and contra-
variant in H. Suppose that for each pair of 
groups G and H we are given a homo-
morphism 

•c(G,H):T(G,H) -* S(G,H). 

We say that T establishes a natural equiva
lence of the functor T to the functor £ and 
that T is naturally equivalent to S (in 
symbols, T : TV-* S) whenever 

( E l ) Each T (G, II) is a bicontinuous 
i somorphism of T(G , H) onto 
S{G,H); 

(E 2) For each y : G , - G2 and n : FT, -+II2, 
^G2,H1)T(y,r,) = S(y,r,)T(Gi,H2). 

The first requirement insures the term-by-
-term isomorphism of the two group functions 
T(G. H) and S(G,H), while the second 
requirement is precisely the anaturality » 
condition. It can be shown that the condition 
(E2) is implied by two special cases; the 
case when YI is an identity, and the case 
when y is an identity. 

This relation of natural equivalence between 
functors is reflexive, symmetric and transi
tive. In many cases we dispense with con
dition ( E l ) , and obtain a more general 
concept of a «transformation» of a functor T 
into a functor S. 
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5. Examples of Natural Equivalence. 
The well known isomorphism 

means that, for each X' 6 Ch(G') , one should 
have 

(6) G=Ch(Ch(G)) 

for locally compact abelian groups, can be 
regarded as an equivalence of functors, and 
is in this sense natural. The right-hand side 
of (6) suggests the covariant functor, Ch2, 
defined by iteration of the functor Ch , as 

Ch2(G) = Ch(Ch(G)), a a ( y ) = Ch (Ch(y)). 

The left-hand side of (6) suggests the iden
tity functor, 1, 

1(G) = G , I(y) = y. 

The bilinear form (g,X) = X(g) determines 
to each character X e Ch (G) and each g e G 
a real number modulo 1; similarly the form 
(X,h) = h (X) is defined for each h e Ch2 ( G ) . 
The form (g, X), regarded as a function of 
X for fixed g, is a .character h in Ch2(G) 
which we call [t(G)]g. Explicitly, this defi
nition of T reads 

(X,T(G)g) = (g,X), geG, XeCh(G). 

The validity of condition ( E l ) for T ( G ) is 
the basic theorem of character theory. The 
condition (E2) asserts that in the diagram 

T ( G ) 
G * Ch2(G) 

Ch2(y) 

 

the two paths leading from G to Ch2(G') 
have the same effect, or that, for each geG, 
both elements *(G')yg and Ch2(y)-:(G)g 
are identical as elements of Ch2 (G1). This 

(X'^(G>)yg) = (X>,Ch2(y)T(G)g). 

By the definition of T , the expression on the 
left is simply (y g ,X'). By successive appli
cation to the expression on the right of the 
definitions of Ch, T and Ch, we obtain 

(X' , Ch2 (y) T (G) g) = (Ch (y) X', T (G) g) « 
= (9,Ch(y)X>) = (yg,X>). 

The identity of these results shows that we 
do have a natural equivalence 

T(<?) : G < - - Ch2(G). 

When G is finite, the i somorphism 
G -* Ch(G) cannot be «natural» according to 
our definitions, for the simple reason that 
the functor i" on the left is covariant, while 
the functor Ch on the right is contravariant. 

As other examples of equivalences between 
functors, we may cite the usual isomorphisms 
which give the associative and commutative 
laws for the direct product, the tensor pro
duct and the free product. Various distribu
tive laws, such as 

( G , X G2) o I1=(G1 o H) X (G2 o H), 

Horn ( G , x G 2 , H ) = Horn (Gl, H) X 

X Horn ( G 2 , H), 

when established with the obvious isomor
phisms, are in fact equivalences between 
fnnctors. 

A less obvious relation between the tensor 
product and the functor ullom* is (') 

(!) This isomorphism was established by the au
thors ; cf. Ann. Math., 44 (1943). 
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(7) Horn {O, Horn {H, K))=íHom(G o H,K), 

where G and 22 are discrete abelian groups, 
K a topological abelian group. This iso
morphism is obtained by a correspondence 
x{G ,11, K) which specifies for each element 
ç e Horn (G , Horn (II, K)) a corresponding 
homomorphism in Horn (G o II, K), defined 
for any generator g o h of G o H as 

0 ( G , 2 7 , À')] (?) fo» A ) - [ ? & ) ] ( * ) in K . 

One may show that x does give an isomor
phism, bicontinuous in the appropriate topo
logies. Both sides of (7) may be treated as 
the group functions of functors which aie 
obtained by composition from allomit and 
f o » . The corresponding mapping functions> 
for given homomorphisms 

y :(?,->• G2, vj : 22, -• II2 , * : 2f, ->• K2, 

are defined by a parallel composition as 

Horn (y , Horn ( n , x ) ) , Horn (y o n, 3t). 

Both functors are contravariant in G and 
22, covariant in 2Í". 

The naturality condition for the isomor
phism T reads 

T ( £ ? , , 22, , 2f 2 ) Horn (y, Horn ( n , x) ) = 

= Horn (y o n , JC) t (<7 a, 222 , 2 f , ) . 

Both sides, when applied to an element 
9 e Horn (G2 , Horn (222 , 2f,) yield a homomor
phism in Horn ((7, o 22, , K2) . I f each of these 
homomorphisms is applied to a typical gene
rator gy o A, of the tensor product G , o 22,, 
straightforward application of the relevant 

definitions shows that the same element of 
K2 is obtained in both cases; namely, 

* it?.(yC^i))]^ (**))! * ^ n e m a v a * 8 0 s e e *k 
rectly that this expression represents the 
only way of constructing an element of K2 

from the elements gx and ft, and the map
pings x,, ç , y and YI . 

The natural isomorphism (7) has some 
interesting consequences. I f K is taken to 
be the group P of real numbers modulo 1, 
Horn (22, K) becomes the character group 
C%(22), and the formula may be written as 

Horn (G,ChH) = Ch(G ° 22) . 

Applying the functor Ch to both sides and 
using the natural equivalence of Ch2 and 2, 
we obtain the equivalence 

G o 22= Ch Horn (G ,ChH). 

Since this is «natural», this could be used as 
a definition of the tensor product G o 22. 

6. Generalisations — With the appropriate 
definition of a normal subfunctor S of a 
functor T one can construct a quotient 
functor TjS, whose group function has as 
its values quotient groups (i.e., factor groups). 
With this operation, all the standard cons
tructions on groups may be represented as 
group functions of suitable functors. 

An inspection of the concept of a functor 
and of a natural equivalence shows that they 
may be applied not only to groups with their 
homomorphisms, but also to topological spaces 
with their continuous mappings, to simplicíal 
complexes with their simplicial transforma
tions, and to Banach spaces with their linear 
transformations. These and similar applica
tions can all be embodied in a suitable axio
matic theory. The resulting much wider 
concept of naturality, as an equivalence 
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between functors, will be studied in a sub
sequent paper. 

NOTA : A Nota que aqui incluímos destina-se a 
facilitar aos leitores não familiarizados com a noção 
de grupo dos caracteres de um grupo, a compreensão 
das ideias expressas pelos autores no § 1. Procurámos 
respeitar o espírito do texto. 

Seja V um espaço vectorial real e V* o seu dual 
( i . e. o conjunto das aplicações lineares de V em R 
munido da estrutura de espaço vectorial real usual). 
É bem sabido que se V tem dimensão finita n, a 
dimensão de V* è também n e, portanto, V e V* 
são isomorfos. Mais precisamente, para cada par de 
bases W I S < S , e ( < J ) i s , s , de V e V*, res
pectivamente, existe um (e um só) isomorfismo 
/ : V-* V* tal que / (e ; ) — e* , I s i s » . Nestas con
dições, se n =j= 0 , existo uma infinidade de isomor-
fismos de V sobre V* nenhum dos quais se pode 
obviamente considerar privilegiado em relação aos 
outros. Todavia, a aplicação Wr:V-+V** que asso
cia a cada x e V a forma linear sobre V* , V (x) 
tal que (<FV (x)) ( / ) = f ( x ) para todo o f e V* , é 
um isomorfismo de V sobre V** considerado «na
tural» por não depender de quaisquer bases previa
mente escolhidaspara V e V** . 

Para dar um sentido preciso ao que precede, con
vém considerar a passagem ao dual como um par de 
fuuções: a primeira função associa a cada espaço V 

o seu dual V* e a segunda função associa a cada 
aplicação linear f-.V — V' a transposta i*:V'*-*V* 
( i . e. a aplicação linear que faz corresponder a cada 
f e V* , 7* ( / ) e V* tal que, para todo o xeV, 
( t* ( / ) ) ( x ) = / ( t ( x ) ) ) • Este par de fuuções é um 
fun tor] mais precisamente, um functor contravarianie 
visto que a aplicação correspondente a uma aplicação 
linear de V em V é uma aplicação linear de V* 
em V* . 

Um isomorfismo ou equivalência natural entre dois 
fuctores S e T è uma família de isomorfismos 
S(V)—T(V) tal que, p a r a cada -Í:V-+V, 
S (V) -* T (V) , S ( V ) -*T(V) constituem com 
S f f ) , T (i) um diagrama comutativo. 

Assim, se S e T são funtores còvariantcs, a apli
cação composta de S (V) -* T(V) com S (y) é 
igual à composta de T(t) com S (V)-* T (V) . A 
situação que consideramos no início da Nota ilustra 
perfeitamente este conceito: se S designa o functor 
idêntico (que associa a cada espaço vectorial real de 
dimensão finita V o próprio V e a cada aplicação l i 
near y a própria aplicação f ) e T designa o funtor 
que associa a F o seubidual V** e a cada aplicação 
linear f , Y* # , reconhece-se imediatamente que a 
família de isomorfismos T v é uma equivalência na
tural entre S e T; todavia, os funtores idêntico e 
«passagem ao dual» não podem ser naturalmente 
equivalentes em virtude de o primeiro ser còvariante 
e o segundo contravariante. 

A. V. Ferreira 

«A matemática foi criada pelos homens para satisfação das suas necessidades, e tem 

sido para eles, de facto, um precioso instrumento; o professor de matemática deve permanecer 

por isso um pro fessor de acção. . . D . 
H . LEBESGUK 

<LA produção industrial pode estar sensivelmente em atraso sobre as descobertas cientí-

JicasD aa aplicação rápida das descobertas cientificas na economia nacional supõe resol

vidos um certo número de problemas económicos, institucionais, etc.». 

M . LAVRESTIF.V 
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PRÉLUDER) 

Au commencement tout était morne et informe. 
Le Géomètre dit: Que la lumière soit! 
Et les structures là par espèces perçoit; 
Du chaos émergent attraits, contours et normes. 

Dès lors il structure les objets et les flèches, 
Puis structure les structures, tâche sans fin. 
L'application, outil premier pour Dedekind, 
Se mue enmorphisme, d'apparence une flèche. 

Catégories en expansion dans V Univers, 
Leurs trios s'accordent, les quatuors résonnent, 
Comme les quintettes, niant deux fois Zénon, 

Se composent en long, et en large, un sens clair 
Aux métamorphoses bien naturelles donnent. 
Tout cela, dit le Sphinx(*), pour amuser Zeuv. 

(*) GOETHE, Faust I I , Nuit classique de Walpurgis. 

(!) Reprodução amàvelmente autorizada pelo Editor, da pág. V da obra «Catégories et Structures» 
de CH. EHBESMANN ; Dunod, ed. 1965. 
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M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

I . S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GEBAIS — 1.* cadeira — 
1.° exame de f requênc ia e 1.° ponto de infor
mação (1.* chamada) - 31-1-1968. 

5687 — 1) Prove que 

4 £ B A C^_D=>AÇ\C^BC\D. 

R. Como 

A ç B < = > A n B = A 
C ç D < = > C n D - c , 

vem 
(AnB)n(cnD) = A R C , 

ou 
(Anc)n(Bno) = A R C , 

o que prova a lese : A f| C ç B f l D • 

2) Estude a comutatividade, associatividade e 
existência de elemento neutro para a lei de compo
sição interna * definida sobre N por a * b = a . 

R. : Notando que a * b = a e b # a = b , conclui-se 
que a lei não é comutativa ; como (a * b) # c = a e 
a * (b # c) — a , a lei è associativa. Supondo que existia 
o elemento neutro e, sertã a*e = e * a « = a o que é 
impossível pois e # a = e . 

isto e, A j 3 B i ; reciprocamente, coin A ( D B ( , tem-se 
bj e B i => bi e A i mas g a'i $ B j e portanto a'i ou é 
b (se este número é racional) ou a\ e B j « no primeiro 
caso será possível escolher aV > &\ tal que a'(' e B 2 : 
ter-se-á pois em qualquer dos casos A j |~| B 2 zj= 0 . 

Para prov ir que se trata de uma relação de ordem 
definida sobre B basta verificar que são satisfeitas as 
propriedades tricotômica e transitiva. A primeira de
corre do facto de se ter sempre A , = B | V A( D 
D B i V A) C Bj ; a segunda é consequência da pro
priedade transitiva da inclusão de conjuntos. 

2) Sejam X e Y conjuntos lineares. Prove que, 
sendo Y subconjunto não vazio de X, inf X < í 
< inf sup Y ^ sup X . 

Ache o interior, o exterior, a fronteira, o derivado, 
o supremo e o ínfimo do conjunto X = [ 2 , 5 [ ( J 

2n + 1 f 2n + 1 1 
u r : a : = - ^ T T ( n = 1 ' 2 ' - ) l ' 

R. : Sendo Y ç X , então y e Y = > y e X o que 
permite concluir que infX. ^ y ^ sup X , isto e, i n / X 
i minorante de Y e sup X é majorante de Y . Logo 
i n / Y > i n / X e sup Y <, sup X e, como inf Y < y < 
< sup Y , î>em imediatamente o resultado pretendido. 

[ X U | 0 , 5 i ] , 
2 n + 1 

int X - ] 2 , 5 [ , ext X = R 
r 

/ r o n í X = | 0 , 2 , 5 | U | x = x = - - - j 

X ' = [ 2 , 5 ] U |0( , su;pX = 5, » n / X = 0 . 

I I 

5688—1) Demonstre que o número real a—[Âi,Az] 
è maior do que o número real 6 — [ B 4 , £ 2 ] se e só 
se j l j D B j . 

Prove que esta relação binária é uma relação de 
ordem definida sobre H . 

R. : a > b <=> A j f ) B 2 =j= P <=> a'i = b ' 2 e, supondo 
satisfeita esta condição, i evidente que \f bi e Bi 
b i < b ' 2 — a ' i=>bie A j e, por outro lado, a'i = b ' 2 $ B i , 

I I I 

5689 — 1) Seja u„ uma sucessão crescente e v„ 
uma sucessão decrescente tais que \ f - ne N w„ <J Í>„ . 
Mostre que as sucessões «„ e v„ são convergentes 
e que lim u„ ::r:

 : l im v„ . 

(1 + i ^ ) S ' 5 _ ! 
Calcule l im • 

V a 5 
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R. : Como u 4 <J u„ <J v„ <S V i , o conjunto (u„) e" 
superiormente limitado e o conjunto (v„) e inferior
mente limitado o que garante a existência de limites 
finitos u e v , respectivamente para u„ e v , . JVao 
pode ser u >- v porque isso obrigaria a ter, a partir 
de uma certa ordem, u„ > v„ . Logo é u <í v . 

Hm 

log n \ 3/5 3 ion n 

Vã 1 

3 

'0(7 , 
— • loa i 

Zo<? n 

log n 
£ —• • log a 

onde Hm ï = Km Ç = 1, e portanto o limite pedido é 
3 

t^uaí a . 
o log a 

00 GO 

2) 2 c o n v e r g e e S u " diverge. Demonstre 
o o 

00 00 

que 2 ("n + vn) diverge e que 2 w« > o n d e «'2„ = 
o o 

— u„ • wvj,^, «• •».(» — 0 , 1 , 2 , • • • ) , também diverge. 

R.: Sendo S') 2 «n, S") f] v n e S) f] (u„ + v„), 
0 0 0 

r>em S„ =• S'„ + Ŝ ' e como apenas Sá possui limite 
00 

/Zniío e' c/aro gue Sn diverge. Para a série T) 2 w n 
. o 

<em-se T 2 n = SJ, -f- Sá' e portanto T 5 B diverge. 

I . S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GERAIB — 1.* cadeira — 
I." exame de f r equênc ia e 1." ponto de infor
mação (2." chamada) — 3-2-1968. 

5690 — 1) Estude a validade do argumento se
guinte : 

p=>q 
q => r 
v A t 

— r V * 

.-. s A t 

R. : 

1. p => q prem. 
2. q => r prem. 

3. p A t prem. 
4. - r V s prem. 
5. p = > r 1 , 2 mod. ponens 
6. ~P V r 5 , equiv. 
7. P 3 , simpl. 
8. t 3 , simpl. 
9. r 6 , 7 sil. disj. 

10. s 4 , 9 sil. disj. 
11. s A t 8,10 conj. 

2) Supondo que as funções f:A-*B e g:B-*C 
são biunívocas, demonstre que a função composta 
gof:A-*C também é biunivoca. 

R. : ai a 2 => f (ai) =jt f (a2) e, como f (ai) e B e 
f ( a 2 ) e B , tem-se f (aj) f (a 2) => g f f (ai)] g [ f (a 2)] 
com g [f (ai)] e C e g [ f (a2)] e C . Logo, a4 a2 => 
=> g [ f (ai)] ==fc g f f (a 2)] , o que prova a proposição. 

I I 

5691 — 1) Sabendo que entre dois números racio
nais há sempre um número irracional, demonstre que 
entre dois números reais há sempre um número irra
cional. Pode concluir-se daqui que qualquer número 
real é ponto de acumulação do conjunto dos números 
irracionais? Pode também garantir-se que qualquer 
número real é ponto de acumulação do conjunto dos 
números reais? Justifique as respostas. 

R. : Dados os números reais a e b (a < b) e' sem
pre possível encontrar dois números racionais r e 
s (r -< s) tais que a <C r -< s < b e, como entre r e s 
existe um número irracional, a proposição fica demons
trada. 

Em ] X — i , X + a [ , sendo X e R , há uma infini
dade de racionais e de irracionais e portanto X e' 
ponto de acumulação do conjunto dos racionais, do 
conjunto dos irracionais e do conjunto dos reais. 

2) Sejam X e Y conjuntos lineares. Prove as 
proposições seguintes: 

a) (xury = X'UYI ò) X \ J Y ~ X \ J Y . 

Verifique os teoremas para 

| x : x = m -\ (m , n = 1,2 , • • • )^ 

- fy :y - - — - ( » - ! , a , ...)}. 
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R. : a) Sendo k ponto de acumulação de X l j Y , 
então k 6 X ' y k e Y 1 e reciprocamente. 

b) X U Y = ( X U Y ) U ( X U Y ) ' 
= ( X U Y ) U ( X ' U Y ' ) 
= ( X U X ' ) U ( Y U X ' ) 
= X l l Y . 

A verificação dos teoremas para os conjuntos apre
sentados é imediata. Tem-se X 1 = 11 ,2 ,3 , ••• | e 
Y« = I I ! . 

I l l 

5692 — 1) Suponha que («„) é limitado superior
mente e \ f - ne N u„ < ; sup («„). Prove que existe 
uma subsucessão u a tal que lim u_ = sup (u„) . 

/ 3 » + 2 \ n > ( V r - l ) 
l im — 

\ 3 n + 4 / 
Calcule 

R. : Como sup (u„) $ (u„) , então sup (u„) é ponto 
de acumulação de (u„) e portanto é sublimité. 

! 3 n + 2 \ n « ( V ? - l ) 
u „ = ( -Tomando 

3 n + 4 

„ ._ / 3 n + 2 \ 
log u„ = n? ( v/e - 1) % í ^ - - I 

= n 2 4"(-^rr) 
/ 2n 

e, como S; -+ 1 e n -* 1 , vem lim log u„ = — 2/3 o gue 
implica lim u„ = e - s / 3 . 

CO 00 
2) 2 converge para <S . Prove que 2("n+M»+i) 

o o 
converge para 2 «S — «o. Construa uma série diver-

oo oo 

gente 2 t a l 1 u e 23 (w» + "«+0 c o n v i r j a -
o u 

00 oo 
R. : Tomando S) "n « S1) 2 K + <Vn), 

o o 
S'„ = S„ + S„ + , — u 0 e portanto S„ -* 2 S — u 0 . 

oo 
Considerando a série ( — 1 ) ° , ê fácil verificar 

o 
one ela satisfaz à'segunda parte do problema. 

I . S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GERAIS — i . * cadeira — 
2.» exame de f requência e 2." ponto de informa
ção — ( ! . ' chamada) — 2-5-1968. 

5693 — 1) Mostre que a série 

é absolutamente convergente para x > — 1/2 e de
monstre que a sua soma é / ( x ) = x + 1 + e* / l + 1 . 

Indique, justificando, os pontos (próprios e impró
prios) de continuidade e de descontinuidade de 
x / ( x ) . 

2) Demonstre que o contradomínio de uma função 
/ contínua num intervalo fechado [a , 6] é também 
um intervalo fechado. Em que condições o contra
domínio é o intervalo [ / ( a ) , / ( 6 ) ] ? Justifique a 
resposta. 

R. : 1) Como lim 

convergente para 

« n f l X 

x + 1 
, a série é 

< 1 , desigualdade que 
x + 1 

conduz a x > — 1 / 2 . .4 soma obtém-se facilmente 
notando que a série pode considerar-se soma da série 

• / I \ » 
geométrica > j ( ) e oJa se'r*e exponencial 

o \ x + l / . 

Os pontos de descontinuidade i e x - > f (x) são x = 1 , 
x — — oo e x = + oo . 

2) 4 justificação da primeira pergunta e dada pelo 
teorema de Cauchy. 

O contradomínio é [f (a) , f (b)] quando m = f (a) 
e M = f (b) . 

I I 

5694 — 1) Tome a função / definida por 

/ ( x ) -
X 2 ( 0 ^ X < 1 ) 
2 (x - 1) 
x + 2 ( l < x ^ 2 ) . 

Calcule / ' (1) e dê a expressão analít ica da p r i 
meira derivada. Estude em [ 0 , 2 ] a monotonia, os 
extremos de / e represente g e o m è t r i c a m e n t e a 
função. 
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Determine a função F com o campo de existência 
X = [ 0 , 2 ] — j l j e que satisfaça às condições se-
seguintes : U i e l f ( i ) = / ( i ) , Hm F = 3. 

v »=i 

I . S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GEBAIS — 1." cadeira — 
2.° exame de f requênc ia e 2 ° ponto de informa
ção - (2." chamada) — 15-5-1968. 

2) Supondo + — + • • • + ^ ± + « . - 0 , 
n + 1 n 2 

utilize o teorema de ROLLE para provar que o poli
nómio a0 x" + aia;" - 1 + ••• + a„_, x + a„ tem pelo 
menos uma raiz entre 0 e 1. 

R . : 1) P (1) - + oo € P (x) -K 
2x ( 0 ^ x < l ) 

( l < x ^ 2 ) . 
Como em [0 , 2] é sempre f 1 (x) > 0 , a função f e 

crescente nesse intervalo, apresentando um mínimo 
f (0) «= 0 e um máximo f (2) = 4 . 

F (x 

( 0 ^ x < l ) 

+• 2 x + C (1 < x ^ 2) 

e a condição imposta obriga a tomar C = 8/3 e C' = l / 2 ' 

2) Bm virtude da condição dada, a primitiva do 
polinómio anula-se para x = 0 e x = 1 e portanto o 
teorema de ROLLE garante que o polinómio tem pelo 
menos uma raiz entre 0 e 1 . 

I I I 

5695 — 1) Supondo que Hm f ( x ) = A4=®, 
*= + oo 

recorra à teoria dos levantamentos de indeterminação 
para indicar Hm f (x) / x . Qual é o Hm /(a;)? 

»= + oo *= + 00 
Justifique. 

2) Demonstre que, sendo / crescente e convexa 
em [ a , 6] , a sua função inversa, f ~ ' , é côncava 
(admita a existência de derivadas até à segunda 
ordem). 

f (x) 
R . : 1) Um P (x) = A = £ 0 = > Um —— = A = £ 0 

X = + O0 1= f OO X 
(teorema de Cauchy). 

f ( x ) 
Se Um f (x) fosse finito então Um 

X = + 00 x= + 00 X 
Logo Um f (x) = oo . 

X — + 00 

f / l 
2) ( f - ' ) " = — • < 0 e portanto f " 1 e 

5696 — 1) Dada a série de potências cujo termo 

geral é u„ (x) = (— 1)" - — (n ; > 2) , déter
ra (?i— 1) 

mine o seu intervalo de convergência e investigue o 
comportamento da série nos extremos do intervalo. 
Estude as séries de termos gerais u'„ (x) e uj,' (x) e 
determine sucessivamente as somas de 2 uj,' ( i ) , 
2 «'„ (ce) e 2 u„ (a;) , enunciando os teoremas que t i 
ver necessidade de utilizar. 

2) Prove que se uma função real de variável real é 
positiva ou nula na vizinhança de x = a e possui 
limite quando x-*-a, esse limite é positivo ou nulo. 

x + 1 
Mostre que a função / definida por f (x) = 

x 
é contínua em Z = 111 U [2 , 4] (J [5 , + oo [ . Mostre 
que são aplicáveis os teoremas de Dim e WEIERSTBAS.S 
e verifique-os para / . Ache os extremos relativos de 
/ e m [ 2 , 4 ] e esboce a imagem de / em Z. 

R. : 1) A série 2 u„ (x) é absolutamente conver
gente em [ — 1 , 1 ] ; 2 u'„ (x) é absolutamente con
vergente em ] — 1 , 1 [ , sendo simplesmente convergente 
para x = 1 e 2 uj,' (x) é absolutamente convergente em 
] - ! , ! [ • 

1 2 »„ (x) - 2 u„ (x) - log (1 + x) 2 u„ (x) -
X X 

- (x + 1) log (x + 1) - X . 
2) Sendo Um f (x) = A , se fosse A < 0 poderia 

x—o 
tomar-se S > 0 por forma que A + S < 0 e então 
existiria t > 0 tal que i e V s (a) => A — S < f (x) < 
< A + S < 0 o que è absurdo. 

X + 1 
Para a função f (x) = tem-se f (Z) = j 2j U 

x 
U[5/4,3/2JU[1,6/5] e m = f ( + oo) = l , M = f ( l ) = 2. 

Em [ 2 , 4 ] os extremos relativos são M ' = f ( 2 ) = 3 / 2 
e m 1 = f (4) = 5/4 . 

I I 

5697 — 1) Resolva os problemas seguintes : 

a) Demonstre que a derivada de ordem n da fun
ção x -*• f (x) =-x J sen x é 

concava. x ->• / " ' (as) = x 2 sen (x + ni) + 
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+ 2 n x sen | J B + (re — 1) — J -f-

+ n (re - 1) sen | JE + (re - 2) - j l 

i ) Calcule P 
(1 -|- arc sen x ) 2 y' 1 — œ 2 

2) Supondo f(a) = g(a) e / (x) > g1 (x) em 
[ o , 6 ] , utilize o teorema de LAG-RANGE para provar 
que f{b)>g{b). 

Sugestão: Empregue a função auxiliar <j (x) = 
- / ( * ) — 0 (») • 

R . : a) Fazendo u = x 2 e v — sere x , tem-st 

u' = 2 x , u " = 2 , u ( n , = 0 (n>ii) e v ' n ) = iere ^x + n - ^ - j . 

jl fórmula de LEIBNIZ dá o resultado rapidamente. 
b) Fazendo arc sen x = t , a primitiva trans-

forma-se em 

t t + 1 — 1 

(1 + t ) 2 (1 + t ) 2 

1 1 1 
P - - - P - ... -log\l+t\ + 1 + t 

e portanto 

(1 + t ) 2 1 + t 

arc sen x 1 
(1 + arc sen x ) 2 ^ 1 — x 2 

1 
= íoy 11 arc sen x | •+- 1 + arc sen x 

2) <p (b) - ç (a) = (b — a) <p' (c) (a < c < b) e por-
íareío, como <p (a) = 0 e <p' (c) > 0 , vem imediata
mente tp (b) > 0 que traduz o resultado pretendido. 

I I I 

5698 — 1) Desenvolva a função x —>• x 2 em série 
segundo as potências de y = log (1 + x) . 

Sugestão : Exprima x em função de y . 

2) Seja / definida, derivável e convexa sobre 
[a , 6 ] . Prove que, e x i s t i n d o c e ] a , ò [ tal que 
/ (o) = / (6) = / (c) , / é constante era [a , 6 ] . 

R. : 1) C i j = to<7 (1 + x) vem X — e' — 1 « 
x ! = e ' " - 2 e ' + l donde 

<*> 2° 0 0 v" 

' 2 — r - 2 S - £ r + 1 -n! 

n : i +S (2"-2> -̂ r = 1 + S (2"-2) 
[fog(l + x)]" 

n! 

2) j ls condições impostas obrigam à existência de 
dois pontos x 4 e x 2 , com a < x j < b e b < i j < c , 
iais que F (xj) = f (xj) = 0 . Como P (x) tem de ser 
crescente em [a , b] , será f 1 (x) = 0 nesse intervalo o 
que implica que f é constante em [a , b] . 

I . S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GERAIS — 1.* cadeira — 
Exame final — Época de Julho (1.* chamada) — 
Prova escrita - 24-6-1968. 

5699 — 1) Seja U o conjunto \a,b,c,d,e\ e 
considere as seguintes famílias de conjuntos: 

a) 0, V,\a,b,c\,\d,e\ 
b) 0,U,\a,b\,\c,d\,\e\,]c,d,e\. 

Prove que era relação às operações de reunião, i n 
tersecção e complementação a primeira família é uma 
álgebra de BOOLE e a segunda não é. 

R . : E fácil verificar que a família da alínea a) 
satisfaz à axiomática de uma álgebra- de BOOLE. Em 
relação à família da alínea b), basta notar que 
~ | c , d j = | a , b , e | não pertence à família para se 
concluir que não é uma álgebra de BOOLE. 

2) Ache o intervalo de convergência da série 

" 1 / x — e \—« 
1+ S (-»'• T 3 T ( — ) > 

investigando o comportamento da série nos extremos 
desse intervalo. Prove que a sua soma é log x . 

R . : Notando que 

n - 1 

a série é absolutamente convergente para 

< 1 (0 < x < 2 e) 

e divergente para 

x — e 
> 1 (x < 0 V x > 2 e) . 

Para x = 0 oblém-se a série 1 + 2 (—l)2n~ 
2 

que é divergente ; para x = 2 e obtém-se 
CO 1 

l + S í - 1 ) " T 
g n — 1 

que é simplesmente convergente. 
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Fazendo 
0 0 1 / x — e \ 1 , - 1 

f ( x ) - i + S ( - i ) - 7 - r ( — ) 

1 " / x — e \—* 
P ( x ) - T Ç ( - D ' ( — ) , 

seWe geométrica cuja soma é — 
e 1 + 

Então f (x) é a primitiva de l / x gue se anula para 
" / x - e X " - 1 

x = e , isto log x — 1 = Zj ( — 1)° I ) 
T \ e ' 

3) Resolva os problemas seguintes: 

a) Pesquise os extremos da função definida por 
/ ( x ) - I a* - 1 I + I x I em [ - 1 , 2 ] . 

6 ) Calcule P log (x -f v/x2 + 1) . 

R. : a) A função dada pode ser definida por 

l _ x 2 _ x ( — l ^ x ^ O ) 

f(x). 1 _ xs x. x (0 g x ̂  1) 
x 2 — 1 + x (1 g x g 2) 

2Jm ] — 1 , 0 [ vem f 1 (x) = — 2 x — 1 e, como 
f (— 1 /2) = 0 e f " ( - l / 2 ) < 0 , x - - 1/2 é ma
ximisante ; dado que f' d (— 1) > 0 x = — 1 e' minimi
sante. Nole-se que P, (0) < 0 . 

Em ] 0 , 1 [ tem-se P (x) = — 2 x + 1 e, como 
f ' ( l / 2 ) = 0 e f " ( l / 2 ) < 0 , x = l / 2 é maximisante; 
como f ' d (0) > 0 e anteriormente se obteve f . (0) < 0 
pode garantir-se que x = 0 e minimisante. Observe-se 
que P, ( 1 ) < 0 . 

Em ] 1 , 2 [ e' f (x) = 2 x + 1 e, como a derivada 
não se anula em nenhum ponto deste intervalo, não 
existem extremantes interiores; f ' d ( l ) > - 0 e f , ( 2 ) > 0 
o gue permite concluir que x = 1 è minimisante e 
x = 2 ê maximisante. 

b) P % (x + v/x2 + 1) = x ío S (x + V/*2 + 1) — 

p - (*+ ^ )  
x + v ' x 2 r 1 

- x log (x + V/x 2 + 1) - P 
A 2 + 1 

= x ÍOff (x + l / x 2 + 1) — l / x 2 + 1 + C . 

4) Dada a função z = log (e* + e») , verifique que 

í)x rfy d x 2 

<)22 „ d* 3 

+ 2 • 

R. : 

d * e" à** 
dx e* + e' d x 2 

d' e" <) 2Z 

à y. + e' d y2 

(Jx^y (e* + e') 2 

A obtenção das relações apresentadas é imediata. 

5) Mostre que o conjunto das matrizes da forma 
1 a~\ , onde a é elemento arbitrário do corpo A = 1 a~] 
0 l j 

K dos elementos, constitui um grupo abeliano em 
relação à multiplicação. Ache a inversa de A e cal
cule A" (n inteiro positivo). 

R. : Notando que |~1 a 

á2/2 dxdy 

não é difícil mostrar que e' satisfeita a axiomática de 
grupo comutativo 

A-'=ri — a"| e A '=ri n a"|. 
LO 1 J Lo 1 J 

6 ) Sendo A matriz quadrada regular de ordem 
n , prove que os sistemas de n equações lineares a 
n incógnitas A X = B e A~' X = C possuem a 
mesma solução se e sò se B — A1 C. 

R. : De A X - B resulta X = A " ' B e de A~' X = C 
vem X = A C . Logo A - 1 B = A C que dá imediata
mente B = A 2 C . 

I . S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GKKAIS — 1.* cadeira — 
Exame f ina l — Época de Julho (2.* chamada) — 
Prova escrita — 5-7-1968. 

5700 — 1) Seja o uma colecção de subconjuntos 
de um conjunto U e suponha que A f l B e f l e 
~ A en quando A e ci e B e n . Mostre que f! é 
uma álgebra de B O O M -

R. : Sendo A « B disjuntos A |~| B = 0 e por
tanto 0 e a e U •= ~ 0 e fi . Por outro lado A U B -= 
= - ( - A n ~ B ) e f i . Não e' difícil depois verificar a 
veracidade dos axiomas que caracterisam a álgebra de 
BOOLE. 

2) Partindo da i g u a l d a d e — = a r c t g l / 2 - f -

+ a r c t g l / 3 , prove que 
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10 4 / 1 1 \ 4 / 1 1 \ 
T ~ ¥ \W+ ~W) + ~E \ ¥ + ~¥) 

4 / 1 1 

4) Sendo F(x,y) 
satisfeita a relação 

f í x + 9(y)]i prove que é 

á F ^ F á F 

R. : arctyx — 2 (— 1)" 2 n + 1 
| x | < l 

dx dxdy d y d x 2 

4 ^ - - f t * + f ( y ) ] i -?T--«"[*+f<y)] , 
d X £> X 2 

it 1 1 A 1 
— - arctg — + arcty — - 2 d (~ 1)° 

2"+> (2 n + 1) 

+ . ? ^ ^ "s** (2 a+1) 

_ Ã ( - 1 ) ° / J _ J _ 
T 2 n + l \2"+< 3"+' 

dzày 
ÒF 

Como 

dV d1 F 

, S ( - 1 ) " / l J _ 

£ 2 n + 1 3 '* 

3) Resolva os problemas seguintes : 

dx dxày 

d F à1 F 

= f " [ x + g (y)] g ' (y) 

- = f [x + g (y)] g' (y) . 

. f [x + g (y)] f" [x + g (y)] g' (y) 

f [x + g (y)] f" [x + g (y)] g" (y) , 

a) Estude a monotonia, extremos e convexidade 
da função definida por f (x) = x log | x \ . 

b) Calcule P \/ x + v/x + 1 
X + 1 

d y d x 2 

e«íd provada a relação. 

5) Demonstre, sem calcular os valores dos deter
minantes, que 

6-f-c c + a a + b - 2 • a b c 
R. : a) f (x) - log\ TÊ. 1 + 1 Òj + Cl «1 

f ' (x) > 0 => x < - 1 / e V i > l/e i 2 + c2 
c2-r<*Z a 2 + a 2 a 2 62 C2 

f i ( x ) < 0 => - l / e < x < l/e 
f ( x ) - 0 = > x 1/eVx = l/e 

f (x) tf crescente em ] — 00, — l / e [ e ] l/e , + 00 [, 
decrescente em ] — l / e , l/e [ ; possui máximo para 
x = — l /e e mínimo para x = l / e . 

Como f " (x) = l /x , a função é convexa em ] 0 , + oo[ 
e concava em ] — 00 ,0 [ . 

b) P 
y/ x + y/x + l 

X + 1 

Fatendo x — t 2 

V/x _ _ t 2 

+ P 
x + 1 v/x -(-1 ' 

- 2 P . 2 P 1 
x + 1 t 2 + 1 \ 

= 2 t — 2 arctg t = 2 y/x" — 2 a r c í j y/x~ 

1 

R. : De facto, 

2 a b c a b c + a b c 
ai bj Cl ai bj cf ai t>l Cj 
a2 b 2 =2 a2 b 2 c 2 

a2 b 2 c 2 - a + b b + c c + a a + b b + e 

ai + bi b i + c j Cl ai a i + b i b i + Ci 
a2 + b 2 b 2 + c 2 Cj a 2 

a 2 + b 2 b 2 + c2 

— b + c c a + b + b + c a a + b 
bj + C] c i ai + bi bi + ci ai ai + b, 
b 2 + c 2 c2 

a2 + b 2 b 2 +-c2 a2 
a2 + b 2 

- b + c c + a a + b 
bi + Ci c i+a t ai + bi 
b 2 + c 2 c 2 + a2 a2 + b 2 

V/x 4 1 

Logo, 

y/x~+ y/x + 1 
x + 1 

2 v/x + 1 

2 v/x - 2 arctg y/x + 2 y/x + 1 . 

6) Estude o sistema de equações lineares sobre o 
corpo JR 

2 x t — x 2 + x 3 + x 4 •= 1 
x i + 2 x 2 — X3 + 4 X4 = 2 
x j + 7 ac2 — 4 X3 + 11 x 4 = a 
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R . : G 
G 
G 
G 

1 1 1 
2 - 1 
7 - 4 H 

2 - 1 4 
1 1 1 
7 —4 H 

2 - 1 4 
5 3 - 7 
5 — 3 7 

2 - 1 4 
5 3 - 7 
0 0 0 

4 ! 2-n — 

2-] 
3 
2 

Se a 5 o sistema é impossível. Se a = 5 o »ai-
íema e possível duplamente indeterminado com 

3 3 
5 + 5 * 3 

I . S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GERAIS — 1.» cadeira 
Ex a in o f inal — É p o c a de Outubro — (1.* cha
mada) — Prova escrita — 2-10 1968. 

5 7 0 1 — 1) Estude so ponto de vista da reflexivi
dade, simetria e transitividade as seguintes relações 
binárias : 

a) x i t*y<=>x e y são primos entre si (x e y 
inteiros) 

6) x By <=> x — y <\ (x e y reais) 
c) x R y <=> I x — y | < 3 (x e y reais). 

2) Ache a soma da série redutível 

- rn2 + 3 n + 2 - | 

3) Resolva os problemas seguintes : 

o) Aplique o teorema dos acréscimos finitos à 
função definida por / ( x ) = a + b x 4- ce<*-x no inter
valo [ x . x + h] . Calcule 6 na fórmula f (x 4- h) — 
— / ( x ) = hf (x 4- 6h) e mostre que 8 é indepen
dente de x . 

b) Calcule P sen (log x) . 

4) Escreva os três primeiros termos da fórmula 
de TAYLOR segundo as potências de x — 1 para a 

função x -+ » (x) definida implicitamente por x1 + y* — 
— 4xy + 2 - 0 . 

5) Adicionando a 1.* linha à terceira e compa
rando depais as 2.» e 3.* linhas, mostre que é nulo 
o determinante 

1 cos a cos 2 a 
cos a cos 2 a cos 3 a 

cos 2 a cos 3 a cos 4 a 

6) Diga-se 

'l —2 1 0 o-
1 - 2 0 1 0 
0 0 1 —1 0 

.1 - 2 3 - 2 0 

constitui um sistema fundamental de soluções para o 
sistema de equações 

»i + s$t + *» + * « 4 » * 5 - » 0 
3 xt + x 2 4- x3 + Xi + x5 = 0 

a=2 + x3 + xt + xs = 0 
5 Xi + Xi + x3 4- xt 4- X5 — 0 

Justifique a resposta. 

R. : 1) a) não reflexiva, simétrica e não transi
tiva 

b) reflexiva, não simétrica e não transitiva 
c) reflexiva, simétrica e não transitiva. 

2) Como 

rn» + 3 n + 2 - | _ p (n + l)(n + 2) V 
L n ( n + 3) J y | _ n ( n + 3) J 

/ n + 2 \ / n + 3 \ 

S„ — logZ — log 
/ n + 3 
\ n + 1 

e S = 3 . 

3) a) Como f (x + h) - f (x) = bh + c e " (e a h —1) 
« f (x 4- 8 h) = b -f- a c e a h *, o teorema dos acrés
cimos finitos estabelece que b h + c e " 1 (e a — 1) — 
= h[b + ace" (*+õ h)] ( c o m 0 < 6 < 1 . Desta rela

ção vem 8 
ah 

é independente de x 

log o que prova que 6 

b) P sen (log x) = x sen (log x) — P cos (log x) 
•= x sen (log x) — [x cos (log x) + P sen (log x)] 
=- x sen (log x) — x cos (log x) — P sen (log x) 
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e portanto 

P sen (log x) •= —- [x sen (log x) — x cos (log x)] . 
2 

4) Para x = 1 , obtèm-se da equação dada y i = 1 
e y i = 3 e como, além da continuidade das devivadas 
parciais de f ( x , y ) e f , (1 ,1) =£0 e f ' y ( 1 , 3 ) ^ = 0 
existem duas funções implícitas x -» çi (x) e x tp2 (x) , 
respectivamente nas vizinhanças de (1,1) e P 2 ( l , 3 ) . 

Notando que 

d y 2 x — 4 y 2 y - x 
d x 2 y — 4 x y — 2x 

d 2 y 

d y 
d x 

d y 
d x 

d x 2 f, 
o&ie'm-se 

Ç l ( x ) - 1 - ( x - l ) + 6 ( x - l ) 2 + - -
<p2 (x) = 3 + 5 (x - 1) _ 6 ( x _ l ) l + . . . 

5) Depois de efectuada a operação indicada, a 
terceira linha fica constituída por an— \2cos! a 
a 32 = 2 cos 2 a cos a 833 = 2 cos 3 a cos a « verifica-ze 
facilmente que è o produto da 2." linha por 2 cos a. De 
acords com as propriedades elementares dos determi
nantes, A = 0 . 

6) A característica da matriz do sistema homo
géneo é 3 e portanto é indeterminado de grau 2 . 
O sistema possuirá apenas duas soluções independentes 
(sistema fundamental) e portanto pode garantir-se que 
as soluções apresentadas não constituem um sistema 
fundamental de soluções. Achando a característica da 
matriz apresentada, obter-se-á 2 e não é difícil veri
ficar que apenas são independentes as duas primeiras 
linhas-soluções. 

I . S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GERAIS — Exame final — 
Época de Outubro — 2.* chamada — Prova escrita 
- 10-10-1968. 

5702 — 1) Considere o conjnnto B = \a, b , c , d j . 
Mostre que B è uma álgebra de BOOLE se « + » > 
«X» e «~» são definidas do modo seguinte : 

+ a 6 d X a b c d ~ 

a a b c d a a a a a a d 

b b b d d b a b a b b c 

c c ' d e d c a a c e c b 

d ci d d d d a b c d d a 

2) Dada a série ' °S c o s — ' > utilize a fórmula 

sen 2 0=»2 sen 6 cos 8 para mostrar que iS„ = log senx — 
x 

— n log 2 — log sen . Prove que a soma è S — 
2" (sen x \ 

— ) • 

3) Resolva os problemas seguintes : 

a) Determine men por forma que a imagem da 
função definida por f (x) = log (m x + n) passe pelo 
ponto M (2,0) e possua a assíntota de equação 
X = 1 . Mostre que f (x) é côncava. 

b) Calcule P tg» y/ãT . 

4) Mostre que 

f ( x , y ) - i (8 , x » + h y')"" (Si + * 2 - 1) 

é homogénea e verifique o teorema de EULER. De
monstre que <p (x , y) — lim f ( x , y ) ù ainda função 

«=0 
homogénea com o mesmo grau de homogeneidade; 

5) Ache i e j por forma que seja par o termo 
° I Í a 32 aa a 25 a 53 de uma matriz de 5.* ordem. 

6) Utilize a teoria dos determinantes para estudar 
o sistema de equações lineares 

xi + x 2 + x 3 = 4 
2 X | + x 2 — 2 X3 -= — 1 
5 x j + 3 Xi — 3 X3 = 2 

— 3 x j — 2 x 2 + X3 a 

R. : 1) Basta verificar os axiomas que caracteri
zam uma álgebra de BOOLE. 

2) Da fórmula trigonométrica tira-se log cos 0 = 
x 

— log sen 2 fl — log sen 0 — log 2 e portanto log cos • 

log sen 
<2"-

2° 

loa sen — — loa 2 , donde resulta 
2° 

imediatamente a fórmula apresentada para S„. Escre
vendo Sn na forma 

log = log 
2" sen 

2" 

obtèm-se facilmente lim S„ = log 
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3) a) As condições apresentadas exigem 

{ 2m + n = 1 f m = 1 

o que dá i 
m + n = O * 1 n = — 1 

Como f" (x) — < 0 , a /'unção è i 
(m x + n ) 3 

b) Fazendo x = t 2 , vem 

P ?<?2 l/x" - 2 P t ty2 t 
= 2P t (*ec 2 t — 1) 
- 2 P t see2 t - 2 P t 
= 2 [ t tg t - P tg t ] - t 2 

= 2 t «0 t + 2 I cos 11 — t 2 

= 2 y/F y/F + 2log\ cos y/x" | — x . 

4) f (t x , t y) - k [ í , (t x)« + Sj (t y )«] h ' * = 

= t" k (Sx x« + S2 y * ) h l a 

e portanto f (x , y) e homogénea de grau h . 

f , - k h (Sj x* + S2 j*)<W"0-l . x « - l 

f's. - k h S2 (Sj x« + S j y a ) ^ ' * ) - 1 • y œ ~ 1 

e o teorema de EULER i de verificação imediata: 

x f , + y f ' Y = h f . 

Como (S4 x* + S 2 y a ) 1 / * e o média geral de xx e 
y" tem-se Um (Sl x" -f- S 2 y a ) ! / « = x^' y^ J (média geo-

a~o 
métrica). Logo, 

<?(x,y) —Um k ( S l X « + S 2 y * ) b ' a - k x h 8 » y h S ' 
«—o 

e não è difícil verificar que cp (x , y) também é função 
homogénea de grau h . 

5) i = 1 , j = 4 . 

6) A característica da matriz dos coeficientes è 2 . 

Tomando o determinante principal A = ' 
2 1 

= - 1 , 

obtêm- se os determinantes característicos 

1 1 4 
A', - 2 1 —1 - 0 

5 3 

1 4 
1 - 1 

-2 a 
a — 3 . 

Com a =jf= — 3 o sistema é impossível e com a = — 3 
e possível indeterminado de grau 1 . Neste caso a so
lução é x j = — 5 + 3 x 3 e x 2 = 9 — 4 x 3 . 

Enunciados e soluções dos n . o s 5687 a 5702 de Fernando de Jesus 

A N Á L I S E I N F I N I T E S I M A L 

F. C. L. — ANALISE INFINITESIMAL I I — 19-10-68. 

5 7 0 3 — a) Continuidade uniforme em espaços mé
tricos. 

6) Seja E um espaço normado. Prove que se 
existe em E uma bola fechada de raio > 0 , com
pacta, todo o conjunto limitado e fechado de E é 
compacto. 

c) Defina espaço conexo e conjunto conexo. Prove 
que R2 — | ( 0 , 0 ) j com a topologia induzida por R2 

é um espaço conexo. 

I I 

5 7 0 4 — a) Desigualdades de Cauchy. Teorema de 
Liou ville. 

b) Prove que se / ( z ) é holomorfa em C e tem 
um pólo de ordem k no ponto oo, / (a) é um poli
nómio de grau k . 

I I I 

5 7 0 5 — a) Determine / (z) holomorfa em C e 
tal que 

R e / ( x + yi) = x ' — Zxy''- + x , / ( í ) = 0 . 

6) Calcu / ' ( « ) 
7 / ( * ) 

dz sendo / a função deter

minada em a), 7 (t) = r e", 0 < < < 2 TT e r ^ r l , 

c) Calcule pelo método dos resíduos 

" + «° sen o x 
10 x (x 2 + a2) 1: d x, o e R + . 

Enunciados de V. Ferreira 
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B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, al jm de extractos de críticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas criticas de livros 

e outras publicações de Matomátlca de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares à Redacção 

17Û — BERNARD ROY — Algèbre Moderne et Théorie 
des Graphes orientés sur les sciences économi
ques et sociales — Dunod, Paris. 

Há fortes razões para admitir que a Álgebra, par
ticularmente a Teoria dos Grafos venha a desem
penhar um papel de relevo na compreensão e no 
tratamento dos fenómenos do mundo económico e 
social. 

Este livro que constitui o volume primeiro da 
colecção «Finance et économie appliquée» da editora 
Dunod, de Paris, ensaia a apresentação de conceitos, 
resultados, técnicas de cálculo necessários para a 
apreensão conveniente dos fenómenos, a construção 
de modelos e a resolução de numerosos problemas 
surgidos da gestão das empresas e das administra
ções ou ainda do estudo da organização das es
truturas. 

Este primeiro tomo é dedicado ao estudo de noções 
e de resultados fundamentais referentes sucessiva
mente aos conjuntos e sub-conjuntos, às aplicações e 
operações, às relações binárias e aos grafos ; em re
lação a cada um destes assuntos numa segunda secção 
precisa-se mais concretamente o alcance de conside
rações mais teóricas definidas numa primeira. Enfim 
depois de se dedicar um inteiro capítulo ao estudo da 
transitividade e da conexidade, consideram-se os d i 
ferentes tipos de grafos, a saber, fortemente conexo, 
completo, sem circuito, sem ciclo, bipartidos e mult i -
partidos, etc. 

Este tratado comporta cerca de um milhar de exer
cícios, com elementos indicativos para as correspon
dentes soluções e classificados em dois grupos: uns, 
anotados a T auxiliam o leitor a familiarizar-se com 
os conceitos de natureza teórica, os outros, anotados 
a P, insistem sobre a aplicação prát ica: o Autor in 
forma que concebeu tais exercícios a partir de nume
rosos casos concretos que conheceu através da sua 
vida profissional. 

Este livro deverá interessar todos quantos, no 
quadro da sua vida profissional, sejam conduzidos a 
estudos económicos, de investigação operacional ou 
ainda relacionados com o actual desenvolvimento da 
informática. Constitui um manual útil aos estudantes 
universitários e profissionais que se interessem pelas 
matemáticas aplicadas e pela sua penetração nas 
ciências económicas e sociais. 

Para a sua compreensão não se exige mais que uma 
formação matemática correspondente ao nível do se
gundo ano do ensino superior. 

171 — A. KAUFMANN — Introduction à la combinato-
rique en vue des applications — Dunod — Paris. 

A Combinatórica (ou análise combinatória), se é 
um ramo bem definido da matemática, parece ter tido 
um lugar de segunda ordem entre os matemáticos dos 
séculos passados. 

A antiguidade grega ignorou-a quase completa
mente ; observemos que a Geomância ocupava-se de 
enumerar e de classificar as configurações. Os monges 
taoistas que compuseram o livro sagrado de previsões 
conhecido pelo nome de Y i - K i n g tiveram preocupa
ções semelhantes (22 séculos A. C.) ; com efeito, o 
Y i - K i n g descreve o quadrado mágico «Lo-chou» 

4 9 2 
3 5 7 
8 1 6 

no qual a soma dos elementos duma mesma fila (co
luna, linha ou diagonal principal) é sempre 15 . A 
fórmula do número de combinações de n objectos p 
a p e principalmente a fórmula do bionómio de PAS
CAL tinham j á sido reproduzidas em 1265 por um 
filósofo persa, N A S I R - A D - D I N . Tais exemplos são 
inumeráveis. 

As razões pelas quais os pioneiros da Combinató
rica permaneceram obscuros ou isolados são nume
rosas: as descobertas (ou redescobertas) eram moti
vadas por problemas de natureza muito diversa; as 
preocupações, as formas de expressar as «receitas» 
eram muito dispares. 

Quando LEIBNIZ escreveu, aos 20 anos de idade, o 
seu tratado «Dissertatio de Arte Combinatória» pro
curava estabelecer uma nova ciência com ramifica
ções na Metafísica e na Moral. Foi, porém, o Cálculo 
das Probabilidades que pressionou PASCAL e FERMÂT 
na senda dos respectivos trabalhos, e as preocupações 
topológicas de E U L I R que levaram à descoberta das 
funções geradoras. 

Mais recentemente, a Combinatórica fo i absorvida 
pela Teoria dos Números. 
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N a época dos ordenadores e do desenvolvimento da 
I n v e s t i g a ç ã o operacional, surgiram apl i cações bem 
diferentes que encaminham a Combinatór ica numa 
direcção totalmente autónoma. 

E com vista a estas ap l i cações que A . KAUFMANN, 
professor no Instituto Po l i t écn ico de Grenoble escre
veu o presente livro numa linguagem voluntariamente 
intuitiva e com as conhecidas qualidades d idát i cas . 
Se os teóricos não encontram no livro as «belas» fór
mulas as s in tó t i cas , os teoremas de paridade ou novas 
propriedades da teoria dos números , os engenheiros 
porém poderão u t i l i zá - lo proveitosamente pelo vasto 
repos i tór io de princ ípios e algoritmos deste novo 
campo de ap l i cação da c i ênc ia contemporânea . 

1 7 2 — A . KAUFMANN e D . C O S T E R — E x e r c i c e s d e C o m -

b i n a l o i r e s a v e c S o l u t i o n s — Dunod, Paris . 

As E d i ç õ e s Dunod acabam de publicar um livro de 
exerc íc ios de Combinatór ica que apresentam as solu
ções dos exerc íc ios propostos na obra j á publicada 
de KAUFMANN — «Introduction à la Combinatorique, 
en vue des appl i ca t ions» . 

Es te primeiro volume refere-se aos problemas de 
«dénombrement» ; os que venham a ser publicados 
ulteriormente serão relativos aos problemas de enu
meração e de opt imização . 

Cada exerc íc io é duplamente referido — pelo seu 
número de ordem e pelo número que traz na obra 
original. 

Vários exerc íc ios complementares vêem desenvolver 
os pontos particularmente mais interessantes. Todas 
as referências à obra original são indicados pela sigla 
I C seguida dos números do capí tu lo e do parágrafo . 

Os exerc íc ios es tão grupados em séries que corres
pondem à separação de assuntos adoptados na obra 
de base. As demonstrações que figuram em I C não 
são reproduzidas mas apenas são utilizados os resul
tados. Cada sério de exerc íc ios é precedida por uma 
curta introdução que a integra no conjunto do livro 
de base. 

1 7 3 — J . H I . A D I C — L e s T r a n s f o r m a t i o n s F o n c t i o n 
n e l l e s — «Monographies D u n o d » , Dunod, Paris . 

Os trabalhos consagrados às transformações fun
cionais, em número crescente, mostram o interesse 
dedicado a este importante domínio da m a t e m á t i c a 
aplicada. Deve-se este facto à diversidade de pro
blemas aos quais se aplicam as técn icas das transfor
mações funcionais: reso lução de equações diferen
ciais, equações integrais e às derivadas parciais, 

reso lução de equação às di ferenças , de var iáve i s con
t ínuas ou não , estudo das propriedades das funções 
de f í s i ca matemát i ca , genera l i zação de funções . 

O livro estuda as seguintes transformações inte
grais de F O U R I E R , de L A P L A C E , de H A N K E L e de M E L L I N 

e a transformação Z . 
Reunir num só volume um conjunto de transforma

ções deverá permitir o explanamento dos métodos 
gerais relativos a estes diversos tipos de transforma
ção . No entanto de cada tranformação se faz uma 
expos i ção pormenorizada. 

As transformações de F O U R I E R e de L A P L A C E das 

dis tr ibuições que encontram urna ap l i cação cada vez 
maior em todos os domínios da f í s i ca mereceram uma 
especial a tenção . 

Para boa u t i l i z a ç ã o deste livro tornam-se neces sá 
rios só l idos conhecimentos das teorias das funções de 
v a r i á v e i s complexas e das d i s tr ibuições . 

O livro interessa especialmente os estudantes de 
3." ciclo de f í s i ca , os engenheiros e matemát i cos 
dedicadas à reso lução de problemas de f í s i c a mate
mát ica . 

1 7 4 — A . G U I C H A R D E T — L e ç o n s s u r C e r t a i n e s A l g è 
b r e * T o p o l o g i q u e s — Dunod, Paris . 

Mais um volume da colecção «Cours et Documents 
de Mathémat iques et de P h y s i q u e » que resume certo 
número de textos relativamente curtos que cobrem os 
aspectos mais recentes destas disciplinas. O livro 
consta assim de três partes, cada uma das quais repre
senta o «compte rendu» dum seminár io . 

Na primeira parte, « Á l g e b r a s de V O N NEUMANN» a 
expos i ção começa pelo exame de um caso muito par
ticular : o de o espaço de H I L B E R T ser de d imensão 
finita ; este facto permite a fami l iar i zação com o 
aspecto a lgébr ico da questão antes de abordar as 
dificuldades devidas à Topologia e à Medida. Se-
guem-se generalidades sobre as Á l g e b r a s de V O N 
NEUMANN um capí tu lo sobre a Teoria da redução e 
outro sobre o estudo da estrutura dos factores. 

No seminário que constitui a segunda parte « Á l 
gebras T o p o l ó g i c a s e F u n ç õ e s Holomorfas» são princi 
palmente determinados os aspectos de certas á lgebras 
t o p o l ó g i c a s ligadas à teoria das funções de vár ias 
var iáve i s complexas. Começa-se por pequeno número 
de def inições e de resultados relativos às á lgebras 
t o p o l ó g i c a s em geral. No que segue consideram-se 
ou Algebras de B A N A C H ou limites indutivos ou pro
jectivos destas á l g e b r a s . 

E m dois apêndices são apresentados os resultados 
deste seminár io relativos aos limites indutivos ou 
projectivos, e às variedades a n a l í t i c a s complexas. 
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Finalmente a teoria das « Á l g e b r a s de B A H A C H 
comutat ivas» devida principalmente a matemát i cos 
sov ié t i cos , constitue a terceira parte deste livro. 
É uma das mais belas apl icações da teoria dos espa
ços de BANACH. A aná l i s e harmónica é abordada ape
nas no caso das Sér ies do F O U R I E R . A t í tu lo de apli
cação , são expostas a teoria das compact i f i cações dos 
espaços topo lóg i cos completamente regulares e a 
teoria espectral dos operadores normais nos espaços 
de I I I L B E R T . 

O livro destina-se aos estudantes do 3.* ciclo das 
Faculdades de Ciênc ias e aos investigadores em ma
temát i ca e f í s i ca teórica . 

1 7 5 — R . L A T T E S — Q u e l q u e s M é t h o d e s d e R é s o l u 
t ion d e P r o b l è m e s a u x L i m i t e s d e l a P h y s i q u e 
M a t h é m a t i q u e — Collection «Cours et Documents 
de Mathémat iques et de Phys ique» , Dunod —Paris . 

A presente co lecção «Cours et documents de ma
thémat iques et de Phys ique» reúne certo número de 
textos relativamente curtos que cobrem os aspectos 
mais recentes destas disciplinas. Na generalidade 
trata-se de notas de cursos a n íve l do 3." ciclo das 
Faculdades de C i ê n c i a s ; alguns são redigidos pelos 
autores, outros pelos auditores com a revisão conse
quente dos autores. 

Nesta colecção — a obra de L A T T È S — consagra-se 
aos métodos espectrais e aos métodos de Monte-Carlo 
e resulta de uma série de cursos feitos na Faculdade 
de Ciênc ias de Paris . 

Comporta portanto, por um lado alguns resultados 
ou apresentações originais e por outro, numa evidente 
preocupação de coerência, vár ios elementos extra ídos 
de obras especializadas ou de artigos já publicados. 

O objectivo a atingir consiste essencialmente em 
fornecer aos leitores (estudantes a nível do 3." ciclo j 

investigadores ou engenheiros especializados) instru
mentos de trabalho, a través da sua ut i l i zação , em 
exemplos concretos e precisos. 

1 7 6 — J . J . MOREAU — M é c a n i q u e C l a s s i q u e — t o m e i 
Masson & Co., Paris . 

O primeiro tomo deste manual de Mecânica Cláss ica 
dedica-se às teorias preliminares (em particular, a 
c inemát i ca ) e aos pr inc íp ios com as suas consequên
cias gerais. 

F o i concebido para servir de instrumento de tra
balho a vár ias categorias de estudantes. Os futuros 
f í s i cos , ao nível do primeiro ciclo de ensino Superior, 
futuros engenheiros, no estado dos primeiros anos da 

escola ou das classes preparatór ias , possuindo j á 
todos, pelo ensino elementar da f í s i ca alguns rudi
mentos de mecânica , encontrarão uma expos i ção sin
té t i ca e precisa das bases desta c iência . Pretendeu-se 
nma l imi tação ao essencial, mas, graças à apresen
tação de muitos factos sob a forma de exerc íc ios , a 
obra, neste volume, mostra-Be suficientemente com-
pleta para que possa servir de texto de referência 
aos referidos estudantes na sua carreira ulterior. 

Por outro lado, a mecân ica figura tradicionalmente 
no programa de formação dos matemát i cos . O autor, 
mecânico na qualidade de matemát i co , considera que 
este objectivo é plenamente actual. Procurando não 
sobrecarregar o formalismo, conseguiu na sua expo
s ição uma precisão l ó g i c a que satisfaz este novo 
públ ico . 

Com a preocupação de facilitar ao estudante o 
acesso à literatura c ient í f ica termina cada capitulo 
com um parágrafo de «var iantes et t ermino log ie» . 

1 7 7 — O . A . L A D Y Z E N S K A J A e N . N . U B A L ' C E V A — 

E q u a t i o n s a u x D e r i v e é s P a r t i e l l e s d e T y p e E l l i p t i 
q u e — Dunod, Paris . 

E s t a obra incluida nas «Monographies Universi tai 
res de Mathémat iques» reune as recentes descobertas 
dos Autores no domínio das equações às derivadas 
parciais de segunda ordem. Es tuda as re lações entre 
as propriedades diferenciais dos coeficientes das equa
ções e as propriedades correspondentes das so luções 
destas equações . 

A par das notações utilizadas pelos autores encon-
tra-se uma série de exemplos que mostram a necessi
dade das diversas h ipó te se s feitas no estudo das 
equações lineares e quase lineares, os resultados 
essenciais inc lu ídos na obra e que indicam os desen
volvimentos s u s c e p t í v e i s de i n v e s t i g a ç ã o . A expos i ção 
em seguida dedica-se ao estudo de certas classes de 
funções que verificam certas desigualdades integro-
-diferenciais, estreitamente ligadas às e q u a ç õ e s e l í 
pticas do segunda ordem. 

E m seguida e x p õ e m - s e r e s u l t a d o s relativos à s 
equações lineares, descrevem-se métodos para deter
m i n a ç ã o de desigualdades à priori para as so luções 
dos problemas estudados. 

Grande parte dos livros dedica-se ao estudo das 
e q u a ç õ e s quase lineares à formulação e a resolução 
dos problemas 1 9 e 2 0 de H I L B E R T . 

É uma obra que interessa investigadores em mate
m á t i c a pura ou aplicada, em f í s i ca , os engenheiros e 
os estmdantes do 3." ciclo de matemát i ca . P a r a sua 
compreensão necessita-se o conhecimento das m a t é 
rias dos certificados C\ e Ct de m a t e m á t i c a . 
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