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Sobre una proyectividad comp/eja ligada a una cónica dada 
por José Gallego Diaz tilniversidad de MadridI 

Establecemos en este trabajo una sencilla pro
yectividad compleja entre los puntos dei plano de 
una cónica, de tal forma que los puntos dobles de 
la misma sean los focos de la cónica. Pudiendose 
determinar estos ú l t imos con la regia y el compas 
como iaices de una ecuacion de segundo grado de 
coeficientes complejos, (Vease : J. Gallego Diaz : 
Resolucion gráfica de la ecuacion de segundo 
grado, «Eucl ides», ano segundo, n° 11) y se indica 
finalmente como puede aplicarse cuanto antecede 
al es túd io de ciertos lugares geomé t r i cos . 

1 — Supongamos dada una cónica (C) , con cen
tro, de ecuacion : 

allX^ + a2Zy2+a,i = 0 

y un p u n t ó M ( X t , Y,) de su plano. La polar de M 
corta a la cónica en los puntos A y B . La circun
fe rênc ia circunscrita al triangulo MAB vuelve a 
cortar a la cónica en C y en D. 

Sea N(X0, Y0) el polo de la recta CD respecto 
a la cónica ( C ) . A un punto M le hemos hecho 
corresponder un solo punto N . Reciprocamente 
y como mas adelante demostraremos al punto N 
le hacemos corresponder el mismo punto M. 

Veamos si existe una proyectividad compleja 
entre los afijos de los n u m é r o s complejos: 

Zt-Xi+Yii y Z0=Xo+Yoi. 

La ecuacion de la polar de M respecto a la conica 
(C) es : 

( I ) an xx! + a 22 yy% + a 3 3 = 0 . 

La ecuacion de la polar de TV respecto a la 
misma conica es: 

( I I ) amxxo+anyyo+an-O • 

Las cónicas que pasan por las intersecciones 
de (C) con ( I ) y ( I I ) tienen por ecuacion : 

au x*+a,2y2+a3i+X (au xxt+a&yyi + o J 3 ) ( « u xx0+ 

Y para que sean c i r cun fe rênc i a s se ha de verificar: 

a, i + ) . « ? , x, x0-a^+la^y, y0 

x«i i « 3 i ! ( * i y« +ytxu)=0. 
Es decir : 

( I I I ) xiyQ+yixa^0 

( I V ) ff<t—«fe-X (a^ytya—al, x, x0) . 

L a c i r cun fe rênc i a pa sa r á por M si se cumple : 

«11 « î + « » JCÎ + «33 + X («11 * î + « s s JVÏ + O33) («11 x, x0 + 

+aiîy,yo+axl)=0. 

Y suponiendo que A*" no pertenece a la conica (C) : 

O i , * ï + O 2 5 ^ i - ) - a 3 3 # 0 , 

resultando : 

(V) í + X(allx1x(>+az2yíy<s+aM) = 0. 

Eliminando X entre ( I V ) y ( V ) se obtiene : 
( V I ) 

«22 

Resolviendo el sistema ( I I I ) y (VI) , resulta : 

C 2 Xi 

( V I I ) 
X0 = xi+y'i 

xHy< 

Es dear, llamando W a Z0=X0+Yai y Z = Z t = 
Xi+Yti, 
( V I I I ) W— • 

Se obtiene igualmente la condicion (V) substi-
tuyendo las coordenadas del punto N{Xa, Y0) en 
la ecuacion de la conica, lo cual expresa que la 
c i r cunfe rênc ia pasa tambien por N, lo cual puede 
verse, directamente, en ( V I I I ) que nos representa, 
pues, la ecuacion de una involucion compleja. 
Sus puntos dobles son, evidentemente, los focos 
de la conica, como a priori podia verse. 
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Puede darse una sencilla demostracion g e o m é 
trica de cuanto antecede. Basta observar para ello 
que, por pertenecer los puntos A , B, C y D , a 
una c i r cun fe rênc i a las cuerdas AB y CD estan 
igualmente inclinadas sobre los ejes y, por lo 
tanto, siendo O el centro de la cónica, las rectas 
OM y ON, d i â m e t r o s conjugados con las direc
ciones AB y CD respectivamente, tambien son 
s imé t r i cos respecto de los ejes de la cónica. Por 
otro lado siendo F y F' los focos de la cónica (C) 
dada, es fácil demostrar que el cuadr i l á t e ro MFNF' 
es armonico y por tanto, se ver i f i ca rá : OM • ON= 
= O P = c ! , quedando pues, geometricamente de
mostrado que la transformacion que hace corres
ponder el punto N al M es el producto de una 
inversion por una simetria, como indica la for 
mula ( V I I I ) analiticamente. 

2 — Consideremos ahora la pa rábo la : Y2=2pX. 
Repitiendo lo que se ha efectuado en el parrafo (1) 
llegamos a : y0= —yi, x$=p —x\, es decir : 

W+Z-p, 

Cuyo punto doble es, a s ímismo , el foco de la pa
rabola, pudiendose enunciar el siguiente 

T E O R E M A . L a c i r cun fe r ênc i a circunscrita al trian
gulo MAB—M es un punto genér ico dei plano de 
una parabola, y A y B los puntos de contacto de 
las tangentes trazadas desde M a la parabola — 
pasa tambien por el punto s imé t r i co de M res
pecto al foco de la parabola. 

3 — Pasemos ahora a considerar el caso general 
en que la conica es dada por una ecuacion de la 
forma : 

f { x ,y,/)=«Hx! + a22y*+2aa xy + 2auxt+2a23yt+ 

Así como la ecuacion ( V I I I ) representaba geome
tricamente el producto de una inversion por una 
simetria, ahora debemos hallar otra que nos re
presente una traslacion, un giro, una inversion y 
una simetria. 

Con la misma notacion que en (1) y por el mis-
mo procedimiento obtenemos : 

( X ) ( « „ - « 2 2 ) u ' x j y . + f y , f ï } - * « t t ( / ; , / ; -

~f y, f y ) " 

(X1> f'xj'y.+fyj'x-2an (xofx,+yof'y, + *oft)=0-

La condicion ( X ) es la análoga a la ( I I I ) y nos 

expresa que siendo / el centro de la conica, las 
rectas 1M y IN estan igualmente inclinadas res
pecto de los ejes de la conica, y la condicion (XI ) 
como la (VI), expresa, junto con la anterior, como 
es bien sencillo demostrar, que 1M• IN=cz. 

De la ecuacion (X) se puede deducir »apida-
mente la ecuacion que dá el conjunto de los ejes 
de la conica sin masque hacer Xi = X0 y Y^=Y9, 
resultando : 

(an-an) frf'g-»» V'J-f?) • 

De la misma ecuacion ( X ) se obtiene : 

/ £ , _ _ ( « M - g » ) / y , - 2 g a / r , 

f'x. ( « i i - « 2 2 ) / ^ , + 2a i 2 / y , 

Y para que dicha proyectividad real sea degene
rada sera preciso que : 

«il —«22 2«i; 
2a 12 («11—«22) 

1 «11 = «22 .. «12=0. 

Es decir que la conica dada sea una c i r c u n f e r ê n 
cia. E l reciproco es de inmediata demostracion. 

Las ecuaciones (X) y ( X I ) son lineales en Xq 
y Y a . Resolviendolas y haciendo como antes : 

W=X0+Y0i , Z-Xt+Ytt, 

Resulta : 
(An + iAg) Z-(Aii-A22 + 2Ai,i)  

A»Z-(4tí+*Âã) 

Y, para determinar los puntos dobles, haremos : 
W=Z resultando : 

( X I I ) AnZ'-2 {Aa+iAK) Z+An-An+2Aiit=0 

que es la ecuacion tal que los afijos de sus ra ï ces 
son los focos de la conica dada. En la parabola, 
como An=0, queda: 

( X I I I ) z . \ . A^An+ÏA^ 
2 Atí + iAti 

4 — Entre las multiples aplicaciones de las for
mulas antes establecidas al e s túd io de los lugares 
geomé t r i cos destacamos por su sencillez esta : 
«Luga r geomét r ico de los focos de las parabolas 
inscritas en un triangulo dado». 

Como la ecuacion tangencial p lûcke r i ana de 
esas parabolas contendra un p a r â m e t r o l ineal 7 , 
la ecuacion ( X I I I ) tambien lo con tendrá , pero al 
variar 7 de —00 a + 0 0 el af i jo de Z describe una 
c i r cunfe rênc ia . 
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A GEOMETRIA DA DISTANCIA 
p o r Karl Menger 

(Introdução a «Distance Geometries — A study of the development of abstract metrics*, de L . Blumenthal, 
publicada em The Unioersity of Missouri Studies, Vol. 13, n.° 2 — Abril 1938) 

O icosaedro é um dos cinco sólidos regulares 
conhecidos dos gregos. Pode ser transformado em si 
próprio por meio de sessenta rotações. Estas rotações 
formam um grupo, isomorfo com o grupo de Galois 
da equação geral do 5." grau que não é resolúvel por 
meio de radicais, mas que pode ser resolvida por 
meio das funções elípticas modulares. Reflectindo 
sobre estas relações entre o icosaedro e outros cam
pos da matemática, Felix Klein foi levado a notar 
que êste sólido regular «relaciona de uma maneira 
admirável a geometria, a teoria dos grupos, a alge
bra, e a teoria das funções — indicando assim o ca
minho para futuras investigações». 

Há porém, uma figura geométrica mais simples 
do que o icosaedro, e que é conhecida desde o início 
da investigação matemática — o triângulo. Uma das 
suas mais importantes propriedades, o facto de que 
um dos seus lados não excede em comprimento a 
soma dos outros dois lados, relaciona os fundamentos 
de muitos ramos da matemática. Juntamente com as 
suas generalizações e especializações, a chamada desi
gualdade triangular parece-me formar, na verdade, 
o ponto central duma grande parte de tôda a mate
mática. 

Além disso, esta opinião não é influenciada pelo 
facto de a desigualdade | « + ô | < | « j - l - j ô | (que é 
tim caso especial da desigualdade triangular) ser 
verificada para cada par de números reais ou com
plexos a, b. Já por aí se compreende que a desigual
dade triangular desempenhe um papel central em tôda 
a teoria das funções, e em certos capítulos da teoria 
dos números. Mas a base da opinião anterior é for
necida pelos aspectos puramente geométricos desta 
desigualdade fundamental. O papel indiscutível que 
ela desempenha numa grande parte das matemáticas 
elementares ; a sua conexão com a fórmula de Herão 
para a área do triângulo (cujas várias formas con
duzem às generalizações da desigualdade triangular 
que estão na base dos fundamentos do espaço eucli-
deano, assim como de outros espaços) ; o seu impor
tante papel no isolamento feito por Fréchet das pro
priedades métricas do espaço com o objectivo de 
construir uma teoria geral das funções reais (a desi
gualdade triangular assegura de uma maneira parti
cularmente simples a continuidade uniforme da mé
trica, pelo que tôdas as hipóteses que implicam uma 
métrica continua são, num certo sentido, generaliza

ções da desigualdade triangular) ; a sua íntima rela
ção com o desvio de três pontos em relação a uma 
linha recta, que conduz, em combinação com o pro
cesso usual de passagem ao limite, a uma definição 
de curvatura, e, por conseguinte, ao domínio da geo
metria diferencial (enquanto a consideração análoga 
dos quaternos de pontos conduz a um novo desen
volvimento da teoria da curvatura das superfícies) ; 
a sua relação com o conceito de linhas de compri
mento mínimo, fundamental no cálculo das varia
ções — tôdas estas considerações mostram claramente 
que a desigualdade triangular relaciona muitos capí
tulos da matemática e indica o caminho de novas in
vestigações. 

Os domínios da geometria em que intervém a desi
gualdade triangular, são, de facto, teorias quantita
tivas que se referem a distâncias, comprimentos, 
áreas, volumes, curvaturas, etc., em contraste com 
as propriedades qualitativas consideradas em topo
logia. Precisamente por existir esta diferença, pa
rece-me muito notável que alguns teoremas, assim 
como algumas demonstrações, sejam muito semelhan
tes na geometria métrica e na topologia. A distribui
ção dos pontos dum espaço com certas propriedades 
métricas satisfaz às mesmas leis que a distribuição 
dos pontos dum espaço com certas propriedades topo
lógicas, como, por exemplo, certos pontos de rami
ficação duma curva. A principal razão desta analogia 
reside certamente no facto de, para o estudo dos 
subconjuntos gerais dos espaços gerais, os conceitos 
de grupos de transformações e de invariantes serem 
bastante menos importantes do que na geometria ele
mentar. Daqui a razão por que há laços comuns entre 
as propriedades que são invariantes por transforma
ções topológicas e as que são invariantes em relação 
às transformações que conservam a distância. 

Os métodos desta geometria métrica não se adap
tam à clássica divisão das teorias geométricas em 
sintéticas e analíticas. A geometria sintética assenta 
especificadamente em alguns postulados geométricos 
dos quais deduz todos os seus teoremas. A geome
tria analítica opera com mcdelos aritméticos, asso
ciados com entidades geométricas, aos quais aplica 
a algebra e o cálculo. A geometria métrica combina 
as duas características : sintética e analítica : opera 
com um conjunto de elementos não especificados, a 
cada par dos quais se associa um número, de acordo 
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com certas condições. Este ponto de partida está inti
mamente relacionado com o da teoria dos grupos ; por
que na teoria dos grupos, a cada par de elementos 
de um conjunto faz-se corresponder um elemento do 
mesmo conjunto, que verifica certas condições parti
culares. A geometria métrica tem, além disso, em 
comum cem a teoria dos grupos abstractos e dos cor
pos, a tendência para deduzir resultados tão gerais 
quanto possível de hipóteses tão fracas quanto possí
vel, e obter demonstrações simplificadas, generali
zando as proposições. 

É evidente que aparecem novos problemas em 
conexão com a introdução destes conceitos abstrac
tos. Por exemplo, quando uma classe geral de entida
des é definida por extensão duma classe de objectos 
conhecidos, é natural preguntar quais as características 
especiais pelas quais os objectos conhecidos se podem 
distinguir dos elementos da classe geral. Mas servi
rão os métodos gerais para descobrir novos resulta
dos aplicáveis aos objectos conhecidos? Auxiliam os 
métodos gerais a resolução de velhos problemas? 

D'Alenibert considerou como um dos grandes «es
cândalos» da geometria do seu tempo, o facto de 
não se conseguir dar uma definição da linha recta. 
H á uma definição de linha recta no começo dos Ele
mentos de Euclides mas é muito obscura, e não se 
presta a ser usada no próprio sistema dedutivo de 
Euclides. A geometria analítica define cada linha 
recta por uma equação linear em coordenadas carte
sianas, mas esta definição presupõe a introdução dum 
sistemja arbitrário de eixos e unidades. Uma das 
mais importantes tentativas da geometria da recta 
depois dos Enciclopedistas, é a formulação duma 
teoria axiomática que opera com um pequeno 
número de axiomas respeitantes a elementos inde
finidos chamados «linhas rectas», e às suas re
lações com outras entidades indefinidas chamadas 
«pontes» e «planos». Tais teorias, ocupando-se do 
sistema de todas as linhas rectas, fornecem-nos crité
rios para distinguir êste sistema de outros, por 
exemplo, o de tôdas as circunferências. Mas estas 
teorias não estabelecem critério algum para de
cidir se um dado objecto individual é ou não uma 
linha recta. Uma segunda teoria define a linha recta 
como um eixo de rotação de todo o espaço, mas fa
zendo referência a pontos fora do objecto que está 
para ser definido. Uma terceira teoria principia com 
algumas hipóteses relativas a uma relação indefi
nida chamada «situado entre» e define o segmento 
de recta que une dois pontos como o conjunto de 
todos os pontos situados entre os dois pontos dados. 
Mas se aplicarmos esta definição ao plano ordinário, 
no qual há muitas relações satisfazendo aos axiomas 

da relação «situado entre», é difícil ver como se pode 
derivar um critério para a relação ordinária «situado 
entre» (e assim uma definição da vulgar linha recta) 
a não ser que se acrescente a teoria com idéias mé
tricas. 

A geometria da distância define simplesmente o 
segmento que une dois pcotos como o conj unto daquê-
les pontos para os quais a soma das suas distâncias 
aos dois pontos dados é igual à distância destes dois 
pontos; por outras palavras, é o conjunto de todos 
os pontos que satisfazem a uma certa igualdade trian
gular. Esta definição não tem originalidade — por
que se limita a utilizar o conceito de «situado entre» 
acima mencionado — mas é clara, simples, intrínseca 
e capaz de generalizações de muitas espécies em clas
ses extensas de espaços gerais. 

Consideremos questões menos triviais ; por exem
plo as propriedades locais métricas das figuras. Até 
há pouco, a curvatura das curvas e a curvatura das 
superfícies eram estudadas, quási inteiramente por 
meio de métodos analíticos. Definindo os pontos por 
sistemas de coordenadas, e as figuras por equações, 
estas propriedades estudavam-se aplicando o cálculo 
diferencial às equações. A geometria das propriedades 
métricas locais era pràticamente identificada com a 
geometria diferencial. A representação dce pontos 
por coordenadas, e das figuras por equações, é, na 
verdade, um método fecundo<—um método que enri
queceu a geometria com problemas para alguns sé
culos. Mas é somente um dos muitos métodos possí
veis, e não é, atrevo-me a dizer, o mais simples, nem 
o mais geral, nem o mais natural. Utilizando pro
priedades locais puramente métricas, obtêm-se re
sultados muito mais gerais — teoremas que se apli
cam a espaços não descritíveis por coordenadas (ou, 
pelo menos, em que a distância de dois pontos não 
pode ser expressa em função das suas coordenadas, 
à maneira usual). E mesmo nos espaços ordinários, 
os resultados aplicam-se a figuras para as quais os 
métodos do cálculo não podem, ser usados. A gec>-
metria diferencial, no estudo das propriedades mé
tricas locais das figuras, faz hipóteses, a seu respeito, 
que não são impostas pela natureza geométrica das 
questões dadas, mas sim pelos métodos analíticos apli
cados à sua resolução. A diferenciabilidade das equa
ções que definem as figuras é apenas considerada 
porque, sem esta hipótese, não se pode aplicar o 
cálculo diferencial. 

Por outro lado, a geometria métrica estuda a cur
vatura duma curva, ou de uma superfície, conside
rando ternos e quaternos de pontos da figura, e as 
suas três ou seis distâncias, respectivamente. Êste es
tudo não presupõe que as figuras sejam dadas por 
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meio de equações diferenciáveis. Na realidade êle nem 
sequer supõe que as figuras sejam dadas por equa
ções, nem mesmo que os seus pontos sejam definidos 
por coordenadas. Este método presupõe somente que 
uma distância é associada a cada par de pontos da 
figura. É verdade que, neste campo particular, os 
mais gerais argumentos da geometria métrica pare
cem à primeira vista, ser mais complicados do que 
as demonstrações clássicas da geometria diferencial. 
Mas isto é apenas devido ao facto da geometria di 
ferencial operar com todo o simbolismo do cálculo, e 
poder assim fazer porque êste simbolismo é estudado 
por cada matemático logo no comêço da sua 
aprendizagem tornando-se para êle uma espé
cie de A. B, C. Somente estas razões de ordem 
histórica e psicológica tornam possível que uma de-

»"/ 
monstração na qual figura um conceito como — — 

ix iy 
pareça mais simples do que uma avaliação directa 
das propriedades dos quaternos de pontos. 

Se certos conceitos métricos, não mais complicados 
do que uma derivada parcial de 2.' ordem, fossem 
condensados em símbolos unânimente adoptados, en
tão o estudo métrico das propriedades locais seria 
rapidamente reconhecido, não só como mais geral, 
mas também muito mais simples do que o pro
cesso da geometria diferencial clássica. Com o objec
tivo de generalizar factos conhecidos a espaços e 
figuras mais gerais, é conveniente estar-se na espec-
tativa de que estas noções métricas conduzam imedia
tamente à descoberta de factos desconhecidos res
peitantes aos objectos usuais da geometria diferen
cial. 

Para justificar êste optimismo em relação ao efec
tivo poder criador da geometria métrica das proprie
dades locais, mencionaremos outro campo clássico 
no qual a geometria métrica obteve já novos resul
tados — o Cálculo das Variações. As curvas que tor
nam mínimo um integral de uma função dependente 
duma curva e das suas tangentes, foram inicialmente 
procuradas entre curvas diferenciáveis. A curva de 
Goldschmidt, constituída por três segmentos com 
dois ângulos, que minimiza a área da superfície de 
revolução, mostrou a necessidade de estender a 
classe das curvas admissíveis. Mais tarde, foram es
tudadas mais sistemàticamente soluções com ângulos. 
Hahn e Tonelli introduziram o integral de Lebesgue 
com o f i m dex tornar possível a admissão de todas 
as curvas rectificáveis. 

Mas Hahn construiu um integral cujas curvas mi
nimisantes são espirais de comprimento infinito. Ca-
rathéodory mostrou que esta circunstância pode 
dar-se com uma função integranda tão simples como 
a raiz quadrada de um polinómio do 8." grau. A geo
metria métrica, considerando o integral ao longo duma 
curva como o seu comprimento, de harmonia cem 
uma métrica apropriada, é capaz de operar num campo 
de curvas admissíveis que contém todas as curvas 
contínuas (rectificáveis ou não) e com classes extre
mamente gerais de funções integrandas e espaços 
correspondentes. 

Desta maneira consegue-se provar a existência de 
soluções para problemas que doutra maneira as não 
teriam, entre êles o problema de minimizar integrais 
de funções algébricas simples. 

É possível, por exemplo, dar demonstrações sim
ples e curtas de teoremas de existência cuja gene
ralidade excede, em três direcções, a dos teoremas 
mais gerais obtidos por Tonelli. 

A geometria métrica fo i também aplicada ao Cál
culo das Variações por Marston Morse. A sua apli
cação é feita numadirecção diferente, mas parece-me 
muito notável que, partindo de investigações pura
mente analíticas, êste eminente matemático fôsse le
vado a desenvolver e utilizar métodos métricos nos 
seus trabalhos fundamentais dos últimos anos. (Por 
«métodos métricos» entendo a associação de uma 
distância a cada par de elementos onde tal associa
ção seja possível e útil, e a subordinação consequente 
de vários campos de investigação a uma idéia comum). 

Tudo isto mostra que é certamente muito útil ter 
uma visão de conjunto dos resultados obtidos nêste 
domínio, descrita por um especialista como Leonard 
L. Blumenthal cuja contribuição é assinalada em 
três direcções diferentes : 

(1) por meio de resultados originais (em particular 
resultados relativos à caracterização dos espaços 
conhecidos entre espaços gerais e suas aplicações à 
teoria dos determinantes) ; (2) por uma cuidadosa con-
recção de erros encontrados em trabalhos anteriores; 
(3) esclarecendo muitos aspectos da história dêste 
assunto, pelo que muito aprendi com a leitura do seu 
trabalho. Por isso aceitei com prazer o convite que 
me fêz de escrever algumas páginas de introdução 
ao seu livro, que contribuirá, assim o espero e creio, 
para tornar mais conhecido êste vasto campo da ma
temática. 

Tradução de C . VENTURA 
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U m a função continua sem derivada 
p o r R. Tombs Lyche [Trondheim, N o r u e g a ) 

(Publicado em L'Enseignement Mathématique, Vol. 38 (1939-1941), págs. 208-211) 

1 . O exemplo dado por Weierstrass duma f u n 
ção continua que não admite derivada para ne
nhum valor da va r i áve l é muito complicado para 
que se possa expor num curso elementar de A n á 
lise. Deve-se a M . B . L . van der Waerden (Math. 
Zeitschr. 32 Band, 1930, pag. 474) um exemplo de 
natureza bem simples. Apesar disso, para ser apre
sentado duma maneira inteligente aos pr incipian
tes, a d e m o n s t r a ç ã o exige cons ide rações um pouco 
complicadas, se bem que sejam de natureza ele
mentar. (Ver, por exemplo, E. Landau : E i n f ú h -
rung in die Differentialrechnung und Integralre-
chnung, pag. 73, onde o autor examina um exemplo 
da mesma espécie*. 

Dada a impor t ânc i a duma concepção precisa 
da noção de derivada, parece-nos útil fornecer 
um exemplo em que a d e m o n s t r a ç ã o pode ser 
dada em poucas linhas. A q u ê l e que proponho n ã o 
difere no fundo do de M. van der Waerden, a n ã o 
ser na maneira de o definir . 

2. Seja x uma quantidade real qualquer, e po
nhamos 

1 1 1 
x = a + —+ — + ••• + —+ — (1) 

2*1 2 a* 2 a ' 
onde a é um n ú m e r o inteiro e | af | uma suces
são de n ú m e r o s naturais crescentes, em n ú m e r o 
i l imitado ou não . Ê sabido que esta r e p r e s e n t a ç ã o 
de x é única, salvo no caso em que a s u c e s s ã o 
I a, j é l imitada : 

*=[« + ^ r + ^ í + - ] + ^ r (2) 

Pois neste caso tem-se t a m b é m a r e p r e s e n t a ç ã o : 

1 1 . . . I 1 
• (2a) 

Ponhamos agora 

fit) X.i 
2*3 

a i - 2 ( / - l ) 
(3) 

Verifica-se f àc i lmen te que f ( x ) é definida por 
esta f ó r m u l a para todo o valor real de x, pois que 
u m cálculo fácil mostra que as duas de f in i ções 
poss íve i s , se x é da forma (2) ou (2a), coincidem. 

Este ú l t imo facto assegura a continuidade da 
função f ( x ) em qualquer ponto. Com efeito, to
mando I h I < — as r e p r e s e n t a ç õ e s de x e de x + h 

coincidem nos termos de expoentes < » . Isto é 
evidente no caso geral (1), e terá ainda lugar no 
caso (2 ou 2a) segundo h > 0 ou h < 0 . Por con
sequênc ia as e x p r e s s õ e s para f ( x ) e f ( x + h) coin
cidirão t a m b é m nos termos de expoentes < « . A 
continuidade é por isso manifesta. 

3. Demonstremos agora que f ( x ) não admite 
derivada em nenhum ponto x. Consideremos p r i 
meiro o caso em que x é da forma (2). Tomemos 

1 ab+r-2k 
Ã = „„, ^ Segue-se que f ( x + h)—f(x) — 

donde = nk+r—2k quantidade que 

2*i 

1 

f ( x + h ) - f { x )  

h 
tende para in f in i to com r. 

Tomemos o caso geral, em que x é da forma (1) 
Ponhamos 

1 1 1 
^ = « + ^ 7 + ^ - + - + 

Acha-se neste caso 

f ( * ) - f i * Õ Ti / ( * » ) - / ( * ) < 
X—Xi fi ' XZ — X 

pondo para abreviar 

p i = 2 S t i [ i ^ + 2 ^ + ' " ] 
. = 2 a i pXj4-|-2t <n„- 2 (» + l ) 

- 2 / -T , 

+ . 

(4) 

(5) 

Suponhamos agora que f ( x ) tem uma derivada 
f'(x) = X no ponto x. E n t ã o te r - se -á , por um lado 

Mas por outro a e x p r e s s ã o 

/ ( * » ) - / ( * ) / ( * ) - / ( * < ) _ g ' ~ 2 , ~ ^ 
Xi — X X - X i i _ p . 

deveria tender para zero quando i aumenta. Ora 
isso exige que l i m (a,—2Í') = X , e sendo a( e 2» 

inteiros, ter-se-ia, a part i r de um certo valor de i, 
«i—2« '=x. Mas se pusermos em (4) e (5) aj=2j'-f-x 

1 X + 2 « 
t e r - se -á p, = - Tj = Q e por isso — = x - f 2 o q u e 

1 X + 2 
= 3 T , - — e p o r i , 

é imposs íve l em vir tude de (6). 
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r 
4. Notemos finalmente que a f u n ç ã o f ( x ) se g (x) o afastamento de x do n ú m e r o inteiro mais 

poderia def inir do seguinte modo : designando por p r ó x i m o , tem-se : 

^ r r y \ Ax)=g(x)+lg(2x)+^g(Vx) + - + ±;g(2"x)+-

H que é por isso uma f u n ç ã o da mesma e s p é c i e da 
* ^ e v a n ^ e r Waerden. A r e p r e s e n t a ç ã o gráf ica 

t \ de / (x) é dada na f igura junta, fazendo uso dos 
/ ' i pontos correspondentes aos valores de x da for -

;-: \ ma (2) com o = 0 e A < j . Se bem que todos estes 
/ \ pontos sejam uma pequena parte dos pontos da 
' \ curva, dão uma idéia completa da curva em 

* ques t ão , pois que os pontos i n t e rmidá r io s t ê m 
» ordenadas que diferem pouco das ordenadas dos 

i pontos da figura. 
- . ,-. i Tradução de J . DA SILVA PAULO 

P E D A G O G I A 
Secção a cargo de Benfo Caraça 

SÔBRE O ENSINO DA GEOMETRIA NOS LICEUS 
por JOSÉ C A R D O S O " G U E R R A 

Ês te simples e despretencioso re la tó r io s ô b r e 
o ensino da Geometria no i .° ciclo, foi-me a m à -
velmente solicitado pela Comissão Pedagógica da 
S. P. M . e a sua publ icação na «Gazeta» não tem 
outro objectivo s e n ã o o de poder chamar a aten
ção dos interessados no assunto, que pode rão for
necer con t r ibu ições muito mais valiosas tiradas 
da sua p róp r i a expe r i ênc i a e cuja d ivulgação seria 
conven ien t í s s ima para a pedagogia. 

Nos dois ú l t imos p e r í o d o s do ano passado o 
acaso forneceu-me uma bela oportunidade para 
completar com a expe r i ênc i a pessoal o meu tra
balho s ô b r e «O ensino da geometria no i.° ciclo» 
de que constou a minha d i s se r t ação de exame de 
estado. 

Af i rmava eu en tão que, p r o v à v e l m e n t e , o facto 
de se não fazer o ensino experimental da geome
tr ia no i .° ciclo, seria devido certamente à falta 
de tempo, reduzido apenas às t rês horas semanais. 
P o r é m agora posso af i rmar francamente o con
t rá r io . 

O programa da geometria é tão pequeno relat i
vamente, que levou um antigo professor a con-
fessar-me que dava o programa vagarosamente 
em dois dias e que depois se via em apuros para 
preencher o resto do t e m p o . . . 

Para mostrar que há realmente tempo para se 
fazer um ensino experimental vou e x p ô r resumi
damente o que f iz nos 2.° e 3. 0 anos que me foram 

entregues. Claro que se mais tempo houvesse 
melhor se faria. 

2.0 ano 
D e t e r m i n a ç ã o aproximada do p e r í m e t r o de uma 

linha curva com o e m p r ê g o de um cordel ; em 
particular, ava l iação do p e r í m e t r o de uma circun
fe rênc ia para a d e t e r m i n a ç ã o experimental de um 
valor aproximado de n pelo cociente da d iv i são 
do p e r í m e t r o pelo d i â m e t r o . Equ iva l ênc i a de al
gumas figuras planas pelo e m p r ê g o da balança . 

Teorema ue P i tágoras pelos pesos. Ava l i ação 
de á r ea s pelos pesos com escôlha p r év i a de uma 
unidade. E m p r ê g o do papel mi l imét r ico . Nova 
d e t e r m i n a ç ã o de ir pelo cociente da d iv isão da 
á rea do círculo obtida experimentalmente pelo 
quadrado do raio. 

j.° ano 
Repe t i ção de alguns trabalhos do ano anterior 

como aval iação de á reas , equ iva lênc ias e deter
minação de i r . Equ iva lênc ia de alguns volumes e 
sua d e t e r m i n a ç ã o por deslocamento de água. 
Para ê s t e trabalho de belo efeito, ut i l izei uma 
proveta graduada em cen t íme t ro s cúbicos , cor
respondendo cada div isão a 10 c en t íme t ro s cúb icos . 
Todos os alunos verif icaram a leitura inicial e f i 
nal. Da c o m p a r a ç ã o do valor obtido assim como o 
obtido pela apl icação das f ó r m u l a s verificou-se 
uma d i fe rença no m á x i m o de 2 c en t íme t ro s cúb icos 
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o que é muito pouco, como fàc i lmen te ver i f iquei 
por pequenas va r i ações das medidas feitas. 

T ive o cuidado de chamar sempre a a tenção 
para o r igor neces sá r io nos trabalhos executados 
e para as a p r o x i m a ç õ e s que racionalmente se 
podem exigir d ê s t e s m é t o d o s . 

A e x e c u ç ã o de parte de alguns trabalhos f o i 
f o r ç a d a m e n t e vo lun tá r ia por não haver tempo de 
os fazer completamente na aula. L imi te i -me por
tanto a aconselhar e a mostrar as vantagens da 
manufactura dos mesmos. 

As conc lusões foram tiradas na aula com a.má-
xima ef ic iência porque as a t enções estavam com
pletamente absorvidas na execução das e x p e r i ê n 
cias. Mais uma vez me fo i dado verif icar que a 
aula de trabalhos manuais pode prestar uma cola
boração preciosa na rigorosa execução dos mode
los nece s sá r i o s . 

O ter sido estudante e o contacto ín t imo com 
os estudantes levaram-me à conclusão f i rme de 
que as ún icas entidades capazes de avaliarem jus
tamente as qualidades pedagógicas do ensino que 
o professor es tá ministrando, são os p róp r io s alu
nos a quem êle se dir ige. Por outro lado o pro
fessor que o deseja ser na realidade, por estar 

convencido da importante con t r ibu ição que pode 
dar para o a p e r f e i ç o a m e n t o do ensino, deve inte-
ressar-se por saber o mais honesta e s i n c e r a m e n t é 
poss íve l qual a verdadeira i m p r e s s ã o que causa 
nos seus alunos, quais os seus principais defeitos 
a abolir. Ora parece-me que a única forma de 
conseguir isto consiste na e l a b o r a ç ã o anual de 
uns inqué r i to s por escrito, em que os alunos ex-
puzessem as suas francas i m p r e s s õ e s . A maneira 
de executar ê s s e inqué r i to seria caso a estudar. 

A propós i to da r e m o d e l a ç ã o do programa do 
ensino das ma temá t i ca s nos liceus, de tão urgente 
necessidade, segundo paTece a tantos, sinto-me 
com a coragem, t a m b é m ditada pela exper iênc ia , 
de fazer a seguinte o b s e r v a ç ã o : O inicio do estudo 
da ma temá t i ca nos liceus é feito pelas o p e r a ç õ e s 
da a r i t m é t i c a com muitas das suas «maçadoras» 
propriedades. Que mau comêço para as c r i anças ! 
Que dificuldades e que r e p u g n â n c i a s naturalmente 
manifestadas! Que interesse têm para ê les as pro
priedades associativas, distributivas e a té modu
lares ? Que tempo perdido e que tão bem podia 
ser empregado no melhor estudo de outros assun
tos, f r acções , por exemplo, pr incipal def ic iência 
da maioria dos estudantes liceais. 

A C E R C A D O E N S I N O DOS L O G A R I T M O S 
por J . SEBASTIÃO E SILVA 

A Matemática constitue o instrumento que 
convém especialmente para tratar as noções 
abstractas de tôda a natureza e, neste domí
nio, o seu poder não tem limites. É por Isso 
que um livro sõbre Física moderna, se não é 
puramente a descrição de trabalhos de expe
riência, deve ser essencialmente matemático. 

(P . Dirac, Quantum Mechanics, 1930). 

Todo o novo corpo de descoberta se apre
senta com aspecto matemático, porque não 
existe outro guia que pudéssemos utilizar. 

( C . Q. Darwin. 1920). 

I . A i n t e r v e n ç ã o crescente da Matemát ica na 
vida moderna e a sua inf luência decisiva no pro
gresso dos povos constituem realidades a que 
não podem manter-se estranhos os regimes de 
ensino. «.Se o Mundo não precisa dum número 
muito grande de professores de Matemática, pre
cisa no entanto de muitíssimas pessoas que pos
sam fazer uso inteligentemente da Matemática-». 
Sim, é cada vez maior o n ú m e r o de p r o f i s s õ e s 
que, em pa í ses civilizados, requerem uma sól ida 

cultura matemát ica , e a capacidade de aplicar 
inteligentemente a Matemát ica . Mas tal cultura e 
tal capacidade n ã o se adquirem fàc i lmen te — é 
esta a verdade — sem uma p r e p a r a ç ã o liceal, em 
que seja banida tôda a estreiteza de vistas ten
dente a formar indivíduos automatizados na apli
cação de receitas. 

A Matemát ica representa uma forma de lingua
gem que, dia a dia, se torna mais n e c e s s á r i o apren
der, no mundo em que vivemos. Essa linguagem 
não se l imita já a modalidades particulares do pen
samento abstracto: a sua universalidade tornou-se 
patente, desde a cr iação da Álgebra da Lógica. 
Vemos hoje a antiga ciência da «quant idade» 
invadir os mais distantes domín ios da C iênc ia : 
a Biologia, as Ciências sociais, a Psicologia, etc. 
reclamam os s e rv i ços da Matemát ica — e novos 
ramos desta ciência t ê m de ser criados outros 

"i Do artigo «Como estudar Matemática», publicado na 
revista The American Mathematical Monthly, e traduzido 
no n.° 12 da «G. M.», 

<s> Um exemplo : a Álgebra da Genética. Como observa 
Ernst Mach, «o poder das matemáticas consiste em se 
absterem de todo o pensamento inútil, economizando admi
ravelmente as operações mentais». 
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têm de ser desenvolvidos, para atender a mú l t i 
plas sol ic i tações que partem do exterior. 

Saber pensar e saber exprimir-se, matematica
mente, é uma necessidade que se vai alargando a 
um n ú m e r o crescente de pessoas, desde que a 
Ciência e Técn ica passaram a condicionar a Vida 
e o curso dos acontecimentos, s ô b r e a face da 
Terra < 3 ) . 

Todavia, estes factos n ã o me cegam a ponto de 
n ã o me deixarem ver que, entre os rapazes e as 
raparigas que frequentam os liceus, há, relativa
mente, um grande n ú m e r o , que não v i rá a fazer 
uso efectivo de Matemát ica , exceptuadas aquelas 
rudimentares noções a r i tmé t i ca s de apl icação 
quotidiana. E verdade que, mesmo para êsses , o 
ensino da Matemát ica oferece vantagens indiscu
t íveis , não pelos conhecimentos que faculta, mas 
pelos se rv iços que presta na f o r m a ç ã o da in te l i 
gência . Mas t a m b é m é manifesto que, para ê s s e s 
alunos, a p r e p a r a ç ã o ma temát i ca não exige tantos 
cuidados como para os outros — os que se desti
nam a determinados cursos cient íf icos. Como pro
ceder então, desde que o ensino tenha de ser 
fei to em comum? A q u e s t ã o é delicada, sem dú
vida. Mas o que desde logo se apresenta como 
um ê r r o e uma in jus t iça é que, para atender 
exclusivamente â p r imei ra categoria de alunos 
f ô s s e m privados os outros e, em especial, os bem 
dotados para a Matemát ica , de receber uma sensata 
p r e p a r a ç ã o nessa disciplina, em anos preciosos 
da vida, quando geralmente se decide do seu 
fu turo . Não estimular, na medida du possível, as 
ap t idões particulares do aluno, parece-me longe 
de corresponder ao objectivo da E d u c a ç ã o . Que 
vitalidade se deve esperar dum ensino, cujo n íve l 
seja regulado pelo que possa existir de comum 
às ap t idões de todos os alunos? Não se rá ê s s e o 
modo mais eficaz e directo de contr ibuir para o 
t r iunfo da mediocridade? Sim, as escolas n ã o 
t ê m por mi s são fabricar génios : mas t a m b é m não 
se fizeram para matar vocações !<4> Que não seja 
igual o aproveitamento de todos os alunos em 

<3' NSo é somente em nossos dias que se atribue à Mate
mática um papel central no ensino das ciências. Vejamos 
como, sôbre êste assunto, se pronuncia Michel Chasles : 
iMostra a História que os imperadores que encorajaram 
a cultura das matemáticas — fonte comum de todas as 
ciências exactas — são também aquêles cujos reinos 
foram os mais brilhantes e cuja glória fol a mais dura
doura». 

<4> Tenha-se em vista o caso de Evaristo Galois. Trata-se, 
evidentemente, dum caso único na História. Mas a verdade 
é que êste exemplo veio lançar uma luz intensa e trágica 
sôbre os vícios dum sistema de ensino. 

r e l ação a uma dada disciplina, isso é apenas u m 
facto minuciosamente previs to: na escala das 
class i f icações há lugar para vinte h i p ó t e s e s . . . O 
que se r á en tão preciso, é estabelecer, com nitidez 
e just iça , o mínimo a exigir de cada aluno para a 
sua ap rovação . 

Ensino idêntico para todos, é um pr inc íp io talvez 
muito cómodo para o professor; mas, para bem 
de todos, há que subs t i tu í - lo por ês te ou t ro : ensino 
que favoreça, tanto quanto possível, as aptidões de 
cada um. 

De resto, a espec ia l ização devia começar , a meu 
ver, já nos dois ú l t imos anos do liceu, como se 
fazia antes de 1936 ; conviria mesmo i r mais longe 
do que en tão , estabelecendo maior n ú m e r o de 
rami f i cações . Ê s s e s dois ú l t imos anos teriam por
tanto um ca rác te r p r e - u n i v e r s i t á r i o . 

Não quere isto dizer que se deva desprezar a 
cultura geral. C o n v é m estimular, em certa me
dida, o i n t e r ê s s e por q u e s t õ e s de ordem geral, 
e, sobretudo, favorecer háb i tos de leitura. Mas 
não exageremos ! Subsiste entre n ó s um culto 
perigoso do enciclopedismo, e da multiplicidade 
de ap t idões — como se f ô s s e m o s felizes contem
p o r â n e o s de Descartes ou de Leonardo de V i n c i . 
S e r á preciso lembrar que não é ê s s e culto a ma
neira mais adequada de evitar o ac r é sc imo de 
i n c o m p e t ê n c i a ? 

Eis como penso a respeito do problema do 
ensino liceal, e da pos ição que n ê l e deve a t r i -
buir-se à Matemát ica . E é pensando assim que 
julgo ser homem do meu tempo, virado para os 
problemas do meu tempo e do meio em que vivo. 

I I . J á muitas pessoas devem ter notado que, no 
programa dos nossos liceus, a A n á l i s e Ma temá
tica < w ocupa u m lugar modes t í s s imo , comparado 
com o que se concede à Algebra e à Geometria. 
Tenha-se em vista, por exemplo, a e x t e n s ã o do 
programa de geometria do 4.° ano, e a imensa 
variedade de q u e s t õ e s subtis a que dá origem, 
no 7 o. ano, o t r inómio do 2.° grau. E, contudo, é 
precisamente a Aná l i s e o ramo da Matemát ica 
que mais úti l e fecundo se tem revelado; o que 
mais brilhante êxi to a lcançou a té hoje na inter-

O) Chamamos aqui Análise ao ramo de Matemática em 
que intervêm o conceito geral de função e o conceito de 
limite. Assiste-se, a cada momento, a rect i f icações de 
fronteira entre os diversos domínios da Matemática ; assim, 
até há pouco, foi considerado como teorema fundamental 
da Álgebra uma proposição que pertence propriamente à 
Análise. Na Álgebra moderna, ê s s e teorema passou a um 
plano secundário. 
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p re t ação do universo f í s i c o . , c ) Verifica-se, por 
outro lado, que, no sentido duma in t rodução à 
Aná l i se , os radicais, os logaritmos e as f u n ç õ e s 
circulares constituem uma rica p rov i são de mate
r ia l exemplificativo, d i re i mesmo, laboratorial, 
em que o aluno pode adquirir uma expe r i ênc i a 
preciosa no manejo da ferramenta matemát ica , e 
familiarizar-se com o ponto de vista da teoria das 
f u n ç õ e s , muito diferente do ponto de vista a lgé 
brico. Historicamente, fo i ê s s e estudo que levou 
os investigadores a «uma teoria dos limites, dos 
exponenciais, dos indiv is íve is , que vieram a ser 
os preliminares essenciais da cr iação da Anál i se» . 
Parece-me portanto u m ê r r o l amen táve l que n ã o 
se procure obter o máx imo rendimento na u t i l i 
zação d ê s s e s recursos; que não se passe a adop
tar um cr i té r io mais racional, mais desempoei-
rado, no ensino dessas ma té r i a s . 

J á em n ú m e r o s anteriores da «Gazeta de Mate
mát ica», me re fe r i à necessidade de introduzir , 
no programa dos liceus, o ensino de processos 
de cálculo aproximado. A técnica das aproxima
ções , aliada ao uso de tabelas, gráf icos e m á q u i 
nas, representa o aspecto prá t ico da Aná l i se . 
É essa técnica que torna poss íve i s os s e rv i ços 
prestados pela Matemát ica às c iênc ias de obser
vação e de e x p e r i m e n t a ç ã o . Vem a p ropós i to 
recordar u m espec t ácu lo que se repete com f r e 
quênc ia confrangedora nos nossos liceus (e a té 
nas nossas universidades!): u m aluno, chegado 
ao t ê r m o duma embrulhada de cálculos que 
para ê le pouco significam, vem comunicar, cheio 
de mágua e confusão , que não obteve «resul tado 
cer to» . Ê s t e exemplo dá uma idéia de como, no 
nosso ensino, andam desligadas a teoria e a p r á 
tica ; não s ò m e n t e se dá um p r e d o m í n i o , que julgo 
excessivo, à parte especulativa, como ainda se 
estabelece uma class i f icação l amen táve l das ma
tér ias em «.conhecimentos teóricos (coisas bonitas 
que não servem para nada)» e «noçõesinhas prá
ticas, úteis para a vida». 

I I I . i S e r á ou não poss íve l dar a alunos do 
liceu, em cond ições de ser utilmente apreendida, 
uma noção intui t iva de n ú m e r o irracional? Eu 
estou plenamente convencido de que tal é pos s í 
vel . J á no 1.° ano os alunos (normalmente c r i anças 
de 10 ou 11 anos) aprendem a desenvolver que-

IW Deve registar-se que, sendo a mais útil, esta é também 
a parte da Matemática que maior interêsse f i losófico apre
senta. Nos seus alicerces, levantam-se curiosas dificulda
des, que já divertiram os eleatas, e que reaparecem hoje, 
com um carácter mais agudo, nas rijas d iscussões pro
vocadas pelo cantorismo. 

brados em dizima e observam que, em certos 
casos, a díz ima gerada é inf in i ta p e r i ó d i c a ; já no 
2.° ano aprendem a calcular r a í zes quadradas a 
menos duma décima, duma cen tés ima , etc., e 
podem saber que, no caso de o radicando não ser 
quadrado perfeito, a d íz ima gerada é ainda i n f i 
nita, mas não pe r iód ica . < 7 ' — ̂ E, n ã o se rá poss íve l , 
depois disto, dar a alunos do 4.° ou 5.° ano uma 
idéia sa t i s fa tór ia de n ú m e r o irracional, mediante 
a cons ide ração das d íz imas infinitas a p e r i ó d i c a s ? 

Não e s q u e ç a m o s , por outro lado, o partido que 
se pode t i rar do apê lo à in tuição geomét r i ca . J á 
se não trata, manifestamente, da intuição sensível. 
Exige-se agora um pequeno es forço de idealiza
ção. Mas todo o ind iv íduo normal de 14 anos se r á 
capaz de realizar ê s s e es fôrço , na mesma medida 
em que é capaz de conceber a s u c e s s ã o natural 
dos n ú m e r o s inteiros. É preciso não perder de 
vista que, durante sécu los , e ainda no tempo de 
Cauchy, os ma temá t i cos se conformaram com 
uma teoria «sintética» dos n ú m e r o s reais, inspi 
rada na med ição das grandezas con t ínuas , de que 
è p ro tó t ipo o segmento de recta. Recordemos, por 
ú l t imo, que foi o teorema de P i t ágoras que pro
porcionou o pr imeiro contacto com a q u e s t ã o da 
irracionalidade. 

De resto, tão difícil s e r á fazer compreender, 
intuitivamente, a u m aluno do liceu, o que seja 
n ú m e r o irracional, como fazer-lhe compreender, 
pelo mesmo processo, o que seja l imi te duma 
s u c e s s ã o convergente, no caso simples em que 
a suces são é crescente ou decrescente (no sen
tido lato) < 8 ) — e, contudo, ainda se não deixou de 

<7> A demonstração da irracionalidade de \/2 (o caso mais • 
simples, entre os radicais) parece-me acessível a alunos do 
4." ou 5.° ano. Essa demonstração, apresentada a título de 
exemplo, constituirá um factor decisivo na preparação psi
cológica do aluno para o estudo da irracionalidade. 

Por outro lado, também nâo será difícil imaginar uma 
demonstração, acessível a alunos d ê s s e s anos, do teo
rema segundo o qual são aperiódicas as dizimas represen
tativas dos números irracionais. Basta para isso recorrer 
è série geométrica (que era apresentada no 5." ano, antes 
de 1936) e mostrar que tôda a dizima periódica se pode 
escrever sob a forma duma série geométrica. Não é por
tanto necessário transferir o assunto para a aritmética do 
7.° ano. Um bom exemplo de aplicação da série geométrica 
é ainda fornecido pelo problema de Aquiles e a tartaruga. 

<8Í Neste caso será mesmo acessível uma definição rigo
rosa : «Consideremos uma sucessão de números (reais) 
at, as , • . . , an, • • • tais que at < ai < .. < a„ < •. •. Então, se 
existir um número X que verifique as condições : 1) x é su
perior a todos os termos da sucessão ; 2) nenhum número 
menor que >. é superior a todos os termos da sucessão — 
diremos que > é o «limite da sucessão» e escreveremos 
X = Hma,i. Análoga definição para o caso em que 

a, > a, > . • • > an > • • • . 
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apresentar, com êxito, nos liceus, uma noção 
intui t iva de l imi te , nem se desistiu de aplicar 
intuit ivamente essa noção ao estabelecimento de 
f ó r m u l a s de á r e a s e volumes, e a té , por vezes, ao 
cálculo do n ú m e r o irracional ir (definido por uma 
s u c e s s ã o convergente, de que é deduzida a ex
p r e s s ã o do t ê r m o geral). 

Não venho aqui defender a idéia de apresentar 
nos liceus uma teoria geral dos n ú m e r o s i r ra 
cionais, à Dedekind — porque, felizmente, ainda 
n ã o perdi o sentido das realidades. Trata-se ape
nas (e já não é pouco) de levar o aluno a aper
fe içoar a sua in tuição e a enriquecer a sua expe
r iênc ia , na r e so lução de problemas escolhidos, 
relativos a classes particulares de irracionais. 
Ê s s e s problemas (que devem com f r e q u ê n c i a 
referir-se a q u e s t õ e s concretas) podem agrupar-se 
em duas categorias: 

1) Problemas de comparação. Exemplos: I n d i 
car que re lação de grandeza se ver i f ica entre 
5 5 
3 e V l Õ ; entre 1 + ^ 3 e y | ^ g ; entre 1,2 

e log r, 7 , etc. 
2) Problemas de aproximação. Exemplos: Cal

cular, com n decimais exactas, o valor n u m é r i c o 

das e x p r e s s õ e s : —pj=7j -^g» 2 3 j/5— V^3, 5 — log.;3, 

2 , etc. 
A r e so lução dos problemas de qualquer destas 

classes depende, muitas vezes, da r e so lução de 
problemas da outra classe. Por exemplo, a com
p a r a ç ã o dos valores de ''l/õ e l + log 7 3 depende 
do cálculo aproximado d ê s s e s valores; e, por sua 
vez, ês te cálculo exige a c o m p a r a ç ã o de ' \/5 e 
de log, 3 com n ú m e r o s racionais, nomeadamente 
com f r acções decimais. É contudo evidente que, 
no caso da igualdade, o cálculo aproximado não 
mais nos levaria a uma conc lusão . Assim, por 
exemplo, não é por cálculo aproximado que pode
mos saber se a igualdade 4̂ 7 + \ /50=l-r- y/2 é ou 
n ã o verdadeira. 

E m casos simples, o cr i tér io de c o m p a r a ç ã o 
reveste-se de ca rác te r a lgébr ico, e é fixado pelo 
principio da conservação das leis formais "". Por 

,<B> Convém recordar que a aplicação dêste princípio com
preende duas fases : 1) verificar que só um critério é pos
sível , desde que se pretenda conservar uma dada proprie
dade; 2) averiguar quais das propriedades do anterior domí
nio subsistem no domínio ampliado e, portanto, quais as con
dições em que é legítimo operar sôbre os novos números. É 
manifesto que a segunda parte não pode ser executada no 
ensino liceal, porque tal exigiria uma análise lógica delicada 

exemplo, a in t rodução das irracionalidades do t ipo 
log t. a (a e k racionais; k^j=Y) deve fazer-se, 
tendo em vista a conse rvação duma das conheci
das propriedades de monotonia das po tênc ias , e, 
dê s t e modo, a re lação de grandeza entre log t a e um 
n ú m e r o racional r d e v e r á ser idênt ica ou con
t rá r ia à que se verif ica entre kr e £ , o s * a =» a , 
conforme se t iver k > 1 ou k < 1 . 

De resto, já os processos de cálculo da soma 
e do produto de dois n ú m e r o s reais são determi
nados pelas respectivas propriedades de mono
tonia. O mesmo, exactamente, cabe dizer a res
peito da po tênc ia de expoente irracional, cuja 
noção intuitiva pode sem dificuldade ser apresen
tada no liceu, mediante problemas adequados de 
a p r o x i m a ç ã o — e, do ponto de vista lógico, será 
igualmente possível apresentar essa noção antes 
ou depois dos logaritmos, por muito que êste facto 
perturbe o senso-comum. 

Quanto aos problemas de ap rox imação , desde 
logo se descobre neles o inconveniente de con
duzirem, geralmente, a cálculos muito laboriosos, 
sobretudo nesta fase em que, relativamente a 
o p e r a ç õ e s irracionais, o aluno só conhece um 
processo particular de cá lcu lo : o da ex t racção da 
raiz quadrada <"». E s t á en tão indicado o uso de 
t á b u a s n u m é r i c a s " " , entre as quais não deveria 
f igurar a de logaritmos, enquanto não tivesse sido 
exposta a respectiva teoria — para não inverter 
a ordem d idàc t i camen te admiss íve l 

Resumindo : deve conduzir-se gradualmente o 
aluno do campo a lgébr ico para o campo topo ló -
gico, procurando sempre colocá-lo numa s i tuação 
aná loga à do investigador. «Os matemáticos não 
começaram por definir os números: trabalharam 
com êles». (F. Osgood, Functions of a complex 
variable ). 

e muito abstracta dos fundamentos da Álgebra. Temos por
tanto de nos conformar com algumas verif icações e, em 
tudo o mais, seguir os ensinamentos da evolução histórica. 

<i°> É preciso destruir entre os alunos a idéia preconce
bida de que, sem o auxilio duma tábua de logaritmos, estão 
impossibilitados de fazer o cálculo de raízes de índice su
perior a 2; e também a idéia de que certos métodos são 
inadmissíveis em Matemática, só porque recorrem a tenta
tivas. Convém lembrar-lhes que, até no processo usual da 
divisão, se empregam tentativas, e que, para efectuar uma 
simples operação racional, se faz uso de tábuas numéricas 
— que foram decoradas no ensino primário.. . 

" " J á no número anterior indiquei como se pode tirarpar-
tido das tábuas de quadrados. 

C'2) O que me parece em particular indispensável é o 
ensino (que não se faz nos nossos liceus) de processos 
para a cotação dos erros que se cometem nos cálculos nu
méricos, quando efectuados com o auxilio da tábua de 
logaritmos. 
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Particularmente importante me parece chamar 
a a tenção do aluno para o facto de que a noção 
de «irracional», a noção de «contínuo», a noção 
de «infinito» são desprovidas de significado expe
rimental . O que não impede que tais noções 
tenham proporcionado à Matemát ica a maneira 
mais cómoda e mais fecunda de ser útil às c iências 
experimentais " 3 ) . 

I I I . A «resposta» do Sr. Prof. Bento Caraça às 
minhas cons iderações , publicadas no precedente 
n ú m e r o da «Gazeta de Matemática», parece-me 
insistir demasiado em aspectos puramente secun
dár ios do problema discutido. Não obstante, a 
leitura da referida «resposta» (secção V) levou-me 
à conclusão de que o autor não está longe de con
cordar comigo: — o mé todo que preconizo, para 
apresentar nos liceus a noção de logaritmo, parece 
não lhe repugnar, desde que seja exibido com a 
indumentá r i a , mais económica, das p r o g r e s s õ e s 
a r i tmét ica e geomét r ica . Sim, porque se trata 
apenas duma d i fe rença de forma! E quer por 
uma forma quer pela outra, o resultado é o mesmo, 
i nev i t áve lmen te o mesmo:—desde que tenha 
compreendido realmente a definição, o aluno fica 
«ipso facto» habilitado a construir uma tábua 
de logaritmos ! Não se r á en tão o mesmo saber o 
que é logaritmo, e saber construir uma t ábua de 
logaritmos?! Pois eu tenho de confessar que só 
muito difici lmente consigo distinguir as duas coi
sas. Bem sei que se consegue muitas vezes, em 
Aná l i se , demonstrar a exis tência duma função , de
f inida num certo intervalo, sem que tal demonstra
ção fo rneça qualquer meio de construir a f u n ç ã o — 
mas tal não é o caso da função logar í tmica . E, 
ainda que se tenha imaginado, (embora eu não a 
conheça) uma def in ição de logaritmo, puramente 
existencial, idealista, à Zermelo, estou convencido 
de que ninguém, com o sentido das realidades, 
hesitaria em subs t i tu í - la por uma definição cons
trutiva, no puro sentido da escola intuïcionis ta "*>. 

Pode t a m b é m acontecer q ue o processo de cons
t rução sugerido por uma d e m o n s t r a ç ã o de exis-

<l3> Até no Cálculo das Probabilidades, cujas aplicações 
se estendem hoje ás ciências biológicas, sociais, económi
cas e psicológicas, se reconheceu a Vantagem de substituir, 
em muitos casos, a variável discreta pela variável continua. 

"4> A função logarítmica pode também ser definida a par
tir da conhecida equação funcional f(.xff)=/(.x) + f(u), 
juntando-lhe a condição de continuidade. (Em linguagem 
moderna : «Diz-se logarítmica tôda a função que estabelece 
um isomorfismo algébrico e topológico, entre o grupo mul
tiplicativo dos números positivos e o grupo aditivo dos 
números reais»). Mas, ainda neste caso, é construtiva a 
correspondente demonstração de existência. 

tência conduza a cálculos tão laboriosos que seja 
p r á t i c a m e n t e imposs íve l ut i l izá-lo. Mas tal não 
sucede ainda com o mé todo elementar que sugeri 
(mas que não pretendo ter descoberto!) para o 
cálculo directo dos logaritmos, o qual se encontra 
impl íc i to na p róp r i a def in ição de logaritmo, qual
quer que seja a forma de que esta se revista. 
Ê s s e m é t o d o não difere essencialmente (o que 
não admira) do que permit iu a Briggs construir 
as suas t á b u a s de 14 decimais "5>, e que F. Kle in con
sidera mais potente do que o m é t o d o usado pelo 
inventor dos logaritmos. A lém disso, eu t ive o 
cuidado de lembrar o recurso da t ábua de qua
drados, que reduz enormemente a dificuldade dos 
cálculos . E, depois, há um facto que não se pode 
negar, porque se i m p õ e com tôda a fôrça da ev i 
d ê n c i a : — é a simplicidade quási infant i l do m é 
todo que sugeri."'" Até , para evitar dúv idas , o re
duzi às linhas essenciais: «Seja a o número dado. 
Calculemos a sua potência de expoente p , sendo 
p um inteiro qualquer. Se fôr 10" < a" < 1 0 n + l , 

J L m n 
ter-se-á 10 ' < a < 10 , e portanto — < log a < 

n-4-1 g ; . 

< — — ». D ê s t e modo se consegue fazer o cál

culo directo de logo com um ê r ro infer ior a -7- • 
P 

Pois bem: fo i o processo tão simples e inocente, 
condensado nas breves palavras anteriores, que 
me pôs em risco de ser apedrejado, como algoz 
das «pobre s massas académicas» ! . . . 

Há um ponto que particularmente me interessa 
esclarecer. Não é verdade que eu tenha afirmado 
ca t egó r i camen te : «Deve-se obrigar o aluno a cons
t ru i r uma t ábua de logar i tmos» . S ô b r e ês te ponto 
a minha opinião f icou nitidamente formulada: 
«.Mesmo que o aluno não chegue a construir uma 

'i") Êste método pode apresentar se do seguinte modo: 
Seja a um número compreendido entre 1 e 10 ; para saber 

se o seu logaritmo está compreendido entre 0 e — ou 

entre ^ - e l , basta comparar a com IO 2 . Suponhamos 

que log a se encontra no Intercalo , 1^ : para saber 

agora se está compreendido entre \r e \ ou entre ~ 
2 4 4 

e 1, procede-se analogamente, comparando a com 
_3_ 

10 4 = V \/1000 ; e assim sucessivamente. Não será difícil 
reconhecer que, no fundo, êste método não difere daquele 
que defendo. 

i ' 6 ' As minhas considerações não teriam sido tão longas 
se eu tivesse como propósito exclusivo expor secamente 
o método em questão. 
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dessas tábuas, ficará (e è isto o fundamental) a 
ter a legitima convicção de que seria capas de cons
trui-la se tanto çuizesse». 

E quando sugeri, como exercício, a cons t rução 
duma t ábua de logaritmos, de 3 ou 4 déc imais , 
por uma «.équipe* de alunos, com auxilio duma 
tábua de quadrados (a que indiquei ocupa duas 
pág inas dum pequeno l ivro) , eu tinha reflectido 
sobre o assunto : supondo que uma «équipe» de 
30 alunos se propunha construir uma t á b u a de 
3 déc ima i s (para n ú m e r o s compreendidos entre 
1 e 100), cada aluno teria de calcular directamente, 
quando muito, t r ê s logaritmos — o que, neste caso» 
pode fazer-se em menos de 30 minutos. 

I V . Resta-me agora analisar o seguinte aspecto 
da q u e s t ã o : Qual das formas indicadas deve pre-
ferir-se para a def in ição de logaritmo? Eu acho 
que se deve optar pela def in ição apresentada a 
part ir da noção de po tênc ia , e vou dizer por
q u ê . É que, para mim, essa forma é seguramente 
a menos artificiosa e a mais m a n u s e á v e l ; a que 
mais visivelmente se integra na linha mestra do 
desenvolvimento da Matemát ica , e a que mais 
comodamente, e com mais naturalidade, permite 
demonstrar as p ropos i ções da teoria dos logari
tmos < 1 7 ' . Depois de familiarizado com as seis ope
r a ç õ e s : adição, sub t racção , mul t ip l icação, divisão, 
potenciação, e radic iação, o aluno se r á natural
mente conduzido a considerar a segunda o p e r a ç ã o 
inversa da po tenc i ação : a logar i tmação . Depois de 
tomar contacto com uma primeira classe de i r ra 
cionais — os que se exprimem como ra ízes a r i 
tmé t i cas de n ú m e r o s racionais positivos — o aluno 
é levado ao conhecimento duma nova classe de 
irracionais: os que se exprimem como logaritmos 
de n ú m e r o s racionais positivos (em sistemas de 
base racional) < 1 8 ) . Cada uma destas classes gera 
um corpo. E nestas duas ampl i ações sucessivas 
do corpo racional — uma algébr ica e a outra 

«7> Em particular, o teorema fundamental (relativo ao lo
garitmo dum produto) aparece como a transformação muito 
feliz duma propriedade das potências, que os alunos conhe
cem desde o 1.° ano. Convêm notar que Neper foi levado à 
descoberta dos logaritmos por meio das progressões : mas 
era essa, com efeito, a maneira mais cómoda de chegar à 
noção de logaritmo neperiano — que não à de logaritmo de
cimal. O principio da inércia passou depois a fazer sentir 
os seus efeitos.. . 

Será no entanto de útil esclarecimento, depois de apre
sentada a definição de logaritmo a partir da noção de 
potência, mostrar como Varia o logaritmo, quando o número 
cresce em progressão geométrica. 

(18) Mais geralmente, o aluno virá a conhecer irracionali-
dades do tipo log/, a em que a e k pertencem a um domi-

transcendente — n ã o se chega a praticar nenhum 
atentado contra a lógica ; pelo cont rá r io , é ê s t e 
um procedimento muito lógico e muito razoá
vel , que deve mesmo satisfazer os exigentes e s p í 
ritos à Kronecker e à Brouwer, e que está no 
esp í r i to da Á l g e b r a moderna. Não considero 
exacta a a f i rmação de que se faz aqui uso dum 
« ins t rumen to anal í t ico imperfeitamente de f in ido» : 
o que se faz é uso duma função perfeitamente 
definida no corpo racional, mas ainda n ã o definida 
(porque tal se pode por enquanto dispensar) no 
corpo dos n ú m e r o s reais. Não raro se uti l iza a 
mesma f u n ç ã o definida no corpo real, antes de o 
ser no corpo complexo (ou no corpo complexo, 
antes de o ser num anel de matrizes), e não sei 
de n i n g u é m que se tenha revoltado contra seme
lhante crime. E se a m a n h ã um ma temá t i co fôr 
conduzido a novas genera l izações deste concei
to ? . . . De resto, um crime análogo se pode come
ter na def in ição das ra í zes a r i tmé t i cas dos n ú m e 
ros racionais : por exemplo, para def inir \/2 > 
podemos part ir da f u n ç ã o x2 definida somente no 
corpo racional. Vendo bem, pratica-se uma mons
truosidade deste géne ro , tòdas as vezes que se 
inventa uma nova categoria de n ú m e r o s . Assim, 
as e q u a ç õ e s : ax=b, com s e i inteiros positivos; 
a + x=b, com a e b racionais positivos, e ^ i a ' = 0 
com a racional, s ão o ponto de partida para a 
c r iação dos n ú m e r o s f racc ionár ios , dos n ú m e r o s 
racionais negativos e dos n ú m e r o s complexos 
racionais, respectivamente. Do mesmo modo, a 
impossibilidade de resolver em certos casos as 
e q u a ç õ e s xm=a , com m inteiro e a racional posi
t ivo, e ar = b com a e b racionais positivos {a=f=l), 
podem tomar-se como ponto de partida para a 
in t rodução das duas mencionadas classes de i r ra 
cionais. 

É claro que, na apl icação desta doutrina, n ã o 
se deve perder de vista a mentalidade do aluno. 
E m especial, c o n v é m dar ao ensino uma orienta
ção de redescoberta. Assim, no caso de que nos 
estamos ocupando, mostra-se ao aluno como, em 
certos casos, é poss íve l substituir mul t ip l icações 
por ad ições , etc. O aluno v e r á nisso uma idéia 
muito engenhosa, mas logo se lhe depara uma 
dif iculdade: «Se rá sempre poss íve l determinar 
os expoentes que permitem fazer a subs t i tu ição?» 
É esta uma boa oportunidade para lhe demons-

nio fá considerado. Com efeito, há uma infinidade de 
combinações poss íve i s : "Vlog*e, log* (logr a), etc.—o 
que mostra a comodidade do conceito genérico de irracio
nal, a-pesar-das enormes dificuldades lógicas que tal 
generalização introduz. 
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trar que, se fôr N um n ú m e r o inteiro, que n ã o 
seja potênc ia de expoente inteiro de 10, n ã o existe 
nenhum n ú m e r o racional r tal que ÎO'—A^ ( m . 
Depois disto, a q u e s t ã o pode ser apresentada nos 
seguintes termos: «Se nao existe em todos os 
casos u m tal expoente, no campo racional, vamos 
introduzir n ú m e r o s irracionais dum modo ade
quado para que o problema seja sempre pos s í 
vel , ou, o que é equivalente, vamos ladear a d i f i 
culdade de modo que o resultado seja p rà t i ca -
mente at ingido». E tudo o que v ier em seguida 
se r á a execução directa e s i s temát ica dês t e plano. 

A Matemát ica não se cons t ró i dum b loco . . . 
E é bom que o aluno se habitue a considerar 
esta ciência como um «evoluir» e não como qual
quer coisa de acabado e perfei to; como «obra 
de homens e para homens» , em que êle mesmo 
p o d e r á v i r a colaborar, e não como generosa dá
diva de deuses. S ó assim o «carácter convencio
nal de tôda a def in ição» ma temá t i ca de ixa rá de 
repugnar ao espirito do principiante, porque f o i 
preparado o terreno psicológico, f avo ráve l à acei
tação de tais convenções , adaptadas a um certo fim. 
S ó d ê s t e modo se consegu i rá pô r t ê r m o à lenda, 
que se criou, da aridez e do tecnicismo estreito da 
Matemát ica . S ó en tão deixaremos de ouvir a pes
soas cultas esta impertinente pregunta : «£,Pois 
ainda há que descobrir em Matemá t i ca? A Mate
mát ica n ã o é en tão um assunto esgo tado?» De 
semelhante estado de esp í r i to é grandemente res
p o n s á v e l a o r ien tação que tem predominado no 
ensino desta disciplina. Só utilizando, como acon
selha Kle in , o m é t o d o intuitivo e genético, s e r á 
poss íve l evitar as tão freqtientes atitudes de i n 
c o m p r e e n s ã o e, mesmo, de rebe l i ão , a respeito da 
Matemát ica , e despertar no aluno o amor desta 
ciência. Tem-se afirmado que a apl icação integral 
d ê s s e mé todo tornaria o ensino demasiado lento. 
Embora seja a exper i ênc ia que, neste ponto, deva 
ditar a ú l t ima palavra, eu creio que só de comêço 
haveria uma aparente perda de tempo — perda 
que seria depois amplamente compensada pelo 
à vontade, a consciência e o i n t e r ê s se com que o 
aluno passaria a encarar os diferentes assuntos. 
E em tudo isto, a intuição, que desempenha um 
papel dominante, como guia poderoso, na fase da 
redescoberta, cederia depois o lugar a uma lógica 
rigorosa, na consol idação dos resultados. É claro 
que tal a p e r f e i ç o a m e n t o lógico não se r á sempre 
poss íve l ou vantajoso, no liceu — mas acontece 

fl* Êste teorema pode ser demonstrado dum modo ex-
traordinàriamente simples, desde que se admita intuitiva
mente um facto elementar. 

que muitas vezes é poss íve l , e fácil, e proveitoso. 
Nos casos restantes, devemos conformar-nos com 
a base intui t iva — que, no ensino da Matemát ica , 
é seguramente p re f e r í ve l a uma base au tor i t á r i a 
e, ainda mais, a uma base de mist i f icação. 

Eu sei o que muitas pessoas, com prá t ica de 
ensino s e c u n d á r i o (devo dizer que t a m b é m tenho 
alguma) costumam responder a o b s e r v a ç õ e s se
melhantes às anteriores: «Fan t a s i a s ! Tudo isso é 
muito bonito, mas a verdade é que os alunos são 
incapazes de acompanhar um ensino com ê s s e 
n ível . A pràticasinha desfaz muitas i lusões !» Tese 
na verdade muito cómoda , mas tese desanima
dora — tese perigosa ! E pouco l isonjeira para os 
estudantes portugueses. (Mas s e r ão incapazes 
todos os alunos? E, vendo bem, onde es ta rá muitas 
vezes a incapacidade?) Fantasia, sonho, delírio— 
essas palavras não me assustam: já as conheço 
bem. S ã o palavras que se fazem ouvir, tôdas as 
vezes que é preciso incomodar S. Ex. a , a Rotina. 

NOTAS : 

1. * NBo foi inconsideradamente que,no precedente número 
da «G. M.», tomei como escudo a opinião de Klein. Ao leitor 
menos informado, direi que Felix Klein (1849-1925) é geral
mente considerado como um modêlo de matemático ligado 
à realidade. Foi enérgico defensor do fusionismo, isto é, 
da solidariedade entre os diferentes ramos da Matemática, 
e mesmo entre os diferentes ramos da Ciência. Neste sen
tido, as suas idéias revestem-se dum carácter nitidamente 
revolucionário. A obra de F . Klein (na Matemática e na 
Pedagogia) distingue-se por um vigoroso cunho de origina
lidade e juventude. 

2. " Sobre a construção de tábuas de logaritmos, reco
mendo vivamente a leitura do livro de L . Hogben, Les Ma
thématiques pour tous (1939), no capitulo: «Comment 
furent découverts les logarithmes». Êste livro de Matemá
tica para todos ppresenta ainda um processo de construção 
de tábuas trigonométricas e três processos para o cálculo 
de i r . Pouco práticos, estes i n g l ê s e s ! . . . Quantos são os 
alunos que, na vida real, se ocuparão do cálculo de i r ? 

3. * O método que preconizo para a definição de logaritmo 
presta-se particularmente para uma demonstração com
pleta do teorema relativo ao logaritmo dum produto, do 
qual se deduzem fàcilmente as restantes proposições da 
mesma teoria: Sejam a e h números positivos dados. 
Se tivermos 10" < af < 10m^' e 10" < be < 10»+^, sendo p 
um Inteiro arbitrário, teremos também m/p < log a 35 
< ( m + l ) p , n/p < l o g b ^ (n+l)/p , donde (m+n)/p < log a + 
+ log b < (m + n + 2)/p. Por outro lado, multiplicando 
ordenadamente as duas primeiras duplas desigualdades, 
temos 10™+» £ (ab)° J5 10=»+»+*, donde (m-|-n)/pj51og (ab) < 
S (m + n + 2)lp . Assim, os valores de log (ab) e de log a + 
-f-logb pertencem ambos ao segmento [(m + n) /p , 
(m T n)/p + 2/p] : a sua diferença não pode exceder, em 
valor absoluto, o comprimento dêste segmento, ou seja, 
2'p- Teremos, pois: log(ab) = loga + logb + s, em que 
I E l<2'p ; mas, como p é arbitrariamente grande, segue-
-se que E = 0 e portanto log (ab) = log a-f-logb. Para maior 
generalidade, pode substituir-se 10 por &, designando por k 
a base do sistema. 
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M O V I M E N T O M A T E M Á T I C O 
S e c ç ã o a c a r g o d e A. Pereira Gomes 

C E N T R O D E E S T U D O S M A T E M Á T I C O S D O P Ô R T O 

U M C U R S O P E L O D O U T O R A N T Ó N I O M O N T E I R O 

I n t e g r a d o n o p l a n o de t r a b a l h o s d o C e n t r o de 
E s t u d o s M a t e m á t i c o s da F a c u l d a d e de C i ê n c i a s 
d o P ô r t o , r e a l i z o u o D r . A n t ó n i o M o n t e i r o , d e 
23 de O u t u b r o a 7 de N o v e m b r o , u m c u r s o s u b o r 
d i n a d o ao t e m a « I n t r o d u ç ã o ao E s t u d o da N o ç ã o 
d e F u n ç ã o C o n t í n u a » . 

U m c u r s o p r o m o v i d o f o r a do p l a n o o f i c i a l de 
es tudos u n i v e r s i t á r i o s , q u a n d o é p r o f e s s a d o p o r 
u m a p e r s o n a l i d a d e c i e n t í f i c a de p r i m e i r a p l a n a 
s ô b r e assuntos de g r a n d e ac tua l idade , p r o v o c a 
s e m p r e u m f o r t e m o v i m e n t o de c u r i o s i d a d e e 
i n t e r ê s s e . O b s e r v a - s e , p o r é m , c o m f r e q u ê n c i a , 
q u e ê s s e i n t e r ê s s e d i m i n u i r a p i d a m e n t e e s ó a 
r a r o s a c o m p a n h a a t é f i n a l do c u r s o . 

É - n o s g ra to n o t a r que i s to se n ã o v e r i f i c o u c o m 
as l i ç õ e s do D r . A n t ó n i o M o n t e i r o . A p e s a r d o 
p r e j u í z o q u e , s e m d ú v i d a , a d v e i o , p a r a u m p l e n o 
r e n d i m e n t o do curso , do f ac to de u m c o n j u n t o de 
c i r c u n s t â n c i a s t e r o b r i g a d o à sua r e a l i z a ç ã o n u m 
p e r í o d o e m que a v i d a escolar es tava a i n d a p e r 
t u r b a d a c o m os e x a m e s da z . a é p o c a , a f r e q û ê n c i a 
destas l i ç õ e s m a n t e v e - s e c o m t ô d a a r e g u l a r i d a d e . 
O D r . A n t ó n i o M o n t e i r o t e v e , de f a c t o , t a m b é m 
sob ê s t e aspecto , o m é r i t o de sus ten ta r , da i . a à 
ú l t i m a l i ç ã o , o v i v o i n t e r ê s s e c o m q u e o o u v i u u m 
g r a n d e g r u p o de a lunos , ass is tentes e p r o f e s s o r e s . 

D ê s t e m o d o , o c u r s o d e s e n v o l v e u - s e n u m v e r 
d a d e i r o a m b i e n t e de t r a b a l h o , e s t r an h o a q u a i s 
q u e r f o r m a l i d a d e s , e m q u e cada u m , p r o c u r a n d o 
a p r e e n d e r as i d é i a s c e n t r a i s da e x p o s i ç ã o , se c o l o 
cava e m c o n d i ç õ e s de s e n t i r a e s s ê n c i a do p r o 
b l e m a da c a r a c t e r i z a ç ã o t o p o l ó g i c a da n o ç ã o de 
c o n t i n u i d a d e , p r o b l e m a q u e f o i ana l izado a t é à s 
suas ú l t i m a s c o n s e q u ê n c i a s . 

O curso f o i d e s e n v o l v i d o de a c ô r d o c o m o se
g u i n t e p r o g r a m a : 

I — D e f i n i ç õ e s m é t r i c a s 

A n o ç ã o de f u n ç ã o c o n t í n u a . F u n ç õ e s c o m u m 
n ú m e r o f i n i t o de v a r i á v e i s rea i s o u c o m p l e x a s . 
F u n ç õ e s de u m a i n f i n i d a d e n u m e r á v e l de c o o r d e 

nadas ( e s p a ç o P). F u n ç õ e s de q u a d r a d o s o m á v e l 
( e s p a ç o L í ) . E s p a ç o s /" e L". F u n c i o n a i s do c á l c u l o 
das v a r i a ç õ e s . V i z i n h a n ç a s de d i f e r e n t e s o r d e n s . 
U n i f i c a ç ã o pe l a t e o r i a dos e s p a ç o s d i s t a n c i a d o s . 

II — D e f i n i ç õ e s t o p o l ó g i c a s 

R e l a ç õ e s e n t r e as n o ç õ e s d e e s p a ç o m é t r i c o e 
de e s p a ç o t o p o l ó g i c o . 

A n o ç ã o de e s p a ç o (V) de F r é c h e t e a d e f i n i ç ã o 
d e c o n t i n u i d a d e de Cauchy . 

A n o ç ã o de f e c h o de u m c o n j u n t o c o m o n o ç ã o 
p r i m i t i v a da t o p o l o g i a . Os c o n j u n t o s f echados e 
os e s p a ç o s d e S i e r p i n s k i . N o v a s d e f i n i ç õ e s de 
c o n t i n u i d a d e . 

E s p a ç o s t o p o l ó g i c o s p a r t i c u l a r e s . 
E s p a ç o s t o p o l ó g i c o s m a i s ge ra i s ( M o o r e ) e a 

t e o r i a das f u n ç õ e s c o n t í n u a s nestes e s p a ç o s 
( G a r r e t t B i r k h o f f ) . 

O p r o b l e m a da c a r a c t e r i z a ç ã o dos e s p a ç o s t o p o 
l ó g i c o s p e l o t i p o de c o n t i n u i d a d e . O p r o b l e m a de 
W i e n e r . 

I l l — G e n e r a l i z a ç õ e s 

S i s t e m a s p a r c i a l m e n t e o r d e n a d o s e Á l g e b r a s d e 
B o o l e . S i s t emas p a r c i a l m e n t e o r d e n a d o s t o p o l ó g i 
cos. G e n e r a l i z a ç ã o da n o ç ã o de f u n ç ã o c o n t í n u a e 
de h o m e o m o r f i a . 

D a d o o ê x i t o das l i ç õ e s q u e c o n s t i t u í r a m ê s t e 
cu r so , é pa ra l a m e n t a r q u e n ã o t i ve s se h a v i d o 
p o s s i b i l i d a d e de p r o l o n g a r p o r m a i s a l g u m a s se
manas a es tadia do D r . A n t ó n i o M o n t e i r o e n t r e 
n ó s , o q u e l h e p o d e r i a p e r m i t i r d a r u m m a i o r 
d e s e n v o l v i m e n t o ao es tudo de cer tas q u e s t õ e s , 
apenas apontadas , e m p a r t i c u l a r , o p r o b l e m a da 
c a r a c t e r i z a ç ã o dos e s p a ç o s t o p o l ó g i c o s - p e l o t i p o 
d e c o n t i n u i d a d e , o p r o b l e m a da c a r a c t e r i z a ç ã o da 
r ec t a pe lo c o n j u n t o das suas d e f o r m a ç õ e s t o p o l ó 
gicas, e a g e n e r a l i z a ç ã o da n o ç ã o de f u n ç ã o c o n 
t í n u a e de h o m e o m o r f i a e m s i s t emas p a r c i a l m e n t e 
o rdenados t o p o l ó g i c o s . 

A . P E R E I R A G O M E S 

Publicações do Cenfro de Esfudos 
MafemáUcos do Pôrto 

A c a b a m de a p a r e c e r m a i s duas p u b l i c a ç õ e s da 
c o l e c ç ã o c r iada p o r ê s t e C e n t r o de E s t u d o s : « S ô 
b r e os g r u p o s a b e l i a n o s » , p o r A . A l m e i d a Costa, 
p r o f e s s o r e x t r a o r d i n á r i o da U n i v e r s i d a d e do 
P ô r t o e « C á l c u l o T e n s o r i a l » , p o r M a n u e l G o n 
ç a l v e s M i r a n d a , ass i s ten te da U n i v e r s i d a d e do 
P ô r t o . 

R E C T I F I C A Ç Ã O 
C o n g r e s s o L u s o - E s p a n h o l p a r a o P r o g r e s s o 

d a s C i ê n c i a s ( P ô r l o - 1 9 4 2 1 

N o p e n ú l t i m o p a r á g r a f o da p g . 19, ( G . M . - n . » 12), 
n a 5 . a l i n h a a c o n t a r d o f i m , o n d e se l ê : p r a x e das 
p a l a v r a s sem convicção . . . , d e v e l e r - s e : p r a x e 
das p a l m a s sem convicção. 

A u m a m á r e v i s ã o , c u j a r e s p o n s a b i l i d a d e é da 
R e d a c ç ã o , se d e v e o ê r r o ass ina lado. 

N. R . 
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DUAS PALESTRAS DE V U L G A R I Z A Ç Ã O M A T E M Á T I C A N A UNIVERSIDADE D O P Ó R T O 

D i r i g i d a a t o d o s os a lunos da U n i v e r s i d a d e d o 
P ô r t o , r e a l i z o u o D r . A n t ó n i o M o n t e i r o duas pa les 
t ras s u b o r d i n a d a s ao t i t u l o g e r a l « M i n i a t u r a M a t e 
m á t i c a » . 

A r e a l i z a ç ã o de pa les t ras de v u l g a r i z a ç ã o m a t e 
m á t i c a v e m ao e n c o n t r o de u m d e s e j o u n â n i m e 
dos es tudantes de t ô d a s as Facu ldades , q u e v ê e m 
n u m a a m p l i f i c a ç ã o dos seus c o n h e c i m e n t o s d e n 
t r o dos d o m í n i o s des ta c i ê n c i a n ã o s ó u m a neces
s idade de a d a p t a ç ã o ao seu r á p i d o p rogres so , mas 
t a m b é m u m m e i o e f i c i e n t e de a b o r d a r a c r í t i c a 
de a lguns p r o b l e m a s de ou t r a s c i ê n c i a s , B i o l o g i a , 
F í s i c a , Q u í m i c a , etc. 

A a v a l i a r pe l a m a n e i r a c o m o estas duas pa les 
t r a s f o r a m r e c e b i d a s n o nosso m e i o a c a d é m i c o , é 
de e spe ra r a c o n t i n u a ç ã o , d e n t r o da U n i v e r s i 

dade, d u m a t ã o ú t i l a c t i v i d a d e de v u l g a r i z a ç ã o , 
e m q u e m u i t o d e s e j a r í a m o s v e r i n c l u í d a a co l a 
b o r a ç ã o de es tudan tes . 

S e g u e m os s u m á r i o s das r e f e r i d a s pa les t ras : 
1. * — Geometrias finitas 
P l a n o e u c l i d e a n o f i n i t o ( c o m 4 e 8 p o n t o s ) . E s 

p a ç o e u c l i d e a n o a 3 d i m e n s õ e s ( c o m 8 p o n t o s ) . 
A x i o m a s da G e o m e t r i a e a n o ç ã o de i s o m o r f i s m o . 
S i s t emas c a t e g ó r i c o s e n ã o c a t e g ó r i c o s . 

2. a — Algebra finita e a geometria analítica 
Á l g e b r a dos pares e dos í m p a r e s . L e i t u r a de 

u m r e l ó g i o . A n é i s , d o m í n i o s de i n t e g r i d a d e e c o r 
pos f i n i t o s E x t e n s ã o a l g é b r i c a de u m c o r p o . R e 
p r e s e n t a ç ã o p l a n a d u m c o r p o de 4 n ú m e r o s c o m 
p l e x o s . R e l a ç õ e s e n t r e a Á l g e b r a e a G e o m e t r i a 
F i n i t a . A . P. G. 

O S E M I N Á R I O DE FÍSICA T E Ó R I C A A N E X O A O C. E. M . D O P Ô R T O 

A n u n c i a - s e , p a r a o c o m ê ç o do p r ó x i m o ano, a 
v i n d a do P r o f . A l e x a n d r e P roca , n o m e b e m c o n h e 
c i d o n o d o m í n i o da F í s i c a , e u m dos i n v e s t i g a d o 
r e s do I n s t i t u t o de H e n r i P o i n c a r é de P a r i s . 

F i c a r á d ê s t e m o d o assegurada a c o n t i n u i d a d e 
dos t r a b a l h o s do S e m i n á r i o de F í s i c a T e ó r i c a 
anexo ao C. E . M . da U n i v e r s i d a d e do P ô r t o , q u e 
sob a o r i e n t a ç ã o do D r . G u i d o B e c k t e m r e a l i z a d o 
u m a ob ra ú t i l , t an to n o d o m í n i o da i n v e s t i g a ç ã o 
c o m o no de a c t u a l i z a ç ã o . 

O D r . G u i d o B e c k t em-se o c u p a d o de a lguns 
s i s t emas de o p e r a d o r e s d i f e r e n c i a i s q u e se d e d u 
z e m das e q u a ç õ e s de D i r a c ; u m d ê s s e s s i s temas 
e s t á e m r e l a ç ã o c o m o f e n ó m e n o da p r o d u ç ã o dos 

pa res ; o u t r o c o n s t i t u i u m a g e n e r a l i z a ç ã o das 
e q u a ç õ e s de M a x w e l l no v a z i o . 

O A s s i s t e n t e R o d r i g u e s M a r t i n s , da F a c u l d a d e 
de C i ê n c i a s de C o i m b r a , f ê z u m a e x p o s i ç ã o s ô b r e 
os dados e x p e r i m e n t a i s q u e s e r v e m de base à s 
m o d e r n a s c o n c e p ç õ e s das f ô r ç a s nuc lea res . 

O P r o f . R u y L u í s Ciomes f ê z u m a c o m u n i c a ç ã o 
s ô b r e a n o ç ã o de p r o b a b i l i d a d e e m M e c â n i c a 
Q u â n t i c a . 

O A s s i s t e n t e F e r n a n d e s de S á , da F a c u l d a d e de 
C i ê n c i a s do P ô r t o , es tuda o p r o b l e m a do c o m p o r 
t a m e n t o das grandezas f í s i c a s r e l a t i v a m e n t e a u m a 
t r a n s f o r m a ç ã o de L o r e n t z , s egundo a t e o r i a de 
D i r a c . A. P. Q. 

F A C U L D A D E D E C I Ê N C I A S D E L I S B O A 

O L a b o r a t ó r i o d e F í s i c a da F a c u l d a d e de C i ê n 
c ias d e L i s b o a , a q u e e s t á a n e x o o C e n t r o de 
E s t u d o s de F í s i c a do I n s t i t u t o pa ra a A l t a C u l 
t u r a , v a i p r o m o v e r , b r e v e m e n t e , u m a s é r i e de 
s e s s õ e s , o n d e s e r á a p r e s e n t a d o u m c o n j u n t o de 
e x p e r i ê n c i a s s ô b r e v á r i o s assuntos — r á d i o a c t i v i -
dade, r a i o s X , e f e i t o f o t o e l é c t r i c o , etc. — que i n t e 
r e s s a r ã o u m g r a n d e p ú b l i c o , s o b r e t u d o os a lunos 
e l i c e n c i a d o s e m C i ê n c i a s F l s i c o - Q u í m i c a s . 

T r a t a - s e de m a i s u m a a c t i v i d a d e d o S e m i n á r i o 
de F í s i c a , c u j a s s e s s õ e s se r e a l i z a m r e g u l a r m e n t e 
nes te L a b o r a t ó r i o e de q u e j á a « G a z e t a de M a t e 
m á t i c a » d e u n o t í c i a aos seus l e i t o r e s o ano passado. 
É c o m v i v o p r a z e r q u e r e g i s t a m o s esta i n i c i a t i v a 

d i g n a de l o u v o r a t o d o s os t í t u l o s e q u e bas tan te 
c o n t r i b u e p a r a m a n t e r l igados à Esco la os seus 
d i p l o m a d o s . 

Cons ta -nos t a m b é m q u e a S e c ç ã o de M a t e m á 
t ica da m e s m a F a c u l d a d e , v a i p r o m o v e r , ê s t e ano, 
a r e a l i z a ç ã o d u m a s é r i e de c o l ó q u i o s e c o n f e r ê n 
cias a ca rgo do seu pessoa l docen te , es tando p r e 
v i s t a u m a i n t e n s a c o l a b o r a ç ã o c o m o O b s e r v a t ó r i o 
A s t r o n ó m i c o de L i s b o a ( T a p a d a da A j u d a ) n o 
d o m í n i o da A s t r o n o m i a e da Geodes ia . O o b j e c 
t i v o é f o r m a r u m c e n t r o de i n v e s t i g a ç ã o n o c a m p o 
das m a t e m á t i c a s p u r a s e ap l icadas , i n d e p e n d e n t e 
d o C e n t r o de E s t u d o s M a t e m á t i c o s do I n s t i t u t o 
p a r a a A l t a C u l t u r a , q u e f u n c i o n a na m e s m a 
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F a c u l d a d e . A i n i c i a t i v a e d i r e c ç ã o d ê s t e n o v o cen
t r o p e r t e n c e à S e c ç ã o de M a t e m á t i c a da F a c u l 
dade q u e i n i c i o u j á , h á t e m p o s , os t r a b a l h o s p r e 
p a r a t ó r i o s p a r a a r e a l i z a ç ã o d ê s t e o b j e c t i v o . 

A « G a z e t a de M a t e m á t i c a » e spera p o d e r i n f o r 
m a r os seus l e i t o r e s s o b r e as a c t i v i d a d e s d ê s t e s 
c e n t r o s de t r a b a l h o e d a r n o t í c i a s m a i s de ta lhadas 
n o p r ó x i m o n ú m e r o . 

I N S T I T U T O S U P E R I O R T É C N I C O 

A « G a z e t a de M a t e m á t i c a » n o t i c i a n o p r e s e n t e 
n ú m e r o u m a c r é s c i m o da a c t i v i d a d e m a t e m á t i c a 
v e r i f i c a d a n o I . S. T . , q u e se d e v e à s pa les t ras 
r ea l i zadas p o r a lunos d ê s t e I n s t i t u t o s o b r e a s sun 
tos d e m â t e m á t i c a s p u r a s e espec ia l izadas q u e 
i n t e r e s s a m s o b r e t u d o aos es tudantes de e n g e 
n h a r i a . 

A «G. M.» f e l i c i t a esta i n i c i a t i v a c o m o todas 
aque las que t ê m p o r f i m a u m e n t a r a c u l t u r a m a 
t e m á t i c a dos es tudantes po r tugueses e d á a s e g u i r 
o r e s u m o dos assuntos t r a t ados nas pa les t r a s j á 
r ea l i zadas . 

/ . ' colóquio — p e l o a l u n o do 3.° ano de enge
n h a r i a q u í m i c a , M a r q u e s P e r e i r a : 

I n t e r p o l a ç ã o n u m é r i c a . — F ó r m u l a s i n t e r p o l a -
d o r a s de L a g r a n g e e N e w t o n . F ó r m u l a s de Gauss . 
T e o r e m a de H e r m i t e . 

2.0 colóquio — pe la a l u n a do 4 o ano de enge
n h a r i a e l e c t r o t é c n i c a , G u i d a L a m i : 

Problemas c l á s s i c o s de geometria. — P r o b l e m a s 
g e o m é t r i c o s e l e m e n t a r e s r e s o l ú v e i s pela r é g u a , 
e pe la r é g u a e compasso . — P r o b l e m a s g e o m é t r i 
cos d e o r d e m s u p e r i o r : d u p l i c a ç ã o do c u b o e 
t r i s e c ç ã o d o â n g u l o ' I m p o s s i b i l i d a d e da sua r e s o 
l u ç ã o pe la r é g u a e compasso . — P r o b l e m a s t r a n s 
cenden tes : q u a d r a t u r a do c í r c u l o . I m p o s s i b i l i d a d e 
da sua r e s o l u ç ã o a l g é b r i c a . — Q u a d r a t r i z e s e 
i n t é g r a f o s . 

j.° colóquio — p e l o a l u n o do 4 . ° ano de enge
n h a r i a c i v i l , J ú l i o F e r r y : 

Nomograf ia . — D e f i n i ç ã o e c l a s s i f i c a ç ã o ge ra l 
d o s n o m o g r a m a s : n o m o g r a m a s de 1, 2 e 3 p l anos . 

S i s t e m a s de n o m o g r a m a s . — E s t u d o dos n o m o 
g r a m a s de p o n t o s a l i n h a d o s . N o ç ã o de classe e g é 
n e r o . T i p o s p o s s í v e i s . - A p l i c a ç õ e s à e n g e n h a r i a . 

4.0 colóquio — pe lo a l u n o d o 4 . ° ano de enge
n h a r i a e l e c t r o t é c n i c a , A d e l i n o Costa : 

A p l i c a ç õ e s dos complexos à e lec tr ic idade .— 
M é t o d o s de r e p r e s e n t a ç ã o dos n . o s c o m p l e x o s . 
— I n t r o d u ç ã o da v a r i á v e l t e m p o ; m é t o d o s d e 
r e p r e s e n t a ç ã o das c o r r e n t e s a l t e rnadas . M é t o d o 
a n a l í t i c o . M é t o d o dos v e c t o r e s g i r a n t e s . M é t o d o 
da r e p r e s e n t a ç ã o s i m b ó l i c a . — A p l i c a ç õ e s . 

_r.° colóquio P e l o a l u n o do 5.° ano de enge
n h a r i a e l e c t r o t é c n i c a , D r . D a v i d L o p e s Gagean : 

Elementos da teoria dos operadores . — I n t r o 
d u ç ã o s ô b r e m e c â n i c a o n d u l a t ó r i a e m e c â n i c a 
q u â n t i c a O r i g e m da t e o r i a dos o p e r a d o r e s . E l e 
m e n t o s des ta t e o r i a . 

6.o colóquio — pe lo a l u n o d o 4.° ano de enge 
n h a r i a e l e c t r o t é c n i c a , C a r l o s R i b e i r o da S i l v a . 

S é r i e s de Fourier . A p l i c a ç õ e s à e l e c t r o - a c ú s t i c a . 
— D e f i n i ç ã o da e l e c t r o - a c ú s t i c a . D e f i n i ç ã o m a t e 
m á t i c a de v i b r a ç ã o s i n u s o i d a l . Grandezas ca ra 
c t e r í s t i c a s das c u r v a s n ã o s i n u s o i d a i s . — S é r i e s 
de F o u r i e r . C á l c u l o dos seus c o e f i c i e n t e s . H a r m ó 
n icas . V á r i o s aspec tos . — M é t o d o s de c á l c u l o dos 
c o e f i c i e n t e s . — A p l i c a ç õ e s . 

y.° colóquio - p e lo a l u n o do 4.° ano de enge 
n h a r i a e l e c t r o t é c n i c a , C o n t e M o r a i s : 

E q u a ç õ e s diferenciais. A p l i c a ç õ e s à e lectr ic i 
dade.— E q u a ç õ e s o r d i n á r i a s . A p l i c a ç ã o a u m c i r 
c u i t o e l é c t r i c o . — R e s o l u ç ã o de a lgumas e q u a ç õ e s 
à s d e r i v a d a s p a r c i a i s . — A p l i c a ç ã o à t r a n s m i s s ã o 
da e l e c t r i c i d a d e ao l o n g o d u m cabo . 

LA A G R U P A C I Ó N DE A L U M N O S DE ESTÚDIOS M A T E M Á T I C O S DE M A D R I D 

C o m v i v o p r a z e r a s s ina lamos na « G a z e t a de 
M a t e m á t i c a » a e x i s t ê n c i a d ê s t e a g r u p a m e n t o de 
E s t u d a n t e s de E n g e n h a r i a de M a d r i d . 

E m A b r i l p r ó x i m o « L a A g r u p a c i ó n » p r o m o v e 
a r e a l i z a ç ã o de u m a s é r i e de c o n f e r ê n c i a s s ô b r e 
« T e o r i a das t r a n s f o r m a ç õ e s g e o m é t r i c a s » , a ca rgo 
d o P r o f e s s o r a u x i l i a r da U n i v e r s i d a d e C e n t r a l 
D . J o s é Ga l l ego D i a z , r e d a c t o r p r i n c i p a l de « E u 
c l i d e s » , r e v i s t a e spanho la d e c i ê n c i a s m a t e m á t i 
cas, f í s i c o - q u i m i c a s e n a t u r a i s . O m e s m o p r o f e s s o r 

r e a l i z o u e m 1942, s ô b r e esta m a t é r i a , u m c u r s o 
que , pe lo ê x i t o a l c a n ç a d o , m o t i v o u o p e d i d o d o 
p ú b l i c o da sua r e p e t i ç ã o . 

A p r e s e n t a m o s aos nossos l e i t o r e s , pe lo i n t e -
r ê s s e do assunto , u m p e q u e n o r e s u m o do p r o 
g r a m a das l i ç õ e s : 

I — Generalidades sôbre transformações — N o ç ã o 
de g r u p o de t r a n s f o r m a ç õ e s — G r u p o s a b e l i a n o s 
— I n v a r i a n t e s — T r a n s l a ç ã o , r o t a ç ã o , s i m e t r i a , 
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h o m o t e c i a — N o ç ã o de c o r p o e de a n e l — I s o 
m o r f i s m o e a u t o m o r f i s m o — T r a n s f o r m a ç õ e s h o -
m o g r á f i c a s — I n v a r i a n t e de u m a f i g u r a e m r e l a ç ã o 
a u m g r u p o de t r a n s f o r m a ç õ e s — I n v a r i a n t e s f u n 
d a m e n t a i s e d i f e r e n c i a i s . 

I I — Transformações homográficas do plano — 
S u b g r u p o — G r u p o s i s o m o r f o s — G r u p o s do m o 
v i m e n t o — I n v a r i a n t e s — H o m o l o g i a . 

Transformações homográficas do espaço 

I I I — Transformações pontuais— T r a n s f o r m a 
ç õ e s b i r r a c i o n a i s e q u a d r á t i c a s — I n v e r s ã o — P r o 

j e c ç ã o e s t e r e o g r á f i c a ; a p l i c a ç õ e s à t r i g o n o m e t r i a 
e s f é r i c a e à c o s m o g r a f i a — Coordenadas p e n t a e s -
f é r i c a s . 

I V — Transformações duais — Coordenadas t a n 
g e n c i a i s — P r i n c í p i o da d u a l i d a d e . 

V — Transformações de contado — E l e m e n t o s 
de con tac to — T r a n s f o r m a ç õ e s de S o p h u s L i e — 
Suas e q u a ç õ e s . 

V I — Transformações no espaço n-dimensional 
— G e o m e t r i a c i n e m á t i c a e g e o m e t r i a e s t á t i c a . 

A s c o n f e r ê n c i a s a r e a l i z a r s ã o p ú b l i c a s e n o 
f i n a l s ã o p r o p o s t o s aos a l u n o s a lguns e x e r c í c i o s . 

S O B R E O E N S I N O D A M A T E M Á T I C A 
por Maria do Pilar Ribeiro 
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N A S U Í Ç A 

P r o s s e g u i n d o no o b j e c t i v o de i n f o r m a r os l e i 
t o r e s da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » s o b r e o e n s i n o 
na S u í ç a , d e i x a m o s h o j e as t r a n s c r i ç õ e s de r e g u 
l a m e n t o s escolares e p lanos de c o n j u n t o , pa ra d a r 
n o t í c i a s de q u e s t õ e s de d e t a l h e que nos p a r e c e m 
in te res sa r . E l a s r e f e r e m - s e , p o r e n q u a n t o , s ó ao 
ens ino s u p e r i o r e a t r ê s cu r sos d i s t i n t o s da E s c o l a 
P o l i t é c n i c a F e d e r a l . D o i . ° d a m o s u m a p a r t e do 
p r o g r a m a ; do 2 . 0 o assun to d u m a l i ç ã o e, f i n a l 
m e n t e , d o 3 . 0 a l g u n s e x e r c í c i o s p r á t i c o s . 

1. U m dos cu r sos da E s c o l a de M a t e m á t i c a e 
F í s i c a do p r e s e n t e s e m e s t r e que t e m d e s p e r t a d o 
u m g rande i n t e r ê s s e , é o de « E s p a ç o s T o p o l ó g i c o s » 
q u e o p r o f e s s o r H o p f , pe l a p r i m e i r a vez , r e a l i z a 
ê s t e ano e m Z u r i c h . O f a c t o de h a v e r e m L i s b o a 
u m g r u p o de es tud iosos da t o p o l o g i a g e r a l q u e a í 
f i z e r a m , j á n o ano passado, u m a s é r i e de c o n f e 
r ê n c i a s de i n t r o d u ç ã o c o m o b j e c t i v o s d i f e r e n t e s 
dos d ê s t e curso , mas c o m u m p r o g r a m a e m p a r t e 
m u i t o s e m e l h a n t e ao das p r i m e i r a s l i ç õ e s do p r o f . 
H o p f , l eva -nos a da r n o t í c i a , desde j á , do p r o g r a m a 
d u m a I a p a r t e do cu r so , que v a i a t é ao f i m d o 
m ê s de N o v e m b r o . N o f i m do s e m e s t r e d a r e m o s 
n o t í c i a das l i ç õ e s res tan tes e s ó e n t ã o , n a t u r a l 
m e n t e , p o d e r á f aze r - se u m a i d é i a de c o n j u n t o . 
O c u r s o t e v e i n í c i o e m 12 de O u t u b r o c o m 4 t e m 
pos de au la de 45 m . 

Introdução histórica — I n t r o d u ç ã o sucess iva de 
conce i tos n o v o s de e s p a ç o (Desca r t e s , G r a s s m a n n , 
S c h l ã f l i , R i e m a n n , H i l b e r t ) . E x e m p l o s . E s p a ç o s 
f u n c i o n a i s ( F r é c h e t ) . O b j e c t i v o da T o p o l o g i a Ge
r a l . R e l a ç õ e s c o m a t e o r i a dos c o n j u n t o s ( C a n t o r i 
H a u s d o r f f ) e t e o r i a da d i m e n s ã o . P r o g r a m a do 
c u r s o . 

I — Teoria geral dos e s p a ç o s t o p o l ó g i c o s e m é t r i c o s 

Notas prévias sobre a álgebra das classes. Axio
mas dos espaços topológicos (de K u r a t o w s k i ) e 
noções fundamentais ( c o n j u n t o s fechados , abe r to s , 
v i z i n h a n ç a s , p o n t o s de a c u m u l a ç ã o , f e c h o d u m 
c o n j u n t o ) . A n á l i s e dos a x i o m a s e m t e r m o s d e 
f e c h o . A x i o m a s e m t e r m o s de c o n j u n t o s f e c h a 
dos e aber tos , e d i s c u s s ã o . R e l a ç õ e s e n t r e o f e c h o 
d u m c o n j u n t o e os c o n j u n t o s a b e r t o s do e s p a ç o . 
S i s t e m a de v i z i n h a n ç a s d u m p o n t o . Base e sua 
u t i l i z a ç ã o p a r a c a r a c t e r i z a r o f e c h o . A x i o m á t i c a , 
p o r i n t e r m é d i o das v i z i n h a n ç a s , dos e s p a ç o s d e 
K u r a t o w s k i e a n á l i s e da e q u i v a l ê n c i a c o m as 
a x i o m á t i c a s a n t e r i o r e s . E q u i v a l ê n c i a t o p o l ó g i c a 
de do i s s i s t emas de v i z i n h a n ç a s . R e l a t i v i z a ç ã o . 
E x e m p l o s . 

Exemplos de espaços topológicos. Espaços mé
tricos. E s p a ç o s c o m u m n ú m e r o f i n i t o de p o n t o s . 
Recta , p l a n o , e s p a ç o R" ( v i z i n h a n ç a s e s f é r i c a s , 
r e c t a n g u l a r e s e quad radas ) . D e f i n i ç ã o de e s p a ç o s 
m é t r i c o s e d e m é t r i c a f r a c a E n u n c i a d o d o p r o 
b l e m a da m e t r i z a ç ã o . E x e m p l o s de e s p a ç o s m é 
t r i c o s o u de m é t r i c a f r aca , i m p o r t a n t e s na G e o 
m e t r i a e na A n á l i s e , d i s c u s s ã o e c o m p a r a ç ã o das 
d i v e r s a s m é t r i c a s usua i s e m cada e s p a ç o (/?", d e 
H i l b e r t , e s p a ç o s de f u n ç õ e s , e s p a ç o dos s u b - c o n -
j u n t o s d u m c o n j u n t o ) . N o ç ã o de c o n v e r g ê n c i a . 
E x e m p l o s dos e s p a ç o s de f u n ç õ e s : c o n v e r g ê n c i a 
u n i f o r m e , c o n v e r g ê n c i a e m m é d i a , c o n v e r g ê n c i a 
o r d i n á r i a . D e f i n i ç ã o de e s p a ç o L d e F r é c h e t . C o m 
p a r a ç ã o des ta n o ç ã o c o m a de e s p a ç o t o p o l ó g i c o . 
(Classes de B a i r e ) . P r o d u t o t o p o l ó g i c o de d o i s 
e s p a ç o s . E x e m p l o s . 

Transformações continuas. No tas p r é v i a s s ó b r e 
as t r a n s f o r m a ç õ e s e a á l g e b r a das classes. D i v e r -
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sas c a r a c t e r i z a ç õ e s da c o n t i n u i d a d e d u m a t r a n s 
f o r m a ç ã o d u m e s p a ç o t o p o l ó g i c o n o u t r o ( f e c h o , 
c o n j u n t o s f echados , c o n j u n t o s abe r tos , v i z i n h a n 
ç a s , c o n v e r g ê n c i a ) e d i s c u s s ã o . Casos de e s p a ç o s 
t o p o l ó g i c o s p a r t i c u l a r e s , d e f i n i ç ã o de C a u c h y . 
C o n t i n u i d a d e u n i f o r m e . T r a n s f o r m a ç õ e s b i u n í 
vocas e n ã o b i c o n t i n u a s . E x e m p l o s . H o m e o m o r -
f i s m o . F u n ç õ e s c o n t i n u a s e d i s c u s s ã o . F u n c i o n a i s 
c o n t í n u a s , d i s c u s s ã o e e x e m p l o s . C o n e x ã o . E x e m 
p l o s . I n v a r i â n c i a t o p o l ó g i c a des ta n o ç ã o . 

Axiomas de separação. E s p a ç o s a c e s s í v e i s , de 
H a u s d o r f f e n o r m a i s . D i s c u s s ã o . E x e m p l o s m o s 
t r a n d o o f o r t a l e c i m e n t o e f e c t i v o e sucess ivo des
tas c o n d i ç õ e s de s e p a r a ç ã o . P r o p r i e d a d e s dos 
e s p a ç o s n o r m a i s u t i l i z á v e i s n o p r o b l e m a da m e -
t r i z a ç ã o : P r o b l e m a da e x i s t ê n c i a de f u n ç õ e s rea i s 
c o n t í n u a s , d i s c u s s ã o de ta lhada e r e s o l u ç ã o . 

Axiomas de numerabilidade. i . ° a x i o m a de n u -
m e r a b i l i d a d e , A t , e x e m p l o s . R e l a ç ã o c o m os 

e s p a ç o s m é t r i c o s e a n o ç ã o de c o n v e r g ê n c i a . 
E x e m p l o d u m e s p a ç o de H a u s d o r f f que n ã o v e 
r i f i c a o i f l a x i o m a de n u m e r a b i l i d a d e A, . 2 . 0 a x i o 
m a de n u m e r a b i l i d a d e , A2, e suas c o n s e q u ê n c i a s 
{At, T e o r e m a de B o r e l , s e p a r a b i l i d a d e ) . E q u i v a 
l ê n c i a de A^ e da s e p a r a b i l i d a d e nos e s p a ç o s m é 
t r i c o s . E x e m p l o d u m e s p a ç o v e r i f i c a n d o At e 
n ã o A.2. A n á l i s e do e s p a ç o de H i l b e r t e de espa
ç o s de f u n ç õ e s q u a n t o à n u m e r a b i l i d a d e e sepa 
r a b i l i d a d e . E x e m p l o d u m e s p a ç o de f u n ç õ e s o r t o 
gona i s i s o m é t r i c o ao e s p a ç o de H i l b e r t . E x e m p l o 
d u m e s p a ç o n o r m a l v e r i f i c a n d o A% s e p a r á v e l e 
n ã o v e r i f i c a n d o A.2. 

Homeomorfismos de espaços topológicos a sub-
-conjuntos do espaço de Hilbert e um teorema de 
metrização. Q u a l q u e r e s p a ç o t o p o l ó g i c o n o r m a l e 
v e r i f i c a n d o A} é h o m e o m o r f o a u m s u b - c o n j u n t o 
do e s p a ç o de H i l b e r t . 

(Cont inua no p r ó x i m o n ú m e r o ) . 

A N T O L O G I A 

LA M A T H E M A T I Q U E — A V A N T - P R O P O S 
p o r Pau l M o n t e l 

( d e E n c y c l o p é d i e F r a n ç a i s e — T o m e I — L'outi l lage menta l ) 

T ô d a a nossa v i d a m o d e r n a e s t á c o m o q u e i m 
p r e g n a d a de m a t e m á t i c a . Os actos c o t i d i a n o s e 
as c o n s t r u ç õ e s do h o m e m t r a z e m a sua m a r c a e 
n ã o s ó as nossas a legr ias a r t í s t i c a s e a nossa v i d a 
m o r a l l h e s o f r e m a i n f l u ê n c i a . Os p r ó p r i o s a n i 
m a i s se l h e s u b m e t e m , e o seu i n s t i n t o , d e s e n v o l 
v i d o pe lo l e n t o t r a b a l h o da h e r e d i t a r i e d a d e , c o n -
d u z i - o s à descobe r t a de l e i s m a t e m á t i c a s q u e s ó 
o h o m e m soube f o r m u l a r e q u e p a r e c e m e x i s t i r 
n ê l e s c o m o que l i g a d o s o b s c u r a m e n t e à f o r m a da 
sua c o n s c i ê n c i a . 

A m a t e m á t i c a aparece a cada i n s t a n t e na v i d a 
c o r r e n t e p a r a as necess idades c o m u n s à m a i o r 
p a r t e dos h o m e n s , m a s m u i t a s vezes cada u m 
d ê l e s t e m a l é m d i sso u m a f e r r a m e n t a a e m p r e 
gar u m a m á q u i n a a u t i l i z a r , u m a p a r e l h o a p ô r 
e m m a r c h a , s e m f a l a r dos especia l is tas , c o n s t r u 
tores , a rqu i t ec to s , engenhe i ro s , m a r i n h e i r o s , etc., 
p a r a os qua i s o uso p r o f i s s i o n a l da m a t e m á t i c a 
t e m u m c a r á c t e r p e r m a n e n t e ; é u m a d i r e c ç ã o a 
d e f i n i r , u m d i â m e t r o a m e d i r , u m a v e l o c i d a d e a 
a v a l i a r , u m a casa a c o n s t r u i r de q u e é p r e c i s o 
es tabe lecer o p l ano , u m c o r t e , u m a l ç a d o . A m a 
t e m á t i c a i n t e r v é m m e s m o p a r a apaz igua r a d o r h u 
m a n a : o m é d i c o e m p r e g a - a nas dosagens, o bac te -
r i o l o g i s t a na c o n t a g e m dos m i c r ó b i o s , e o c i r u r g i ã o 
na f o r m a das suas i n t e r v e n ç õ e s e n a d i s p o s i ç ã o 
dos pensos . 

T ô d a s estas o p e r a ç õ e s a r i t m é t i c a s o u g e o m é t r i 
cas que o h o m e m e fec tua c o m o q u e b r i n c a n d o , 
n e c e s s i t a r a m s é c u l o s pa ra q u e a h u m a n i d a d e c o n 
seguisse p r e c i s á - l a s , i s o l á - l a s , e s tabe lecer as suas 
t é c n i c a s . Pode-se m e d i r o c a m i n h o p e r c o r r i d o 
o b s e r v a n d o a m a n e i r a de c o n t a r dos p o v o s cha 
m a d o s p r i m i t i v o s : ê l e s r e c o r r e m a uma m í m i c a q u e 

u t i l i z a os dedos das m ã o s e dos p é s o u e n t ã o a p l i 
c a m s u c e s s i v a m e n t e os o b j e c t o s a c o n t a r s ô b r e as 
d i f e r e n t e s pa r t e s do c o r p o : r econhece - se nes te 
ú l t i m o processo o e s b ô ç o da n o ç ã o de c o r r e s p o n 
d ê n c i a t ã o f é r t i l nas m a t e m á t i c a s ac tua i s . 

Os p r i m i t i v o s n ã o v ã o m u i t o l o n g e na sua m a 
n e i r a de c o n t a r ; de res to , os g randes n ú m e r o s 
s ó a p a r e c e m l e n t a m e n t e ; a p a l a v r a m i l h ã o è d o 
s é c u l o xv , b i l i ã o do s é c u l o x v i , e i s to n u m a E u 
r o p a O c i d e n t a l j á a v a n ç a d a . 

A ide i a , t ã o s i m p l e s pa ra n ó s , que , d e p o i s de 
q u a l q u e r n ú m e r o i n t e i r o e x i s t e o u t r o , esta i d e i a 
a que se r e d u z e m ú l t i m a a n á l i s e a n o ç ã o d e i n f i 
n i t o m a t e m á t i c o , é r e l a t i v a m e n t e r ecen t e . Esca
p o u à G r é c i a a n t i g a e o g é n i o d e A r q u i m e d e s n ã o 
a e x p r i m i u c l a r a m e n t e . T i n h a , n o en tan to , f e i t o 
na sua Da Areia u m e s f ô r ç o e n o r m e para m o s 
t r a r q u e se p o d e d a r n o m e a u m n ú m e r o m u i t o 
g r a n d e a inda q u e ê l e u l t r apas se o dos g r ã o s d e 
a r e i a q u e enches sem a t e r r a , ou m e s m o o U n i v e r s o . 

V i n t e s é c u l o s p a s s a r a m d e p o i s da a f i r m a ç ã o de 
A r q u i m e d e s ; a h u m a n i d a d e , f a m i l i a r i z o u - s e c o m 
os g randes n ú m e r o s e c o m os seus i n v e r s o s , os 
n ú m e r o s m u i t o pequenos . O es tudo do U n i v e r s o 
e o do á t o m o i n t r o d u z i r a m e x p r e s s õ e s n u m é r i c a s 
q u e j á d e i x a r a m de nos espanta r , se b e m q u e o 
nosso e s p í r i t o n ã o possa e v o c a r u m a i m a g e m das 
g randezas q u e ê l e s r e p r e s e n t a m . S e m e l h a n t e s 
n i s t o aos p r i m i t i v o s q u e d i z e m « m u i t o » pa ra a l é m 
de u m ce r to n ú m e r o , n ã o sabemos t r a d u z i r d o u t r a 
m a n e i r a a i d é i a de que u m a nebu losa , p o r e x e m 
p l o , e s t á a u m a d i s t â n c i a de n ó s q u e c o r r e s p o n d e 
a v á r i a s cen tenas de m i l h õ e s de anos de luz . 

U m o u t r o c a m i n h o p e l o q u a l a m a t e m á t i c a se 
i n t r o d u z na v i d a dos i n d i v í d u o s e dos p o v o s é o 
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d a p r o b a b i l i d a d e . U m g r a n d e n ú m e r o das nossas 
d e c i s õ e s d i z e m r e s p e i t o a a c o n t e c i m e n t o s dos 
q u a i s aos nossos o lhos ce r tos e l e m e n t o s de i n c e r 
teza e s t ã o s u b m e t i d o s à s le is d o acaso. Es tas d e c i 
s õ e s s ã o guiadas e m u i t a s vezes d e t e r m i n a d a s 
p e l a n o ç ã o de p r o b a b i l i d a d e , a l gumas vezes sob 
u m a f o r m a i m p r e c i s a ou apenas consc ien te . 

É t a m b é m o c á l c u l o das p r o b a b i l i d a d e s q u e 
r e g u l a d i v e r s a s m e d i d a s de o r d e m c o l e c t i v a r e s 
pe i t an t e s à v i d a e c o n ó m i c a e soc i a l ; a v i d a de 
o r g a n i s m o s como bancos ou c o m p a n h i a s d e s e g u 
r o s s ô b r e a v i d a , a d o e n ç a , a i n v a l i d e z , o i n c ê n 
d i o , a s a r a iva ou o r o u b o , os d i s p o s i t i v o s de ce r 
tos a p a r e l h o s c o m o o t e l e f o n e , a r e g u l a ç ã o do 
t i r o , etc. 

Pe la e s t a t í s t i c a , os m a t e m á t i c o s e l u c i d a m ou t ras 
q u e s t õ e s de o r d e m f i n a n c e i r a , e c o n ó m i c a ou so
c i a l . A s m a t e m á t i c a s a p l i c a m - s e t a m b é m à h i g i e n e 
soc ia l , à e d u c a ç ã o das c r i a n ç a s , à p s i c o l o g i a e à 
t é c n i c a . 

A s m a t e m á t i c a s a p a r e c e m i g u a l m e n t e nos f e n ó 
m e n o s r e spe i t an t e s ao g ô s t o , à s e n s i b i l i d a d e e à 
v i d a m o r a l . T o d o s s a b e m o seu p a p e l na a r te , e, 
e m p a r t i c u l a r , na a r q u i t e c t u r a . A beleza das f o r 
mas, e s t á l i gada à e x i s t ê n c i a de r e l a ç õ e s s i m p l e s 
e o n ú m e r o de o u r o dos gregos a í i n t e r v é m f r e 
q u e n t e m e n t e . 

C o m e ç a r a m - s e r e c e n t e m e n t e t r a b a l h o s d e s t i n a 
dos a ca r ac t e r i za r a beleza de ce r tos vasos p o r 
e x p r e s s õ e s m a t e m á t i c a s . A s no tas e os acordes 
m u s i c a i s c o r r e s p o n d e m , t a m b é m , a r e l a ç õ e s n u 
m é r i c a s s i m p l e s e a poes ia e s t á e s t r i t a m e n t e 
l i g a d o ao n ú m e r o 

« A p i n t u r a e a poes ia s ã o m a t e m á t i c a s v e l a 
d a s » , d isse F o r a i n s . E x i s t e a l é m d isso na p r ó p r i a 
m a t e m á t i c a u m a beleza i n t r í n s e c a , d u m c a r á c t e r 
nece s sa r i amen te u m p o u c o e s o t é r i c o , que r e s i d e na 
h a r m o n i a das r e l a ç õ e s q u e f o r m u l a m as suas l e i s . 

A m a t e m á t i c a e x e r c e a sua i n f l u ê n c i a m e s m o 
s ô b r e a v i d a m o r a l q u e r d u m a m a n e i r a d i r e c t a , 
c o m o n o es tudo dos jogos de azar, p o r e x e m p l o , 
q u e r d u m a m a n e i r a i n d i r e c t a , o b r i g a n d o o e s p í 
r i t o a h á b i t o s de p r e c i s ã o e o r d e m q u e s ã o t r a n s 
f e r i d o s n a t u r a l m e n t e p a r a o m u n d o m o r a l . A i m 
p r e c i s ã o e a c o n f u s ã o do p e n s a m e n t o f a c i l i t a m a 
ce r tos h o m e n s a r e a l i z a ç ã o d e actos q u e a nossa 
é t i c a r e p r o v a . 

A s c i ê n c i a s , e m gera l , e p o r isso as m a t e m á t i 
cas, e x i g e m u m a s i n c e r i d a d e e u m a p r o b i d a d e e m 
todos os ins t an tes c u j o e f e i t o é con tag ioso . A s s i m 
as m a t e m á t i c a s p o u c o a p o u c o p e n e t r a r a m ê m 
todos os d o m í n i o s da a c t i v i d a d e h u m a n a , a l g u m a s 
vezes i n v i s í v e i s mas s e m p r e p re sen te s . Pa ra o 
h o m e m c i v i l i z a d o de h o j e o « s a b e r c o n t a r » n ã o é 
m e n o s i n d i s p e n s á v e l do que o « s a b e r 1er e e sc re 
v e r » . A c i ê n c i a do n ú m e r o e da e x t e n s ã o é p o i s 
ú t i l e m cada i n s t a n t e e a todos , e é u m a v e r 
d a d e i r a d o e n ç a i g n o r a r os seus r u d i m e n t o s . D e 
r e s to , c o m o e s c r e v e r a m os G o n c o u r t : « d e duas 
i n t e l i g ê n c i a s igua i s , colocadas e m c o n d i ç õ e s i d ê n 
t icas , a p r i o r i d a d e p e r t e n c e à q u e l a q u e c o n h e c e r 
g e o m e t r i a » -

Se as m a t e m á t i c a s e s t ã o e s t r i t a m e n t e l igadas a 
t ô d a s as f o r m a s da v i d a i n d i v i d u a l o u c o l e c t i v a , é 
na e l a b o r a ç ã o da p r ó p r i a c i ê n c i a q u e o seu p a p e l 
é f u n d a m e n t a l . A m a t e m á t i c a é a l i n g u a g e m da 
c i ê n c i a e u m a d i s c i p l i n a n ã o m e r e c e v e r d a d e i r a 

m e n t e o n o m e de c i ê n c i a s e n ã o a p a r t i r d o m o 
m e n t o e m q u e as m a t e m á t i c a s a í p e n e t r a m . E l a s 
f o r n e c e m - l h e a e x p r e s s ã o das suas le i s , q u e r r e 
s u l t e m d u m es tudo a ten to das l i g a ç õ e s q u e u n e m 
os d i f e r e n t e s e l e m e n t o s v a r i á v e i s de u m f e n ó 
m e n o , q u e r r e s u l t e m de v a l o r e s m é d i o s de a c ç õ e s 
e m n ú m e r o bas tante g r a n d e das qua i s cer tas c o n 
d i ç õ e s nos e scapam. 

Des tas l e i s , as t r a n s f o r m a ç õ e s de c á l c u l o t i r a m 
c o n s e q ú ê n c i a s v a r i a d a s q u e d e v e r ã o ser s u b m e 
t idas ao c o n t r ô l e e x p e r i m e n t a l . 

U m a das m a i s po ten tes t e n t a t i v a s d e e x p l i c a 
ç ã o dos f e n ó m e n o s na tu r a i s q u e nos o f e r e c e a 
h i s t ó r i a das c i ê n c i a s , a t e o r i a da r e l a t i v i d a d e , t e m 
p o r f i m d a r u m a i m a g e m do U n i v e r s o p o r m e i o 
de u m a g e o m e t r i a a q u a t r o d i m e n s õ e s . 

A s necess idades das c i ê n c i a s da na tu reza , das 
c i ê n c i a s humanas e das suas a p l i c a ç õ e s c r i a m 
n o v a s c o r r e n t e s pa ra a i n v e s t i g a ç ã o m a t e m á t i c a 
e f a z e m d e s a b r o c h a r n o v o s m é t o d o s . M a s a m a i o r 
p a r t e das vezes, o m a t e m á t i c o v a i ao s abo r da sua 
f an t a s i a . P l u t a r c o d i z q u e A r q u i m e d e s de s de nha va 
da c i ê n c i a de i n v e n t a r m á q u i n a s e q u e e m p r e g a v a 
os seus m e l h o r e s e s f o r ç o s «a e s c r e v e r s ò m e n t e 
das coisas c u j a be leza e s u b t i l e z a n ã o e s t i v e s s e m 
l igadas à n e c e s s i d a d e » . 

Os m a t e m á t i c o s e s t u d a m cada vez m a i s as l e i s 
q u e r e g e m as r e l a ç õ e s e n t r e os n ú m e r o s ; c r i a m 
os m é t o d o s que s e r v e m para ê s t e es tudo e o u t r o s 
p r o b l e m a s se l e v a n t a m sob os seus passos à m e 
d i d a q u e a v a n ç a m na r e s o l u ç ã o dos p r e c e d e n t e s ; 
c o m o s e m p r e n u m a r e g i ã o v i v a m e n t e i l u m i n a d a 
a p a r e c e m de n o v o cantos de s o m b r a . A s suas des
cobe r t a s f i c a m , p o r vezes, s e m a p l i c a ç ã o d u r a n t e 
s é c u l o s : s ã o f e r r a m e n t a s e spe rando a m ã o d o 
o p e r á r i o q u e delas s a b e r á t i r a r p a r t i d o . T e m - s e 
d i t o m u i t a s v e z e s : q u a n d o os gregos e s t u d a v a m 
as s e c ç õ e s c ó n i c a s , n ã o p r e v i a m o p a p e l que elas 
d e s e m p e n h a r i a m u m d ia na a s t r o n o m i a e na na 
v e g a ç ã o . Pode-se a c r e s c e n t a r : na b a l í s t i c a , p a r a 
a l o c a l i z a ç ã o dos c a n h õ e s p o r m e i o do s o m . 

A c i ê n c i a m a t e m á t i c a t e m o p r i v i l é g i o de c re s 
cer p o r j u s t a p o s i ç ã o de novas d o u t r i n a s à s a n t i 
gas, as c i ê n c i a s da na tu reza é as c i ê n c i a s h u m a 
nas, pe lo c o n t r á r i o , d e s e n v o l v e m - s e f r e q ú e n t e -
m e n t e s u b s t i t u i n d o as an t igas p o r t eo r i a s n o v a s 
q u e se e d i f i c a m s ô b r e o u ao l ado das r u í n a s 
daque las . N a c idade da m a t e m á t i c a l i m i t a m - s e a 
a b r i r novas aven idas , c o n s e r v a n d o os v e l h o s b a i r 
r o s p o r m e i o de s i m p l e s a r r a n j o s i n t e r i o r e s . A 
a l eg r i a e s t é t i c a que t r a z ao m a t e m á t i c o a c o n t e m 
p l a ç ã o desta c idade é a sua v e r d a d e i r a r e c o m 
pensa . A be leza das suas c o n s t r u ç õ e s abs t ra tas 
o f e r e c e - l h e , p o r vezes , a m e s m a h a r m o n i a q u e as 
l i n h a s de a r q u i t e c t u r a o u os aco rdes da m ú s i c a . 

A sua so l idez desa f i a os s é c u l o s . C o m o esc re -
V i t o V o l t e r r a : «a m o r t e p o d e f a z e r desapa rece r 
os i m p é r i o s ; a g e o m e t r i a de E u c l i d e s e s t á d e 
a c ô r d o c o m a g e o m e t r i a de h o j e » . U m t e o r e m a 
de N e w t o n de Gauss o u de P o i n c a r é g u a r d a r á a 
sua v e r d a d e e n q u a n t o a r a z ã o h u m a n a p e r m a n e 
c e r á i n a l t e r á v e l . N o r e n o v a m e n t o c o n t í n u o das 
d o u t r i n a s e das Escolas que g o v e r n a m as c i ê n c i a s 
da n a t u r e z a e as c i ê n c i a s h u m a n a s , s ò m e n t e a 
m a t e m á t i c a e a a r t e p o s s u e m p e r e n i d a d e . 

T r a d u ç ã o de J . D A S I L V A P A U L O 
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M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
Exames de A p t i d ã o à s Escolas Superiores ( 1 9 4 2 ) 

Faculdade de Ciências — Licenciaturas em ciências f ís ico-
-quimicas e em ciências matemáticas, cursos prepara
tórios das escolas militares e de engenheiro geógrafo. 

Ponto n .° 4 

1195 — D e t e r m i n e as s o l u ç õ e s i n t e i r a s e p o s i -
3 2 

t i v a s da e q u a ç ã o — .r + - _ y = 2 9 . R : Da equação 

proposta tira-se x = 106—y-t - (7—y) : 21 e se fizer
mos y = 7 vem x = 9 9 . As soluções inteiras serão 
dadas por x = 99 + 22n e y = 7 —21n ; e as soluções 
inteiras e positivas obtêm-se substituindo nas fór
mulas anteriores n por qualquer dos valores intei
ros que verifiquem a seguinte dupla desigualdade 

9 7 
< n < — • 

2 21 
1196 — D e t e r m i n e os v a l o r e s de x q v e sa t i s f a 

z e m a des igua ldade — * 2 — 1 1 * + 12 > 0 . 
R : —12 < x < 1 visto 1 « —12 serem as raises do 
trinómio, primeiro membro da desigualdade. 

1197 — A s r a í z e s de u m a e q u a ç ã o b i q u a d r a d a 
s ã o duas r ea i s , do m e s m o v a l o r a b s o l u t o e d e 
s i n a l c o n t r á r i o e as o u t r a s duas i m a g i n á r i a s p u r a s 
c o n j u g a d a s . D e que na tu reza s ã o as r a í z e s da 
e q u a ç ã o r e s o l v e n t e ? J u s t i f i q u e a r e spos ta . R : As 
raizes da biquadrada são as raízes quadradas das 
raízes da resolvente ; por isso as raizes da resol
vente têm que ser, no caso posto, ambas reais e 
unta positiva e outra negativa. 

1198 — V e r i f i q u e a i d e n t i d a d e : ( c o s a — c o s ô ) 2 + 
+ ( s e n « — s e n é ) ' = 4 s e n 2 l / 2 ( a - ô ) . R : Do i.° membro 
da igualdade, depois de desenvolver os quadrados e 
simplificar, obtém-se 2 — 2 ( c o s a c o s b + s e n a s e n b ) = 
= 2 [1—cos (a — b ) ] . Por outro lado, se notarmos 

1 1 
que co s 2 - A — s e n 2 - A = cos A e que, por isso, é 

2 2 
1 — 2 s e n ? A / 2 = cos A ou 2 s e n 2 A / 2 = l — cos A , o 
segundo membro torna-se em 2 [2 sen 2 ( a—b) /2 ] = 
= 2 [1 —cos (a — b i ] , o que verifica a identidade. 

1199 — S e n d o s e n o = 4 / 5 , ca lcu le s e n 2 o , cos2a 
e t g 2 « . R : Como sen 2a = 2 sen a cos a = 
+ 2 sen a l / 1—sen 2 a , tem-se s en 2 a = + 2 • 4/5 • 
• » / l - 1 6 / 2 5 = + 24/25; cos 2a = l - 2 s e n 2 a = l - 2 • 

24 
• 16 /25= - 7 / 2 5 e t g 2a = ± y • 

1200 — D e t e r m i n e r e c o r r e n d o ao c á l c u l o l o g a 
r í t m i c o a e x p r e s s ã o gera l dos â n g u l o s c u j o coseno 
é - 0 , 3 1 4 5 . R : l o g cos a - l o g 0,3145=1,49762 , e 
« = 71° 4 1 ' 9" . Como o coseno dado è negativo e como 
— cos * = cos (ir— a.) um dos ângulos que satisfazem 

ao problema é 108° 18' 5 1 " e a expressão geral 
dos arcos cu jo coseno é —0,3145 será dada por 
a = n • 36(1° + 108° 18' 5 1 " , onde n 4 um inteiro qual
quer. 

1201 — R e d u z a à d i z i m a as f r a c ç õ e s 3 /5 , 2/7 
e 3 /14 . C l a s s i f i q u e as d i z i m a s o b t i d a s . R : 3 / 5 = 
= 0 , 6 ; 2 / 7 = 0 , ( 2 8 5 7 1 4 ) e 3 /14=0,2(142857) e por
tanto a primeira é uma dizima exacta; a segunda 
periódica simples e a terceira periódica mixta. 

1202 — T r a ç a m - s e as b i s sec t r i ze s dos q u a t r o 
â n g u l o s de u m r e c t â n g u l o . D e m o n s t r e q u e : 1.°, 
essas b i s sec t r i ze s f o r m a m u m q u a d r a d o ; 2 .° , as 
d i agona i s do q u a d r a d o s ã o pa ra l e l a s aos l ados d o 
r e c t â n g u l o ; 3.°, o c o m p r i m e n t o c o m u m dessas 
d i agona i s é a d i f e r e n ç a dos c o m p r i m e n t o s dos 
lados do r e c t â n g u l o . R : Seja A B C D o rectângulo 
e A J , C G , B H e D I as bissectrizes que se encontram 
nos pontos G , I , H , J . Os triângulos A G C e B H D 
são rectângu 
los isosceles 
por os ângulos 
em A , C , B e 
D medirem ca
da um 4 5 ° , e 
como aqueles 
dois triângu
los têm as hi
potenusas iguais terão os catetos iguais e será 
A G = C G = B H = H D . Por outro lado os triângulos 
C I D e A J B são também rectângulos isosceles e dai 
resulta B J = A J = C I = D I e portanto G I = I H = H J = 
= J G donde se conclue que o quadrilátero G 1 H J è 
um quadrado, visto os ângulos em G , J , I e H 
serem rectos e os lados iguais. 2.° As diagonais 
I J e G H , como formam ângulos de 45° com as 
bissectrizes C I , A J , B J e D I são paralelas aos 
lados do rectângulo. 3 .° F H = B F = E G = E A = 
= 1/2 A C logo E F — G H = H F + G E = A C donde 
G H = E F — A C = A B — A C c. q . d . 

S o l u ç õ e s dos n.°« 1195 a 1202 de J . S i l v a Paulo. 

Instituto Superior de Agronomia 
Ponto n.° 2 

1203 — U m a g r i c u l t o r d i s p e n d e u a q u a n t i a de 
155 esc. d i á r i o s p a r a paga r o t r a b a l h o das suas v i n 
d i m a s a u m g r u p o de h o m e n s e m u l h e r e s . Cada 
h o m e m r e c e b e u 13$ d i á r i o s e cada m u l h e r 7$. 
Quan to s e r a m os h o m e n s e quan tas as m u l h e r e s . 
R : Sejam s e y respectivamente o número de homens 
e mulheres. Ter-se-á 13x -+- 7y = 155 , equação que 
admite a única solução inteira e positiva x = 6 esc. 
y = 1 1 esc. 
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1 2 0 4 — Q u e v a l o r e s se d e v e r ã o a t r i b u i r ao 
c o e f i c i e n t e m da e q u a ç ã o x2 + ntx+8=0 para q u e 
u m a das r a í z e s se ja d u p l a da o u t r a ? R : Sejam Xj 
e 2 x j as raises da equação. Ter-se-á 3 x i = — m e 
2 x * = 8 ou seja m = + 6 . 

1205 — D a d a a f u n ç ã o _y = l o g 2 ^ f a ç a o e s tudo 
da sua v a r i a ç ã o q u a n d o x p e r c o r r e o i n t e r v a l o 
( 0 , + o o ) . D i g a qua i s as p r o p r i e d a d e s m a i s i m p o r 
tantes desta f u n ç ã o e f a ç a a sua r e p r e s e n t a ç ã o 
g r á f i c a r e f e r e n t e ao i n t e r v a l o ( 0 , 16) da v a r i á v e l 
i n d e p e n d e n t e . 

/ 
1206 — N u m a c i r c u n f e r ê n c i a de r a i o r t r a ç o u - s e 

u m a c o r d a d e 127,68 m e t r o s , q u e s u b t e n d e u m 
a r c o c u j a a m p l i t u d e é i g u a l a 50° 32' 15". C a l c u l e 
o c o m p r i m e n t o do r a i o , exp re s so e m c e n t í m e t r o s . 

6384 
U t i l i z e l o g a r i t m o s . R : Será r = e, 

& sen 25° 16'7'-,5 
por isso, log r = 3,80509 + 0,36971 = 4,17480 donde 
r = 14956 c m . 

1207 - S u p o n d o que a é o â n g u l o do 2.° q u a 

d r a n t e q u e sa t i s faz a i g u a l d a d e t g a = — l / 2 c a l 

c u l e cosec a . R cosec a = + v /3/2. 

1208 — Qua i s s ã o os â n g u l o s c o m p r e e n d i d o s 
e n t r e 4-it e &- r a d i a n o s e c u j a t angen te é —1,351 . 
U t i l i z e t á b u a s n a t u r a i s . R : São os ângulos 
« = 5it — 0,933 radianos e a. = 6ir — 0,933 radianos. 

1209 — D e m o n s t r e q u e se n u m t r i â n g u l o r e c 
t â n g u l o u m dos â n g u l o s agudos é d u p l o do outrOj 
um dos cate tos é m e t a d e da h i p o t e n u s a . R : Seja 
[ A B C ] o triângulo rectângulo e A = 2C . Tracemos 
a circunferência circunscrita ao triângulo. E óbvio 
que A C e diâmetro da circunferência. Por outro 
lado f àcilmente se deduz ser Â — 60° e C = 3 0 ° o que 
prova ser A B o lado do hexágono inscrito e por
tanto igual ao raio, metade do diâmetro que ê a 
hipotenusa. 

1 2 1 0 — U m a e s f e r a de á r e a i g u a l a 4 i r c m 2 é 
c i r c u n s c r i t a a u m c u b o . Ca lcu le a á r e a do c u b o . 
R : Como a esfera è circunscrita ao cubo, o seu diâ
metro é diagonal do cubo. Ora o lado do cubo l está 
relacionado com a diagonal d pela relação d 2 = 3 1 2 

donde l 2 = 4 / 3 c m 2 e portanto a área A = 6 1 2 = 8 c m 2 . 

Soluções dos 1203 a 1210 de J. Calado. 

Instituto Superior de Ciências Económicas e Financeiras, 
13-10-1942 

1211 — a) D e f i n a s u p e r f í c i e c ó n i c a e s u p e r f í c i e 
c i l í n d r i c a , cone e c i l i n d r o ; dê a l g u m a s p r o p r i e 
dades i m p o r t a n t e s r e f e r e n t e s a á r e a s e v o l u m e s 

de cones e c i l i n d r o s , b) É dada u m a es fe ra de 
r a i o r e u m p o n t o P e x t e r i o r , à d i s t â n c i a 2 r / | /3 d o 
c e n t r o ; de P t i ra -se a s u p e r f í c i e c ó n i c a t angen te 
à e s f e ra e cons ide ra - se o cone q u e t e m P c o m o 
v é r t i c e e c u j a base é l i m i t a d a p e l o c í r c u l o de t a n -
g ê n c i a . E x p r i m a o v o l u m e d ê s s e cone e m f u n ç ã o 
d o v o l u m e V da e s fe ra . R : De O A P ~ O A B - * 

O A 

Õ P 

O B 

Õ A 
ou O B ' •V/3 /2 . 

Do triângulo rec
tângulo O A B vem 
Ã B 2 = Õ Ã 2 - Õ B 2 -

3 r 2 r 2 

= r 2 = — • Repre-
4 4 r 

sentando por V o vo
lume da esfera e por 
V o do cone, tem-se 
V ' - — 77 A B 2 - B P = 

= i t A B ( O P - O B ) - -s- « -jr 

24 v/3 32 V/3 
V . 

1212 — D a d a a e q u a ç ã o x- + px-+q=0, de r a í 
zes a. e p, d e t e r m i n e a e q u a ç ã o do 2.° g r a u que 

1 1 
t e m c o m o r a í z e s cq = a + - , pi = pH R : Sabe-se 

que a + p = — p , « P = q . Tem-se 
1 . . . 1 . . . ". » + 1 

«i + & = * + - + P + - = (<*+P) + <*p 

p-«1 • 01 = ( « + ; 

• * + t 

A equação pedida è 
P 

1 \ 1 a 6 1 
= a p ï 1 h — = «fi -I + 

«P P * «P 
1 (a + P) 2 1 p 2 

— + v ' - 2 = q + — + — - 2 . 
<*p ap M q q 

+ - q - ) X + q + { + ? ' 2 = 0 . 

1213 — C a l c u l e o v a l o r n u m é r i c o da e x p r e s s ã o 

\ / I ^ x + 7 7 = = ^ : ( l + }\ p a r a . r=0 ,04712 . 

R : A expressão dada é igual a 

1 + t / I ^ x 2 y/T^x 2 

v/T+x 1 + v/T^x 2 
V / l - x . 

Para x = 0 , 0 4 7 1 2 vem [/ 0,95288 = N 

l o g N = ^ l o g 0,95288 = - • 1,97904=1,98952 
2 2 

N = 0,97616. 
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1214 — a) D e f i n a p o l í g o n o r e g u l a r e d ê as p r o 
p r i e d a d e s q u e conhece r e f e r e n t e s à m e d i d a dos 
seus â n g u l o s , £ Q u e p o l í g o n o s r e g u l a r e s c o n v e x o s 
p o d e m f i g u r a r c o m o faces d u m p o l i e d r o r e g u l a r 
c o n v e x o ? P o r q u ê ? b) C a l c u l e o r a i o de u m c í r c u l o 
c o n h e c e n d o a d i f e r e n ç a D e n t r e a á r e a d ê s s e c í r 
c u l o e a do h e x á g o n o r e g u l a r i n s c r i t o . R: b ) A área 

<io circulo è S = n r 2 e a área do hexágono S r, = — — — . 

Logo D = r r 2  

; 2 D 
1 ~ 2 i v - 3 v / 3 ' 

- 3 ^ 3 r * / 2 = r 2 (ir - 3 t /3 /2) donde 

1 2 1 5 — D a d o u m t r i â n g u l o r e c t â n g u l o de cate-
to s b e c e h i p o t e n u s a a, r e s o l v a o t r i â n g u l o d e 
t e r m i n a d o pe l a a l t u r a e pe la m e d i a n a c o r r e s p o n 
d e n t e à h i p o t e n u s a . R : A M = a/2 . Dos triângulos 

semelhantes 

A B C - A P C 

resulta A P = b c / a . 

Aplicando o teo

rema de Pitágo

ras ao triângulo rectângulo A P M vem, por f i m , 

P M * = Ã M * - A P 5 = a 2 / 4 - b 2 c 2 / a 2 . 

1216 — i Q u a n t o s n ú m e r o s i n t e i r o s h á de q u a 
t r o a l g a r i s m o s q u e s e j a m d i v i s í v e i s p o r t odos os 
n ú m e r o s d í g i t o s ? R : O m.m.c. de todos os núme
ros digitas é N = 2 ' x 3 2 x 5 x 7 = 2.520. Logo há três 
números que satisfazem ao enunciado : 2.520, 5.040 
e 7560. 

Soluções dos n. 0 " 1211 a 1216 de A . Sá da Costa. 

Instituto Superior Técnico 
Ponto n . 2 

1217 — U m a l i g a de o u r o e c o b r e c o n t é m 2 0 % 
d e c o b r e . J u n t a n d o - l h e 500 g r a m a s de o u r o , a 
p e r c e n t a g e m do m e t a l n o b r e passa a ser d e 85 
p o r c en to . C a l c u l a r a q u a n t i d a d e de o u r o e x i s 
t e n t e n a q u e l a l i g a e o p ê s o da m e s m a l i g a . R : Se 
forem x e y os pesos de cobre e ouro existentes na 
liga, as equações que resolvem o problema são 

20 15 
x = — ( x - f y ) e x = — ( x + y + 5 0 0 ) , donde o pêso 

de ouro y = 1200 g r e o pêso da liga x + y = 1500gr . 

1218 — D e t e r m i n a r os v a l o r e s i n t e i r o s e p o s i 
t i v o s de a e b p a r a os qua i s a f u n ç ã o de x d e f i -

x—a + 1 jy+b — 1 
n i d a pe l a e q u a ç ã o 

p a r a x=2 

x2+x— 

R : Será então 

1 j v 2 — y + 1 
2 - a + l b - 1 

4 + 2 - 1 t : 

se a n u l a 

5b + a = 8 cujas soluções em números inteiros são 
dadas por b = l + m e a = 3—5m ; donde a única 
solução inteira e positiva b = l , a = 3 . 

1219 — S e n d o t g a e t g p as r a í z e s da e q u a ç ã o 
(x—1) (k*x+~l) = 2k , e x p r i m i r t g ( a + p) e m f u n ç ã o 
de k e d e t e r m i n a r k p a r a q u e a. e p s e j a m c o m 
p l e m e n t a r e s . R : A soma das raises da equação ê 

k 2 - l , - ( 2 k 4 - l ) 
t g « 4 - t g p — ——— e o produto t g a t g 0 — -

k 2 k 2 

( k 2 - l ) : k 2 k - 1 
logo será t g ( a + p ) = - — — e se % e p 

1 + 
2 k + l k + 1 

k 2 

forem complementares será k = — 1 . 

1 2 2 0 — Dadas duas c i r c u n f e r ê n c i a s de r a io s 2 
e 3 c e n t í m e t r o s , t angen tes e x t e r i o r m e n t e , d e t e r 
m i n a r a ' à r e a do t r i â n g u l o f o r m a d o pe las t a n g e n 
tes c o m u n s à s m e s m a s c i r c u n f e r ê n c i a s . R : O triân
gulo pedido ê o triângulo C D E . Dos triângulos 

3 5 + x 
semelhantes A O C e B O ' C tira-se -= ou seja 

donde 

x = 1 0 ; e dos triângulos semelhantes D F C e B O ' C 

x + 2 t / x 2 — 4 
tira-se = logo D F = 1 / 6 . Finalmente 

D F 2 Y 

a área pedida é 12 4/6 c m 2 . 

1221 — D a d o u m r e c t â n g u l o de lados a e b , 
t i r a r , pe lo m e i o d o l ado a , u m a r ec t a q u e d i v i d a 
o r e c t â n g u l o e m duas pa r t e s c u j a s á r e a s e s t e j a m 
na r a z ã o m i n . R : Seja x um dos segmentos que 
a recta que passa pelo meio do lado a determina no 
lado oposto. As áreas dos trapézios formados são 

a a -
dadas pelas expressões : 2 ^ ^ a _ X ^ 

X b í X b 
2 2 

a-f-2x m a ( 3 m — n ) 
donde = — e finalmente x = • 

3a—2x n 2 ( n - f m ) 

1222 — U m cone de r e v o l u ç ã o e u m a e s fe ra 
e s t ã o assentes s ô b r e u m p l a n o h o r i z o n t a l . Sa 
b e n d o q u e o r a i o da e s f e r a é i g u a l a 8 c e n t í m e 
t r o s e que , n o cone , a a l t u r a e o d i â m e t r o da base 
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s ã o i g u a i s ao d i â m e t r o da es fera , d e t e r m i n a r a 
d i s t â n c i a d a q u e l e p l a n o a q u e se l h e d e v e t i r a r 
u m p l a n o p a r a l e l o pa ra que s e j a m igua i s as sec
ç õ e s d e t e r m i n a d a s p o r ê s t e p l a n o n o cone e n a 
es fera , R : Seja x o raio das secções e y a distância 
do plano horizontal ao plano secante. Será x 2 = 

x 16—y 
= y ( 1 6 — y ) (na esfera) e - =——— (no cone), 

8 16 

64 16 
donde se obtêm y = 16—2x = 1 6 — - = — c m . 

S o l u ç õ e s dos n . o a 1217 a 1222 de J . da S i l v a Paulo . 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S - A L G E B R A S U P E R I O R - C O M P L E M E N T O S D E A L G E B R A 

F. C. L . — Á L G E B R A S U P E R I O R — l.° exame de fre
quência, 1941-1942 

1223 — E f e c t u a n d o duas t r a n s f o r m a ç õ e s suces
s iva s esc reva a e q u a ç ã o c u j a s r a í z e s e s t ã o r e l a 
c ionadas c o m as da e q u a ç ã o 2xl—xb + 4x-—3=0 

pe la e x p r e s s ã o y = S + — • R : Efectuar primeiro 

a transformada em z = — e em seguida aumentar 

de 3 unidades as raizes desta transformada. Vem 
3 y 6 _ 5 4 y 5 + 4 0 1 y 4 _ 1572y3 + 3429y-' - 3941y + 1 8 5 8 - 0. 

S o l u ç S o do n.° 1223 de J . P a i s Morai s . 

1224 — D e t e r m i n e as c o n d i ç õ e s a q u e d e v e m 
sa t i s faze r os n ú m e r o s r e a i s a , b, c, p a r a que os 

a + í ' í / 3 b + i\/3 c + i\/3 
a f i x o s dos i m a g i n á r i o s - z z 

a - « V 3 ô - í " i / 3 c - * V 3 
s e j a m os v é r t i c e s d u m t r i â n g u l o e q u i l á t e r o . S e n d o 
a = 0 ca l cu l e os v a l o r e s de b e c. R : Note-se que 
os três complexos têm módulos iguais a l e que os 
seus afixos serão vértices dum triângulo equilátero 

2TC 4TT 
se os seus argumentos forem a,a + —, i f — • 

Da introdução desta condição resultam as duas 
condições b — a = a b + 3 e c— b = b c - f - 3 . 

S o l u ç ã o do n.° 1224 de A . S á da C o s t a . 

1225 — Ca lcu le , u s a n d o a f ó r m u l a de L e i b n i t z , 

a d e r i v a d a de 3 . a o r d e m da f u n ç ã o jy = sen x . ^ x . 

1 2 2 6 — E x p r i m a e m f u n ç ã o de p r e a l os n ú m e r o s 
r e a i s x e y de m o d o q u e (3—4») (x+yi)=p e X e V 

3 - 4 * 
r ea i s e m f u n ç ã o de q r e a l de m o d o q u e = q. 

X+Yi 
I n d i q u e q u e c o n d i ç õ e s d e v e m dar-se p a r a q u e 
se j a p = q. S e r á p o s s í v e l d e t e r m i n a r p e q d e 
m o d o que h a j a u m n ú m e r o (a + bi) que s a t i s f a ç a 
s i m u l t â n e a m e n t e à s duas c o n d i ç õ e s ? 

1 x = 3p/25 j X = 3/q i X x = 8/25 
í y = 4p/25 | Y = - 4 / q l Y y = - 1 6 / 2 5 . 

Não existe o complexo a - f b i a que se refere o 
enunciado. A sua existência implicaria a verifica
ção simultânea de p q = + 2 5 e p q = —25 . 

1227 — D e d u z a a c o n d i ç ã o que d e v e v e r i f i c a r - s e 
pa ra que o s egundo e t e r c e i r o t e r m o s da e q u a ç ã o 

R 

f ( x ) = a 0 x n + a, x"'' + o 2 x"-"1 + |- o„_ , x+a„ = 0 
se pos sam a n u l a r p o r m e i o da m e s m a t r a n s f o r 
m a ç ã o . R : A transformação a que se refere o 
enunciado só existe se fôr verificada uma das três 
condições a ^ O , a 2 = 0 (com n=j=0). 

S o l u ç õ e s dos n . o s 1226 e 1227 de ) . P a i s M o r a i s . 

I. S. C. E . F . — i .« C A D E I R A — I." exame de frequência, 
27-2-42 

1228 — C a l c u l a r o p r o d u t o das d e t e r m i n a ç õ e s 

de i ""- D i s c u s s ã o . 

ir/2 + 2k i : 
cos -

+ i s e n — 
2n 

O produto será 

R : i 

- + i sen 

2k 

cos - + i s en 
2 2 

cos 1-
2n 

n 
+ i sen -

2k-. 

[k = 0 , l , 2 . . . ( n - l ) ] . 

cos 1- i s en -
2n 2n 

n 
k=0 

2k-r 2ki 

— [ cos - + i sen -
2 2 

= ( cos - + i sen -
V 2 2 

cos — 2 

+ i s en 
i i i i 

2* 
k + i sen —- 2 k 

cos (n—1) ir + i s en ( n 

= + i conforme f ô r n impar ou par. 

1229 — Dadas as duas rec tas 

j 2 * - * - 2 = 0 

-1) w] ' 

Ti 

x—y=0 

achar a sua d i s t â n c i a , o seu â n 

Q 

x -z=0 
â n g u l o e a d i r e c ç ã o da p e r p e n d i c u l a r c o m u m . 
R : l . a ) Como imediatamente se reconhece, a recta r f 

ê perpendicular ao plano O x y , encontrando êste 
no ponto ( 1 , 1 , 0 ) , e a recta r 2 é perpendicular ao 
plano O x z , no ponto ( 2 , 0 , 2 ) . Por consequência, 
as rectas são ortogonais e o seu ângulo mede 9 0 ° . 
Em virtude do exposto a distância das duas rectas 
è a diferença das abscissas dos seus traços nos 
planos O x y e O x z , isto é, d = l . Por serem iy e Vz 
perpendiculares, respectivamente, a O x y e O x z , 
elas são paralelas a O y z e a direcção da perpendi
cular comum è a do eixo O x , cujos parâmetros 
são ( 1 , 0 , 0 ) . 2 . a ) A distância de rt a Tz é igual à 
distância dum ponto arbitrário de r j ao plano é 
que contém r 2 e é paralelo a ri. A equação geral 
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dos planos que contêm r 2 è 2x—z—2 + ) (x—z)=0, 
ou, (2 + >.)x—(1 + X)z—2=0. A equação de ir obtém-se 
desta escolhendo X de modo tal que a direcção nor-

x + y—2=0 tem-se c o s ( r i 7 *z) 

i x - 1 y - 1 z 
Por ser r 1 } — - ^ - J * r 2 

x - 2 _ y _ z—2 
0 = 1 _ 0 

0 
mal a r. seja perpendicular à recta Tt 

1 x - 1 y - 1 z 

/ . = — 1 e i r ) x — 2 = 0 . medida da distância do 
ponto ( 1 , 1 , 0 ) darecta r t ao plano - ê d = | l — 2 j = l . 

x - y = 0 

Isto é 1 4- X = 0, donde 
direcção da perpendicular comum è definida 

pelo vector u A v ««</«.• u = K e v = J , / f ^ o u A v = — I 
e os parâmetf os directores são (1,0,0). 

S o l u ç õ e s dos n . ° ' 1228 e 1229 de A . S á da C o s t a . 

C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L E A N Á L I S E S U P E R I O R 

1. S. C . E . F . — 2.« C A D E I R A — l.° exame de frequência, 
21-2-1942 

1230 — M o s t r a r q u e o p r o d u t o i n f i n i t o 

îî l l — ( I ( z ^ x + iy) é a b s o l u t a -

m e n t e c o n v e r g e n t e f o r a do c i r c u l o de r a i o 1 e de 
c e n t r o na o r i g e m . R : O carácter do produto infi

nito ê o da série de têrmo geral u„ ( z ) • 
n y 

( n - l ) z j 

A aplicação do critério de Cauchy I i m 

1 
( n - l ) z 

mostra que a série é absolutamente conver

gente para | z | > 1, isto é, em toda a região do 
plano d Argand exterior ao circulo de centro na 
origem e de raio 1 . 

1231 — E s t u d a r a c o n v e r g ê n c i a do i n t e g r a l 
ao i 

sen t 
j ( l o gtr dt. R : O integral é impróprio de 

2." espécie e sê-lo-á de 1 ." se m > 0 . Como integral 
de 2.a espécie êle será convergente se a função inte
grando for um infinilésimo no ponto impróprio 
de ordem igual à do iufinitêsimo t _ 1 ( l o g t ) * onde 
a < — 1. Portanto, se m < —1 a função integrando 

sen t 
pode escrever-se sob a forma cujo nu-

t ( l o g t ) - » 
merador é uma função limitada e o integral con
verge nessa hipótese. Por ser m < — 1 o integral 
não é impróprio de l , a espécie, como já se dissera. 
Com efeito tem-se l i m ( l o g t ) ' " — 

1232 — C a l c u l a r o i n t e g r a l 
/" 3 * 8 + 2 ^ + 1 

R : Tem-se I = 

2)2 (xz+3y-
A x ' + B x + C 

( x + 2) (x* + 3) 

= 0 se m < — 1 . 

dx. 

+ D l o g ( x + 2) + 

+ E l o g ( x J + 3)-f- F a rc t g — = + c . A aplicação do 
V ™ 

método de Fubini conduz a 
I D + 2 E = 0 
\ A - 2 D - 4 F - v / 3 F = 0 

2 B + 6 D - 1 4 E - 2 v / 3 F = 0 
3 A - 2 B - 3 C + 1 2 D + 1 2 E - t - 7 l / 3 F = 3 
12 A - 4C + 9 D + 24E + 6 y/3 F = 2 
6 B - 3 C + 1 8 D + 1 2 v / 3 F = l . 

1233 — S u p o n d o c o n v e r g e n t e o i n t e g r a l 

re-a'sr-' de 

I ~^ i-Kix—.
 = / ( a i s. x) e m ce r tos d o m í n i o s 

ó 
p a r a m é t r i c o s , p r o c u r a r as suas d e r i v a d a s p a r c i a i s 

00 
i f ; ' e~" z" dz e m o r d e m a x , s e a. R : 
ôa ' - 1 

í s 

if_ 
ox 

e - a i z s - 1 ] 0 g . z 

" J ~ 0 

I. S. T . — C Á L C U L O — l.° exame de frequência, 1942 

1234 — E s t u d a r a c o n v e r g ê n c i a do i n t e g r a l 
00 

C s en x 
/=/ («""*/——dx. R : S e a > 0 o integral é 

impróprio de 2.a espécie, diverge se k < 1 e con
verge se k > 1 porque, neste caso, tem-se 

1 
t f 

. cos x . sen x 
d x « o numerador da fun

ção integrando è limitado. Se a < 0 , tem-se 

sen x . / ". . . sen x J , , s en x , r sen x 

( e « » _ _ _ d x + J (e !™ »)' — ^ - d x = l i + I 2 . 
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Onde I j ê um integral riemanniano s« k > 0 , « Í 
impróprio de 1.» espécie de k < O, sendo conver
gente para k < 1 e divergente para k > 1 . E lz é 
impróprio de 2 . a espécie, sendo divergente para 
k < 1 e convergente para k > 1 . Logo, no caso 
a < O o integral I é sempre divergente. 

ÕD 
1235 — D a d a a s é r i e 1 f n ( x ) , onde f i ( x ) = x 

e f„(x)=x"a"~,>—x",í"~3>, a v e r i g u a r se s e r á l e g i 
t i m o i n t e g r á - l a t ê r m o a t ê r m o e m q u a l q u e r i n t e r 
v a l o do e i x o r e a l . R : Note-se que S ! ( x ) = x , S 2 ( x ) = 
- x < » , S 3 ( x ) = x " V . . S „ ( x ) = e que S (x)= 
= l i m S „ ( x ) = l qualquer que seja x finito. Tem-se, 

portanto, l i m S ( x ) = l . Mas, S ( 0 ) = 0 porque para 

x = 0 se anulam todos os termos da série. A função 
S ( x ) tem uma descontinuidade na origem e, por 
consequência, a série dada não é uniformemente 
convergente ; todavia, pode ser legitimo integrá-la 

b u 

têrmo a têrmo. Calculemos J s ( x ) dx=Jdx=-b — a 
• a 

b l> 

e o l i m fS„ ( x ) d x = l i m fxf/«"-" d x = 
!!->•* J li-»"./ 

a i * 
2n —1 

= l i m — — ( b ' " » 5 " - 1 ' ^ " ' « " - " H b - a . 
n->» 2n 

Logo, é legitimo integrar a série dada têrmo a 
têrmo, embora ela não seja uniformemente conver
gente. 

1236 — C a l c u l a r a segunda d e r i v a d a — — da 
dxï 

i/2fcv — vz 

f u n ç ã o y ( x ) d e f i n i d a pe la e q u a ç ã o - i — J — — = 
R 

= s e a ^ ± ^ y z Z , n o p o n t o {x,y). 
k 

1237 — E s c r e v e r o d e s e n v o l v i m e n t o de T a y l o r 
da f u n ç ã o f ( x ,y) = (x . _ y i a + sen xy , o > 0 , n a 
v i z i n h a n ç a do p o n t o ( 1 , 2 ) . 

S o l u ç õ e s dos n . o s 1230 a 1235 de A. S á da C o s t a . 

M E C Â N I C A R A C I O N A L — F Í S I C A M A T E M Á T I C A 

I. S. T . — M E C Â N I C A K A C I O N A L — l.° exame de fre
quência, 1942 

1238 — D a d o o v e c t o r w ( P ) , f u n ç ã o d o p o n t o 
v a r i á v e l P, e a h o m o g r a f i a a„, f u n ç ã o do v e c t o r u, 
t a l q u e 
a „ / = g r a d ( « ! / ) , a „ y = g r a d ( « | 7 ) , a u ^ = g r a d ( « | A r ) . 
1.° A c h a r o v e c t o r e o p r i m e i r o i n v a r i a n t e da 
h o m o g r a f i a a„ ; 2.° j ; Q u a n d o é que *„ é u m a d i l a t a 
ç ã o e q u a n d o é q u e é a x i a l ? ; 3.° M o s t r a r q u e 
g r a d ( « I v) — ttu v + a„ u ; 4.° C o m p a r a r a„ c o m a 

du 
h o m o g r a f i a -^p • P o d e m ser i gua i s ? 

1239 — D e t e r m i n a r , e n t r e do i s p o n t o s A e B 
do p l a n o xy, a c u r v a p l a n a que t o r n a m í n i m o o 

f / d y \ J 

i n t e g r a l j y \ ~ r ) ds. ( S u p õ e - s e que o c o e f i -
AB 

c i en t e a n g u l a r da t angen te v a r i a c o n t i n u a m e n t e , 
e n t r e os e x t r e m o s A e B da c u r v a ) . 

1240 — R e s o l v e r a e q u a ç ã o 
I 

f(x)=w(x) — X J K ( x , y ) y ( y ) d y sendo f(x)=3x*+i 
o 

e K(x ,y) = 2xy^ + 3x,-y^. [£»() .) e á(x,y:x) s ã o 
q u a d r á t i c a s e m X] . 

1241 — S u p o n d o q u e a dens idade é, e m cada 
p o n t o , p r o p o r c i o n a l à s o m a das coordenadas ca r -

s ianas d ê s s e p o n t o , c a l c u l a r o m o m e n t o de i n é r 
c ia do r e c t â n g u l o q u e t e m p o r v é r t i c e s os pon to s 
y / ( 0 , l ) , 5 ( 4 , 1 ) , C ( 4 , 3 ) , D ( 0 , 3 ) e m r e l a ç ã o 
ao seu c e n t r o de g r a v i d a d e , u t i t i z a n d o a f ó r m u l a 
MI,—-1ïtHimif%, d e v i d a m e n t e m o d i f i c a d a . irh é 
a d i s t â n c i a dos p o n t o s m{ e . 

F. C. P. - M E C Â N I C A R A C I O N A I . — l.° exame de fre
quência, Fevereiro, 1942 

1242 — V e r i f i q u e se o c a m p o de v e c t o r e s 
W p = ( \ - Z z - y ) . i + ( x - 2 s ) . j + ( - l + 2 y + 3x) . k 
é u m c a m p o de m o m e n t o s e n o caso a f i r m a t i v o 
ca l cu l e o i n v a r i a n t e esca lar d o c a m p o . 

1243 — D e t e r m i n e do i s v e c t o r e s , u m dos q u a i s 
loca l i zado s ô b r e o e i x o Ox, que c o n s t i t u a m u m 
s i s t ema g e r a d o r do c a m p o p r e c e d e n t e n o caso, 
suben tende-se , de se r u m c a m p o de m o m e n t o s . 

1244 — Dadas as f ô r ç a s 
c o m p l a n a s F t , F z , F 3 , i n d i 
cadas na f i g u r a , l oca l i z e n o 
seu p l a n o , u sando das p r o 
p r i e d a d e s dos f u n i c u l a r e s , • - y 
u m a q u a r t a f ô r ç a F^ que tor 
n e o s i s t ema e q u i v a l e n t e a 
u m b i n á r i o B de m o m e n t o 
dado (200 m . k g ) (o s en t ido 
f i c a ao a r b í t r i o do a l u n o ) . ' i-»«t 
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1 2 4 5 — D a d o o s i s t ema a r t i c u l a d o r e p r e s e n t a d o 
na f i g u r a , c a l cu l a r as t e n s õ e s nas b a r r a s a, b e c 

  
  

 

      

    

e i n d i c a r se s ã o tensas o u c o m p r i m i d a s , ( O j , Oz 
p o n t o s f i x o s ) . 

1246 — D o i s b locos Bi e B z , d e pesos pt e p z , 
e n c o n t r a m - s e e m e q u i l í b r i o na p o s i ç ã o i n d i c a d a na 
f i g u r a , d e v i d o à a c ç ã o da f ô r ç a F p a r a l e l a à l i n h a 
d e m a i o r d e c l i v e do p l a n o q u e os s u p o r t a . Conhe 
c idos pi e p t , i e 6 , c a l c u l a r F p e l a a p l i c a ç ã o d o 
t e o r e m a do t r a b a l h o v i r t u a l , de sp rezando o a t r i t o . 

P R O B 
S e c ç ã o a cargo de A. Ferreira 

P R O B L E M A S 
1248 — D e t e r m i n a r o l u g a r g e o m é t r i c o dos c e n 

t r o s de g r a v i d a d e dos t r i â n g u l o s q u e t ê m u m lado 
dado e o v é r t i c e opos to s ô b r e u m a r e c t a dada . 

1249 - D e t e r m i n a r a e q u a ç ã o g e r a l das s u p e r 
f í c i e s S ta is que , de s ignando p o r X , Y , Z os p o n 
tos e m q u e a n o r m a l n u m p o n t o M d u m a de las 
e n c o n t r a r e s p e c t i v a m e n t e os p l a n o s YOZ, ZOX 
e XOY, a r a z ã o a n a r m ó n i c a ( X , Y , Z , M)=k . 

Problemas n.°" 1248 e 1249 propostos por J o s é Morgado 
( P ô r t o ) . 

I 
1250 — D a d o o i n t e g r a l f / ( . r ) dx s u b s t i t u í - l o 

tu r. - - * • '' * • "•'. -• '»'—"• >*,• '. 
p o r o u t r o que t enha p o r l i m i t e s do i s n ú m e r o s d a 
dos , A e B, p o r m e i o da s u b s t i t u i ç ã o x = my - j n , 
sendo m e n do i s n ú m e r o s a d e t e r m i n a r ( S t u r m ) . 

Problema n.° 1250 proposto por Rui V e r d i a l ( P ô r t o ) . 

1251 — D u m b a r r i l che io t i r a - s e u m l i t r o de 
v i n h o , e s u b s t i t u i - s e p o r á g u a . D e p o i s t i r a - s e u m 

D a d o s n u m é r i c o s : 

, - = 3 0 ° ; 6 = 4 5 ° ; / , = 2 0 0 k g . ; / 2 = 1 0 0 k g ) . 

    

    

    

  

 

1247 — U m p o n t o m ó v e l P d e s c r e v e a e s p i r a l 
de A r q u i m e d e s r = 46/ir (r exp re s so e m d e c í m e -
t r o s e a e m r a d i a n o s ) de t a l m o d o q u e a sua ace
l e r a ç ã o é c e n t r a l e d i r i g i d a pa ra o p o l o da e s p i r a l . 
S a b e n d o que , pa ra 6 = ir /2 , a v e l o c i d a d e d e P é 
20 cm/s e que o m o v i m e n t o se faz n o s en t ido dos 
66 decrescentes , c a l c u l a r : a) a cons t an t e das á r e a s ; 
b) a v e l o c i d a d e e a a c e l e r a ç ã o q u a n d o 6 = 2 0 ° . 

L E M A S 
de Macedo e Mário de Alenquer 

P R O P O S T O S 
l i t r o da m i s t u r a e s u b s t i t u i - s e p o r á g u a . E f e c 
tuada esta o p e r a ç ã o 35 vezes, v e r i f i c a - s e q u e 
o b a r r i l c o n t é m q u a n t i d a d e s igua i s de á g u a e 
v i n h o . C a l c u l a r a capac idade d o b a r r i l . 

1252 L u g a r do c e n t r o d u m c í r c u l o q u e se 
des loca de t a l f o r m a q u e os seus e ixos r a d i c a i s 
c o m do i s c í r c u l o s f i x o s passam p o r do i s p o n t o s 
f i x o s . 

1253 — M o s t r a r q u e o s i s t e m a é p o s s í v e l , e r e -

t (ad+be) x+(ae + b f ) y +(af+bd)=0 
s o l v ê - l o J (bd + ce)x + (be-\-cf)y + (bf+cd)=0 

( (cd+ae)x + {ce + a f ) y + {cf+ad)=0. 

1254 — P r o v e q u e 

V 2 - t g ( 2 r A T ) = c o t g ^ — 2 " c o t g ( 2 " * ) . 
r—0 

Problemas n . ° s 1251 a 1254 propostos por Mário de Alen
quer. 
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S O L U Ç Õ E S R E C E B I D A S 

1090 — A c h a r os m á x i m o s e m í n i m o s de 
« = ^ xz+y'! + zz e m q u e x , y , z v e r i f i c a m a 

x' y 2 z* 
e q u a ç ã o —I = 1 . R : tDiferenciando as 

duas relações, temos : 

i x d x y d y 

\ / x 2 + y 2 + z 2 
+ 

z dz 

V x 2 + y<-t-z !  

x d x y d y , z d z 

~ã?~ " b ^ 

y / x 2 + y 2 + z 2 
= 0 

= 0 . 

O método dos multiplicadores de Lagrange for
nece as equações : 

— + — 
U » 2 

=0, • + — 
U C 2 / a*/ \ u 

Como não pode ser simultaneamente x = y = z = 0 , 
temos as três soluções : 
l x = y = 0 \y=z=0 l z = x = 0 

( z = u = — X = c , l x = u = —X = a ) y = u = — X = b . 
A função 4 pois máxima ou minima nos pontos 
( 0 , 0 , c ) , (a , 0 , 0) e ( 0 , b , 0 ) . Suponhamos que è 
a >• b > c . Nesta hipótese vê-se facilmente que o 
primeiro ponto é um minimo e o segundo um má
ximo. Quanto ao j.° ponto, escrevendo 

a 2 
z 2 + - b 2 

b b 
e notando que — < 1 e — > 1, vê-se que è minimo 
numas secções e máximo noutras, não se tratando 
pois nem dum máximo nem dum minimo. 

S o l u ç ã o de R u i Verd ia l ( P ô r t o ) . 

A s o l u ç ã o é correcta , mas n ã o foram, p o r é m , c o n s i d e r a 
dos os duplos s ina i s das s o l u ç õ e s . O s pontos de e s tac io -
naridade s ã o da forma ( 0 , 0 , t c ) , etc. 

M . A . 

1188 — Pa ra que a e x p r e s s ã o dz + Adx + Bdy 
a d m i t a u m f a c t o r i n t e g r a n t e i n d e p e n d e n t e de s é 
n e c e s s á r i o e s u f i c i e n t e que se ja da f o r m a ds+ 

+ zdy + e~*í d^ e m que 9 e ó s ã o f u n ç õ e s s ó d e 
x e y . R : Multiplicando a expressão diferencial 
dada pelo factor integrante v obtemos a expressão : 
v d z + A v d x + B v d y que deve ser diferencial exacta. 

W_ ÔA i v = Í B í ( A v ) = í ( B v ) 
i x 

Portanto . 

i v 
visto que — 

i z 

i z i y i z i y í x 

; 0 (v independente de z ) . Integrando: 

z i v 
• B = 1- *" ( x , y ) donde 

v i y 
i v i A v 

=z 1- W . Portanto : — 
i y i y 

i * i B v i 2 v í v 9* 
v — e — z 1- V — + v — , 

í y i x i y i x i x i x 
ÍV Í<1> í v Í<F í ( v * ) i C v V ) 

donde * h v — = w h v — ou — = — 
í y i y í x í x í y í x 

Portanto v<t> e v>r são derivadas parciais duma 
Í F Í F 

certa função F ( x , y ) , isto ê, v * = — e W = ; 

z í v 
A = - — + * ( x , y ) 1 

v i x 
í v 

A v = z l-vt> e B v = 
i x 

i ' v í v 
= z 1- <t> — 

i x i y i y 

i x í y 

Ponha-
z i v 1 Í F z í v 1 Í F 

Então, A = 1 e D — 1 • 
v i x v i x v í y v i y 

1 i v i » 1 i v im _ 
mos = — , T — e F = , l ' ( x , y ) ou 

v i x i x v i y i y 
i a í ( l o g v ) 

i x i x 

grante v = e 

; Í W 

i ( l o g v ) Í 9 

Então A = 

i y 
donde o factor inte-

z He 
ix 

B = z * 
ix í y 

+ e 

+ 
í y 
its 

z — + e" 
i y 

d z - | - A d x + B d y = dz-

^ d x + ^ d y ) 
i x i y / 

ix 

i ¥ 

>y 

d y = dz 4- z 4-

d y ) -=dz + zd9 + e ? d * c. q . p . 

S o l u ç ã o de R u i Verd ia l ( P ô r t o ) . 

1189 - A c h e o l u g a r g e o m é t r i c o dos c e n t r o s 
das es fe ras q u e passam p o r do i s p o n t o s f i x o s A 
e B e s ã o t angen tes a u m p l ano f i x o w . D i s c u s s ã o . 
R : Podemos escolher o triedro de referência, de tal 
maneira que o plano dado seja o plano x y , e as 
coordenadas dos pontos A e B sejam respectiva
mente : A ( 0 , 0 , zi) e B (0 , y 2 , z 2 ) . Então, se as 
coordenadas do centro forem C i x , y , z ) , as do 
ponto de tangencia serão evidentemente T ( x , y , 0 ) , 
e as condições do problema, A C = B C = T C , forne
cem as equações: x'-'-fy 2 + ( z — Z j ) 2 = x 2 + ( y — y 2 ) 2 + 
4-(z — z 2 ) 2 = z 2 , donde as equações do lugar geomè-

( _ yA , \ 1 _ Z J + Z J ^ 

tricô : 
+ (z 2 - = 0 

2 y " * " v 2 
2z,z = x 2 + y 5 + z?. 

O lugar é uma cónica, assente num plano U . Se 
um dos pontos, seja A , pertence ao plano w, é 
Z i = 0 , a projecção da cónica no plano x y reduz-se 
a uma circunferência de raio nulo e o lugar geo
métrico redus-se à intersecção do eixo dos zz com n , 

de coordenadas P 0 , 0 , 
2 z 2 

Se os pontos A 
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e B pertencem ambos ao plano «, o problema ê ma
nifestamente impossível no campo real. O lugar 
reduz-se aos dois pontos imaginários conjugados. 

de coordenadas. y?> y2 , 
— — , — , O ) . E claro que se 

as cotas dos pontos forem de sinais contrários a 
solução é também imaginária. Se as cotas forem 
iguais, Z | = z, , o lugar é uma parábola assente no 
plano y = y»/2 e de eixo paralelo ao eixo dos z z . 
Se y j = 0 teremos uma circunferência assente num 
plano de cota constante, igual à média aritmética 
das cotas de A e B , e de raio igual à média geo
métrica das mesmas cotas. 

S o l u ç ã o de R u i Verd ia l ( P ô r t o ) . 

A s o l u ç ã o e s t á certa , enibora p a d e ç a de certos defeitos 
que passamos a enumerar, porque alguns d ê l e s s ã o de f á c i l 
emenda. 

1. A d i s c u s s ã o n ã o e s t á arrumada, de forma que o leitor 
possa, sem ter o trabalho de refazer ê l e p r ó p r i o a s o l u ç ã o , 
ver i f i car que foram cons ideradas t ô d a s as h i p ó t e s e s pos 
s í v e i s . 

2. Na d i s c u s s ã o misturam-se as s o l u ç õ e s rea i s e as i m a 
g i n á r i a s , cons iderando es tas ú l t i m a s s ó quando n ã o as há 
rea is , o que é mau m é t o d o : ou se cons ideram sempre ou 
nunca se cons ideram. 

3. O Autor nem sempre levou t ã o longe quanto s er ia para 
dese jar a i n t e r p r e t a ç ã o g e o m é t r i c a dos resultados a n a l í t i 
cos que obteve. 

A p r o p ó s i t o queremos observar que em problemas de 
geometria elementar, como ê s t e , é sempre p r e f e r í v e l uma 
s o l u ç ã o g e o m é t r i c a a uma s o l u ç ã o a n a l í t i c a . Pena é que a 
geometria s i n t é t i c a s e j a uma disc ip l ina que n ã o se estuda 
(ou se estuda mal, imperfeitamente pendurada dos dados 
a n a l í t i c o s ) nas nossas univers idades , dando como resultado 
que os nossos l i cenc iados s ã o incapazes de a ens inar nos 
l i c eus , de forma que n i n g u é m a sabe em parte nenhuma. A 
fuga para os m é t o d o s a n a l í t i c o s , que dai resul ta , t ira ao 
r a c i o c í n i o m a t e m á t i c o grande parte da sua originalidade e 
da sua f inura, transformando-o no s imples jogo mais ou 
menos a u t o m á t i c o , mais ou menos hábi l , de algoritmos sem 
d ú v i d a complexos e elegantes, mas cujo d o m í n i o n ã o é 
s e n ã o uma parte da cultura m a t e m á t i c a . 

V e j a - s e a ê s t e respeito a e l e g â n c i a da seguinte s o l u ç ã o 
do mesmo problema ( S . Vatriquant, Bruxe las ) : 

Seja M o ponto de intersecção da recta A B com o 
plano M e T o ponto de contacto da esfera com <•>. Será 
então M A . M B = M T ' — const . O lugar de T é uma cir
cunferência do plano <•>, com centro M . A perpendicular 
a a em T passa pelo centro C da esfera; êsse centro 
está no plano P, perpendicular a A B no seu ponto mé
dio. O lugar do centro C é pois a elipse secção por 0 da 
superfície cilíndrica de revolução cuja directriz é o 
lugar de T . 

Se A B é paralela a <>>, o ponto M está no infinito, o 
lugar de T ê uma recta, o de C uma parábola, etc. 

M á r i o de Alenquer 

1190 — M o s t r e q u e o s 6 p l a n o s p e r p e n d i c u l a r e s 
à s 6 a r e s t a s d u m t e t r a e d r o p a s s a n d o p e l o s m e i o s 
d a s p r o j e c ç õ e s d a s m e s m a s a r e s t a s s ò b r e u m 
m e s m o p l a n o t ê m u m p o n t o c o m u m . R : Sejam 

V ) , V 2 , V 3 , V 4 os vértices do tetraedro, V , , V i , V á . 
V 4 as suas projecções sobre um plano a e lljj o plano, 
nas condições do enunciado, relativo à aresta V [ V ( . 
Os planos 11 r cortam-se segundo uma 

recta, p 4 , perpendicular à face V, , V 2 , V, e pas
sando pelo centro do circulo circunscrito a V J , 
V j , V á , por: 1) a intersecção de dois quaisquer 
dos planos ( n , 5 , n ) 3 , por exemplo) ser perpendi
cular à face V , , V 2 , V 3 ; 2) os traços de n , 2 , l l 1 3 , n 2 3 

em m serem as mediatrizes dos lados do triângulo 
V | , V 2 , V 3 . Pela mesma razão n 1 2 , n u , n 2 4 inter-
sectam-se segundo uma recta p 3 concorrente com 
p 4 , visto p 3 e p 4 serem complanas e não poderem 
ser paralelas em virtude da não coplanaridade dos 
pontos V, , V, , V 3 , V i . Os planos n 2 3 , n.,4,11 

:i4 cor
tam-se segundo uma recta p j que passa pelo ponto 
de encontro de p 3 e p 4 , visto ser a intersecção de 
11S4 e 1123 . Portanto os planos n , 2 , n f 3 , I l 1 4 , Ï I 2 3 , n , , e 
n 3 4 passam por um mesmo ponto como pretendia 
provar-se. 

S o l u ç ã o de J o s é Morgado ( P ô r t o ) . 
1192 — A c h e a e q u a ç ã o g e r a l das s u p e r f í c i e s 

ta is que : se p o r u m p o n t o M d u m a delas se t i r a 
a n o r m a l MN a t é ao p l a n o Oxy , o c o m p r i m e n t o 
MN é i g u a l a ON. R : As equações da normal, 
X - x Y - y Z - z 

= = fornecem as coordenadas de 
p q - 1 

N , fazendo Z = 0 , X i = x + p z , Y j = y + qz e Z 4 = 0 . 
E então : 
M ^ H X i - x f - K Y i - y ^ + i Z j - z ^ p ' ^ + q ^ + z 2 , 

C ^ 2 = X f + Y ? + Z ? = ( x 2 + 2 p x z + p 2 z 2 ) + ( y 2 + 2 q y z + 

+ q 2 z 5 ) . Õ N 2 - M N 2 = x 2 + y 2 - z 2 + 2 p x z + 2 q y z = 0 , 

d x _ d y _ dz donde 

2xz 

primeiro Q 

2 Y / z 2 — x 2 

y 
X 

- y -
e daqui o integral 

Escrevendo as equações com 

outra forma : 

2 x d x _ 2 y d y 

2 x 2 2y? 

2zdz 2 x d x + 2 y d y + 2zdz 

x v + y ' - ' + z 2 

d x d u 
e pondo x 2 + y 2 + z 2 = u temos: — = — donde o 

x u 

novo integral primeiro Cz = — = 
x 2 + y 2 + z 2 

A equação geral pedida será : 

S o l u ç ã o de R u i V e r d i a l ( P ô r t o ) . 

x x 
x 2 + y 2 - r z 2 

Nota — A « G a z e t a de M a t e m á t i c a » s ó publ ica a s o l u ç ã o 
de problemas insertos na s e c ç ã o Problemas Propostos, a 
n ã o ser quando pela sua originalidade ou qualquer outro 
facto m e r e ç a m ser publicados. Dentre as s o l u ç õ e s receb i 
das esco lhe as melhores mencionando t ô d a s as outras que 
sejam correctas . 

— No p r ó x i m o n ú m e r o s e r ã o cons ideradas em espec ia l 
as M a t e m á t i c a s E lementares . 
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B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
S e c ç ã o s c a r g o d e J. da Silva Paulo 

6 — E S T É V E H . et M I T A U L T R . + A r i t h m é 
tique d é c i m a l e — c o n f o r m e o p r o g r a m a da Classe 
d e M a t e m á t i c a s . I v o l . in -16 ( 1 8 x 1 3 ) de V I — 1 2 6 
pgs. ; p r e ç o 18 f r s . ; G a u t h i e r V i l l a r s . Pa r i s 1939. 

Os do i s au tores , b e m c o n h e c i d o s p o r n u m e r o 
sas p u b l i c a ç õ e s s ô b r e o ens ino s e c u n d á r i o , d e r a m 
a ê s t e m a n u a l o t í t u l o de « A r i t m é t i c a d e c i m a l » , 
pa ra r e s u m i r a i d e i a f u n d a m e n t a l da pedagogia 
q u e e x p õ e m : a p r o x i m a r - s e o ma i s p o s s í v e l d u m 
e n s i n o l ó g i c o e m r e l a ç ã o es t r e i t a c o m o concre to -

O n o v o p r o g r a m a da Classe de S i x i è m e é ca ra 
c t e r i z a d o p e l o e m p r ê g o dos n ú m e r o s d e c i m a i s 
e m l i g a ç ã o c o m a m e d i d a das grandesas . 

Os au to res n ã o t e m o u t r a a m b i ç ã o na ú l t i m a 
classe do e n s i n o s e c u n d á r i o . 

O n ú m e r o d e c i m a l , m e d i d a d u m a grandeza , c o n 
duz à n o ç ã o q u á s i i m e d i a t a , p o r a p r o x i m a ç ã o 
i l i m i t a d a , d u m n ú m e r o d e c i m a l genera l i zado , pa
r a l e l o à n o ç ã o de s e g m e n t o de r ec ta q u e r este seg
m e n t o se ja c o m e n s u r á v e l ou n ã o c o m a un idade 
d e c o m p r i m e n t o . 

S e m p r e c o m o m e s m o e s p í r i t o , r e cusa ram-se 
a s epa ra r a A r i t m é t i c a das ou t ras par tes da m a t e 
m á t i c a e n ã o h e s i t a m e m r e c o r r e r à Á l g e b r a , à 
G e o m e t r i a , à T e o r i a dos V e c t o r e s e m e s m o à A n á 
l i se s e m p r e que i sso possa t r a z e r q u a l q u e r s i m 
p l i f i c a ç ã o . 

D e c i d i r a m - s e os au tores a p u b l i c a r ê s t e l i v r o 
depo i s de d e m o r a d o es tudo da e x p o s i ç ã o c r i t i c a 
de H . L e b e s g u e s ô b r e a M e d i d a das grandezas . 

(Duma n o t í c i a de A . Buhl (Toulouse) publicada 
em L ' E n s e i g n e m e n t M a t h é m a t i q u e , Vol . 38). 

7 — G A R C I A , ANTÓNIO PAREI.LADA — G r á f i c o s y 
Nomogramas — ( X I I + 111 p á g . ) — Dossa t , e d i t o r 
— M a d r i d . 

A n o m o g r a f i a , c r e a ç ã o o r i g i n a l d o i l u s t r e m a t e 
m á t i c o f r a n c ê s M . d 'Ocagne, t e m , c o m o é sab ido , 
u m v a s t í s s i m o c a m p o de a p l i c a ç ã o . A sua u t i l i 
dade é n o t ó r i a pa ra q u e m se d e d i q u e a t r aba lhos 
t é c n i c o s da m a i s d i v e r s a í n d o l e . P o r isso, esta 
o b r a do sr . Pa re l l ada , e sc r i t a c o m a d m i r á v e l c l a -
resa e g r a n d e n ú m e r o de e x e r c í c i o s , d e v e p re s t a r 
s e r v i ç o s v a l i o s o s a t o d o a q u ê l e que q u e i r a desen-
v o l v e r - s e n o m a n e j o e c o n s t r u ç ã o de n o m o g r a 
mas . O s g r á f i c o s de p o n t o s a l i nhados , de l i n h a s 
cotadas , e m coordenadas t r i l i n e a r e s , e m c o o r d e 
nadas t angenc ia i s e m u i t o s o u t r o s , s ã o e x p o s t o s 
de m a n e i r a f á c i l e d i d á t i c a , c i n g i n d o - s e o a u t o r 
ao p r o g r a m a de a d m i s s ã o à A c a d e m i a G e r a l M i 

l i t a r e à s Escolas de E n g e n h e i r o s . O ú l t i m o c a p i 

t u l o da o b r a é ded i cado ao es tudo das f u n ç õ e s 
p e r i ó d i c a s s i nuso ida i s e t a m b é m a q u i a c la reza 
e c o n c i s ã o s ã o b e m pa ten tes . 

( G . D. da rev is ta « E u c l i d e s » ) 

8 — R I O S , SIXTO — Conferenc ias sobre a teoria 
de la Integral e x p l i c a d a en la c á t e d r a de la « F u n -
d a c i o n Conde de C a r t a g e n a » , de la Real A c a d e m i a 
de C i ê n c i a s , y redac tadas p o r A . R o d r i g u e z S a n -
j u á n , p r o f e s o r a y u d a n t e de la F a c u l t a d de C i ê n 
c ia de l a U n i v e r s i d a d C e n t r a l . ( E n l i t o g r a f i a ) . 

O j o v e m c a t e d r á t i c o da U n i v e r s i d a d e de V a 
l ê n c i a , d o u t o r S i x t o R i o s , p r o f e r i u u m a s c o n 
f e r ê n c i a s s ô b r e a « T e o r i a do I n t e g r a l » na A c a 
d e m i a de C i ê n c i a s de M a d r i d d u r a n t e o c u r s o pas
sado, que a p a r e c e m agora co l ig idas c o m u m a c l a -
resa a d m i r á v e l p e l o d r . S a n j u á n , p r o f e s s o r a d j u n t o 
da U n i v e r s i d a d e C e n t r a l . A s t r ê s p r i m e i r a s l i ç õ e s 
s ã o ded icadas à t e o r i a dos c o n j u n t o s , passando 
i m e d i a t a m e n t e ao i n t e g r a l de L e b e s g u e , suas p r o 
p r i edades e i n t e r p r e t a ç ã o g e o m é t r i c a . E s t u d a m - s e 
a s egu i r os i n t e g r a i s de D e n j o y , P e r r o n e S t i e l t j e s , 
c o n c l u i n d o c o m u m a m a g n í f i c a l i ç ã o s ô b r e a i n t e 
g r a ç ã o e m e s p a ç o s abs t ra tos , p a r t i n d o dos c o n 
ce i tos i n t r o d u z i d o s pe lo g e n i a l m a t e m á t i c o M a u 
r i c e F r e c h e t . 

N o f i m de cada c a p í t u l o i n c l u e m - s e no tas e 
e x e r c í c i o s q u e c o n t r i b u e m p a r a a m e l h o r c o m 
p r e e n s ã o das q u e s t õ e s t r a tadas a n t e r i o r m e n t e o u 
p a r a a m p l i a r conce i tos conhec idos . U m a selecta 
b i b l i o g r a f i a v a l o r i z a estas c o n f e r ê n c i a s , que c o n 
f i r m a m o sr. R i o s c o m o u m dos m a i s n o t á v e i s 
v a l o r e s da n o v a g e r a ç ã o m a t e m á t i c a e spanho la . 

(Q. D. da rev is ta « E u c l i d e s » ) 

9 — B I R K H O F F , G A R R E T T AND M A C L A N E , 
SAUNDERS. — A Survey of Modern Algebra , M a c m i l -
l a n C o m p a n y . N e w - Y o r k . 1 9 4 1 - X I + 45O p á g . $3.75. 

T r a t a ê s t e l i v r o da á l g e b r a m o d e r n a q u e p a r t i 
c u l a r m e n t e in t e res sa aos p r i m e i r o s anos da U n i 
v e r s i d a d e . U m a d m i r á v e l aspec to d ê s t e l i v r o é o 
a l to p o n t o de v i s t a e m q u e se co loca . Es t abe l ece 
con tac to c o m m u i t o s r a m o s da m a t e m á t i c a e pode 
p o r isso s e r v i r c o m o i n t r o d u ç ã o ao es tudo de t ô d a a 
m a t e m á t i c a m o d e r n a . A s s i m , t e m u m cu idadoso 
d e s e n v o l v i m e n t o do es tudo dos n ú m e r o s rea i s , i n 
c l u i n d o a n o ç ã o de c o r t e de D e d e k i n d , es tuda a t eo 
r i a dos c o n j u n t o s c o m o c o n c e i t o de o r d e m , e a 
d i s c u s s ã o de n u m e r a b i l i d a d e e n ú m e r o c a r d i n a l . 
N o es tudo das m a t r i z e s e das f o r m a s q u a d r á t i c a s 
é enca rado o p o n t o de v i s t a g e o m é t r i c o . E s t a b e -
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lece também contacto com o campo da lógica 
matemática no capitulo da álgebra das classes e 
com as idéias da topologia na demonstração do 
teorema fundamental da álgebra. O Índice é o 
seguinte : 

I, Os inteiros. II , Números racionais e corpos. 
I I I , Números reais. IV , Pol inómios. V, Números 
complexos. V I , Teoria dos grupos. VII , Vectores 
« espaço vectorial. V I I I , A Álgebra das matrizes. 
I X , Grupos lineares. X , Determinantes. X I , Á lge 
bra das classes. X I I , Transfinito aritmético. X I I I , 
Ané i s e ideais. X I V , Corpos de números algébri
cos. X V , Teoria de Galois. Como se pode avaliar 
por êste esbôço, os sistemas concretos com os 
<]uais o estudante está familiarizado, são estuda
dos em primeiro lugar, apresentando as suas pro
priedades como axiomas, encaminhando-se assim 
o estudo para a definição axiomática dos mais 
importantes sistemas algébricos abstratos. Isto é 
feito com muita ciência, ao mesmo tempo que 
grande número de excelentes exercícios habilita 
o aluno a tomar melhor conhecimento da teoria. 
Existe um largo espaço entre o primeiro capitulo 
preenchido com as propriedades elementares dos 
números inteiros e o último em que se prova a 
não resolubilidade da equação do quinto grau por 
meio de radicais. Podemos afirmar, no entantOi 
que o aluno que seguir os capítulos intermediá
rios atingirá a maturidade necessária para se 
embrenhar nos meandros da teoria de Galois. A 
mais séria crítica que se pode fazer ao livro e 
que é bem pequena, é que a teoria dos determi
nantes é desenvolvida somente a partir das matri
zes com elementos num corpo. Por causa das 
aplicações, crêmos, que teria valido a pena tratar 
•o caso geral no qual os elementos pertencem a 
um anel comutativo. O livro está escrito num 
estilo claro e, parece-nos, sem erros. 

(De N. Jacobson. em ^Mathematical Reviews', 
vol. 5, n.» 4). 

10 — B O U R B A K I , N.—Éléments de mathémat i 
q u e . Part. I. Les structures fondamentales de l'ana
lyse. L ivre I . Théorie des ensembles (fascicule de 
résultas). Actual. Sci. Ind. n.° 846. Hermann & 
Cie., Paris 1939. VIII+51 pgs. 

Bourbaki é um escritor de um grupo de jovens 
matemáticos franceses que estão publicando um 
trabalho enciclopédico sôbre os mais modernos 
ramos da matemática. Êste livro trata da teoria 
dos conjuntos e é somente um resumo do volume 
pròpriamente dito. Propõe-se dar ao leitor inte
ressado em um dos volumes seguintes a neces
sária preparação da teoria dos conjuntos sem 
perder agora tempo com uma introdução axiomá

tica rigorosa e com as demonstrações; mas o 
assunto é disposto de tal modo que muitas das 
demonstrações podem fàcilmente ser completa
das. O índice contém: 

1, Elementos e partes de um conjunto; 2, Fun
ções ; 3, Produto de vários conjuntos ; 4, Soma, 
intersecção e produto duma família de conjuntos; 
5, Relações de equivalência, conjunto cociente ; 
6, Conjuntos ordenados; 7, Potência, conjuntos 
numeráveis ; 8, Escadas de conjuntos e estru
turas. A última secção apresenta um método inte
ressante para tratar as estruturas, tais como 
ordem, topologia, grupo, anel, etc., numa base 
geral e dando conceitos como isomorfismo defi
nido com a máxima generalidade. O método dos 
conjuntos parcialmente ordenados é bem acen
tuado e bem posta em evidência a importância 
do lema de Zorn. 

(De S. Eilenberg, em «Mathematical Reviews», 
vol. 5, n. 2). 

11 — B O U R B A K I , N .—Éléments de mathémati
que—Part L L e s strutures fondamentales de l'ana
lyse. Livre III . Topologie générale. Chapitres I 
et I I , Actual. Sci. Ind. n.° 858. Hermann & Cie. 
Paris. 1940. V I I I + 132+ 11 pgs. 

O primeiro capítulo intitulado «Estruturas topo
lógicas» é dedicado ao estudo da topologia nos 
espaços de Hausdorff. A discussão é baseada no 
conceito de filtro. Uma família, não vasia, F, de 
sub-conjuntos do conjunto X, é chamado um filtro 
se: (1) todo o conjunto contendo um conjunto de 
F pertence a F; (2) a intersecção de dois conjun
tos de F pertence a F ; (3) o conjunto vasio não 
pertence a F. O filtro F converge para x se cada 
vizinhança de x contém um conjunto de F. 
Usando êste conceito de convergência estabele-
ce-se uma equivalência completa entre vizinhan
ças, conjuntos abertos e convergência topológica. 
Outros assuntos discutidos no capítulo são: conti
nuidade de transformações, produto, compaci
dade, (significando bicompacidade) e conexão. 

O capitulo segundo é dedicado às estruturas 
uniformes que sao a substituição moderna dos 
espaços métricos. Com o uso dos filtros é apre
sentado um método muito elegante. Os principais 
resultados s ã o : (1) cada espaço uniforme pode 
ser embebido num espaço completo uniforme; 
(2) cada espaço compacto é homeomórfico a um 
espaço uniforme. Ambos os capítulos são segui
dos de notas históricas e contém muitos exercícios 
de variada dificuldade. A s notações e terminolo
gia são rigorosas. 

(De S. Eilenberg, Ann Arbor, Mich., em «Mathe
matical Reviews*, vol. 3, n.° 2). 
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Agros — Boletim dos Estudantes de Agronomia. 
Ano 25, n.° 5 — Setembro-Outubro, 1942. 

Boletin Matemát ico — (Buenos Aires). Revista 
argentina de Matemática. — Ano X V , n . o s 1-2. 

Educação Britânica, de J . E . Hales e outras pu
blicações da Embaixada Britânica em Portugal. 

Eucl ides — (Madrid). Revista de Ciências Exac
tas, Fisico-Quimicas y Naturales. Ano I I (1942), 
n . o s 21 e 22. 

P U B L I C A Ç Õ E S R E C E B I D A S 

Horizonte — Quinzenário cultural. Ano I, n.° 10. 

The National Geograph ica l Magazine (Washin
gton), vol. 81, n.° 3, Março, 1942. 

Revista Politécnica — (São Paulo-Brasil), Ano 
37.», n.° 139, e ano 38.°, n.° 140. 

Técnica — Revista de Engenharia dos Alunos 
do I . S. T . , n.° 133 (Dezembro, 1942). 
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Cada número terá um mínimo de 32 páginas e o preço de Esc. 5$00 

P O N T O S DE E X A M E 

Uma das secções permanentes da Gazeta de Mate
mática é constituída pelos pontos de exame de aptidão 
às universidades e pontos de exame de frequência e 
finais das cadeiras de matemática das escolas superio
res. A distribuição normal destes pontos, pelos diferen
tes números da Gazeta de Matemática é a seguinte: 

Exames de aptidão—N. o S de Março, Maio e Julho. 
1. ° exame de frequência—N.° sde Novembroe Janeiro. 
2. ° exame de frequência— N. o s de Março e Maio. 
Exames finais — N . o s de Maio e Julho. 
Cada um dêstes números poderá publicar e publicará, 

em geral, outros pontos além dos indicados. 
A Gazeta de Matemática nâ"o é um mero arquivo 

de pontos, mas um jornal de cultura matemática. 

C O N D I Ç Õ E S DE A S S I N A T U R A 

A Administração da Gazeta de Matetnática aceita 
assinaturas anuais de cinco números, ao preço de 
Esc. 2o$oo, para o que basta dar a indicação do 
nome, morada, local da cobrança e do número em 
que deve ter início. A assinatura será renovada, auto
maticamente no seu têrmo, salvo aviso prévio em 
contrário. 

Para simplificar o trabalho da cobrança, tôdas as 
assinaturas serSo aceitadas de modo tal que passem a 
ter início com o número de Janeiro de cada ano, pelo 
que a primeira cobrança das assinaturas, com início em 
qualquer outro número, será de Esc. 4$oo, Esc. 8foo, 
Esc. i2$oo e Esc. i6]j$oo, correspondendo a i , 2, 3 ou 4 
números. 

N ÚMEROS A T R A Z A D O S 

Encontram-se completamente esgotados os N . o s 1, 2, 
5, 9 e 10. Os restantes sao ainda vendidos avulsa-
mente ao preço de capa: N.° 3 Esc. 6 Í50 , N.° 4 Esc. 
3foo, N.° 6 Esc. 4$oo, N.° 7 Esc. 6$oo, N.° 8 Esc. 
4 Í 0 0 , N.° 11 Esc. 5$oo, N.° 12 Esc. 5$oo. 

COLECÇÕES C O M P L E T A S 

Com excepção duma pequena reserva que a Admi
nistração da Gazeta de Matemática retirou do 
comércio, estão inteiramente esgotadas as colecçOes 
completas. Encontram-se ainda à venda algumas colec
ções des N . o s 2 a 8, Esc. 35$oo. 

A S S I N E A « G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A » 

concorrerá, assim, para o futuro melhoramento duma revista que não constitui, 
de modo algum, um empreendimento comercial 


