
G A Z E T A 
D E 

M A T E M Á T I CA 
J O R N A L D O S C O N C O R R E N T E S A O E X A M E D E A P T I D Ã O E D O S 

E S T U D A N T E S D E M A T E M Á T I C A D A S E S C O L A S S U P E R I O R E S 

N . ° 15 A N O IV MAIO-1943 

S U M Á R I O 
C o n c e i t o de p o t ê n c i a de c o n j u n t o s , p o r L. Mendonça 

de Albuquerque 

Cur ios idades , p o r Fernando A. de Carvalho Araújo 

E s b o ç o para u m a a l g e b r i z a ç ã o da n o ç ã o de i n t e g r a l , 
p o r C. Carathéodory 

A s t r o n o m i a 
A rotação da Terra e o movimento da Lua, por Manuel 

Peres Júnior 

M o v i m e n t o m a t e m á t i c o 
O «Prémio Nacional Dr. Francisco Gomes Teixeira», 

por António Monteiro 
Centro de Estudos de Matemática do Pôrto 

Sociedade Portuguesa de Matemática 
Sôbre o ensino da matemática na Espanha, por Sixto Rios 

A n t o l o g i a 
EvoluçSo do pensamento matemático, por Beppo Levi 

M a t e m á t i c a s E l e m e n t a r e s 
Pontos de Exames de Aptidão às Escolas Superiores (1942) 

M a t e m á t i c a s S u p e r i o r e s 
Vários pontos de Exames de Freqiiência 

P r o b l e m a s p r o p o s t o s — S o l u ç õ e s r eceb idas 

B o l e t i m b i b l i o g r á f i c o , etc. 

N Ú M E R O A V U L S O : E S C . 5 $ 0 0 

DEPOSITÁRIO : LIVRARIA SÁ DA COSTA / RUA G A R R E T T , 100-102 / LISBOA 



G A Z E T A DE M A T E M Á T I C A 

B. CARAÇA, A. MONTEIRO, J. PAULO, H. RIBEIRO, M. ZALUAR 

E D I T O U E P R O P R I E T Á R I O • A D M I N I S T R A D O R T E S O U R E I R O 

J . da Silva Paulo , Orlando M. Rodrigues M. d'Oliveira Machado 

R E D A C Ç Ã O 

R e d a c t o r p r i n c i p a l Manuel Znliiar 

R e s p o n s á v e i s d e s e c ç õ e s : 

P E D A G O G I A 

A S T R O N O M I A 

M O V I M E N T O M A T E M Á T I C O 

M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R F. S 

P R O B L E M A S 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 

O u t r o s c o m p o n e n t e s : 

E M L I S B O A A. 

C O I M B R A 

P O R T O 

G E N E B R A 

M A D R I D 

R O M A 

Z U R I C H 

Bento Caraça 

Manuel Peres Júnior 

A. Pereira Qomes 

./. Calado- J. J. Rodrigues dos Santos- J. Paulo 

A. Ferreira de Macedo - M. Alenquer 

J. da Silva Paulo 

Monteiro - Fernando Carvalho Araújo - Guida Lami-Luiz Passos 

A. O. Albuquerque 

J. Rios de Sousa - Neves Real - R. Luís Gomes 

A. Sá da Costa 

Sixto Rios Garcia 

J. Ribeiro de Albuquerque - J . Sebastião e Silva - V- Barroso 

Hugo B. RJieiro - Maria do Pilar Ribeiro 

C O O P E R A D O R E S : A. S. Gonçalves - Altino Branco-Álvaro Santos - J . A. Barreira-J. M. Sousa 

Chaves-J. Marujo Lopes-J. Rèmy Freire-J. Oliveira Campos-M. P. Soares Afonso-R. O. Rosa 

C O R R E S P O N D Ê N C I A P A R A : M. Zaluar, Rua Serpa Pinto , 17, 4." esq. — Lisboa 

C O M P O S I Ç Ã O E I M P R E S S Ã O : Soc. Ind. de Tipografia, Rua Almiran te Pessanha, 5 — Lisboa 



A N O I V -M.» is GAZETA DE MATEMÁTICA M A I O - 1 9 4 3 
REDACTOR PRINCIPAL; M. Zaluar • EDITOR: / . da Silva Paulo • ADMINISTRADOR: O . A f . Rodrigues 

Composto e impresso na Sociedade Industrial de Tipografia* Rua Almirante Pessanha, 5 (ao Carmo]* Lisboa 

Conceito de potência de conjuntos 
p o r L. M e n d o n ç a de Albuquerque 

1. — D i z - s e q u e u m a f u n ç ã o 9 es tabelece u m a 
c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n l v o c a e n t r e os e l e m e n t o s de 
d o i s c o n j u n t o s E e F , e esc reve-se E=<f(F), 
q u a n d o : 

1 . ° — A t o d o o e l e m e n t o p e E ( p e r t e n c e n t e a E) 
a f u n ç ã o tp f a z c o r r e s p o n d e r u m e u m s ó e l e m e n t o 
q e F; e 

2. ° — A q u a l q u e r dos e l e m e n t o s de F c o r r e s 
p o n d e u m ú n i c o e l e m e n t o de E . 

Exemplos : 
I — E x i s t e u m a c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n l v o c a e n t r e 

« q u a i s q u e r n ú m e r o s i n t e i r o s c o n s e c u t i v o s e as 
n r a í z e s d i s t i n t a s da e q u a ç ã o b i n ó m i a x"—1=0. 

I I — A f u n ç ã o y = a~*~^x es tabe lece u m a c o r -
1 + x 

r e s p o n d ê n c i a b i u n l v o c a e n t r e os n ú m e r o s r e a i s 
d o i n t e r v a l o ( o ,b) e os n ú m e r o s r e a i s do i n t e r 
v a l o ( 0 , 0 0 ) . 

A s c o r r e s p o n d ê n c i a s b i u n í v o c a s gozam das se
g u i n t e s p r o p r i e d a d e s ( e n t r e o u t r a s ) : 

I — F o r m a m u m g r u p o . I s t o é : 
a) Se E=y(F) é u m a c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n l 

voca , a c o r r e s p o n d ê n c i a i n v e r s a F=y~' (E) é da 
m e s m a n a t u r e z a . 

b) Se E = ( f ( F ) e F=^(G) s ã o c o r r e s p o n d ê n c i a s 
b i u n í v o c a s , o p r o d u t o E=<? [ 1 ( G ) ] é u m a c o r r e s 
p o n d ê n c i a da m e s m a na tu reza . 

I I — Se E c F ( q u e r e d i ze r , se E é u m s u b - c o n -
j u n t o de F ) t a m b é m 9 (E) <= tp ( F ) . 

2 . — Teorema de Caníor-Bernstein. Se <p e 4/ s ã o 
duas c o r r e s p o n d ê n c i a s b i u n í v o c a s ta is que , s endo 
E\cF e Fi<=F se t e m ^ { E ^ F e <b(Fi)=E, 
ex is te , nesse caso, u m a c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n l 
v o c a e n t r e E e F . 

( A d e m o n s t r a ç ã o d ê s t e t e o r e m a encont ra - se , 
p o r e x e m p l o , e m B o r e l , L e ç o n s s u r l a t h é o r i e des 
f o n c t i o n s , p á g . 104). 

3 . — Potência. Q u a n d o e n t r e os e l e m e n t o s d e 
do i s c o n j u n t o s E e F se p o d e e s t abe lece r u m a 
c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n l v o c a , d iz - se q u e os c o n j u n 
tos t ê m a m e s m a p o t ê n c i a ( s ã o e q u i p o t e n t e s ) e 

escreve-se E=F. 

Exemplos : 

I — O c o n j u n t o de n q u a i s q u e r n ú m e r o s i n t e i 
r o s c o n s e c u t i v o s e o c o n j u n t o das ra izes d i s t i n t a s 
da e q u a ç ã o . r " — 1 = 0 s ã o e q u i p o t e n t e s . 

Nota — A d e f i n i ç ã o d e c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n l 
v o c a i m p l i c a a i g u a l d a d e d o n ú m e r o de e l e m e n 
tos p a r a c o n j u n t o s f i n i t o s e q u i p o t e n t e s . É o q u e 
se e v i d e n c i a n o e x e m p l o p r e c e d e n t e . 

I I — O c o n j u n t o ( x ) dos n ú m e r o s i n t e i r o s p o s i 
t i v o s é e q u i p o t e n t e ao c o n j u n t o ( y ) dos n ú m e r o s 
pa res e p o s i t i v o s . P o d e es tabe lecer - se e n t r e ê l e s 
a c o r r e s p o n d ê n c i a y = 2x, q u e é b i u n l v o c a . 

I I I — T ê m a m e s m a p o t ê n c i a o c o n j u n t o dos 
n ú m e r o s r ea i s dos i n t e r v a l o s (a , b) e ( 0 , 00). I s so 
r e s u l t a da c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n l v o c a es tabe lec ida 

1 1 - a + bx 
pe l a r e l a ç ã o y = • 

1+x 

4 . — Comparação de potências. O s e x e m p l o s 
p r e c e d e n t e s e s t abe l ecem a i g u a l d a d e de p o t ê n c i a s 
de do i s c o n j u n t o s e m casos e m q u e a d e t e r m i n a 
ç ã o da c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n l v o c a e n t r e os seus 
e l e m e n t o s é e x t r a o r d i n á r i a m e n t e s i m p l e s . N e m 
todos os casos o f e r e c e m p o r é m esta s i m p l i c i d a d e . 
É m u i t a s vezes n e c e s s á r i o r e l a c i o n a r c o m os c o n 
j u n t o s dados os seus s u b - c o n j u n t o s . A s s i m , se 
f o r e m dados os c o n j u n t o s E e F, p o d e m a p r e s e n -
tar-se os q u a t r o casos segu in tes : ( B o r e l , o b . c i t . , 
p á g . 103 e A p p e r t , P r o p r i é t é s des e n s e m b l e s abs 
t r a i t s les p l u s g é n é r a u x , t o m o I I , p á g . 55) 

l . ° — E x i s t e u m a c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n l v o c a 
F=<?(Ei) e n t r e u m s u b - c o n j u n t o EicE e F , e 
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u m a c o r r e s p o n d ê n c i a da m e s m a n a t u r e z a E=$ (F±) 
e n t r e E e u m s u b - c o n j u n t o JPj c F ' . 

E n t ã o p e l o t e o r e m a de C a n t o r - B e r n s t e i n , é p o s 
s í v e l es tabe lecer u m a c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n l v o c a 
£ T = « ( F ) e n t r e os c o n j u n t o s dados q u e s ã o , p o r 
t a n t o , e q u i p o t e n t e s . 

2. ° — E x i s t e u m a c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n l v o c a 
F=<p(E{) e n t r e u m s u b - c o n j u n t o E^cE e F 
mas n ã o ex i s t e q u a l q u e r r e l a ç ã o da m e s m a n a t u 
reza e n t r e u m dos s u b - c o n j u n t o s de F e E . D i z -
-se e n t ã o q u e a p o t ê n c i a do c o n j u n t o E é s u p e 
r i o r à de F e escreve-se E> F . D e v e no ta r - se 
q u e esta d e f i n i ç ã o d e i x a e n t r e v e r a p o s s i b i l i d a d e 
d e esca lonar as p o t ê n c i a s dos c o n j u n t o s n u m a 
s u c e s s ã o c rescen te de t i p o s . 

3. ° — P o d e c o n c l u i r - s e que E <^F q u a n d o , a n à -
l o g a m e n t e , se es tabelece u m a c o r r e s p o n d ê n c i a 
do m e s m o g é n e r o e n t r e u m dos s u b - c o n j u n t o s 
f ( c F e £ . 

Exemplo : 

S e j a E o c o n j u n t o dos n ú m e r o s r ea i s p o s i t i v o s 
e F o c o n j u n t o das r a í z e s p o s i t i v a s da e q u a ç ã o 
mcosx—p=0 (p < w e r e a i s ) . É e v i d e n t e q u e 

É >F. 
4. ° — N ã o ex i s t e q u a l q u e r c o r r e s p o n d ê n c i a b i u 

n l v o c a e n t r e q u a l q u e r dos s u b - c o n j u n t o s E^cE 
e F, p o r u m lado , e F^c F e E , p o r o u t r o . 

5. — Conjuntos ordenados e bem ordenados. D i z -
-se q u e u m c o n j u n t o E de e l e m e n t o s (p) é o r d e 
nado q u a n d o , q u a i s q u e r q u e s e j a m os e l e m e n t o s 
pi e E e pz e E ex i s t e e n t r e ê l e s u m a d e p e n d ê n c i a 
pe l a q u a l se p o d e a f i r m a r u m a das r e l a ç õ e s p\ 
p r e c e d e pz o u pz p r e c e d e pi q u e obedece à s p r o 
p r i e d a d e s a s s i m é t r i c a (se pi p r e c e d e pz-^Pz an t e 
cede pi) e t r a n s i t i v a (se pi p r e c e d e pz e pz p r e 
cede p3 -* pi p r e c e d e pi). 

S e e n t r e os e l e m e n t o s d u m c o n j u n t o o r d e n a d o E 
e x i s t e u m , po, q u e p r e c e d e todos os ou t ro s , d iz-se 
q u e p0— é o p r i m e i r o e l e m e n t o de E . 

Se todos os s u b - c o n j u n t o s de E c o n t ê m u m 
p r i m e i r o e l e m e n t o , E é u m c o n j u n t o b e m o r d e 
n a d o . 

Axioma de Zermelo. — C o n s i d e r e m o s o c o n 
j u n t o F de c o n j u n t o s E n ã o vaz ios e s e m e l e m e n 
tos c o m u n s do i s a do i s ; ex i s t e pe lo m e n o s u m 
c o n j u n t o q u e c o n t é m u m e u m s ó e l e m e n t o de 
cada c o n j u n t o E . 

Se a d m i t i r m o s ê s t e a x i o m a , p o d e r e m o s d e m o n s 
t r a r o 

Teorema d« Zermelo. — T o d o o c o n j u n t o p o d e 
se r b e m o r d e n a d o , d u m p o n t o de v i s t a i d e a l . 

Q u e r e d i z e r : s e m q u e se garan ta a p o s s i b i l i d a d e 
e f e c t i v a de d e t e r m i n a r u m a o r d e m . ( P a r a d e m o n s 
t r a ç ã o , v e j a - s e S i e r p i n s k i . L é ç o n s s u r les n o m 
b r e s t r a n s f i n i s , p á g . 231). 

6. — A tricotomia. O 4.° caso d o p a r á g r a f o 4 
sugere , n a t u r a l m e n t e , u m a p r e g u n t a : q u a l é a 
r e l a ç ã o e n t r e as p o t ê n c i a s dos c o n j u n t o s E e F 
q u a n d o se v e r i f i c a essa h i p ó t e s e ? 

Para B o r e l , e o u t r o s , o f a c t o de se v e r i f i c a r a 
4 . a h i p ó t e s e apenas i n d i c a que a c o m p a r a ç ã o das 
p o t ê n c i a s dos c o n j u n t o s E e F é i m p o s s í v e l . 

Pe lo c o n t r á r i o , S i e r p i n s k i , A p p e r t , etc., a c e i 
t ando o a x i o m a de Z e r m e l o q u e os p r i m e i r o s 
r e p u d i a m , p o d e m d e m o n s t r a r o t e o r e m a de H a r -
togs . Ê s s e t e o r e m a d e m o n s t r a ( S i e r p i n s k i , o b . 
c i t . , p á g . 228) que , dados do i s c o n j u n t o s q u a i s q u e r , 
apenas se p o d e m es tabe lecer e n t r e ê l e s e os seus 
s u b - c o n j u n t o s as r e l a ç õ e s a q u e se r e f e r e m os 
t r ê s p r i m e i r o s casos. A i m p o s s i b i l i d a d e do q u a r t o 
caso chama-se t r i c o t o m i a . 

N ã o nos é p o s s í v e l i r m a i s l o n g e na e x i g u i d a d e 
d u m a n o t a desta Í n d o l e ; mas d e v e ass inalar-se , 
e n t r e t a n t o , q u e m u i t o s r e su l t ados t ê m s ido o b t i 
dos c o m base n o a x i o m a de Z e r m e l o e c o n f i r m a 
dos d e p o i s p o r d e s e n v o l v i m e n t o s q u e o r e g e i t a m . 
Pa ra m a i s e s c l a r e c i m e n t o s e de ta lhes p o d e le r - se 
c o m p r o v e i t o : B o r e l , o b . c i t . , ( p u b l i c a , e m a p ê n 
d ice , c i n c o car tas m u i t o in t e re s san tes s ô b r e o 
assunto) ; S i e r p i n s k i , o b . c i t . , cap . V I ; Dugas , 
Es sa i su r l ' i n c o m p r é h e n s i o n m a t h é m a t i q u e . 

7 . — Escala de tipos de potência. D i s s e m o s n o 
p a r á g r a f o 4, a p r o p ó s i t o do s egundo caso, q u e se 
e n t r e v i a a p o s s i b i l i d a d e de esca lonar as p o t ê n c i a s 
dos c o n j u n t o s . 

Pa ra c o n c l u s ã o desta p e q u e n a n o t í c i a , q u e r e m o s 
m o s t r a r q u e a escala das p o t ê n c i a s f i c a b e m d e 
t e r m i n a d a . E o q u e c l a r a m e n t e e v i d e n c i a m os d o i s 
t e o r e m a s segu in tes : 

Teorema I— O c o n j u n t o de todos os s u b - c o n 
j u n t o s d u m c o n j u n t o dado E ( n ã o v a z i o ) t e m u m a 
p o t ê n c i a s u p e r i o r à do c o n j u n t o E . ( S i e r p i n s k i , 
ob . c i t . , p á g . 84). 

Teorema I I — D a d a u m a f a m í l i a de c o n j u n t o s E 
q u a i s q u e r , ex i s t e s e m p r e u m c o n j u n t o E dessa 
f a m í l i a de p o t ê n c i a i n f e r i o r à de t o d o s os o u t r o s . 
( S i e r p i n s k i , o p . c i t . , p á g . 214 e A p p e r t , o p . c i t . , 
t o m o I I , p á g . 57). 

Q u e r e d i z e r : u m a vez f i x a d a a p o t ê n c i a N ( 

d u m c o n j u n t o E e x i s t e m s e m p r e c o n j u n t o s F d e 
p o t ê n c i a X„ > N ; ; ( T e o r e m a I ) ; e e n t r e t o d o s os 
c o n j u n t o s nessas c o n d i ç õ e s h á u m de p o t ê n c i a 

m e n o r q u e a de todos os o u t r o s . 
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Curiosidades 
por Fernando A. de Carvalho Araújo 

U m v e l h o amigo , b i b l i ó f i l o i n v e t e r a d o , p e r s i s 
t en t e e i n f a t i g á v e l p e s q u i z a d o r de v e l h a r i a s , o f e -
r e c e u - m e h á p o u c o m a i s de u m m ê s u m e x e m p l a r 
p r e c i o s o e e m p e r f e i t o estado de c o n s e r v a ç ã o — 
t r ê s macissos v o l u m e s encade rnados e m boa e 
l e g i t i m a c a r n e i r a — i n t i t u l a d o « E n c y c l o p é d i e M é 
t h o d i q u e — M a t h é m a t i q u e s — P a r M M . D ' A l e m b e r t , 
L ' A b b é Bossu t , D e L a L a n d e , l e M a r q u i s de C o n -
dorce t , & c . . . — A Par i s , chez P a n c k o u c k e , L i b r a i r e 
H ô t e l de T h o u , r u e des P o i t e v i n s ; A L i è g e , Chez 
P l o m t e u x , I m p r i m e u r des E t a t s — M D C C L X X X I V 
— A v e c A p p r o b a t i o n , et P r i v i l è g e d u R o i » . C o l a 
b o r a m nes ta o b r a , a l é m dos j á c i t ados , M . J e a n 
B e r n o u l l i , M . D a r g e n v i l l e , M . D i d e r o t e o u t r o s , 
c o n s t i t u i n d o os do i s p r i m e i r o s v o l u m e s e p a r t e 
d o t e r c e i r o u m d i c i o n á r i o de m a t e m á t i c a s e n q u a n t o 
m a i s d e m e t a d e do ú l t i m o é p r e e n c h i d a c o m u m 
d i c i o n á r i o de j o g o s . 

A l e i t u r a de q u a l q u e r dos v o l u m e s é e x t r e m a 
m e n t e c u r i o s a e e l u c i d a t i v a e f o r n e c e e l e m e n t o s 
d e i n d i s c u t í v e l v a l i a p a r a o e s tudo da h i s t ó r i a e 
g é n e s e dos m é t o d o s e i d é i a s da M a t e m á t i c a nos 
s é c u l o s x v i i e x v i n . 

H á d ias , q u a n d o f o l h e a v a o 2.° v o l u m e d e p a r e i 
c o m u m a r t i g o i n t i t u l a d o « Q u a r r é s M a g i q u e s » q u e 
c o m e ç a a s s i m : « e m A r i t m é t i c a d á - s e ê s t e n o m e 
a f i g u r a s quadradas f o r m a d a s p o r u m a s e q u ê n c i a 
o u s é r i e d e n ú m e r o s e m p r o p o r ç ã o a r i t m é t i c a , 
d i s p o s t o s e m l i n h a s pa ra l e l a s o u e m f i l a s i gua i s 
d e t a l m o d o q u e as somas de t o d o s aque les q u e 
se e n c o n t r a m n u m a m e s m a banda h o r i z o n t a l , v e r 
t i c a l ou. d i a g o n a l s e j a m todas i g u a i s e n t r e s i .» 

O a r t i c u l i s t a d á d e p o i s u m a e x p l i c a ç ã o u m 
p o u c o m a i s de ta lhada da d e f i n i ç ã o e ap re sen t a 
e n t ã o u m e x e m p l o c o m os p r i m e i r o s 25 n ú m e r o s 
n a t u r a i s , f o r m a n d o u m q u a d r a d o n a t u r a l e u m 
q u a d r a d o m á g i c o 

1 2 3 4 5 1G 14 8 2 25 

6 7 8 9 10 3 22 20 11 9 

11 12 13 14 15 15 6 4 23 17 

16 17 18 19 20 24 18 12 10 1 

21 22 23 24 25 7 5 21 19 13 

Quadrado natural Quadrado mágico 

e c o n t i n u a : « P o d e r - s e - i a a c r e d i t a r q u e os qua
drados mágicos t ê m ê s t e n o m e p o r q u e a p r o p r i e 
dade de t ô d a s as suas bandas d a r e m a m e s m a 
s o m a p a r e c e u m u i t o s u r p r e e n d e n t e , s o b r e t u d o 

e m ce r tos s é c u l o s e m q u e as M a t e m á t i c a s e r a m 
suspe i t a s de magia , mas h á t a m b é m f o r t e e v i d ê n 
c ia p a r a c r e r q u e estes q u a d r a d o s m e r e c e r a m o 
seu n o m e d e v i d o à s p r á t i c a s supe r s t i c io sa s o n d e 
e r a m e m p r e g a d o s , t a i s c o m o a f a b r i c a ç ã o de t a l i s 
mans , p o r q u e segunda a f i l o s o f i a p u e r i l d aque l e s 
q u e a t r i b u í a m v i r t u d e s aos n ú m e r o s , q u e v i r t u d e s 
n ã o d e v i a m t e r n ú m e r o s t ã o m a r a v i l h o s o s ? O q u e 
c o m e ç o u p o r ser u m a p r á t i c a v ã dos c o n s t r u t o r e s 
d e t a l i s m a n s e dos a d i v i n h o s t o r n o u - s e o a s sun to 
de u m a i n v e s t i g a ç ã o s é r i a pa ra os M a t e m á t i c o s 
e m b o r a n ã o a c r e d i t a s s e m q u e pudesse c o n d u z i r 
a qualquer coisa de útil nem de sólido. Os quadra
dos mágicos sentem-se sempre da sua origem ; não 
podem ter utilidade alguma ; não são mais do que 
um jôgo cujo mérito reside na dificuldade e que 
somente pode originar, em relação aos números, 
alguns pontos de vista novos que os Matemáticos 
não querem perder.» 

O a r t i g o c o n t i n u a o c u p a n d o m a i s u m a s sete 
c o l u n a s o n d e se faz u m p o u c o d e h i s t ó r i a e se 
e s t u d a m cer tas p r o p r i e d a d e s m a s a p a r t e t r a n s 
c r i t a f o r n e c e m a t é r i a m a i s do q u e s u f i c i e n t e p a r a 
a l g u m a s c o n s i d e r a ç õ e s de o r d e m g e r a l . 

O con t r a s t e e n t r e as a f i r m a ç õ e s do a r t i c u l i s t a e 
a a p l i c a ç ã o a c t u a l de q u a d r a d o s da m e s m a f a m í 
l i a à r e s o l u ç ã o de d e t e r m i n a d o s p r o b l e m a s e x p e 
r i m e n t a i s é f l a g r a n t e . D e f a c t o os « q u a d r a d o s l a t i 
n o s » c o m o h o j e s ã o des ignados ce r tos t i p o s de 
« q u a d r a d o s m á g i c o s » c o n s t i t u e m , p a r t i c u l a r m e n t e 
n o c a m p o a g r o n ó m i c o , u m dos t r a ç a d o s e x p e r i 
m e n t a i s m a i s e f i c i e n t e s e m a i s l a r g a m e n t e g e n e 
r a l i z a d o s . P o r o u t r o l ado a a p l i c a ç ã o dos p r i n c í p i o s 
de e s t a t í s t i c a à p l a n i f i c a ç ã o , a n á l i s e e i n t e r p r e t a 
ç ã o dos ensaios baseados nes te t i p o de t r a ç a d o 
ex ige e m p r i n c í p i o o e s tudo de u m c e r t o n ú m e r o 
de p r o b l e m a s c u j a s o l u ç ã o e s t á I n t i m a m e n t e d e 
p e n d e n t e da T e o r i a dos G r u p o s F i n i t o s . 

Es tas "breves c o n s i d e r a ç õ e s m o s t r a m , m a i s u m a 
vez , c o m o é e x t r e m a m e n t e d i f í c i l e s tabe lecer u m a 
d e m a r c a ç ã o r i g o r o s a e n t r e C i ê n c i a P u r a e A p l i 
cada. P a r a o a r t i c u l i s t a da E n c i c l o p é d i a nada de 
ú t i l n e m de s ó l i d o p o d e r i a r e s u l t a r do e s t u d o dos 
« q u a d r a d o s m á g i c o s » , mas , se p o r ar tes m á g i c a s 
de q u a l q u e r p o d e r o s o e i r ó n i c o d e m i u r g o , vo l t a s s e 
a ê s t e m u n d o , n o v a m e n t e na pe l e de u m M a t e m á 
t i c o p o d e r i a , m e d i t a n d o c o m t r i s t e za na f r a g i l i d a d e 
dos j u l g a m e n t o s h u m a n o s , r e p e t i r desconso lada 
m e n t e c o m u m a n o v a c e r t e z a : « p o r q u e . . . q u e v i r 
t u d e s n ã o d e v e m t e r n ú m e r o s t ã o m a r a v i l h o s o s ! ? » 
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Esboço para uma algebrizaçao da noção de integral 
por Constantin Carathéodory 

(Introdução a «Entwurf fiir eine Algebraisierung des Integralbegriff 8 » 
— Sitzungsberichte der Bayerischen Akademie der Wissenschaften—1938) 

A t e o r i a dos e s p a ç o s abs t r ac tos f o i m u i t o e s t u 
dada nos ú l t i m o s dez anos e conseguiu-se ' i n t r o 
d u z i r a í , de d i v e r s o s modos , a n o ç ã o de i n t e 
g r a l <*>, 

U m a c o n s i d e r a ç ã o m a i s p r o f u n d a d o assunto 
m o s t r a q u e se p o d e a v a n ç a r a inda nes ta d i r e c ç ã o . 
Os e s p a ç o s — m e s m o os chamados e s p a ç o s abs 
t r a c t o s — s ã o n a t u r a l m e n t e c o n j u n t o s , i s to é, co lec
ç õ e s de e l emen tos , a q u e t a m b é m c h a m a m o s p o n 
tos , de q u e o e s p a ç o c o n s i d e r a d o é c o n s t i t u í d o . 
Cada f i g u r a s ô b r e a q u a l se i n t e g r a r á , d e v e r á , po i s , 
enca ra r - se t a m b é m c o m o u m c o n j u n t o de e l e m e n 
tos . P o r é m , nes tas c o n d i ç õ e s p o d e r e p a r a r - s e q u e 
n ã o é essenc ia l a s i g n i f i c a ç ã o d ê s t e s e l e m e n t o s 
p a r a a f o r m a ç ã o da n o ç ã o de i n t e g r a l e q u e a p r ó 
p r i a d e m o n s t r a ç ã o da e x i s t ê n c i a d o i n t e g r a l j á se 
possa e s senc i a lmen te e f e c t i v a r , e m v i r t u d e da pos 
s i b i l i d a d e da e x e c u ç ã o das o p e r a ç õ e s f u n d a m e n 
ta i s de r e ú n i ã o , de d i f e r e n ç a e de i n t e r s e c ç ã o 
es tar con t ida na n o ç ã o de c o n j u n t o . 

A i d è i a assenta p o r t a n t o , p o u c o m a i s o u m e n o s , 
e m a b s t r a i r i n t e i r a m e n t e da e s t r u t u r a das f i g u r a s 
s ô b r e as qua i s se d e v e r á i n t e g r a r e, destas f i g u r a s , 
s ó e x i g i r que elas p e r m i t a m o p e r a ç õ e s q u e t e n h a m 
ce r tos l a ç o s de c o m u m c o m as o p e r a ç õ e s de r e ú 
n i ã o , de d i f e r e n ç a e de i n t e r s e c ç ã o de c o n j u n t o s . 

I" M. fréchet, Sur l'intégrale d'une fonctlonelle étendue 
à un ensemble abstrait, Bull. soc. math, de France 43 (1915), 
p. 248. 

P. J. Danielt, A general form of integral. Ann. of Math. 
(2) 19 (1917-18) p. 279 — Integrals in an infinite munber of 
dimensions, ibid. (2) 20 (1918) p. 281. 

A. Kolmogoroff, Unterserchungen ùberden Integrallbe-
grlff, Math. Ann. 103 (1930) s. 654. 

H. Hahn, Ùber den Integrallbegriff, Festselvr. d. 57.Vers. 
Deutsch. Philolog. u. Schulmanner in Salzburg 1929, S. 193. 

Ùber die Multiplikation total additiver Mengenfunktio-
nen. Ann. delia R. Scuola Normale Sup. dl Pisa (Sc. Fis . e 
Mat.) (2) 2 (1933) p. 429. 

O. Nlkodym, Sur une généralisation des intégrales de 
M. J . Radon, Fund. math. 15 (1930) p. 131. 

J. Rtdder, Integration in abstrakten Raumen. Fund, 
math. 24 (1935), s. 72. 

5. Saks, Theory of the Integral. Monografle Matema-
tyezne, Tom. VII, Warszawa, 1937. 

D i s t o r e s u l t a u m a d u p l a v a n t a g e m : U m a vez p o r 
t ô d a s a l a r g a r - s e - á c o n s i d e r à v e l m e n t e o c a m p o das 
a p l i c a ç õ e s p o s s í v e i s . E , d e p o i s , m o s t r a - s e que a 
t e o r i a a n t e r i o r se s i m p l i f i c a r á p o r q u e s ó f i c a o 
essenc ia l do seu e sque le to . E m r e s u l t a d o da t a r e f a 
q u e nos i m p o m o s d e t r a t a r o b j e c t o s q u e s ã o t ã o 
p o u c o d i f e r e n c i a d o s , de sapa recem, au toma t i ca 
m e n t e , pa ra m u i t a s d e m o n s t r a ç õ e s , aquelas pa r t e s 
c o m p l i c a d a s q u e se t i n h a m m a n t i d o p o r ê r r o , c o m 
o e m p r ê g o d u m m a t e r i a l s u b s t a n c i a l . D i g n o de 
n o t a é o f a c t o de, c o m m e i o s t ã o p r i m i t i v o s , se 
p o d e r o b t e r a m a i o r i a dos r e su l t ados q u e se c o n h e 
c e m pa ra os i n t e g r a i s de L e b e s g u e e de L e b e s g u e -
- S t i e l t j e s . M a i s : s ã o poucos os de ta lhes q u e p o r 
e s p e c i a l i z a ç ã o das h i p ó t e s e s se j u n t a r ã o à s n o ç õ e s 
gera i s . 

Os o b j e c t o s m a t e m á t i c o s q u e n ó s d e f i n i m o s n o 
p r i m e i r o c a p í t u l o d ê s t e a r t i g o p o d e r ã o c o n s i d e -
r a r - s e c o m o e l e m e n t o s d u m a á l g e b r a de B o o l e 
genera l izada , c o m o é i m e d i a t a m e n t e c o m p r e e n s í 
v e l ( 2 ) . Nestas á l g e b r a s , c o n t u d o , a s o m a e o p r o 
d u t o de do i s e l e m e n t o s q u a i s q u e r p o s t u l a m - s e 
s i m u l t a n e a m e n t e e t ê m igua i s p r i v i l é g i o s . Para o 
nosso f i m é, p e l o c o n t r á r i o , v a n t a j o s o n ã o t r a t a r 
s i m u l t a n e a m e n t e a r e ú n i ã o , a d i f e r e n ç a e a i n t e r 
s e c ç ã o . N ó s s ó p o s t u l a r e m o s a p r i m e i r a destas 
o p e r a ç õ e s , p a r a depo i s , p o r m e i o d e u l t e r i o r e s 
a x i o m a s , nos r e s t r i n g i r m o s de m a n e i r a que se 
assegure a e x i s t ê n c i a das o u t r a s duas . O b t e m - s e 
desta m a n e i r a u m s i s t ema de a x i o m a s que , c o m 
i m a g i n a ç ã o d e e x e m p l o s , se p o d e r á m a n e j a r de 
m o d o p a r t i c u l a r m e n t e s i m p l e s , ( c o m p a r e m - s e 
§ § 9 e 10) . 

O b j e c t o s m a t e m á t i c o s q u e p o s s u e m p r o p r i e d a 
des t ã o f u n d a m e n t a i s e i m p o r t a n t e s d e v e m t e r 
u m n o m e , q u e se ja c o m p l e t a m e n t e n e u t r o e q u e 
n ã o de spe r t e fa lsas a s s o c i a ç õ e s . V e r e m o s q u e ( § 9) 
estes o b j e c t o s n e m s e m p r e s ã o c o n j u n t o s , de m a 

is O. Ore, On the foundation of Abstract Algebra. Ann. 
Math. (2) 36 (1935) p. 406. 

M. H. Stone, Postulates for Boolean Algebras and gene
ralized Boolean Algebras. Amer. Journ. of Mathem. 57 (1935) 
p. 703. 
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n e i r a q u e a d e s i g n a ç ã o « c o n j u n t o » n ã o p o d e r á 
usar-se . O n o m e « c o r p o » q u e a p r e s e n t a v a m u i t a s 
v a n t a g e n s é da m e s m a m a n e i r a a e x c l u i r , p o r q u e 
o seu uso c o n d u z i r i a a e q u í v o c o s ; as « e s t r u t u r a s » , 
q u e O r e i n t r o d u z i u , s ã o demas iado gera is . Nada se 
o p õ e p o r é m à d e s i g n a ç ã o de Soma ( 3 ) . 

Para a e x t e n s ã o da n o ç ã o de i n t e g r a l p o d e m 
usar-se d i v e r s o s p r i n c í p i o s . K o l m o g o r o f f s egu iu 
a t é ao f i m a i d é i a de L e i b n i z d u m a « S u m m a 
O m n i u m » . H a h n d e i x o u - s e c o n d u z i r pe lo pensa 
m e n t o de que , p a r a a r e s t r i ç ã o dos c o n j u n t o s 
s ô b r e os qua i s se d e v e r á i n t e g r a r , o i n t e g r a l é u m a 
f u n ç ã o t o t a l m e n t e a d i t i v i v a . 

M u i t o m a i s s i m p l e s e m a i s d i r e c t a m e n t e se 
a t i nge o o b j e c t i v o se se p a r t e das p r o p r i e d a d e s 
e l e m e n t a r e s das á r e a s , r e s p e c t i v a m e n t e dos v o l u 
mes . Es tas p r o p r i e d a d e s s ã o t ã o i n t u i t i v a s q u e 
A r q u i m e d e s as p ô d e pos tu l a r ( 4 > . E l a s r e p r e s e n 
t a m a g e n e r a l i z a ç ã o dos segu in tes t e o r e m a s geo
m é t r i c o s : 

Teorema 1. Q u a n d o se c o b r e c o m p l e t a m e n t e u m a 
f i g u r a p l a n a F c o m u m n ú m e r o f i n i t o , o u n ã o , de 
f i g u r a s Ft , F 2 , •••, a á r e a de F n ã o é s u p e r i o r à 
s o m a das á r e a s de t ô d a s as F k . 

Teorema 2. O v o l u m e d u m c i l i n d r o r e c t o é i g u a l 
ao p r o d u t o da a l t u r a pe la á r e a da base. 

O p r i m e i r o d ê s t e s t e o r e m a s c o n d u z à t e o r i a das 
f u n ç õ e s de m e d i d a q u e eu h á m u i t o t e m p o desen 
v o l v i "". A s f u n ç õ e s de m e d i d a p o d e m d e f i n i r - s e 
t a m b é m , s e m d i f i c u l d a d e c o m o f u n ç õ e s de Soma. 
A estas en t idades é ded i cado o segundo c a p í t u l o 
d è s t e a r t i g o . 

Para e x t e n d e r o t e o r e m a 2, q u e p o d e r á t r a t a r - se 
e m c o n e x ã o c o m o t e o r e m a d o v a l o r m é d i o d o 
c á l c u l o i n t e g r a l , c o n s i d e r a m o s f u n ç õ e s de e l e 
m e n t o s ô b r e u m c o r p o de Somas. Es tas f u n ç õ e s 
de e l e m e n t o q u e d e v e m ser a n á l o g a s à s f u n ç õ e s de 
p o n t o o r d i n á r i a s , d e f i n i r - s e - ã o p o r m e i o dos l i m i 
tes s u p e r i o r e i n f e r i o r que elas a d m i t e m nas d i f e 
r en t e s somas . 

<3> A palavra soma foi, sem dúvida, a empregada Já por 
Von E . Study nas suas investigações sôbre cinemática. 
O uso da mesma designação para objectos que aparecem em 
domínios da matemática inteiramente distintos não pode 
levar a equívocos. Também a palavra «corpo> (Korper) se 
usa na geometria e na álgebra com diferentes significações. 

Wl Veja-se o Xau.pxviu.Eva (Postulado) de Arquimedes no 
inicio do primeiro livro sôbre esfera e cilindro. Opera 
Omnia, ed. Heiberg, Leipzig, Teubner, 1910, Bd. I p. 8. 

<6> C. Carathéodory, Uber das Hneare MaB-eine Verallge-
meinerung des Langenbegriffs. Gõtt. Nachr. (1914) s. 404. 
Veja-se tambám Vorlesungen Uber réelle Funktionen, L e i 
pzig und Berlin, Teubner, 1918 (2 aufl. 1927) kap. V. 

A g o r a p o u c o f a l t a p a r a c o m p l e t a r a t e o r i a ; 
bas ta c o n s i d e r a r o i n t e g r a l de L e b e s g u e - S t i e l t j e s 
c o m o u m a f u n ç ã o de m e d i d a p a r a a q u a l é v á l i d o 
o t e o r e m a do v a l o r m é d i o . A d e f i n i ç ã o a c i m a da 
f u n ç ã o de e l e m e n t o é p a r t i c u l a r m e n t e a p r o p r i a d a 
a esta c o n c e p ç ã o do i n t e g r a l . Pa ra o d e s e n v o l v i 
m e n t o destas i d é i a s p o d e m usar-se m é t o d o s m u i t o 
c o r r e n t e s . Es ta p a r t e do c a p í t u l o I I I , q u e é f á c i l 
d e c o m p l e t a r , p o d e r á p reenche r - se m u i t o f à c i l -
m e n t e c o m estes f u n d a m e n t o s . 

Nota - se , de res to , q u e se o b t ê m os r e su l t ados de 
H a h n q u a n d o se d e f i n e o i n t e g r a l I*A s ó n o c o r p o 
e m que esta f u n ç ã o de m e d i d a é m e n s u r á v e l . 

Tradução de MARIA PILAR R I B E I R O 

Observações ao presente artigo — A t r a n s c r i ç ã o 
p r e c e d e n t e é in te ressan te , a l é m d o ma i s , p o r q u e 
nos apresen ta , s o b r e t u d o nos p r i m e i r o s p a r á g r a 
f o s , n u m e x e m p l o s u g e s t i v o e i n d u b i t à v e l m e n t e 
i m p o r t a n t e p r e o c u p a ç õ e s e a t i t udes que , se n ã o 
s ã o c a r a c t e r í s t i c a s dos m a t e m á t i c o s d e h o j e , s ã o 
h o j e a i n d a p o u c o v u l g a r i s a d a s e m b o r a m u i t o f a m i 
l i a r e s aos e s tud iosos . 

O u t r a o b s e r v a ç ã o é - n o s s u g e r i d a pe l a t r a d u ç ã o 
c o m o t í t u l o « O d i s c r e t o e o c o n t í n u o » do n ú 
m e r o 14 da nossa « G a z e t a de M a t e m á t i c a » . A í , e m 
nossa o p i n i ã o , a r r i sca -se o l e i t o r a e q u í v o c o ( t a lvez 
s i m p l e s m e n t e p o r q u e as i d é i a s e s t ã o demas i ada 
m e n t e condensadas e expressas c o m demas iada 
b r e v i d a d e ) . N ã o se t r a ta , agora, de s u b l i n h a r a c o n 
f u s ã o , a l i p o s s í v e l , e n t r e as n o ç õ e s de dens idade 
e c o n t i n u i d a d e p a r a a r ec t a . Q u e r e m o s s i m p l e s 
m e n t e d i z e r que (a nosso v e r ! ) essa « e n c o r p o r a -
ç ã o da a n á l i s e m a t e m á t i c a , á l g e b r a , t e o r i a dos 
n ú m e r o s , l ó g i c a m a t e m á t i c a e g e o m e t r i a » se en 
c o n t r a j á r ea l i zada n u m g r a u m u i t o m a i s a v a n ç a d o 
do q u e aque la l e i t u r a p o d e f a z e r s u p o r . A m e m ó 
ria de C a r a t h é o d o r y v e m e m a p o i o desta o b s e r v a 
ç ã o . E s p e c i a l m e n t e i m p o r t a n t e s , sob ê s t e aspecto , 
s ã o ou t r a s n o ç õ e s c u j o e s tudo e s t á h o j e t ã o a v a n 
ç a d o , c o m o s ã o as de « g r u p o t o p o l ó g i c o » e « e s t r u 
t u r a » . De las p r o c u r a r e m o s b r e v e m e n t e dar , a q u i , 
u m a i d é i a . 

F i n a l m e n t e (e e m p r i m e i r o l u g a r !) possa esta 
t a n s c r i ç ã o s u g e r i r o e s tudo da p r ó p r i a m e m ó r i a a 
a l g u m l e i t o r da « G a z e t a » q u e es te ja dese joso d e 
conhece r a m a t e m á t i c a n o s e u d e s e n v o l v i m e n t o e 
t enha j á p r e s s e n t i d o que , p a r a isso, p r e c i s a de 
c o n h e c e r a m a t e m á t i c a m o d e r n a c u j a c o n t r i b u i ç ã o 
é , desde j á , s i m u l t â n e a m e n t e , t ã o r e c e n t e e t ã o 
r i c a . 

HUGO R I B E I R O 

http://Xau.pxviu.Eva
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A S T R O N O M I A 
A R O T A Ç Ã O DA TERRA E O M O V I M E N T O DA LUA 

p o r Manuel Peres Júnior 

N o m e u t e m p o de e s tudan te o e s tudo da a r i t m é 
t i ca i n i c i a v a - s e p o r estas duas d e f i n i ç õ e s : 

Grandeza é t u d o q u a n t o pode a u m e n t a r o u d e m i -
n u i r ; quantidade é a g randeza que se p o d e m e d i r . 

U m o u o u t r o p r o f e s s o r m a i s dado a e sc la rece r 
os a lunos dava , c o m o e x e m p l o de u m a grandeza 
q u e n ã o é quan t idade , i s to é, de u m a coisa q u e 
p o d e ser m a i o r o u m e n o r mas que n ã o se p o d e 
m e d i r , u m a dor , u m a a l eg r i a , o u co isa a n á l o g a . 

O i n c i p i e n t e l e t r a d o d e c o r a v a c u i d a d o s a m e n t e 
estas duas d e f i n i ç õ e s e era q u a n t o l h e bas tava a t é 
que , se con t inuas se os es tudos , v o l t a v a , n o curso 
s u p e r i o r , a o u v i r f a l a r e m grandezas q u e n ã o se 
p o d e m m e d i r e o e x e m p l o f a t a l e ra a t e m p e r a t u r a . 

A q u i v o u f a l a r de o u t r a : o t e m p o . T a m b é m n ã o 
se pode m e d i r e, q u a n t o a esta c a r a c t e r í s t i c a , e s t á 
a t é m u i t o a b a i x o da t e m p e r a t u r a . 

C o m e f e i t o , se n ã o é p o s s í v e l d i z e r se u m a dada 
t e m p e r a t u r a ê d u p l a o u t r i p l a de o u t r a , pode-se 
d i z e r q u e duas t e m p e r a t u r a s s ã o igua i s : as de 
duas m o l é c u l a s de u m a massa q u e se possa c o n 
s i d e r a r e m e q u i l í b r i o t é r m i c o o u as de d o i s l í q u i 
dos nos qua i s o mesmo t e r m ó m e t r o m e r g u l h a d o 
n u m ou n o u t r o ap resen ta a m e s m a d i l a t a ç ã o . C o m 
o t e m p o n ã o sucede o m e s m o . Se, e m a lguns casos, 
é p o s s í v e l a f i r m a r q u e u m i n t e r v a l o de t e m p o 
é m a i o r do q u e o u t r o (casos e m q u e o p r i m e i r o 
i n c l u i o segundo) , n u n c a é p o s s í v e l r e c o n h e c e r a 
i gua ldade de do i s i n t e r v a l o s de t e m p o . H á , p o r 
tan to , que r e c o r r e r a c o n v e n ç õ e s p a r a c o n s t r u i r a 
d e f i n i ç ã o dessa igua ldade . 

É a M e c â n i c a que nos f o r n e c e os m e i o s . 
O p r i m e i r o é a sua d e f i n i ç ã o de m o v i m e n t o u n i 

f o r m e : m o v i m e n t o u n i f o r m e é a q u ê l e e m q u e o 
m ó v e l p e r c o r r e e s p a ç o s i gua i s e m iguais i n t e r v a 
los de t e m p o . 

I n f e l i z m e n t e esta d e f i n i ç ã o o b r i g a - n o s a i r à 
p r o c u r a de m o v i m e n t o s u n i f o r m e s e ê s s e s , p a r a 
se d e s c o b r i r e m , e x i g e m - n o s u m p r é v i o c o n h e c i 
m e n t o da i gua ldade dos i n t e r v a l o s de t e m p o p a r a 
os c o m p a r a r c o m os e s p a ç o s p e r c o r r i d o s . U m 
c i c lo v i c i o s o de que s ó se p o d e sa i r d e c i d i n d o que 
u m dado m o v i m e n t o é u n i f o r m e . 

É c l a r o que n e m todos os m o v i m e n t o s se p r e s 
t a m a i s to ; e, e n t r e os q u e se p r e s t a m , e s c o l h i d o 
u m p a r a base da d e f i n i ç ã o , f i c a m e x c l u í d o s os 
ou t ro s , i s to é , de todos os m o v i m e n t o s q u e pode

m o s t o m a r c o m o u n i f o r m e s , u m , o e s c o l h i d o s e r á 
o definidor da i g u a l d a d e d e i n t e r v a l o s de t e m p o 
e os o u t r o s s e r ã o o u n ã o s e r ã o u n i f o r m e s se se 
a j u s t a r e m o u n ã o à d e f i n i ç ã o . 

O m o v i m e n t o que se usa pa ra d e f i n i r aque la 
i g u a l d a d e é o m o v i m e n t o de r o t a ç ã o da T e r r a . 
E a s s im, m e d i n d o â n g u l o s de sc r i t o s nesse m o v i 
m e n t o , i n d i r e c t a e v i r t u a l m e n t e m e d i m o s i n t e r 
v a l o s de t e m p o , po i s a c o r r e s p o n d ê n c i a «cângulo-
- i n t e r v a l o » p e r m i t e - n o s a f i r m a r que u m dado 
i n t e r v a l o de t e m p o é d u p l o o u t r i p l o de o u t r o , t a l 
c o m o se se t ra tasse de v e r d a d e i r a s m e d i ç õ e s . 

É p o r é m , i n d i s p e n s á v e l n ã o esquecer q u e ê s t e 
b e l o e d i f í c i o e s t á c o n s t r u í d o s ô b r e a a re i a m o v e 
d i ç a d u m a d e f i n i ç ã o a r b i t r á r i a . 

H á a inda u m a p e q u e n a coisa a a t e n d e r : o m o v i 
m e n t o é u m a n o ç ã o e s s enc i a lmen te r e l a t i v a q u e n ã o 
se p o d e d e s c r e v e r s e m m e n c i o n a r u m a r e f e r ê n c i a . 

IA q u e c o r p o o u a q u e s i s t ema se h á - d e r e f e 
r i r o m o v i m e n t o de r o t a ç ã o da T e r r a ? E v i d e n t e 
m e n t e a u m as t ro o u a u m s i s t ema r e l a c i o n a d o 
c o m os as t ros ; o S o l , a L u a , u m p lane ta o u o 
c o n j u n t o das e s t r ê l a s f i x a s . E a s s i m t e m o s o t e m p o 
solar , o l u n a r , o m a r c i a n o , o t r o i a n o . . . , o s i d e r a l . 
S a l v o e m q u e s t õ e s t e ó r i c a s m u i t o espec ia i s , s ó o 
p r i m e i r o e o ú l t i m o se u s a m . 

N o v a d i f i c u l d a d e : estes do i s t e m p o s n ã o acer 
t a m u m c o m o o u t r o , i s t o é , o m o v i m e n t o de r o t a 
ç ã o da T e r r a , c o n s i d e r a d o u n i f o r m e q u a n d o r e f e 
r i d o à s e s t r ê l a s , é v a r i a d o q u a n d o r e f e r i d o ao S o l . 
M a s a inda é p o s s í v e l h a r m o n i z á - l o s d e f i n i n d o o 
t e m p o solar , n ã o p e l o p r ó p r i o S o l , mas p o r u m 
as t ro i m a g i n á r i o a q u e se d á o n o m e de S o l m é d i o . 
É d e s n e c e s s á r i o d a r p o r m e n o r e s q u e s ã o c o n h e 
c idos dos l e i t o r e s . 

N e m s ó o m o v i m e n t o u n i f o r m e se rve pa ra d e f i 
n i r a i g u a l d a d e de d o i s i n t e r v a l o s de t e m p o ; a 
M e c â n i c a o f e r e c e - n o s t a m b é m o u t r a classe de 
m o v i m e n t o s , os m o v i m e n t o s p e r i ó d i c o s : m o v i 
m e n t o p e r i ó d i c o é a q u è l e que se r e p e t e o u r e p r o 
duz e m i g u a i s ' " i n t e r v a l o s de t e m p o . 

"> Quando, uma vez definida a unidade de tempo, se 
observa um movimento que se repete em intervalos de 
tempo desiguais, diz-se que se trata de um movimento pe
riódico de «período variável» ; um tal movimento n8o é con
siderado simples pela Mecânica, mas sim o resultado da 
sobreposição de vários movimentos. 

I 
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S ã o m o v i m e n t o s a p r o v e i t á v e i s as o s c i l a ç õ e s dos 
p ê n d u l o s , as v i b r a ç õ e s dos c o r p o s e l á s t i c o s e as 
t r a n s l a c ç õ e s dos p lane tas . 

N u n c a f o i p o s s í v e l h a r m o n i z a r todas estas d i f e 
r e n t e s e i n d e p e n d e n t e s fontes de i g u a l d a d e de 
i n t e r v a l o s d e t e m p o : e m b o r a c o m pequenas d i f e 
r e n ç a s , n u n c a se e n c o n t r a r a m o s c i l a ç õ e s o u v i 
b r a ç õ e s i s ó c r o n a s q u a n d o as suas d u r a ç õ e s f o r a m 
ava l iadas p o r m e i o da r o t a ç ã o da T e r r a . Os a s t r ó 
n o m o s a t r i b u í r a m estes deso l ado re s r e s u l t a d o s a 
i m p e r f e i ç õ e s d e t ô d a a e s p é c i e : e r r o s de o b s e r 
v a ç ã o p r o v e n i e n t e s de i m p e r f e i ç õ e s d o obse r 
v a d o r , dos i n s t r u m e n t o s e do c o n h e c i m e n t o do 
c o m p o r t a m e n t o ó p t i c o da a t m o s f e r a . E t o d o o seu 
e s f ô r ç o i n c i d i u na r e d u ç ã o dessas i m p e r f e i ç õ e s , 
m e l h o r a n d o os m é t o d o s de o b s e r v a ç ã o p a r a r e d u 
z i r os e r r o s do o b s e r v a d o r e a p e r f e i ç o a n d o os 
i n s t r u m e n t o s de o b s e r v a ç ã o p a r a d i m i n u i r os 
e r r o s p r o v e n i e n t e s d é s t e s , p o r u m lado , c o n s 
t r u i n d o p ê n d u l a s e c r o n ó m e t r o s e m q u e as causas 
da f a l t a de i s o c r o n i s m o das o s c i l a ç õ e s e v i b r a ç õ e s 
f o r a m r e d u z i d a s ao m í n i m o , p o r o u t r o . A p a r e c e 
r a m a s s i m os m i c r ó m e t r o s c h a m a d o s i m p e s s o a i s , 
os « r e l a i s » e l e c t r ó n i c o s , os r eg i s to s a u t o m á t i c o s 
f o t o g r á f i c o s , as p ê n d u l a s de p ê n d u l o l i v r e , os r e 
l ó g i o s de q u a r t z o , etc. A d e s h a r m o n i a , e m b o r a 
a tenuada , m a n t e v e - s e . N o q u e r e s p e i t a ao m o v i 
m e n t o de r o t a ç ã o da T e r r a , m e r e c e u e spec i a l 
c u i d a d o a esco lha do p o n t o de r e f e r ê n c i a e che -
gou-se ao q u e se chama o « t e m p o s i d e r a l u n i 
f o r m e » . 

E n q u a n t o a d e s h a r m o n i a se v e r i f i c a e n t r e a 
r o t a ç ã o da T e r r a e a m a r c h a dos r e l ó g i o s , é s e m 
p r e p o s s í v e l a t r i b u i - l a à i m p e r f e i ç ã o d ê s t e s . O u t r o 
t a n t o n ã o acontece c o m o u t r a c lasse de m o v i m e n 
tos p e r i ó d i c o s q u e n ã o r e s u l t a m da h a b i l i d a d e 
m a n u a l do h o m e m : os m o v i m e n t o s de t r a n s l a c ç ã o 
dos p l ane ta s . 

Es tes m o v i m e n t o s n ã o t ê m a s i m p l i c i d a d e t e ó 
r i c a q u e a m e c â n i c a e x i g e p a r a g a r a n t i r o seu 
i s o c r o n i s m o . N ã o h á apenas u m p l a n e t a g r a v i 
t a n d o e m t ô r n o do S o l , n e m cada p l ane t a se p o d e 
r i g o r o s a m e n t e c o n s i d e r a r u m p o n t o m a t e r i a l , m a s 
a m e s m a M e c â n i c a ens ina a desconta r , p a r a cada 
u m , os e f e i t o s dos o u t r o s e a i n f l u ê n c i a do v o l u m e ) 

i s t o é , da d i s t r i b u i ç ã o das massas n o i n t e r i o r dos 
c o r p o s q u e apenas se p o d e m a s s i m i l a r a p o n t o s 
q u a n d o s ã o f o r m a d o s p o r camadas e s f é r i c a s h o m o 
g é n e a s . 

P a r a a o b s e r v a ç ã o , os i n t e r v a l o s de t e m p o t r a -
d u z e m - s e p o r a rcos de ó r b i t a s e a s s i m a m e d i ç ã o 
de ta is a rcos c o r r e s p o n d e à m e d i ç ã o de i n t e r v a 
lo s de t e m p o . A q u e l a m e d i ç ã o é t a n t o m a i s 
p r e c i s a q u a n t o m e n o r f o r o p e r í o d o d u m p l a 

ne t a o u , o q u e é o m e s m o , q u a n t o m e n o r f ô r a 
ó r b i t a . 

C o m e f e i t o , u m dado i n t e r v a l o de t e m p o é u m a 
f r a c ç ã o do p e r í o d o t a n t o m a i o r q u a n t o m e n o r ê s t e 
f ô r e c o r r e s p o n d e , p o r t a n t o , a u m a f r a c ç ã o da 
ó r b i t a t a n t o m a i o r q u a n t o m e n o r esta f ó r . V i s t a s 
do S o l , t ó d a s as ó r b i t a s dos p lane tas se p r o j e c t a m 
n o c é u c o m o c i r c u n f e r ê n c i a s , i s to é , t ê m t ó d a s 
o m e s m o t a m a n h o a p a r e n t e ; o m e s m o acon tece 
c o m os s a t é l i t e s v i s t o s dos r e s p e c t i v o s p lane tas . 
V i s t a s da T e r r a (que é o caso q u e nos in t e re s sa ) , 
as ó r b i t a s dos p lane tas , s a lvo as de M e r c ú r i o e 
V é n u s , n ã o d i f e r e m m u i t o d o q u e p a r e c e m v i s t a s 
d o S o l e a L u a é o s a t é l i t e da T e r r a m . É p o r i s t o 
q u e e m u m d ia v e m o s a L u a p e r c o r r e r n o c é o u m 
a rco de c ê r c a de 13 graus ao passo q u e N e p t u n o 
p a r e c e i m ó v e l ( m e n o s de 1 m i n u t o ) ; p o r ou t r a s 
pa l av ra s , n u m dado i n t e r v a l o de t e m p o o des loca 
m e n t o a p a r e n t e da L u a n o c é o é c ê r c a de m i l 
vezes m a i o r q u e o de N e p t u n o . A L u a é , po i s , o 
a s t ro m a i s a p r o p r i a d o a s e r v i r de base a u m a ú t i l 
d e f i n i ç ã o de i g u a l d a d e de i n t e r v a l o s d e t e m p o a 
c o m p a r a r c o m a d e f i n i ç ã o baseada n o m o v i m e n t o 
de r o t a ç ã o da T e r r a . 

Po i s b e m . O t e m p o mfdido p e l o m o v i m e n t o da 
L u a n ã o c o n c o r d a c o m o medido p e lo s o u t r o s 
m e i o s . E n o q u e r e s p e i t a à sua c o m p a r a ç ã o c o m 
o m o v i m e n t o de r o t a ç ã o da T e r r a n ã o h á o r e c u r s o 
de a t r i b u i r o desacordo , c o m o n o caso dos r e l ó 
g ios , a i m p e r f e i ç õ e s de i n s t r u m e n t o s , po i s n e m a 
T e r r a n e m a L u a f o r a m fe i t a s pe lo s h o m e n s . D o s 
h o m e n s s ã o s as l e i s da M e c â n i c a e a L u a v a g a b u n 
de i a no c é o c o m u m a l a s t i m á v e l f a l t a de r e s p e i t o 
p o r elas. T u d o se t e m f e i t o p a r a l h e j u s t i f i c a r os 
e r r o s e j á se c h e g o u a esta de so l ado ra c o n c l u s ã o : 
n ã o h á i n i l u ê n c i a de o u t r o s c o r p o s , n ã o h á d i s t r i 
b u i ç ã o de dens idades na T e r r a , n ã o h á m e s m o 
m o d i f i c a ç ã o nos p r i n c í p i o s da l e i da g r a v i t a ç ã o q u e 
e x p l i q u e as i r r e g u l a r i d a d e s do m o v i m e n t o da L u a . 
S ó h á u m a e x p l i c a ç ã o p o s s í v e l q u e sa lve o e d i f í 
c i o da M e c â n i c a Celes te : o m o v i m e n t o de r o t a ç ã o 
da T e r r a n ã o é u n i f o r m e . I s t o é , t e m o s de a b a n 
d o n a r o m o v i m e n t o de r o t a ç ã o da T e r r a c o m o 
m e i o de m e d i r i n t e r v a l o s de t e m p o p a r a e s t u d a r 
os m o v i m e n t o s dos as t ros e a d o p t a r o m o v i m e n t o 
da L u a p a r a ê s s e f i m , i n c l u i n d o o es tudo do m o v i 
m e n t o da T e r r a . 

I s t o r e q u e r e u m a c o m p a r a ç ã o cu idadosa dos 
d o i s m o v i m e n t o s q u e s ó p o d e basear-se n u m a 
l o n g a e v o l u m o s a massa de o b s e r v a ç õ e s . H á q u e 

<2> Para o caso pode chamar-se-lhe satélite, embora difira 
muito dos satélites dos outros planetas. Na realidade a Lua 
é uma das componentes do planeta duplo Terra-Lua. 
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m u l t i p l i c a r , c o m o h á j á bas tantes anos a c o n s e l h o u 
N e w c o m b , as d e t e r m i n a ç õ e s r i g o r o s a s das p o s i 
ç õ e s da L u a e m t e m p o s a v a l i a d o s p e l o m o v i 
m e n t o de r o t a ç ã o da T e r r a . A s o b s e r v a ç õ e s p o d e m 
s e r as de passagens m e r i d i a n a s , c o m o as de q u a l 
q u e r o u t r o as t ro , o u u m a s especia is p a r a a L u a 
(e m u i t o r a r a m e n t e para a lguns p lane tas ) , m u i t o 
s i m p l e s e m u i t o p rec i sas , q u e s ã o as das o c u l t a 
ç õ e s de as t ros , g e r a l m e n t e e s t r ê l a s , p o r e la . Es tas 
ú l t i m a s , e m b o r a de g r a n d e p r e c i s ã o , n ã o necess i 
t a m d e d i s p e n d i o s o s o u c o m p l i c a d o s i n s t r u m e n t o s ; 

M O V I M E N T O 

bas t am- lhes u m ó c u l o e u m c r o n ó m e t r o d e q u e 
a c t u a l m e n t e é p o s s í v e l d e t e r m i n a r a c o r r e c ç ã o 
c o m r i g o r e f r e q u ê n c i a ; p o d e m , po i s , ser f e i t a s 
p o r m u i t a s pessoas e e m m u i t o s lugares . H á anos 
q u e u m a c a m p a n h a i n t e r n a c i o n a l p r o m o v e estas 
o b s e r v a ç õ e s ; o O b s e r v a t ó r i o da T a p a d a c o l a b o r a 
ne la . O q u e t e m consegu ido , e m q u a l i d a d e e q u a n 
t idade , v a i o l e i t o r a p r e c i a r n u m p r ó x i m o a r t i g o 
e sc r i to p e l o a s t r ó n o m o enca r regado de c o l i g i r e 
r e d u z i r as o b s e r v a ç õ e s f e i t a s e m L i s b o a e suas 
p r o x i m i d a d e s . 

MATEMÁTICO 
O «PRÉMIO N A C I O N A L D O U T O R F R A N C I S C O G O M E S TEIXEIRA» 

por A n t ó n i o M o n t e i r o 

J á por duas vezes a Gazeta de M a t e m á t i c a chamou 
a a t e n ç ã o dos seus leitores para o Prémio Nacional 
Doutor Francisco Gomes Teixeira (1) que se des
tina a galardoar, mediante concurso, o melhor t r a 
balho de m a t e m á t i c a s puras, elaborado em cada ano 
lectivo por u m aluno dum dos estabelecimentos de 
ensino u n i v e r s i t á r i o em que s ã o professadas. A cria» 
ç ã o deste p r é m i o tem grande interesse para o m o v i 
mento m a t e m á t i c o p o r t u g u ê s porque êle é suscep t í 
ve l de cr iar uma atmosfera de e m u l a ç ã o entre esco
las superiores, em que as m a t e m á t i c a s puras s ã o 
professadas, encorajando os estudantes na r e a l i z a ç ã o 
de trabalhos de i n v e s t i g a ç ã o e estimulando os pro
fessores das mesmas escolas a fomentarem a rea l i 
z a ç ã o desses trabalhos. 

A por tar ia do M i n i s t é r i o de E d u c a ç ã o Nacional 
que c r iou ê s t e p r é m i o , f o i publicada no ano de 1939 
e nela se f i x a v a aos directores das t r ê s Faculdades 
o prazo de noventa dias para elaborarem (depois de 
ouvidos os respectivos conselhos) as normas técni 
cas e regulamentares a que haveriam de obedecer 
o trabalho e o concurso, que se projectava realizar 
pela p r ime i ra vez no ano lec t ivo 1939-1940. O regu
lamento do p r é m i o f o i publicado em 2 de A b r i l 
de 1940 e por isso êle f o i posto a concurso pela p r i 
meira vez no ano lect ivo de 1940-1941. 

A t é ho je o p r é m i o n ã o f o i ainda a t r i b u í d o . N o 
p r ime i ro ano, 1940-1941, apareceu u m ú n i c o concor
rente (aluno da Faculdade de Engenharia do P ô r t o ) 
com u m trabalho que n ã o era de m a t e m á t i c a s puras. 
N ã o temos conhecimento de que tenha aparecido 
a lgum concorrente no ano lectivo passado. 

Como se explica que exist indo t r ê s Faculdades de 
Ciênc ias no nosso pa í s com u m n ú m e r o cons ide ráve l 

(1) Veiam-se os n." 1 e 10 da «Gazeta de Matemática» 

de alunos frequentando a l icenciatura em c iênc ias 
m a t e m á t i c a s , n ã o se tenha ainda cr iado uma atmos
f e r a de interesse pelo P r é m i o Gomes Teixe i ra? 

É certo que o ensino das Ciênc ias M a t e m á t i c a s se 
encontra no nosso pa ís num estado de atrazo consi
d e r á v e l (ainda recentemente u m professor universi
t á r i o declarou aos seus alunos que êsse atrazo era de 
c ê r c a dum sécu lo ) (2) ; as correntes vi ta is do pensa
mento m a t e m á t i c o moderno n ã o s ã o ainda ensinadas 
entre nós , n ã o existe uma a tmosfera de in t e r ê s se 
efec t ivo pela i n v e s t i g a ç ã o m a t e m á t i c a entre cs estu
dantes das escolas superiores; mas t ô d a s estas c i r 
c u n s t â n c i a s deviam precisamente galvanizar a von-
taíde dos professore progressivos, que existem entre 
nós , para c r ia rem entre os estudantes uma atmos
f e r a de in te rêsse pelo P r é m i o Gomes Te ixe i ra . N a 
realidade a c r i a ç ã o d ê s s e p r é m i o f o i acolhida pra
ticamente com uma i n d i f e r e n ç a quás i geral. Que 
e s f o r ç o s se f i z e r am e que iniciativas se tomaram 
nas escolas superiores para levar os alunos a rea l i 
zarem trabalhos de i n v e s t i g a ç ã o ? 

Que temas de trabalho se propuzeram aos a lu
nos para êsse efe i to? 

E m face da s i t u a ç ã o em que se encontra a cu l tu ra 
m a t e m á t i c a portuguesa há , pelo menos, duas a t i tu 
des poss íve is : a pr imeira , a que p o d e r í a m o s chamar 
uma atitude realista ou progressiva, consiste em 
olhar a s i t u a ç ã o face a face, sem s u b t e r f ú g i o s , e 
procurar determinar o: g rau de d e c a d ê n c i a em que 
nos encontramos, as suas causas e r e m é d i o s ; a se
gunda, a que podemos chamar uma atitude idealista 
ou regressiva, é caracterizada por uma t e n d ê n c i a 
para considerar como s a t i s f a t ó r i a a s i t u a ç ã o em que 

(2) Ponho de lado, nêste momento, a questão de saber 
se o atrazo do nosso ensino deve ser avaliado em anos. 
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nos encontramos e por u m desinteresse quás i geral, 
e por vezes por uma hostil idade marcada, pelas 
tarefas mais urgentes que h á a realizar no nosso 
meio. U m exemplo t íp ico desta ú l t i m a ati tude é a 
o p i n i ã o ( f o r m u l a d a t a m b é m publicamente por u m 
professor u n i v e r s i t á r i o ) de que o ensino das mate
m á t i c a s em Por tuga l se pode considerar a par do 
ensino f r a n c ê s . Para p ô r em ev idênc ia a inconsis
tênc ia desta op in i ão vou r e f e r i r o seguinte facto. 
Como todos sabem a escola m a t e m á t i c a americana 
é ho je uma das primeiras do mundo. Ex i s tem na 
A m é r i c a centenas de investigadores de categoria, 
entre os quais f i g u r a m alguns dos pr imeiros mate
m á t i c o s da nossa época . O ensino a t ingiu u m nível 
altamente qual i f icado. A A m é r i c a possui alguns dos 
centros de i n v e s t i g a ç ã o m a t e m á t i c a mais impor tan
tes do mundo : Princeton (o p a r a í s o da Topolog ia ) 
H a r v a r d , N e w - Y o r k , etc., etc. 

Publicam-se na A m é r i c a do N o r t e u m grande 
n ú m e r o de p e r i ó d i c o s de M a t e m á t i c a de variada na
tureza entre os quais f i g u r a m uma meia d ú z i a de 
revistas ind ispensáve is em t ô d a s as bibliotecas de 
m a t e m á t i c a e sem os quais é ho je impossível t r a 
balhar em m a t e m á t i c a . A A m é r i c a é o pa ís que pos
sui o maior n ú m e r o de a s soc i ações c i e n t í f i c a s que 
dedicam a sua actividade ao progresso das c iências 
m a t e m á t i c a s , Sociedades de m a t e m á t i c a , clubes de 
m a t e m á t i c a , etc., etc.. Pois bem, numa cr í t i ca num 
j o r n a l americano a u m l i v r o de E x e r c í c i o s de A n á 
lise do Professor da Sorbonne Gaston Jul ia (desti
nados aos alunos da cadeira de cá lcu lo d i ferencia l 
e i n t e g r a l — 1.° ano da licenciatura em ciências 
m a t e m á t i c a s ) declarava-se que aquele l i v r e mostrava 
bem a elevada p r e p a r a ç ã o m a t e m á t i c a dos estudan
tes franceses da licenciatura, c u j o nível n ã o era at in
gido cm nenhuma universidade americana. 

Como todos sabem n ã o existe uma escola m a t e m á 
tica p o r t u g u ê s a ; l imitamo-nos a ter uma meia 
dúz i a de investigadores entre os quais n ã o h á nenhum 
que se possa considerar u m grande m a t e m á t i c o da 
nossa época. N ã o temos nenhum centro de investi
g a ç ã o m a t e m á t i c a importante. H á em Por tuga l duas 
revistas de m a t e m á t i c a , criadas recentemente, uma 
sociedade de m a t e m á t i c a que esboça os pr imeiros 
passos, n ã o existem praticamente clubes de m a t e m á 
tica, etc.. Mas . . . o nosso ensino é superior ao ensino 
americano, v is to que... se pode p ô r a par do ensino 
f r a n c ê s . 

Duas atitudes diferentes de dois professores da 
mesma escola superior : o nosso ensino matemático 
está um século em atrazo •— o nosso ensino matemá
tico é dos melhores do mundo. A p r ime i ra é uma 
ati tude progressiva porque é uma ati tude c r í t i ca 
e portanto potencialmente construt iva a segunda 

uma atitude d e m a g ó g i c a e por tanto potencialmente 
regressiva e suscep t íve l no caso de se generalizar de 
conduzir a nossa cul tura m a t e m á t i c a a uma decadên 
cia completa. Nada mais perigoso para a cu l tura ma
t e m á t i c a portuguesa que a g e n e r a l i z a ç ã o dês t e esp í 
r i t o de su f i c i ênc ia (consciente ou não , pouco impor ta ) 
que tem exercido uma i n f l u ê n c i a t ã o perniciosa. 

A nossa cu l tu ra m a t e m á t i c a só pode ser r e fund ida 
e melhorada, só pode ser conduzida a u m nível alta
mente qual i f icado per i n d i v í d u o s que tenham a cons
ciência da s i t u a ç ã o em que nos encontramos e que 
estejam animados duma f é inaba láve l na capacidade 
cr iadora da nossa juventude estudiosa. 

O des in t e rê s se que existe pelo P r é m i o Nacional 
Dou to r Francisco Gomes Te ixe i r a é u m índ ice reve
lador do estado em que se encontra o ambiente ma
t e m á t i c o nas nossas escolas. N u m pais em que é 
o b r i g a ç ã o legal dos professores do ensino superior 
a r e a l i z a ç ã o de trabalhos de i n v e s t i g a ç ã o c i e n t í f i c a , 
a r ea l i zação d ê s s e s trabalhos inspiraria por certo os 
d i sc ípu los mais atentos, se os resultados obtidos 
fossem expostos em c o n f e r ê n c i a s e cursos l ivres. 

O exemplo é contagioso para a juventude. O p r i 
meiro passo a dar para que o P r é m i o Gomes T e i 
xe i ra encontre u m ambiente adequado j u n t o dos 
estudantes é que os professores de m a t e m á t i c a das 
escolas superiores consagrem a sua actividade à 
r e a l i z a ç ã o de trabalhos de inves t igação , como es tá 
indicado na le i , que exponham aos seus alunos os 
resultados encorajando-os e animando-os na rea l i 
z a ç ã o de trabalhos de inves t igação . 

É preciso p o r é m n ã o esquecer que o ensino das 
cadeiras da especialidade (Complementos de Á l g e b r a , 
Geometria Pro jec t iva , Geometria Superior, A n á l i s e 
Superior e Cá l cu lo das Probabilidades, para n ã o 
ci tar outras) oferece t a m b é m numerosas opor tun i 
dades para d i f u n d i r idé ias modernas e propor t ê m a s 
de trabalho de m a t e m á t i c a s puras. 

É pelos vinte anos de idade que os estudantes 
devem iniciar-se no trabalho de inves t igação , mas 
é n e c e s s á r i o para isso que o ensino tenha uma or ien
t a ç ã o conveniente. 

N ã o é com a r e a l i z a ç ã o de cursos cristalizados 
em fo rmas que parecem def in i t ivas que se pode mo
d i f i c a r o ambiente m a t e m á t i c o existente em Por
tugal . É preciso renovar completamente o ensino 
para se cr iar no nosso pa ís um movimento m a t e m á 
tico moderno. 

O P r é m i o Nacional Dou to r Francisco Gomes T e i 
xe i ra deve desempenhar u m papel importante nesse 
movimento. 

O superior in t e r ê s se da cu l tu ra m a t e m á t i c a por
tuguesa exige que lhe seja prestada a a t e n ç ã o que 
merece. 
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C E N T R O D E E S T U D O S DE MATEMÁTICA D O P O R T O 
C o n f e r ê n c i a s d o Professor Sixto Rios e d o Doutor A n t ó n i o M o n t e i r o 

0 a b s o r v e n t e s e r v i ç o das aulas e dos exames 
d e f r e q u ê n c i a n ã o p e r m i t e , e m ge ra l , s o s s ê g o , n e m 
o f e r e c e o p o r t u n i d a d e pa ra se r e a l i z a r e m c o m c o n 
t i n u i d a d e , n o d e c o r r e r do ano l e c t i v o , c u r s o s o u 
pa les t ras a q u e se p o d e r á c h a m a r de « e x t e n s ã o 
c u l t u r a l u n i v e r s i t á r i a s . N ã o d e i x a l uga r , p e l o m e 
nos , à q u e l a s c o n d i ç õ e s e m q u e ê s s e s c u r s o s e 
essas pa les t ras , de c a r á c t e r t é c n i c o e spec ia l i zado 
o u s i m p l e s m e n t e c o m o c a r á c t e r d e v u l g a r i z a ç ã o , 
s e r i a m r o d e a d o s da a t e n ç ã o e do i n t e r ê s s e neces
s á r i o s p a r a q u e d ê l e s se p u d e s s e m c o l h e r bons 
r e su l t ados . E , na v e r d a d e , s ó ê s s e s r e s u l t a d o s 
p o d e r i a m j u s t i f i c a r a sua r e a l i z a ç ã o . 

P o r i sso é que , q u a n d o se pensa e m l e v a r a 
e f e i t o u m d ê s s e s cursos , se escolhe , e m r e g r a , o u 
o c o m ê ç o do ano l e c t i v o , p o r n ã o ser a inda m u i t o 
i n t e n s a a a c t i v i d a d e escolar , ou a pausa e n t r e os 
ú l t i m o s exames de f r e q u ê n c i a e os exames f i n a i s . 
É ê s t e o p e r i o d o e m que e n t r a m o s agora . 

A c o n v i t e d o C e n t r o de E s t u d o s de M a t e m á t i c a 
da F a c u l d a d e de C i ê n c i a s d o P ô r t o , o P r o f . S i x t o 
R i o s , d a E s c o l a S u p e r i o r de E n g e n h e i r o s A e r o 
n á u t i c o s , D i r e c t o r da S e c ç ã o d e A n á l i s e do I n s t i 
t u t o « J o r g e J u a n » do C o n s e l h o S u p e r i o r de I n v e s 
t i g a ç õ e s C i e n t i f i c a s ( M a d r i d ) e an t i go d i s c í p u l o do 
g r a n d e m a t e m á t i c o R e y Pastor, v e i o r e a l i z a r nes ta 
Facu ldade , de 20 a 26 de M a i o , u m a s é r i e de l i ç õ e s 
s ô b r e a l gumas q u e s t õ e s de A n á l i s e C l á s s i c a . 

Os t emas dessas l i ç õ e s t o r a m os segu in tes : 

1 — Propriedades gerais do integral de Laplace. 
I I — Prolongamento analítico e ultraconvergência 

do integral de Laplace. 
I I I — Pontos singulares e ultraconvergência das 

séries de Dirichlet. 
I V — Singularidades do integral de Laplace. 
V — Reordenação de séries funcionais e suas apli

cações. 

O es tudo p o r m e n o r i z a d o de t ô d a s estas ques 
t õ e s , d isse-nos o P r o f e s s o r S i x t o R i o s , c o n s t i t u i r i a 
assun to p a r a u m c u r s o de a lguns meses, e n ã o f o i 
ê s s e o o b j e c t i v o destas l i ç õ e s . 

O P r o f e s s o r S i x t o R i o s p ô s , p o r i sso , o seu 
m a i o r i n t e r ê s s e e m a p r e s e n t a r os p r o b l e m a s de 
u m m o d o n a t u r a l e c o m p r e e n s i v o , t r a ç a n d o e m 
seguida, n u m a e x p o s i ç ã o s e m p r e s i m p l e s , c l a r a e 
p rec i sa , o c a m i n h o p a r a a sua r e s o l u ç ã o . 

Es tas l i ç õ e s s e r ã o p u b l i c a d a s na c o l e c ç ã o d o 
C e n t r o de E s t u d o s de M a t e m á t i c a do P ô r t o . D i s -
pensamo-nos , p o r ê s s e m o t i v o , de ac rescen ta r 
q u a l q u e r r e s u m o à i n d i c a ç ã o que d e m o s dos assun
tos t r a t ados . 

T a m b é m a c o n v i t e do C e n t r o de E s t u d o s de 
M a t e m á t i c a da F a c u l d a d e de C i ê n c i a s d o P ô r t o , o 
D r . A n t ó n i o M o n t e i r o r e a l i z o u nes ta Facu ldade i 
nos dias 21 e 22 de M a i o , duas l i ç õ e s de q u e d a m o s 
a s egu i r os t ó p i c o s p r i n c i p a i s : 

1 . " — Caracterização da noção de quási-ordem 
por intermédio da noção de quási-métrica — A n é i s 
d e c o n j u n t o s ( H a u s d o r f f ) ; a-anel ; a n e l c o m p l e t o ; 
e x e m p l o s ( c o n j u n t o s f echados ( a b e r t o s ) dos espa
ç o s t o p o l ó g i c o s de K u r a t o w s k i , c o n j u n t o s m e n s u 
r á v e i s do e s p a ç o Rn, e t c . ) ; i m p o r t â n c i a m a t e m á 
t i ca desta n o ç ã o . N o ç ã o de q u á s i - o r d e m ; i g u a l d a d e 
e o r d e m p a r c i a l . E s p a ç o s t o p o l ó g i c o s c o m p l e t a 
m e n t e d i s t r i b u t i v o s . E q u i v a l ê n c i a das n o ç õ e s de 
q u á s i - o r d e m e de t o p o l o g i a c o m p l e t a m e n t e d i s t r i 
b u t i v a . N o ç ã o de q u á s i - m é t r i c a ; c a r a c t e r i z a ç ã o da 
n o ç ã o de q u á s i - o r d e m p o r i n t e r m é d i o da n o ç ã o de 
q u á s i - m é t r i c a . 

2. a — Funcionais semi-continuas superiormente 
— D e f i n i ç ã o n o caso de f u n ç õ e s r ea i s de v a r i á v e i s 
r ea i s ( B a i r e ) . D e f i n i ç ã o p o r m e i o de v i z i n h a n ç a s 
( t o p o l o g i a de K u r a t o w s k i ) . C o m p o r t a m e n t o da t o 
p o l o g i a a s s i m d e f i n i d a c o m r e s p e i t o aos a x i o m a s 
de s e p a r a ç ã o ( K o l m o g o r o f f , F r é c h e t , H a u s d o r f f ) . 
F u n c i o n a i s ; e x e m p l o de u m a f u n c i o n a l d e s c o n t í 
nua , s e m i - c o n t í n u a i n f e r i o r m e n t e . P r o b l e m a da 
d e t e r m i n a ç ã o da t o p o l o g i a d u m e s p a ç o p e l o c o n h e 
c i m e n t o da f a m í l i a das f u n ç õ e s s e m i - c o n t f n u a s 
s u p e r i o r m e n t e . 

A. P E R E I R A G O M E S 

S O C I E D A D E P O R T U G U E S A DE MATEMÁTICA 

C o n f e r ê n c i a d o Professor Sixto Rios 

A c o n v i t e desta Soc iedade e da F a c u l d a d e de 
C i ê n c i a s de L i s b o a , a q u e acedeu g e n t i l m e n t e , o 
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por Sixto Rios 

A « G a z e t a de M a t e m á t i c a » p r o s s e g u i n d o n o seu 
d e s e j o de esc la rece r o p ú b l i c o p o r t u g u ê s s ô b r e 
o d e s e n v o l v i m e n t o q u e os es tudos m a t e m á t i c o s 
t o m a m , n a é p o c a p resen te , nos v á r i o s p a í s e s do 
m u n d o , t e m o p r a z e r de a p r e s e n t a r aos seus l e i 
t o r e s a e n t r e v i s t a q u e ao P r o f e s s o r R u y L u í s G o 
m e s concedeu o P r o f e s s o r S i x t o R i o s , de v i s i t a ao 
nosso p a í s , a c o n v i t e do C. E . M . P., c o m o a c i m a 
r e f e r i m o s . T r a t a - s e desta vez d u m a escola de a p l i 
c a ç ã o à e ngenha r i a a e r o n á u t i c a , a « A c a d e m i a M i l i t a r 

— Q u a l é o o b j e c t i v o da E s c o l a e q u a n d o f o i 
c r i ada ? 

— L a A c a d e m i a M i l i t a r de I n g e n i e r o s A e r o n á u 
t i c o s t i e n e la m i s i ó n de f o r m a r e n E s p a n a I n g e 
n i e r o s a e r o n á u t i c o s en las d i s t i n t a s espec ia l idades 
( a e r o n á u t i c a , ae ro tecn ica , i n f r a e s t r u c t u r a ) q u e pe r -
m i t a n u n d e s e n v o l v i m i e n t o f e c u n d o de l a i n d ú s 
t r i a a e r o n á u t i c a n a c i o n a l c o n i n d e p e n d ê n c i a de l a 
a y u d a e x t r a n j e r a . 

L a A c a d e m i a t u v o p r i m e r a m e n t e c á r a c t e r c i v i l 
y s u f u n d a c i ó n es r e c i e n t e : q u i n c e anos . 

— P r e p a r a ç ã o m a t e m á t i c a dos a lunos : 
Q u a l é o p r o g r a m a de a d m i s s ã o ? 
É g r a n d e o n ú m e r o de c o n c o r r e n t e s ? 
Q u a n t o s s ã o a d m i t i d o s e m m é d i a ? 
Os cand ida tos ao e x a m e de a d m i s s ã o aonde é 

q u e f a z e m a sua p r e p a r a ç ã o ? 
Q u a i s s ã o as h a b i l i t a ç õ e s m í n i m a s ? 
Q u e t e m p o l e v a m os cand ida tos a f a z e r essa 

p r e p a r a ç ã o ? 
Q u a l é a i d a d e m é d i a dos a l u n o s do p r i m e i r o ano? 
Q u a l é a d u r a ç ã o do c u r s o ? 
— L o s e x á m e n e s de i n g r e s o se r e a l i z a n e n los 

meses d e j u n i o y s e p t i e m b r e , s i endo de 200 a 300 
lo s a l u m n o s c o n c u r r e n t e s y de 15 a 20 l o s a d m i t i 
dos cada cu r so . 

de E n g e n i e r o s A e r o n á u t i c o s » , onde ens ina o nosso 
n o v o c o l a b o r a d o r P r o f e s s o r S i x t o R i o s . 

P o r ela o l e i t o r a v a l i a r á , se a inda n ã o c o n v e n 
c i d o de t a l , do p a p e l f u n d a m e n t a l q u e as m a t e m á 
t icas c l á s s i c a e m o d e r n a d e s e m p e n h a m n u m a 
escola t é c n i c a q u e n ã o se l i m i t a , c o m o é l e g i t i m o , a 
r e p e t i r e deca lca r t é c n i c a s j á a d q u i r i d a s mas p r e 
t e n d e a c o m p a n h a r todos os d e s e n v o l v i m e n t o s des
tas e c r i a r n o v o s processos . 

M. Z. 

L a s m a t é r i a s de e x a m e n e s t á n d i v i d i d a s e n 
c u a t r o g r u p o s que p u e d e n a p r o b a r s e i n d e p e n -
d i e n t e m e n t e : I o — C u l t u r a g e n e r a l ( c o n o c i m i e n t o s 
f u n d a m e n t a l e s , d i b u j o , t r a d u c c i ó n c o r r e c t a de f r a n 
c ê s , i n g l ê s y a l e m á n ) . 2 . ° — M a t e m á t i c a s ( A n á l i s i s 
a lgeb ra i co , G e o m e t r i a s m é t r i c a y p r o y e c t i v a ) . 
3 . ° — M a t e m á t i c a s ( C á l c u l o d i f e r e n c i a l y sus a p l i -
cac iones a lgebra icas y g e o m é t r i c a s , a n a l í t i c a y 
d e s c r i p t i v a ) . 4 . ° — F í s i c a y Q u í m i c a . 

L o s e x á m e n e s c o m i e n z a n p o r v a r i a s ses iones 
e l i m i n a t ó r i a s e n q u e l o s a l u m n o s d e b e n r e s o l v e r 
en u n t i e m p o f i j a d o p r o b l e m a s q u e se les p r o p o r -
c i o n e n . A c o n t i n u a c i ó n h a c e n u n e x a m e n o r a l d e 
la t e o r i a . 

L a p r e p a r a c i ó n de l o s a l u m n o s p a r a estos e x á 
m e n e s es c o m p l e t a m e n t e l i b r e y sue le hace r se , 
c o m o p a r a o t ras Escue las de I n g e n i e r o s e s p a f i o -
las , e n academias p a r t i c u l a r e s . E s t e es u n d e f e c t o 
que , a n u e s t r o j u i c i o , d e b e r á c o r r e g i r s e , pues la 
ense f i anza de d ichas academias p a r t i c u l a r e s t i e n e 
e n g e n e r a l u n p r e c i o m u y s u p e r i o r a su b o n d a d , 
l o que i m p i d e e l acceso a las ca r r e r a s de i n g e -
n i e r f a a a lgunos a l u m n o s . 

N o r m a l m e n t e los a l u m n o s e m p l e a n t r è s anos 
e n hace r l a p r e p a r a c i ó n p a r a e l i n g r e s o , a u n q u e 
a lgunos l o l o g r e n e n dos y m u c h o s e n cua t ro -



12 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

L a edad m e d i a de los a l u m n o s en e l p r i m e r ano 
es de 20 anos ; p e r o no t i e n e n p r o b l e m a de ser-
v i c i o m i l i t a r , dado e l c a r á c t e r de la A c a d e m i a . 
A p a r t i r d e l 2 o a f io de e s t ú d i o s , los a l u m n o s t i e 
n e n e l g r ado de a l f é r e c e s c o n e l sue ldo y v e n t a j a s 
cons igu ien te s , q u e les p e r m i t e una c o n s a g r a c i ó n 
c o m p l e t a a sus e s t ú d i o s . S a l e n de la A c a d e m i a 
d e s p u é s de c i n c o a f ios d e c a r r e r a c o n la g r a d u a -
c i o n de Cap i t anes . 

— C o m o e s t á o r g a n i z a d o o ens ino ? 
É r e g i m e l i v r e o u o b r i g a t ó r i o ? Os e x a m e s ? 
H á cade i ras f i x a s de m a t e m á t i c a ? 
Os p r o g r a m a s das d i f e r e n t e s cade i ras s ã o f i x o s ? 
Q u a n t o s p r o f e s s o r e s t e m a escola? 
C o m o é q u e se t e m f e i t o o seu r e c r u t a m e n t o ? 
O s p r o f e s s o r e s t a m b é m f a z e m i n v e s t i g a ç õ e s ? 

C o m o a u x i l i a m estas o b r i g a ç õ e s ? H á assistentes? 
Q u e m d á as aulas p r á t i c a s e as aulas t e ó r i c a s ? 
Q u a l é a o r i e n t a ç ã o g e r a l do ens ino ? 
E n s i n a m na E s c o l a a l g u m a s t eor ias m o d e r n a s 

de m a t e m á t i c a ? 
A q u e c r i t é r i o t e m s u b o r d i n a d o a o r g a n i z a ç ã o 

dos seus cursos e r e s p e c t i v o p r o g r a m a ? 
— L a o r i e n t a c i ó n g e n e r a l de la A c a d e m i a c o r r e s 

p o n d e a l I l . m o S r . D i r e c t o r C o r o n e l M o n t a l v o , y 
la o r i e n t a c i ó n conc re t a de las ensenanzas a l 
I l . m o S r . J e f e de e s t ú d i o s T e n i e n t e C o r o n e l P é r e z 
M a r i n . Cabe a a m b o s e l a c i e r to de h a b e r l o g r a d o 
c o n j u g a r en sab ia s í n t e s i s e l c a r á c t e r y d i s c i p l i n a 
m i l i t a r de la A c a d e m i a c o n u n a a m p l i t u d de c r i 
t é r i o a b i e r t a a todas las r e f o r m a s e i n n o v a c i o n e s . 
E l P r o f e s o r a d o es se l ecc ionado po r c o n c u r s o de 
m é r i t o s c i e n t í f i c o s y p e d a g ó g i c o s e n t r e t odos los 
c iudadanos e spa f io l e s s i n l i m i t a c i ó n de t í t u l o s . 
L a ensef ianza de las m a t é r i a s f u n d a m e n t a l s de 
c a r á c t e r f o r m a t i v o ( M a t e m á t i c a s , H i d r o d i n â m i c a , 
F í s i c a , Q u í m i c a ) c o r r e n , e n gene ra l , a ca rgo de 
P r o f e s o r e s de o r i g e n u n i v e r s i t á r i o ( C a t e d r á t i c o s 
de U n i v e r s i d a d ) que c o n g r a n e n t u s i a s m o consa 
g r a m o s u n a p a r t e de n u e s t r o t i e m p o a t an i m p o r 
t an t e l a b o r . E n gene ra l , l a ensef ianza de estas d i s 
c i p l i n a s t i e n e a la v i s t a las ap l i cac iones , p e r o e l 
c r i t é r i o es d a r l e u n c a r á c t e r f o r m a t i v o y a s í es 
f r e c u e n t e e n c o n t r a r s e e n los p r o g r a m a s cues t i o -
nes de M a t e m á t i c a m o d e r n a q u e n o r e s p o n d e n a 
u n a idea u t i l i t á r i a de la C i ê n c i a . 

L o s p r o g r a m a s son s o m e t i d o s a r e v i s i ó n a n u a l 
p o r la J e f a t u r a de E s t ú d i o s , de a c u e r d o con e l 
C l a u s t r o de P r o f e s o r e s . 

L o s P r o f e s o r e s no t e n e m o s C á t e d r a s f i j a s , s i no 
q u e c a m b i a m o s cada ano , n o s i endo e x t r a n o e l 
caso de P r o f e s o r e s u n i v e r s i t á r i o s q u e i n t r o d u c i -
dos p o r a f i c i ó n en e l e s t ú d i o de t emas a e r o n á u 
t icos son y a espec ia l i s tas de p r i m e r a f i l a , u n i v e r 

s a l m e n t e ap rec i ados . T a l es e l caso de T e r r a d a s , 
a l m a h o y d e l r e c i é n c r eado I n s t i t u t o N a c i o n a l de 
T é c n i c a A e r o n á u t i c a , d e l que se espera u n a r e v o -
l u c i ó n c o m p l e t a en la t é c n i c a a e r o n á u t i c a n a c i o n a l . 

L a ensef ianza de la p a r t e t e ó r i c a y p r á c t i c a de 
u n a d i s c i p l i n a c o r r e a ca rgo d e i m i s m o P r o f e s o r , 
q u i e n d i s p o n e de u n a l i b e r t a d c o m p l e t a e n e l 
m é t o d o de ensef ianza y , e n gene ra l , p r o c u r a m o s 
es tab lecer u n a d i s c o n t i n u i d a d e n t r e las clases 
t e ó r i c a s y p r á c t i c a s . Es c o r r i e n t e e l c r i t é r i o de 
hace r cada q u i n c e dias u n e x a m e n t e ó r i c o - p r á c -
t i c o e sc r i t o a l o s a l u m n o s . E l P r o f e s o r l l ega a 
c o n o c e r l o s p e r f e c t a m e n t e a u n s i n esto, pues y o 
o b s e r v é a n t e r i o r m e n t e q u e las clases n o t i e n e n 
m á s de 2 0 a l u m n o s . 

— C o m o t ê m r e s o l v i d o o p r o b l e m a dos l i v r o s do 
c u r s o ? D o t a ç õ e s da B i b l i o t e c a e L a b o r a t ó r i o s . 

— L o s cursos s u e l e n ser t o m a d o s en apun te s p o r 
los a l u m n o s y estos a p u n t e s c o r r e g i d o s p o r e l 
P r o f e s o r son cop iados r á p i d a m e n t e e n l i t o g r a f i a , 
m e d i a n t e e l s e r v i c i o p e r f e c t a m e n t e o rgan izado 
a este e f e c t o p o r la J e f a t u r a de e s t ú d i o s . 

Es tos apun te s s i r v e n de base a l e s t ú d i o de los 
a l u m n o s y h a n s ido e l g é r m e n de a lgunos l i b r o s 
exce len tes que ha c o m e n z a d o a p u b l i c a r l a A c a 
d e m i a : ta les c o m o la A e r o d i n â m i c a de T e r r a d a s , la 
M e c â n i c a F í s i c a de Pa lac ios , las T a b l a s de A n á -
l i s i s A r m ó n i c o d e i J e f e de E s t ú d i o s T e n i e n t e 
C o r o n e l P é r e z M a r i n , e l Cu r so S u p e r i o r de A n á -
l i s i s m a t e m á t i c o de N a v a r r o B o r r á s . 

E n p r e n s a se e n c u e n t r a n : E l a s t i c i d a d , H i d r o a -
v i o n e s y A e r o d i n â m i c a A p l i c a d a d e i C o r o n e l L a f i t a , 
V i s t a s de A e r o p u e r t o s y F í s i c a de M a t e r i a l e s S ó 
l i d o s de T e r r a d a s , T r a t a d o de I n s t r u m e n t o s de 
a b o r d o de Pa lac ios y T n t e . C. M a r t i n e z P i s ó n y o t r o s . 

E l M i n i s t é r i o d e l A i r e ed i t a a sus expensas 
estos l i b r o s y se r e sa rce d e i i m p o r t e de l a e d i c i ó n 
m e d i a n t e l a v e n t a de los p r i m e r o s e j e m p l a r e s , 
s i e n d o e l r es to pa ra e l au to r . D e este m o d o se 
f o m e n t a de m a n e r a n o t a b l e la p u b l i c a c i ó n de ob ras 
que s i no q u i z á q u e d a r l a n i n é d i t a s p o r d i f i c u l t a d e s 
e c o n ó m i c a s de l o s au to res . 

L a B i b l i o t e c a de l a A c a d e m i a y l o s t a l l e r e s y 
L a b o r a t ó r i o s e s t á n do tados c o n e s p l e n d i d e z ex
t r a o r d i n á r i a . 

— C o m o se j u s t i f i c a u m a E s c o l a de E n g e n h a r i a 
c o m u m t ã o g rande d e s e n v o l v i m e n t o de m a t e m á 
t icas p u r a s ? 

A Esco la c o r r e s p o n d e a u m a necess idade do p a í s ? 
— C i e r t a m e n t e q u e s i l a A c a d e m i a t u v i e r a u n i 

c a m e n t e la p r e t e n s i ó n de c r e a r i n g e n i e r o s p a r a 
q u e r e s o l v i e r a n los p r o b l e m a s « s t a n d a r d » q u e 
sue l en p re sen ta r se en la p r á c t i c a c o r r i e n t e de l a 
p r o f e s i ó n , e l p l a n de E s t ú d i o s se r i a s u p e r a b u n -
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dan te . M á s c o m o la i dea es I l ega r a l o g r a r u n a 
c o l a b o r a c i ó n de Espana e n la i n v e s t i g a t i o n a e r o 
n á u t i c a , ta les p lanes de e s t ú d i o s s e r á n en b r e v e 
i n c r e m e n t a d o s n o t a b l e m e n t e c o n l a p r o y e c t a d a 
c r e a c i õ n d e i t í t u l o de D o c t o r e n I n g e n i e r í a A e r o 
n á u t i c a . 

L o s n o m b r e s g lo r io sos de L a C i e r v a , T o r r e s 
Q u e v e d o , T e r r a d a s y o t ros , p o n e n f u e r a de duda 
la c a p a c i d a d de i n v e n t i v a de l o s c é r e b r o s espa-
no les e n esta i m p o r t a n t í s i m a r a m a de la t é c n i c a 

y hacen e s p e r a r u n f u t u r o de e s p l e n d o r p a r a 
n u e s t r a c i ê n c i a a e r o n á u t i c a , encauzada p o r l a 
A c a d e m i a M i l i t a r de I n g e n i e r o s A e r o n á u t i c o s . 

L a A c a d e m i a r e s e r v a a n u a l m e n t e a lgunas p l a 
zas p a r a a l u m n o s e x t r a n j e r o s y c o n s i d e r a u n 
g r a n h o n o r c o n t a r a c t u a l m e n t e e n t r e e l l o s a l 
C a p i t á n p o r t u g u ê s P e r e i r a d o N a s c i m e n t o , pues 
e n E s p a n a p e r d u r a e l r e c u e r d o y la a d m i r a c i ó n 
p o r la g lo r iosa gesta de v u e s t r o s a v i a d o r e s Gago 
C o u t i n h o y S a c a d u r a C a b r a l . 

A N T O L O G I A 
E V O L U Ç Ã O D O P E N S A M E N T O M A T E M Á T I C O 

por Beppo Levi 

(Conferência realizada em 18 de Maio de 1940 na inauguração do Instituto de Matemática 
— Universidad Nacional dei Litoral — Rosário-Argentina) 

D i s s e G a l i l e o q u e « la f i l o s o f i a è s c r i t t a i n q u e s t o 
g r a n d í s s i m o l i b r o che c o n t i n u a m e n t e c i sta a p e r t o 
d i n a n z i a g l i o c c h i ( i o d i co l ' U n i v e r s o ) , m a n o n s i 
p u ó i n t e n d e r e se p r i m a n o n s ' i m p a r a a i n t e n d e r 
l a l i n g u a e a conosce r i c a r a t t e r i n e ' q u a l i è s c r i t t o . 
E g l i è s c r i t t o i n l i n g u a m a t e m á t i c a , e i c a r a t t e r i 
s o n t r i a n g o l i , c e r c h i , e d a l t r e f i g u r e g e o m e t r i -
c h e . . . » . N ú m e r o s , f i g u r a s e m e d i ç õ e s s ã o os i n s 
t r u m e n t o s p a r a f i x a r na nossa m e n t e as m a n i f e s 
t a ç õ e s do c o s m o s : mas n ã o . e x i s t i r i a m n ú m e r o s 
n e m m e d i ç õ e s se n ã o houvesse h o m e n s . P o d e r i a m 
os as t ros r o d a r pe los e s p a ç o s , p o d e r i a a l u z p e r -

c c o r r ê - l o s , mas f a l t a r i a a p r e g u n t a da v e l o c i d a d e 
da l u z e f a l t a r i a a r e spos ta de M i c h e l s o n . Os n ú 
m e r o s f o r a m - n o s dados p o r D e u s c o m o pensa
m e n t o , e a m a t e m á t i c a encon t ra - se , s e m p r e , onde 
os f ac tos da na tu reza se f u n d e m c o m os do i n t e 
l ec to . N ã o se t r a t a p o r é m d u m p o n t o de i n t e r s e c 
ç ã o , mas d u m con tac to ex tenso , v i s t o q u e n ã o é s ó 
p a r a d a r p r e c i s ã o e f o r m a m n e m ó n i c a aos nossos 
c o n h e c i m e n t o s q u e c o n t a m o s e m e d i m o s ; é t a m 
b é m , e p o s s i v e l m e n t e m a i s , p o r q u e u m a necess i 
dade d o e s p í r i t o nos i m p e l e a a d o p t a r os fac tos 
da na tu reza aos e squemas das r e l a ç õ e s l ó g i c a s . 
E s t a necess idade n ã o é c o n t u d o i g u a l m e n t e s e n 
t i d a p o r todos os h o m e n s , n e m seque r p o r todos 
os povos e e m t o d o s os t e m p o s . V a r i a p o r t a n t o o 
p r ó p r i o c o n c e i t o da m a t e m á t i c a , v a r i a o v a l o r q u e 
se l h e a t r i b u e , v a r i a o seu d e s e n v o l v i m e n t o . 

A s n o t í c i a s m a i s an t igas q u e a c t u a l m e n t e se t ê m 
s ô b r e c o n h e c i m e n t o s m a t e m á t i c o s pa rece q u e 
d a t a m de h á a p r o x i m a d a m e n t e q u a t r o m i l anos e 
r e f e r e m - s e a do i s p o v o s n ã o m u i t o afas tados geo
g r a f i c a m e n t e mas de r a ç a s e c i v i l i z a ç õ e s bas tan te 
d i f e r e n t e s : os e g í p c i o s e os b a b i l ó n i o s ; q u a n t o 

aos p r i m e i r o s p o d e d i ze r - se q u e t r a t a m s ó de 
r eg ras a r i t m é t i c a s t e n d o e m v i s t a c á l c u l o s c o n 
c re tos ou d e r eg ras g e o m é t r i c a s q u e p a r e c e m 
consag ra r ce r tos r e su l t ados e x p e r i m e n t a i s de a p l i 
c a ç ã o p r á t i c a ; q u a n t o aos segundos , p o d e p e n -
sar-se n u m a m a t e m á t i c a des in te res sada e t a l v e z 
j á d e e s t r u t u r a l ó g i c a . F o i N e u g e b a u e r — sagaz 
i n t é r p r e t e de n u m e r o s o s t i j o l o s encon t r ados nas 
e x c a v a ç õ e s do v a l e do E u f r a t e s — q u e m d e s c o b r i u 
estes d o c u m e n t o s d u m c o n h e c i m e n t o a l g é b r i c o 
m u i t o s eme lhan te , s egundo parece , ao q u e f l o r e s 
c e u n a E u r o p a nos p r i m e i r o s anos do r e n a s c i 
m e n t o c i e n t í f i c o n ã o s ó pe lo seu c o n t e ú d o ? m a s 
a i n d a pe la f o r m a g e o m é t r i c a c o m o e s t á exp res so . 
N o en t an to a g e n i a l i n t e r p r e t a ç ã o de N e u g e b a u e r 
d e i x a - n o s a s s o m b r a d o p o r q u e os d o c u m e n t o s s ó 
a p r e s e n t a m reg ras d o g m á t i c a s , a t r a v é s de e x e m 
p l o s e sco lh idos de m o d o a a c e n t u a r c o m b i n a ç õ e s 
n u m é r i c a s q u e e n c o b r e m a p a r t e l ó g i c a . 

S u p õ e N e g e b a u e r que o p a p e l d e d u c t i v o ausente , 
f ô s s e r e s e r v a d o ao e n s i n o o r a l e a i n d a q u e ê s t e 
e n s i n o t i ve s se u m c e r t o c a r á c t e r de i m p o r t a ç ã o : 
pa rece -me , p o r é m , m a i s p r o v á v e l que estes d o 
c u m e n t o s r e v e l e m u m a fase de d e c a d ê n c i a n a 
q u a l , t endo-se p e r d i d o o g ô s t o p e l o r a c i o c í n i o d e 
d u c t i v o , n ã o t ivesse f i c a d o s e n ã o u m a t r a d i ç ã o de 
escola, f a c t o t a lvez c o m p a r á v e l ao q u e se d e u 
na I d a d e M é d i a q u a n d o p r o p o s i ç õ e s euc l ideanas 
de que se t i n h a p e r d i d o o v e r d a d e i r o s i g n i f i c a d o , 
f o r a m o b j e c t o de d i s c u s s õ e s e s c o l á s t i c a s . Ce r to é 
q u e a esta a n t i q u í s s i m a c u l t u r a m a t e m á t i c a se se
g u i u u m p e r í o d o de o b s c u r e c i m e n t o e h o u v e q u e 
e s p e r a r u m m i l é n i o pa ra q u e a chama vo l t a s se a 
b r i l h a r n o u t r o l u g a r e n o u t r o p o v o : o p o v o g rego . 

É p r o v á v e l que a t é aos gregos t e n h a m chegado 
a lgumas t r a d i ç õ e s p r á t i c a s de n a t u r e z a m a t e m á -
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t i c a dos p o v o s p r ó x i m o s d o M e d i t e r r â n e o , p o r q u e , 
s egundo t e s t e m u n h a H e r ó d o t o , ê l e s t e r i a m a p r e n 
d i d o as p r i m e i r a s n o ç õ e s g e o m é t r i c a s dos a g r i 
m e n s o r e s e g í p c i o s ; e o n o m e de g e o m e t r i a e x 
p r i m e c l a r a m e n t e u m a o r i g i n á r i a i n t e n ç ã o p r á t i c a . 
M a s £ q u e m p o d e r á t o m a r os « E l e m e n t o s » de 
E u c l i d e s p o r u m t r a t a d o d e T o p o g r a f i a ? N ã o f o i 
n a m e d i ç ã o dos campos , mas nas d i s c u s s õ e s das 
escolas f i l o s ó f i c a s , sob o e s t í m u l o da c r í t i c a l ó g i c a 
q u e se d e s e n v o l v e u a g e o m e t r i a grega, c u j o p e n 
samen to , a t i n g i u o auge c o m a o b r a de A r q u i m e d e s , 
q u e a n u n c i a q u á s i t o d o s os t emas f u n d a m e n t a i s 
da m a t e m á t i c a m o d e r n a . S e o r á p i d o d e s a p a r e c i 
m e n t o d ê s t e p e n s a m e n t o c o m a chegada da I d a d e 
M é d i a n ã o n o s s u r p r e e n d e m u i t o , é s o m e n t e p o r 
q u e es tamos a c o s t u m a d o s a c o n s i d e r a r ê s t e p e 
r í o d o , t a lvez m a i s do q u e r e a l m e n t e f o i , c o m o 
é p o c a de b a r b a r i e . Mas , e m v e r d a d e , o d e c l í n i o 
da m a t e m á t i c a exp l i c a - s e m e l h o r c o m a e x p a n s ã o 
do m u n d o r o m a n o do q u e c o m o a v a n ç o da I d a d e 
M é d i a . A o c o n t r á r i o da G r é c i a , R o m a q u e e m 
t an to s r a m o s d o p r o g r e s s o c i v i l f o i sua r i v a l , q u e 
p e l o p o d e r m i l i t a r e p o l i t i c o l h e f o i i m e n s a m e n t e 
s u p e r i o r , t e v e p o r c e r t o u m a a r t e de c á l c u l o , mas 
n ã o t e v e — o u q u á s i n ã o t e v e — u m p e n s a m e n t o 
m a t e m á t i c o . Os p r o b l e m a s p r á t i c o s da m e d i ç ã o 
dos t e r r e n o s , do t r a ç a d o das estradas, das cons 
t r u ç õ e s m u n i c i p a i s , e x i s t i a m , e g rand iosos , na 
é p o c a r o m a n a ; n ã o d e i x a r a m de e x i s t i r , e m b o r a 
d e m i n u í d o s , na d e c a d ê n c i a do I m p é r i o ; mas t a m 
b é m estes p o d e m r e s o l v e r - s e p o r m e i o de u m a 
t é c n i c a m a i s o u m e n o s p e r f e i t a . Pa rece r e a l m e n t e 
q u e o d e c l í n i o da m a t e m á t i c a c o i n c i d e c o m o 
d e s v i o do i n t e r ê s s e dos p r o b l e m a s da r a z ã o p a r a 
as m e n o s c o m p l i c a d a s necess idades da t é c n i c a . 

D u r a n t e m u i t o s s é c u l o s o p e n s a m e n t o m a t e m á 
t i c o pa rece t e r - se apagado c o m p l e t a m e n t e . P a r a 
f a l a r d u m a m a t e m á t i c a m e d i e v a l é p r e c i s o d a r 
v a l o r aos m a i s p e q u e n o s a o e r f e i ç o a m e d t o s n a 
a r t e do c á l c u l o n u m é r i c o e da n u m e r a ç ã o . 

A m a t e m á t i c a r enasce c o m a v o l t a do pensa 
m e n t o l i v r e , do p e n s a m e n t o c r í t i c o , c o m o a f i r -
m a r - s e da f i l o s o f i a p o s i t i v a : o q u e d i s t i n g u e o 
p e n s a m e n t o p o s i t i v o d o e s c o l á s t i c o o u do i d e a 
l i s t a , n ã o é , c o m o à s vezes se d iz , p o r q u e o p r i 
m e i r o s ó r e p a r e na na tu reza , p o r q u e é i g u a l m e n t e 
e s c o l á s t i c o u m m a t e r i a l i s m o m i l a g r o s o q u e se 
r e d u z a a a f i r m a ç ã o de fac tos , de a c o n t e c i m e n t o s , 
de a t r i b u t o s . O q u e m a i s d i s t i n g u e o p e n s a m e n t o 
p o s i t i v o , j u l g o eu , e s t á e m p e d i r à na tu reza r e s 
pos tas b e m d e f i n i d a s , l o g i c a m e n t e d e t e r m i n a d a s . 
P o r t u d o i s to é p r e c i s o a f i r m a r q u e o q u e se c h a m a 
p o r a n t o n o m á s i a c i ê n c i a da d e d u ç ã o , é , na v e r d a d e , 
c o m o f o r m a m e n t a l , m a i s do que c o m o i n s t r u 

m e n t o t é c n i c o , o an t eceden te n e c e s s á r i o , o gu ia 
l u m i n o s o da c i ê n c i a e x p e r i m e n t a l . O n o m e de 
Ga l i l eo , q u e f i g u r a à f r e n t e da escola f i l o s ó f i c a 
p o s i t i v a , é t a m b é m o p r i m e i r o g r a n d e n o m e do 
r e n a s c i m e n t o m a t e m á t i c o , n ã o s ó p o r q u e , c o m o 
r e c o r d e i , ê l e t enha a f i r m a d o ser a m a t e m á t i c a a 
l i n g u a g e m e m q u e se e x p r i m e m os f a c t o s f í s i c o s , 
n e m t ã o p o u c o p o r q u e a m a t e m á t i c a l h e se j a d e v e 
d o r a d i r e c t a m e n t e de a l g u m d e s c o b r i m e n t o , mas 
p o r q u e da sua escola s u r g i r a m os C a v a l i e r i , os 
T o r r i c e l l i , os V i v i a n i , p o r q u e o p e n s a m e n t o d e 
G a l i l e o t o r n o u p o s s í v e l a o b r a de N e w t o n . C o m o 
j á n a escola g rega de P l a t ã o , p a r e c e u n o v a m e n t e 
c o m Descar tes , L e i b n i z , Pascal , ser a m a t e m á t i c a 
o f u n d a m e n t o da f i l o s o f i a ; e o s é c u l o do i l u m i 
n i s m o , das r e v o l u ç õ e s da A m é r i c a e da F r a n ç a , 
da d e c l a r a ç ã o dos d i r e i t o s do h o m e m , f o i t a m b é m 
a q u ê l e e m que s u r g i r a m as bases das p r i n c i p a i s 
t eo r i a s m a t e m á t i c a s e f í s i c a s m o d e r n a s . P o d e a f i r -
mar - se , s e m d ú v i d a a l g u m a , q u e ê s t e p e r í o d o do 
d e s e n v o l v i m e n t o das m a t e m á t i c a s u l t r a p a s s o u e m 
e s p l e n d o r todos os a n t e r i o r e s : c i t a r e m o s E u l e r , 
L a g r a n g e , Gauss, F o u r i e r , A m p è r e , Cauchy , H e r -
m i t e , P o i n c a r é , etc. N o p r ó l o g o do p r i m e i r o v o 
l u m e das A c t a M a t h e m a t i c a , M i t t a g L e f f l e r p o d i a 
d i z e r : « A é p o c a e m q u e c o m e ç á m o s a nossa p u 
b l i c a ç ã o é c e r t a m e n t e u m a das m a i s f e c u n d a s na 
h i s t ó r i a da m a t e m á t i c a , p e l o n ú m e r o e i m p o r t â n 
c ia dos d e s c o b r i m e n t o s q u e se r e f e r e m aos p r i n 
c í p i o s m a i s essencia is da a n á l i s e » : i s to passou-se 
e m 1 8 8 2 , e, apesar de q u e s e m p r e é f á c i l aos* 
c o n t e m p o r â n e o s e r r a r p o r f a l t a de p e r s p e c t i v a , 
pode-se a inda h o j e n ã o d i s c o r d a r desta a f i r m a ç ã o . 

; C h e g á m o s a s s im à s m i n h a s r e c o r d a ç õ e s pes
soais : à m a t e m á t i c a q u e eu p r ó p r i o v i v i ! 

N o f i m do s é c u l o passado f o i m o d a u m a d e f i n i 
ç ã o de m a t e m á t i c a q u e a i d e n t i f i c a v a c o m a l ó g i c a 
d e d u t i v a ; e u m m a t e m á t i c o f i l ó s o f o c h e g o u ao 
e n u n c i a d o p a r a d o x a l de que a m a t e m á t i c a é a 
c i ê n c i a na q u a l se t i r a m c o n c l u s õ e s exactas, s e m 
c o n h e c e r o o b j e c t o de q u e se f a l a , n e m a v e r 
dade do que l h e d i z r e s p e i t o : p o r q u e as r eg ras 
da l ó g i c a o p e r a m s ô b r e as p r o p o s i ç õ e s i n d e p e n 
d e n t e m e n t e do seu s i g n i f i c a d o i n t r í n s e c o , i n d e 
p e n d e n t e m e n t e da sua v e r d a d e o b j e c t i v a , asse
g u r a n d o à s d e d u ç õ e s u m a v e r d a d e h i p o t é t i c a , 
c o n d i c i o n a d a à v e r d a d e das p r o p o s i ç õ e s de q u e 
se p a r t i u . Pe la m e s m a r a z ã o disse-se da m a t e m á 
t i ca q u e é c i ê n c i a t a u t o l ó g i c a , q u e nada nos f az 
c o n h e c e r q u e n ã o c o n h e c ê s s e m o s a n t e c i p a d a 
m e n t e ; e u m ou o u t r o f i l ó s o f o i dea l i s t a pode t e r 
j u l g a d o ê s t e a r g u m e n t o s u f i c i e n t e p a r a p r o c l a m a r 
a v a i d a d e c i e n t í f i c a da M a t e m á t i c a , c i ê n c i a de 
p seudo-conce i to s . 
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A o pr ime iro argumento responderemos , que 
carac ter i zar u m a c i ê n c i a pelo instrumento que 
emprega , é talvez, ao m e s m o tempo, e x c e s s i v a 
p r e s u n ç ã o e humi ldade de mais : p r e s u n ç ã o por
que d á a e s sa c i ê n c i a u m campo il imitado, h u m i l 
dade porque f i ca pr ivada de todo o direito ao 
ao va lor i n t r í n s e c o sobre o va lor do objecto que 
invest iga . 

No que respe i ta ao segundo argumento, h á u m 
sof i sma diss imulado, como sempre , n u m jogo de 
pa lavras : n ã o se deve negar que a tautologia m a 
t e m á t i c a s ó nos faz conhecer o que antec ipada
mente se a f i rmou ; mas t a m b é m n ã o tem sentido 
q u e r e r conhecer o que antec ipadamente n ã o 
exista, on na natureza que nos rodeia , ou no nosso 
Intimo, ou, ainda, nas a f i r m a ç õ e s do nosso p e n s a 
mento ; e se a pretendida tautologia consegue 
descobr ir na lgum s i s tema muito restr icto e a p a 
rentemente s imples , de tais a f i r m a ç õ e s u m con
t e ú d o de e x t e n s ã o i n e s g o t á v e l , de surpreendente 
var i edade e beleza, de que muitas vezes t a m b é m 
n ã o se suspei tava , parece -me que a i ron ia t rans -
forma-se e m sub l ime e x a l t a ç ã o . 

Q u e r o acrescentar que, apesar da d e d u ç ã o l ó g i c a 
s e r o que c a r a c t é r i s a a m a t e m á t i c a , s er ia parado
x a l c h a m a r m a t e m á t i c a a t ô d a e qualquer dedu
ç ã o ; apesar das teorias m a t e m á t i c a s a p a r e c e r e m 
como o desenvolv imento u n í v o c o das i m p l i c a ç õ e s 
contidas e m poucas p r o p o s i ç õ e s in ic ia i s , o v e r d a 
deiro espir i to m a t e m á t i c o manifesta-se p r e c i s a 
mente no acto de escolher estas p r o p o s i ç õ e s e de 
esco lher entre essas i m p l i c a ç õ e s as va l iosas e 
as interessantes . 

T a l v e z colocando-se neste ponto de v is ta , ao 
olhar para a i m e n s a var iedade e o enorme desen
vo lv imento da nossa l i teratura m a t e m á t i c a c o n 
t e m p o r â n e a possa a lguma vez s u r g i r a d ú v i d a de 
que a i n d i s c u t í v e l arbi trar iedade do objecto s ô b r e 
o qual se e x e r c e a d e d u ç ã o m a t e m á t i c a nos l e v e 
no f i m de contas ao capricho ind iv idua l . O b j e c -
ta-se à s vezes , que n ó s os homens n ã o podemos 
p r e v e r — e isto p o d e r á s e r út i l nas a p l i c a ç õ e s 
futuras — que a m a t e m á t i c a p r e p a r a quadros r a 
c ionais que, pelo progresso da c i ê n c i a , poder iam 
v i r a s e r ú t e i s , ta lvez n e c e s s á r i o s , para colocar 
n ê l e s os dados e as preguntas da e x p e r i ê n c i a e da 
p r á t i c a , e que muitos d ê s t e s quadros p o s s í v e i s s ã o 
n e c e s s á r i o s se se pretende que p r á t i c a e teoria 
p o s s a m encontrar , no momento oportuno, aqui lo de 
que c a r e c e m . C o r r e m de b ô c a e m boca exemplos 
des lumbrantes , como o do c á l c u l o d i ferenc ia l abso
luto, que encontrou a p l i c a ç ã o na teoria da re la t i 
v idade, e o do c á l c u l o das matr izes e dos auto-
-va lores , nas teorias a t ó m i c a s . N ã o é esta a 

o c a s i ã o para d iscut ir tais exemplos ; há , n a v e r 
dade, d i f e r e n ç a s essenc ia i s entre os dois casos : 
no pr imeiro , pode p e n s a r - s e que a l i g a ç ã o deu-se 
com o d e c o r r e r do tempo e o facto das cons ide
r a ç õ e s p lur id imens iona i s s e r e m actualmente h a b i 
tuais entre os m a t e m á t i c o s e a t é , u m pouco t a m 
b é m , entre os n ã o m a t e m á t i c o s ; no uso cada v e z 
mais general izado dos re ferenc ia i s i n t r í n s e c o s n a 
m e c â n i c a e n a f í s i c a m a t e m á t i c a , etc., pode p e n 
sar-se que se a c o n c e p ç ã o de E i n s t e i n n ã o t ivesse 
s ido preced ida da c r e a ç ã o do c á l c u l o de R i c c i e 
L e v i - C i v i t a , n ã o ter ia encontrado por i sso d i f i cu l 
dades essenc ia i s e teria originado ela p r ó p r i a ê s t e 
desenvo lv imente t e ó r i c o visto que d ê l e p r e c i s a v a 
como pode p r o v a r adiante a h i s t ó r i a das teorias 
vectoria is , que a inda n ã o tem u m s é c u l o . Pode 
p e n s a r - s e prec i samente o c o n t r á r i o pelo segundo 
caso : n ã o é f á c i l imaginar que a lgumas i d é i a s 
vu lgares na f í s i c a chamada o n d u l a t ó r i a se t er iam 
produzido s e m o precedente abstracto de certas 
teorias m a t e m á t i c a s : m a s p arece - me que se trata, 
m a i s que d u m a a p l i c a ç ã o , de s i m p l e s analogias, 
das quais a inda duvido um pouco. 

D i r e i , concluindo, que n ã o acredito n u m a c i ê n 
c i a feita de retalhos ou, se se prefere , de partes 
compostas mas ao m e s m o tempo independentes . 
C r e i o que a m a t e m á t i c a tem, a respeito das c i ê n 
c ias da natureza , a m e s m a p o s i ç ã o que a f i losof ia 
re la t ivamente à h i s t ó r i a e à s c i ê n c i a s mora i s : os 
resultados, as f ó r m u l a s d ã o muito menos valor à 
m a t e m á t i c a como factor de progresso, do que os 
m é t o d o s , do que a s o m a de e x p e r i ê n c i a s menta i s 
com que ela v a i enr iquecendo a nossa faculdade 
de r a c i o c í n i o . Nada s igni f ica u m ou outro caso, 
caso feliz e m que u m a f ó r m u l a m a t e m á t i c a pode 
r e s o l v e r u m problema de a p l i c a ç ã o , porque a h i s 
t ó r i a mostra-nos que é muito mais frequente o 
caso e m que os prob lemas propostos pe la f i loso
f ia natural const i tuem o ponto de part ida p a r a o 
desenvolv imento de novas teorias m a t e m á t i c a s . 
E eu penso que, p a r a a c i ê n c i a , deve t emer- se 
como u m a d o e n ç a , o p r o c u r a r uma j u s t i f i c a ç ã o 
exterior, a s s i m como no h o m e m a pregunta do 
f i m , do como e do p o r q u ê da v ida . S a b e - s e quanta 
f i losofia desesperada h á no fundo desta pregunta; 
e, no entanto, v i v e - s e pelo amor à v ida , pelo a m o r 
aos fi lhos, pelo amor à humanidade . O mesmo s u 
cede com a c i ê n c i a : as teorias v a l e m pela luz inte
r ior que d e v e m o s a q u e m as criou, v a l e m pela 
luz que ainda d ã o a q u e m as estuda. ] N ã o in teres sa 
que esta luz possa d e r i v a r d u m a pregunta de p u r a 
e s p e c u l a ç ã o c i e n t í f i c a ou de c i ê n c i a ap l icada ! 
i D e v e pois c o n s i d e r a r - s e s ó como acaso que m u i 
tas v e z e s preguntas dum e doutro tipo, conduzem 
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aos mesmos resultados ? T a m b é m n ã o acredito, 
porque a f o r ç a do homem res ide no entendimento 
e a d i s t i n ç ã o entre entendimento e a p l i c a ç ã o s ó 
pode s e r p r o v i s ó r i a e aparente . 

A f inal idade da v ida é a v ida digna e a da c i ê n c i a 
é a c i ê n c i a digna ; mas o conceito de dignidade 
sai s ó da nossa c o n s c i ê n c i a ; por isso, e s t ã o igual
mente afastadas da verdade a m b a s as f ó r m u l a s : 
a da c i ê n c i a para a p r á t i c a e a da c i ê n c i a para a 
c i ê n c i a . 

U m dos campos e m que mais se tem empregado 
a m a t e m á t i c a como s i m p l e s d e d u ç ã o l ó g i c a é na 
i n v e s t i g a ç ã o dos « f u n d a m e n t o s » . Pode d izer-se , 
com verdade, que o que fez nascer a d e f i n i ç ã o da 
m a t e m á t i c a como l ó g i c a pura foi verdade iramente 
o grande i n t e r ê s s e suscitado pelos fundamentos . 
j M a s n ã o se deve acredi tar por isso que a preo
c u p a ç ã o dos fundamentos l ó g i c o s das d e d u ç õ e s 
m a t e m á t i c a s seja exc lus ivamente moderna. Quanta 
i n v e s t i g a ç ã o de fundamentos e s t á contida na obra 
de E u c l i d e s : no cuidado com que e s t ã o enunc ia 
dos nos « E l e m e n t o s » — e m b o r a de m a n e i r a que 
n ã o corresponde completamente à s e x i g ê n c i a s 
modernas — os axiomas, as « n o ç õ e s c o m u n s » ; no 
e s f ô r ç o para a trasar o mais p o s s í v e l o uso do 
c é l e b r e ax ioma que mais tarde foi a p r e o c u p a ç ã o 
dos g e ó m e t r a s durante muitos s é c u l o s ; na teo
r ia das p r o p o r ç õ e s , no p r i n c í p i o da e x a u s t a ç ã o . 
O m é t o d o é certamente diferente do nosso : n u n c a 
n a antiguidade se tratou de construir s i s temas 
l ó g i c o s h i p o t é t i c o s ; pensava- se nes sa é p o c a s ó 
e m dar forma l ó g i c a , baseada sobre alguns con
ceitos que parec iam mais intuitivos, a teorias 
conhecidas , quer pela e x p e r i ê n c i a , quer pela intu i 
ç ã o . N ó s , pelo c o n t r á r i o , c o n s t r u í m o s , a pr ior i , as 
geometrias) n ã o - e u c l i d e a n a s . Mas, £ é v e r d a d e i r a 
mente para antecipar u m a geometria p o s s í v e l 
n u m e s p a ç o f í s i c o que u m a pretendida e x p e r i ê n 
c i a v i r i a a demonstrar n ã o eucl ideana, que nos 
v ê m interessando h á mais de dois s é c u l o s , apro 
x imadamente , as geometrias n ã o e u c l i d e a n a s ? e 
as geometrias dos e s p a ç o s c u r v o s ? A resposta 
n ã o pode s e r s e n ã o negativa se r e p a r a r m o s nas 
or igens: c o m e ç a n d o com a obra de S a c c h e r i , e 
seguindo com a de G a u s s , Bo lya i , L o b a c h e w s k i , 
R i e m a n n , n u n c a o est imulo p a r a a i n v e s t i g a ç ã o 
m a t e m á t i c a foi a d ú v i d a a c ê r c a da natureza f í s i c a 
do e s p a ç o , mas o desejo de penetrar a t r a v é s do 
a r t i f í c i o da h i p ó t e s e c o n t r á r i a , no í n t i m o sentido 
das h i p ó t e s e s que carac ter izam a geometria e u c l i 
deana que domina as nossas e x p e r i ê n c i a s d i á r i a s . 
É certo que, formada a teoria, sob a i n f l u ê n c i a 
duma fi losofia e m p í r i c a , talvez n ò v ã o desejo duma 

j u s t i f i c a ç ã o u t i l i t ár ia , poude nascer a q u e s t ã o : 
se u m a geometria n ã o - e u c l i d e a n a com raio de 
c u r v a t u r a suf ic ientemente grande, mas n ã o in f i 
nito, corresponder ia melhor aos factos da expe
r i ê n c i a . E u julgo que se a resposta nunca foi dec i 
s iva , é porque a geometria precede as m e d i ç õ e s , 
é a c o n d i ç ã o para a sua i n t e r p r e t a ç ã o , é a teoria 
dos instrumentos de medir . 

Na f i losofia m a t e m á t i c a moderna, tomou trans
cendente i m p o r t â n c i a a c o n s i d e r a ç ã o de que os 
conceitos postos como fundamento das teorias 
operam na d e d u ç ã o , n ã o pelas « i n t u i ç õ e s » que ê l e s 
r epresentam, mas s i m pelas propriedades i n e r e n 
tes a estas i n t u i ç õ e s . T u d o aquilo que concebemos 
como i n t u i ç ã o imediata , tudo aquilo que e x p r i m i 
mos habitualmente com u m a pa lavra « n ú m e r o » , 
« p o n t o » , t r e c t a » , « e s p a ç o » , « c u r v o » , « i n f i n i t o » , 
. . . é s empre , s e m darmos por isso, u m conjunto, 
u m a c o n s t e l a ç ã o de atributos que se podem d izer 
mais s imples , com o mesmo sentido que o cloro 
e o s ó d i o s ã o mais s imples , mas n ã o mais intui 
tivos, que o sa l c o m u m : a m a t e m á t i c a opera como 
o reagente reve lador : s e m r e n u n c i a r à tarefa de 
reduzir , quando e como pode, o prob lema com
plexo à s i n t u i ç õ e s mais s imples , v a i descobrindo 
muitas vezes o complexo sob a i l u s ã o da s i m p l i 
cidade ; e n t ã o desintegra o conjunto de atributos 
e uma ou outra parte impele -nos p a r a c o n s e q ú ê n -
c ias l ó g i c a s muitas vezes inesperadas . Muitas das 
teorias m a t e m á t i c a s modernas de maior valor , 
d e r i v a r a m desta d e c o m p o s i ç ã o de conceitos mais 
ou menos intuitivos noutros de menor c o n t e ú d o 
(e, por isto, do ponto de v i s ta l ó g i c o , de maior 
e x t e n s ã o ) . R e c o r d a r e i aqui as teorias das o p e r a 
ç õ e s e dos grupos, as g e n e r a l i z a ç õ e s da n o ç ã o de 
n ú m e r o ( n ú m e r o s a l g é b r i c o s , n ú m e r o s complexos , 
ideais , m ó d u l o s , . . . ) a teoria dos conjuntos . E s t a 
ú l t i m a teoria tem as suas r a í z e s no desejo de es
c larecer as n o ç õ e s fundamentais d a q u ê l e « c á l c u l o 
i n f i n i t é s i m a l » , c á l c u l o de f luentes e f l u x õ e s , c á l 
culo dos i n d i v i s í v e i s , A n a l y s i s inf in i torum, que 
desde Newton e L e i b n i t z durante dois s é c u l o s , 
muitas vezes por br i lhantes i n t u i ç õ e s , t inha dado 
resultados t ã o surpreendentes . E s t ã o re lac ionadas 
com esta teoria as q u e s t õ e s de l ó g i c a m a t e m á t i c a ; 
mas , a inda que, como teoria, ocupe u m lugar b a s 
tante l imitado entre outras teorias m a t e m á t i c a s , 
tem nomes i lustres como Peano , R u s s e l l , Hi lbert , a 
escola de V a r s ó v i a e a de V i e n a ; e certas e x i g ê n 
cias l ó g i c a s n ã o conhecidas anter iormente a d q u i r i 
r a m t r a n s c e n d ê n c i a e m todo o campo m a t e m á t i c o . 

N ã o é esta a o c a s i ã o para falar das grandes teo
r i a s mais Int imamente re lac ionadas com o desen
vo lv imento da m e c â n i c a e da f í s i c a m a t e m á t i c a : 
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e q u a ç õ e s d i ferencia is e à s der ivadas parc ia i s , 
e q u a ç õ e s integrais, c á l c u l o das v a r i a ç õ e s , prob le 
m a s de va lores s ô b r e u m c o n t ô r n o . . . R e c o r d a r e i 
que a f ô r ç a de a b s t r a c ç ã o 'contida nos s í m b o l o s , 
impel indo as i n t u i ç õ e s pr imi t ivas a des l igar-se de 
i d é i a s contingentes gerou e x t r a - e x p l o r a ç õ e s i m 
portantes no desenvolv imento da f í s i c a : tais os 
conceitos de energia e de campo ; daqui as teorias 
de Maxwel l , de P lanck , de E i n s t e i n . 

Nos ú l t i m o s anos parece que a m a t e m á t i c a po
der ia indicar-nos o caminho dos segredos da n a 
tureza, n ã o pela faculdade de g e n e r a l i z a ç ã o pela 
qual a fantasia se conci l ia com a l ó g i c a , mas s ó 
pelas propriedades formai s dos s e u s s í m b o l o s ; 

parece t a n b é m que, s e m c laras h i p ó t e s e s i n t e l i g í 
ve is , u m s imples mecan i smo a l g o r í t m i c o pudesse , 
talvez p o i ' u m a nova magia, r e v e l a r - n o s a lguma 
coisa da e s s ê n c i a í n t i m a das í n t i m a s le is da 
m a t é r i a . S e esta tarefa, nesta forma, pudesse 
s e r real izada pela m a t e m á t i c a , e n t ã o f icar ia j u s 
tificado o acumular f ó r m u l a s com precei tos 
c o m b i n a t ó r i o s completamente a r b i t r á r i o s . N ã o 
o cre io ; tenho f é e m que, t a m b é m no campo 
reservado agora à s novas m e c â n i c a s , outros 
tr iunfos possa a l c a n ç a r a m a t e m á t i c a , dando ao 
intelecto humano o prazer de conhecer r a c i o 
nalmente . 

Tradução de M. AUGUSTA P E R E Z F E R N A N D E Z 

O P R O G R E S S O D A M A T E M Á T I C A 

por J . G . Crowfher 

(De «The Social Relations of Science», p. 54-55) 

P a r e c e que os grandes progressos na M a t e m á 
t ica e s t ã o re lac ionados com os novos contactos 
entre culturas. Pode surgir , portanto, u m p e r í o d o 
curto de progresso r á p i d o , enquanto as poss ibi l i 
dades do novo conjunto de conceitos f u n d a m e n 
tais evo luem do contacto que se estabeleceu. 
Quando a nova t r a d i ç ã o m a t e m á t i c a foi estabele
cida, alguns dos seu ramos fundamentais e s p e r a 
r a m para surg irem o grande passo seguinte da 
c i v i l i z a ç ã o . S e esta teoria é verdade ira , p a r e c e r ã o 
i m p o s s í v e i s progressos fundamentais na m a t e m á 
t ica moderna, porque os povos de todo o globo 
e s t ã o agora em í n t i m o contacto. T a l v e z os pro
gressos fundamentais do futuro v e n h a m a s e r 
devidos n ã o a contacto ou a s s i m i l a ç ã o entre povos 
de di ferentes cul turas , mas a a s s i m i l a ç ã o entre 

c lasses soc ia is de cul turas d iver sas . A c i ê n c i a 
moderna, com o seu e q u i l í b r i o entre a teoria e a 
p r á t i c a , parece dever muito ao contacto entre os 
esco lares e os t é c n i c o s manuais e pode s e r u m a 
e x p r e s s ã o da a s s i m i l a ç ã o c r e s c e n t e das duas 
c lasses . É p o s s í v e l que u m a M a t e m á t i c a f u n d a 
mentalmente nova n ã o s e j a cr iada a t é que a nossa 
p r ó p r i a c i v i l i z a ç ã o se extinga e o redescobr imento 
das suas r u í n a s provoque a i n s p i r a ç ã o a novos 
povos, daqui a mi lhares de anos, os quais enca
r a r ã o o nosso conhecimento m a t e m á t i c o d u m 
novo ponto de v i s ta e v e r ã o nele poss ibi l idades 
i n v i s í v e i s p a r a n ó s e m v ir tude da f e i ç ã o part i 
cu lar dada à nossa mente pela c i v i l i z a ç ã o que 
h e r d á m o s . 

Tradução de A. SÁ DA C O S T A 

E N S I N O U N I V E R S I T Á R I O A P Ó S A G U E R R A 
(De «The Advancement of Science» Vol. H, n.° 6, July 1942) 

A S u b - C o m i s s ã o E x e c u t i v a da S e c ç ã o das R e l a 
ç õ e s S o c i a i s e Internac ionais da C i ê n c i a , da A s s o 
c i a ç ã o B r i t â n i c a para o Progresso da C i ê n c i a , 
rea l izou uma r e u n i ã o para estudo da a c ç ã o a l e v a r 
a efeito pe la A s s o c i a ç ã o e m r e l a ç ã o com o'ensino 
u n i v e r s i t á r i o a p ó s a guerra . 

R e s o l v e u - s e const i tuir u m a c o m i s s ã o com os 
object ivos gerais que seguem: 

a) C o n s i d e r a r a p o l í t i c a e m é t o d o s gerais do 
ens ino u n i v e r s i t á r i o tendo e m vista a p r o m o ç ã o 
da c o l a b o r a ç ã o internacional e a l i v r e permuta 
de ideias , e a re lac ionar o ens ino u n i v e r s i t á r i o com 
as necess idades e para o s e r v i ç o da comunidade . 

b) E s t u d a r a r e o r g a n i z a ç ã o dos programas e 

dos curricula de a c ô r d o com as c o n c e p ç õ e s m o 
dernas das i n t e r - r e l a ç õ e s dos diferentes r a m o s 
do conhecimento, sobretudo os da c i ê n c i a e das 
humanidades . 

c) Inves t igar a s i t u a ç ã o no que respei ta ao m a 
ter ia l de ensino, aparelhos , l i v r o s e pessoal , nas 
un ivers idades que f o r a m danif icadas, d e s t r u í d a s 
desorganizadas ou encerradas , e m v ir tude da 
guerra, e in t ere s sar - se pela sua r e i n t e g r a ç ã o . 

E s t a c o m i s s ã o foi c o n s t i t u í d a sob a p r e s i d ê n c i a 
do D r . M a x w e l l Garnett , C . B . E . , com o Prof . F -
E . W e i s s , F . R . S . e A . G r a y Jones , como s e c r e 
t á r i o s h o n o r á r i o s adjuntos, e empenhou-se a c t i v a 
mente na sua tarefa. 

Tradução de A. SÁ DA C O S T A 
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M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
Exames de A p t i d ã o à s Escolas Superiores (1942) 

Faculdade de Ciências — Licenciaturas em ciências fisico-
-quimicas e em ciências matemáticas, cursos prepara
tórios das escolas militares e de engenheiro geógrafo. 

Ponto n.° 2 

1344 — D e t e r m i n a r as c o n d i ç õ e s a que deve 
sat is fazer m para que a e q u a ç ã o x*—(2m—l)xz-{-
+ m2—4=0 tenha 4 r a í z e s r ea i s e di ferentes . R : 
A resolvente deverá ter 2 raises positivas e dife
rentes, pelo que m deverá satisfazer simultanea
mente às seguintes condições ; 2m —1>0 , m 2 — 4 > 0 
e ( 2 m — l ) 2 — 4 ( m 2 — 4 ) > 0 . Os valores de m são 
todos os compreendidos entre 1/2 e 17/4 . 

* 2 - 6 * + 5 
1345 — a) S i m p l i f i q u e a f r a c ç ã o <-

J * M 3 * 2 + 6 x - 9 
R : ( x - 1 ) ( x - 5 ) : 3 ( x + 3 ) ( x - l ) = ( x - 5 ) : ( 3 x + 9 ) . 

b) S e n d o y=3 s e n 'ix deduza a e x p r e s s ã o que 
d á expl ic i tamente o v a l o r de x e m f u n ç ã o d e y . 
R : y / 3 = s e n 2 x ; 2 x = a r c s e n y / 3 e x = l / 2 . a r c s e n y / 3 . 

1346 — a) De termine , recorrendo ao c á l c u l o 
l o g a r í t m i c o , a a l tura de u m t r i â n g u l o i sosce les 
sendo 43° 21' 30" o â n g u l o formado pelos dois 
lados do t r i â n g u l o que t ê m compr imentos iguais , 
e 14,42 o comprimento do terceiro lado. 
R : h = 7,21 cotg 21° 40 45" , log h - log 7,21 + 
+ log cotg 21° 40' 45" =0,85794+0,40063=1,25867 e 
h = 18,14. b) T r a n s f o r m e na soma de dois radica i s 

s i m p l e s a e x p r e s s ã o : ^ 7 + 2 ^ 6 R : ^ 7 + 2 ^ 6 = 
= V / x + V y ; 7 + 2 l / 6 = x + y + 2 l / x y donde se con
clue que x + y = 7 e x y = 6 . Os valores de x e y são 
as raises da equação x 2 —7x + 6 = 0 : x = 6 y = l . 

I I 

1347 — V e r i f i q u e a identidade s e n Sa cosec a— 
— c o s 3 a s e c a = 2. R : sen 3a : s e n a — cas .'la : cos a = 2 . 
Mas : s e n 3a = 3 s e n a cos 2 a — s e n 3 a e cos 3a = 
= c o s 3 a — 3 s e n 2 a cos a donde 3 c o s 2 a — s e n 2 a — 
—cos 2 a + 3 s e n 2 a = 2 (cos 2 a + s e n 2 a ) = 2 . 

Obs. — P a r a ca lcu lar s e n 3a e cos 3a apl ique 
sucess ivamente as e x p r e s s õ e s de s e n ( a + ô ) e 
cos (a + b) . 

I I I 

1348 — Q u e n ú m e r o s inteiros se podem juntar 
aos termos duma f r a c ç ã o i r r e d u t í v e l s e m lhes 
a l terar o va lor ? Just i f ique a resposta . R : Veja a 
resposta à mesma questão no exercício n.° 1356. 

1349 — P o r cada u m dos pontos O e O' de inter
s e c ç ã o de duas c i r c u n f e r ê n c i a s t ire u m a recta que 
corte as duas c i r c u n f e r ê n c i a s . D e m o n s t r e que as 
cordas que u n e m os pontos e m que as rectas 

cortam as duas c i r c u n f e r ê n c i a s s ã o parale las . 

R : a = 1 8 0 ° — y ; 7 = P visto que med-j = m e d (5= 

= 1 / 2 A O O ' . Portanto £ = 1 8 0 ° - p e os ângulos 

a e (3 têm os lados A B e C D paralelos. 

Curso de habilitação para professores de desenho nos liceas 
Ponto n.° 4 

* + l x—l 
1350 — R e s o l v a a i n e q u a ç ã o < 

x—1 x+1 

R : A inequação dada é equivalente a 
4x 

< 0 ou 
x 2 - l 

aos sistemas : 4x > 0 , x 2—1 < 0 e 4x < 0 , x 2—1 > 0 
cujas soluções são respectivamente 0 < x < 1 e x < — 1 . 

1351 — a ) F o r m e a e q u a ç ã o b iquadrada de coe
ficientes rea i s de que é ra iz o n ú m e r o 1—2». 
R : As outras raises são : l + 2 i , — l + 2i e —1—2i, 
e a equação será: [x—(1—2i)] [x—(— l + 2i)] [x— 
— (1 + 21)] [ x - ( - l - 2 i ) ] = 0 ou [ x 2 - ( l - 2 i ) 2 ] [ x 2 -
- ( l + 2 i ) 2 ] = 0 ou x * + 6 x 2 + 2 5 = 0 . 

b) R e d u z a ao menor í n d i c e c o m u m os radicais 
1 2 j / Ï 6 e 2 0 v/81. R : Reduzindo -os primeiro ao mesmo 

indice tem-se: MVÏP e 6 0 \/W ou 6 0 ^ 2 » e 6 0 \/ 3 » 

que simplificados dão : 1 5 ^2» e 1 5 y/W*. 

1352 — D e t e r m i n e por logaritmos, a altura dum 
t r a p é z i o r e c t â n g u l o cujas bases m e d e m 17,31 me
tros e 12,43 metros e e m que u m dos â n g u l o s 
internos mede 122-16'. R : h = 4 , 8 8 t g ( 1 8 0 ° - 1 2 2 ° 16') 
h = 4,88 tg 57° 44' log h = log 4,88 + log tg 57° 44' = 
=0,68842 +0,19972 =0,88814 e h = 7 ,729m. 

1353 — E s c r e v a a e x p r e s s ã o geral dos â n g u 
los x que sat is fazem à c o n d i ç ã o : tg(#/2—ic/3)= 
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= c o t g 2 / 3 i t . R : x / 2 — i r / 3 = « / 2 —2/3 jr + k « ; 
x/2=ir/6 + kTt e x = i r / 3 + 2 k * . 

1354 — D e d u z a o va lor da r a z ã o das á r e a s dos 
c í r c u l o s c i rcunscr i tos a u m t r i â n g u l o e q u i l á t e r o 
e a u m h e x á g o n o regular cujos p e r í m e t r o s s ã o 
iguais. R : P = 3 L = 6 1 e .: L = 2 1 e *R2/ irt*=R*/v2= 
=L*/3:12=4173 : l*=4/3 visto que R = L / v / 3 e r - 1 . 

1355 — a) T r a c e por u m ponto P exterior a 
uma c i r c u n f e r ê n c i a u m a tangente e u m a secante 
a essa c i r c u n f e r ê n c i a . Q u e r e l a ç ã o existe entre os 
segmentos da tangente e da secante l imitados 
pelo ponto dado e pela c i r c u n f e r ê n c i a . 

b) Qua i s s ã o os pol iedros regulares que conhece? 
Indique , entre ê l e s , dois em que o n ú m e r o de v é r 
tices de u m se ja igual ao n ú m e r o de faces do 
outro. 

1356 — Qua i s s ã o os n ú m e r o s que podem j u n -
tar-se aos dois termos duma f r a c ç ã o i r r e d u t í v e l 
s e m al terar o va lor dessa f r a c ç ã o ? Jus t i f ique a 
resposta . R : Os dois números deverão ser tais que 
a : b = ( a + x ) : (b + y ) ou ay — b x = 0 donde a / b = x / y . 
Os números x e y são portanto dados pelas expres
sões x = na e y = nb sendo n um inteiro positivo. 

Soluções dos n.°" 1344 a 1556 de J . J . Rodrigues dos Santos 

Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto 

Ponto n.° 4 

1 3 5 7 — R e s o l v a o s i s tema de e q u a ç õ e s 
I 3 1 — t g v 
\ o;tg* r ^ - t g * 

R : O sistema proposto ê 

t; 
equivalente a 6 t g x — 3 t g y = l ; 2 t g x — 3 t g y = 2 o 
que dá imediatamente t gx = —1/4 e t g y = —5/6; 
donde x = 165°57 ' + n 180» e y=140o 12' + n 180» . ' 

1358 — Dado u m tetraedro regular de l m , 1 3 5 de 
aresta, de termine o s e u v o l u m e e o â n g u l o de 
duas faces. R : Sendo 1 a aresta será o volume dado 

1' 1 
por V = — \/2 , donde log V = 3 l o g l + - log 2 + 

1 *— £i 
-j-colg 1 2 = 3 • 0,05500+0,15051 + 2 . 2,92082 ^2,15715 
e V = 0 ,01436 m 3 . O ângulo diedro é dado por 
cos a=1/3 como se verifica facilmente considerando 
as perpendiculares a uma aresta baixadas dos vér
tices opostos e a altura do tetraedro. 

1359 — S i m p l i f i q u e a e x p r e s s ã o 

( a - i y/6) 1 ' 2 (x'!-Sx+2) a-112 ( x - 1 ) ( x - 2 ) = 

(&i*by~ix-l) ' R : a 3 - ' 2 b ' ( x - 1 ) 

= ( x - 2 ) - a - a - b ^ / b 5 -

1360 — Quantas c i r c u n f e r ê n c i a s pode t irar tan
gentes s i m u l t â n e a m e n t e a t r ê s r e c t a s ? S e n d o « 
rectas i q u a l é o n ú m e r o m á x i m o de c i r c u n f e r ê n -
c ia i s que pode t irar e m tais c o n d i ç õ e s ? R : No 
primeiro caso o número máximo de circunferências 
que se podem traçar ê de 4 . No segundo caso, se 
considerarmos que as rectas estão dispostas de 
modo que não há mais de duas que passem pelo 
mesmo ponto, o número total será 4 x " C 3 . 

1361 — O n ú m e r o 2012 e s t á escrito n a base 3 
de n u m e r a ç ã o . Diga qual é o resto da d i v i s ã o 
daquele n ú m e r o por 3*. Just i f ique a resposta. 
R : 2012 = 2 . 3* + l . 3 + 2 = 2 . 3 ' + 5 = 3 * + 5 logo o 
resto é 5 escrito no sistema de base 10 ou 12 ( 3 , . 

1362 — Diga como c o n s t r u í a u m t r i â n g u l o sendo 
dados os comprimentos de dois lados e da mediana 
que partem de u m m e s m o v é r t i c e . ( P r i n c i p i e por 
cons iderar apenas dados os compr imentos dos 
lados, e, f ixando um d ê l e s , v e j a qual é o lugar 
g e o m é t r i c o dos meios do 3." lado. R : Considere
mos um dos lados 
dado A B em que 
A « o vértice pelo 
qual passam a 
mediana e o outro 
lado AC. O lugar 
geométrico das 
posições que pode 
ocupar o ter
ceiro vértice C é 

uma circunferência de centro A e raio A C . Por 
outro lado, considerando todas as posições que 
pode ocupar C , o meio do terceiro lado descreve 
um lugar que é uma circunferência homotética da 
descrita pelo ponto C , de raio igual a metade de 
A C e centro o ponto médio de A B . Por outro lado 
o extremo da mediana dada descreverá uma circun
ferência de raio igual ao comprimento da mediana 
e centro em A . O encontro dos dois lugares que 
contêm o meio do terceiro lado define o ponto médio 
deste, que com B detetmina o terceiro lado e con
sequentemente o triângulo. . 

Soluções dos n.°' 1557 a 1362 de J . da Silva Paulo. 

Instituto Superior de Agronomia 

Ponto n.° 1 

I 

1363 — C a l c u l e os va lores a a tr ibuir ao p a r â 
metro m p a r a que a desigualdade 

(«* + l ) * í — 2 (m—1)*+3 ( m - l ) < 0 
s e j a ver i f i cada para todos os va lores rea i s a tr i 
b u í d o s a x. R : Para que a desigualdade seja veri-
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ficada para todos os valores reais atribuídos a x , 
deverão as raises do trittómio ser imaginárias e o 
coeficiente de x 2 ser negativo, isto é ; 

l à < 0 I ( m - l ) 2 - 3 ( m - l ) ( m + l ) < 0 
í „ ou ! 
i m + l < 0 I m + l < 0 

m2 + m - 2 > O I m > 1 « m < — 2 

m + l < 0 j m < — 1 
donde. 

e portanto m < — 2 . 

1364 — a) De f ina a r r a n j o s de n objectos p a p . 
Cons idere formados os arranjos de ordem p—í ; 
,) cada u m d è s t e s a r r a n j o s a quantos arranjos de 
ordem p dá o r i g e m ? Just i f ique a sua resposta . 
R : Chamam-se arranjos de n objectos, tomados 
p o p , aos gt tipos que se podem constituir com p 
dos n objectos dados, de modo que difiram uns 
dos outros quer pela ordem, quer pela natureza dos 
objectos que os constituem. Cada arranjo de ordem 
p —1 de n objectos, dá origem a n—(p—1) arran
jos de ordem p . Com efeito, formados os arran
jos de ordem p — 1, para formar os arranjos de 
ordem p , basta colocar à sua direita um dos 
n—(p—1) objectos que nela não figuram. 

b) Supondo que colog \?N3 = — 3o , diga qual é 
o log e just i f ique a sua resposta . R : De 
colog i / N 3 = —3a deduz-se 3 /2 colog N = — 3 a 
c o l o g N = — 6 a / 3 = — 2 a e portanto l o g N = 2 a . 

I I 

1365 — D e u m ponto P que dista 437,12 metros 
do centro O de uma c i r c u n f e r ê n c i a de raio x igual 
a 144,5 metros, conduz iram-se duas tangentes à 
refer ida c i r c u n f e r ê n c i a . Ca lcu le o â n g u l o 0 formado 
por essas tangentes. Ut i l i ze logaritmos. R : Tem-se 

r 144,5 
r = Q P - s e n õ / 2 ou s en S/2 = _ _ = ^ ^ donde 

log sen 6/2 = log 144,5 + colog 437,12 = 2,15987 +-
+ 3,35940 = 1,51927, e 6/2 = 19° 18' 13", 3 ou 
6 = 38° 36' 26",6 . 

1366 — a) Ca lcu le sen (1135° 30 ) . Ut i l i ze as 
t á b u a s naturais . R : sen 1135°30 ' = s e n 5 5 ° 3 0 ' = 0,824, 

b) V e r i f i q u e a identidade 
2 s e n ( o + i ) 

R 

cos (a + b) + cos (a — b) 

2 s e n ( a - | - b ) 

= tgo + t g ô . 

cos (a + b) + cos (a — b) 

2 ( sen a cos b + sen b cos a) 

cos a cos b - s e n a s e n b + c o s a c o s b + s e n a s e n b 

2 ( sen a cos b + sen b cos a) 

2 cos a cos b 

I I I 

1367 — D e m o n s t r e que se duas al turas de u m 
t r i â n g u l o s ã o iguais, o t r i â n g u l o é i sosce les . 
R : Sejam, com efeito, h a e h b as alturas referentes 
aos lados a e b do triângulo dado. A área do 

a b 
triângulo è, como se sabe, S = — X h , ou S = — X h b 

a b 
donde — X h , = — X h b e, por ser h , = h b , se 

deduz 

1368 — O s catetos de u m t r i â n g u l o r e c t â n g u l o 
m e d e m respect ivamente 3 c e n t í m e t r o s e 4 c e n t í 
metros. C a l c u l e a área lateral do s ó l i d o gerado 
pela r o t a ç ã o do t r i â n g u l o em t ô r n o do cateto maior, 
supondo que o ângulo de rotação è de 180° . 
R : O sólido obtido é um semi-cone de geratriz 
igual à hipotenusa do triângulo dado (5 c m ) e raio 
igual a 3 c m . Êste sólido i limitado por metade 
da superficie do cone de geratriz igual a 5 c m e 
raio da base igual a 3 c m * por um triângulo isos
celes de base igual a 6 c m e altura igual a 4 c m . 
A sua área lateral será 

S = 
3 , 1 4 x 3 x 5 , 6 x 4 

+ - — = 1 ,57x15+12 = 35,55 c m 2 . 
2 2 

Soluções dos n.° 8 1365 a 1368 de J . Calado. 

S. C. E . F . Exames de Aptidão — 9-10-1942 

Ponto n.° 4 

1369 — a) D e f i n a as f u n ç õ e s t r i g o n o m é t r i c a s ; 

d ê as suas r e l a ç õ e s mais importantes ; r e l a 

cione as f u n ç õ e s t r i g o n o m é t r i c a s de dois â n g u 

los c u j a d i f e r e n ç a s e ja 3TT/4. R : s e n ^ a + ^ ! j = 

V/2 , •=-—?(cosa—seua); c o s ^ a + ^ I J ( c o s a + s e n a ) 

t g a + t g b . c. q. d. 

/ , 3 ^ \ t g a - 1 
e tg a + —- = • b) Dados dois pontos A eB 

\ 4 / t g a + 1 
à d i s t â n c i a / , faz-se pas sar por ê l e s u m a s e m i -

- c i r c u n f e r ê n c i a d e 
B raio r . S e j a O o 

centro da s e m i - c i r -

c u n f e r ê n c i a , AM o 

d i â m e t r o e t ire-se 

BC perpendicu lar a 

AM. Calcule , emfun-

ç ã o de / e do â n g u l o x = BAO, a á r e a do t r i â n 

gulo BCO. R : S = l / 2 B C x C Õ = l / 2 B C ( r - Ã C = 

= 1/2 . l s e n x i l / 2 • s e c x —lcosx) = l J / 4 ( t g x — s e n 2 x ) . 
1370 — C a l c u l e (x+a)* + (x—o)4. <,A e q u a ç ã o 

(x+a)l + (x—o)4=0 pode ter r a í z e s r e a i s ? P o r -
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q u ê ? >a é u m n ú m e r o r e a l qualquer) . R : ( x + a ) 4 + 
+ ( x - a y = 2 ( x 4 + 6 a 2 x 2 - | - a 4 ) . x 4 + 6a 2 x- + a*=0 - * 

-+x=± ^ - 3 3 2 + ^ 9 3 * ^ a « = + a V - 3 ± y /8 . A 
equação não tem raises reais porque, qualquer que 
seja a , é sempre — 3 + y^8 < 0 . 

1371 — Calcu le a á r e a da es fera cujo v o l u m e 
é l m 3 . i S e se opera com u m a t á b u a a e logaritmos 
de cinco dec imais , que c o n f i a n ç a merece o r e s u l -

j 3 
tado? R: Tem-se _ - r 3 = l donde r = 

3 

tituindo este valor em S = 4ur* vem S 

Subs- ' 

9 _ 
16ÍV 2 = 

- ' l / S T * . Portanto log S = 1/3 (log 36 + log w) = 
= 1/3(1,55630 +0,49715) -0,68448 donde S = 4 , 8 3 5 9 m 2 • 

1 3 7 2 — a ) D e f i n a s imetr ia no plano e enuncie 
as propr iedades que conhecer . 

b) Dado u m t r i â n g u l o de lados a, b e c, ca lcule 
os lados x e y de u m r e c t â n g u l o inscr i to n ê l e 

d e m o d o t a l 
q u e a s o m a 
d ê s s e s lados 
s e j a u m n ú 
mero dado p . 
R : Tem-se 
x + y = p . Da 
semelhança dos 
t r i â n g u l o s 

A B C e A B j C ! resulta 
h  

h - x 
hy = a (h—x) . 

x + y = p 
O sistema \ resolve o problema e dèle 

ax + hy = ah 

se deduz x = 
h ( p - h ) _ a ( p - h ) 

•» y • a - h Designando 

por S a área do triângulo e por 2p' o perímetro 
(2p' = a + b-t c) tem-se, evidentemente S = ha/2 = 
= y/ p' ip '—a) (p' —b) (p' —c) donde se deduz h em 

função de a , b e c . 

1373 — A c h e um n ú m e r o inteiro de t r ê s alga
r i s m o s sabendo que a soma dos dois pr ime iros 
é igual ao ú l t i m o e que o n ú m e r o dividido por 9 
d á u m cociente m ú l t i p l o de 9 . 

\ N = 100a + 10b + c = 8 1 

\ b + c = a 

[ a = 9 
l b + c = a \ 

I 9 b = 9 , 8 , 7 , 6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1 , 0 
' c = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 

introdusindo a primeira condição vem N = 9 7 2 . 

R 
b + c = a 

1 0 1 a = 9 ( 9 - b ) 

1374 — a) De f ina e d e s c r e v a alguns s ó l i d o s de 
r e v o l u ç ã o importantes . 

b) C a l c u l e a r a z ã o dos vo lumes dos s ó l i d o s 
gerados por um parale lo-
gramo girando e m torno 
de cada u m dos seus 
lados. R : Volume do só
lido gerado pela revolu
ção em torno de 1 

V , = */3 H 2 - B P + J C M Ã 2 -

Ã B — TC/3 M Ã 2 • Ã N = 

=ir • H * • 1 porserH = MÃ 

e B P = Ã N . Volume do 
sólido gerado pela revo-
lução em torno de L V L = T C • h* • L Rasão dos 

volumes —• — 
TCH2 1 

r h 2 L 

H 2 1 

h 2 L ' 

Soluções dos n.<" 1369 a 1374 de A. Sá da Costa. 

Instituto Superior Técnico 

1375 — S e a ve loc idade de u m ve icu lo a u m e n 
tar de modo que as rodas e m cada vol ta gastem 
menos u m segundo, o tempo gasto n u m percurso 
d i m i n u i r á u m a hora e meia . S a b e n d o que as rodas 
do v e í c u l o t ê m o raio igual a 40 c e n t í m e t r o s , c a l 
cu lar a e x t e n s ã o d a q u ê l e percurso . R : Qualquer 
que seja a velocidade do veiculo, a extensão do 
percurso será 2 u R n , sendo n o numero de voltas 
dadas pelas rodas e R o seu raio. Se por cada volta 
das rodas se gastou menos 1 segundo e se foi 
5400 segundos ( = l h 3 0 m ) o tempo gasto a menos 
no percurso total, o número n de voltas será 5400 ; 
portanto 2 ^ R n = 2!r - 40 • 5400 c m • ~ 13,571 k m (com 
ir = 3,1416). 

1376 — Mostre que se a , b e c s ã o lados de u m 
t r i â n g u l o , o t r i n ó m i o a2 x*->r(b-—a*—cz) x+c* é 
posit ivo para todos os va lores x . R : Terá que ser : 
A = ( b 2 - a 2 - c 2 ) í - 4 a 2 c 2 = ( b 2 - a 2 - c 2 - 2 a c ) ( b 2 - a ' -
- c ' + 2 a c ) = [ b * - ( a + c)2] • [ b 2 - ( a - c ) - ] < 0 . 

De facto, por serem a , b e c lados de um triângulo 
será: b < a + c , b > a — c , donde b 2 —(a + c ) 2 < 0 , 
b ? - ( a — c ) 2 > 0 e portanto A < 0 . 

1377 — D e t e r m i n a r os â n g u l o s B e C de u m 
t r i â n g u l o r e c t â n g u l o , sendo tg B/2 • tg C / 2 = l / 6 . 
R : Como B + C = w/2 , tg B / 2 • tg C / 2 = tg B / 2 • 
. tg ( w / 4 - B / 2 ) = tg B/2 - ( 1 - t g B /2 ) / ( l + tg B/2) = l / 6 . 
Por ser l + tgB/2=)fc0 virá: 6 t g ' B / 2 — 5 t g B / 2 + l = 0 
donde t gB /2 = l /2 e t g B / 2 = l / 3 . De tg B / 2 = l /2 vem 
log t g B / 2 = colog 2 = 1,69897 donde B = 53° V 48",75 
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« C = 9 0 ° - B = 3 6 ° 52' 11",25. Seria fácil ver que a 
equação t g B / 2 = l / 3 conduz a B = 36° 52 111",25 e 
C = 5 3 ° 7' 48' ,75 . 

1378 — A á r e a da c o r ô a c i r c u l a r l imitada pelas 
c i r c u n f e r ê n c i a s inscr i ta e c i rcunscr i ta a u m h e x á 
gono regular é igual a 31,4 c m 2 . D e t e r m i n a r a á r e a 
do h e x á g o n o . R : Sendo R e r ( R > t ) os raios das 
circunferências que limitam a corôa circular, a sua 
área será: n - ( R 2 — r 2 ) = 3 1 , 4 c m 2 donde R 2 — r 2 = 1 0 c m 2 

(com 11=3,14). O lado do hexágono è R e o seu apò-
tema r . É fácil ver que r 2 = R 2 — R 2 / 4 , r=Rv^3/2 
e portanto R 2 - r 2 = l / 4 - R 2 = 1 0 c m 2 , R = 2 j/ÍÕ c m . 
A área do hexágono será pois S = 6 0 v / 3 c m 2 . 

1 3 7 9 — I n s c r e v e r n u m a c i r c u n f e r ê n c i a de raio R 
um t r i â n g u l o i sosce les tal que a base s e ja m\n da 
al tura. R : E fácil ver que em tal triângulo se veri
ficará a relação R 2 = ( h — R i 2 + ( b / 2 ) 2 , sendo h a 
altura e b a sua base. Atendendo a que b = m/n • h , 
virá : ( m 2 + 4n 2 ) /4n 2 • h ? — 2 R h = 0 donde h = 0 , solu
ção sem interesse e h = 8 R n 2 / ( m 2 + 4 n 2 ) . 

1380 — Dado u m tetraedro regular de aresta a r 

t irar , por u m a das arestas , u m plano que d iv ida 
o tetraedro e m duas partes cujos vo lumes e s t e jam 
na r a z ã o 1/2. R : A solução è evidente. Com efeito, 
visto que o plano passa por uma das arestas, o 
tetraedro dado ficará dividido noutros dois tetrae-
dros não regulares com a mesma altura do pro
posto ; portanto a razão dos seus volumes V j « V 2 , 
será a razão das áreas das suas bases B i e B 2 . As 
suas bases serão dois triângulos cujas alturas são 
iguais à altura do triângulo equilátero, base do 
tetraedro dado ; portanto a razão das suas áreas 
será a razão das suas bases bi e b 2 . Logo V i / V 2 = 
^ B t / B î — b j / b î ^ l ^ . Trata-se pois de fazer passar 
um plano por uma aresta do tetraedro regular e 
pelo ponto que divide a aresta oposta em dois 
segmentos de razão 1 /2 . Como há dois pontos nes
tas condições, o problema admite duas soluções. 
São dois planos simétricos em relação ao plano 
que passa pela mesma aresta e pelo ponto médio 
da aresta oposta. 

Soluções dos n.° 8 1375 a 13S0 de O. Morbey Rodrigues. 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
Exames de f r e q u ê n c i a 

ALGEBRA SUPERIOR - MATEMÁTICAS GERAIS 

F. C. L . — Á L G E B R A S U P E R I O R — l.° exame de frequên

cia, 1943. 
I 

1 3 8 1 — D e r i v e y = (l + t g ! x ) ~ e 

1382 — P r i m i t i v e 

2x 1 x* 
y 1 + C 0 S 2 * x\/x*-2 * 2 — l ' 

1383 — F o r m e a r a z ã o incrementa l , de 
/ O ) 

re lat ivamente ao va lor x=a ( / (<j )^=0) e prove a 
sua c o n v e r g ê n c i a , supondo que / ' (a) existe. 

I I 

1384 — Como s ã o c o n s t i t u í d a s as s e c ç õ e s de 

n ú m e r o s rac ionais de que 5 1 ^ 3 é fecho com um? 

1385 - 5 1 v/3 é rac iona l ou i r r a c i o n a l ? P o r q u ê ? 

1386 — S e «„ — 0 0 e v„ '-* 2 , e"" "•' -* ? 

1387 — Quando z descreve a recta que passa 
pelos af ixos de z'=l e «'' = — i , entre que l imites 
v a r i a o seu argumento pr inc ipa l ? 

1 3 8 8 — Qua i s s ã o (entre 0 e 2it) os argumentos 
das r a í z e s c ú b i c a s de < 9 ? 

1389 — Q u e é o c í r c u l o de c o n v e r g ê n c i a de 
u m a s é r i e de p o t ê n c i a s ia„z"l Q u e va lor tem o 
raio d ê s s e c í r c u l o ? 

1390 — Pode dar - se o caso de a s é r i e d iverg ir 
n u m ponto da c i r c u n f e r ê n c i a d ê s s e c í r c u l o , sendo 
absolutamente c o n v e r g e n t e noutro ponto da 
m e s m a l i n h a ? P o r q u ê ? 

1391 — D e que grau é a der ivada de ordem k 
de u m p o l i n ó m i o de grau » ? 

1392 — S e tp (x) > 0 e 9 ( x ) forem f u n ç õ e s c o n 

t í n u a s no ponto a, [9 (•*)]"' '^ t a m b é m é c o n t í n u a 

n ê s s e ponto? P o r q u ê ? 

1 3 9 3 — S e duas f u n ç õ e s 9 (x) e ty(x) d i ferem 
por u m p o l i n ó m i o do 2 . ° grau, qual a d i f e r e n ç a 
das suas pr imi t ivas ? 

I I I 

1394 — T r o c a n d o n u m a dada s é r i e cada t ê r m o 
«2n com o termo K ? 1 1 + 1 , v e m u m a s é r i e da m e s m a 
natureza ? P o r q u ê ? 

1395 — S e j a m P^P^PiP^ OS af ixos das r a í z e s 
quartas de certo n ú m e r o A . I m p r i m a - s e ao q u a -
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drado daqueles pontos u m a r o t a ç ã o de ampl i tude 
« > > 0 e m torno do centro. Q u e r e p r e s e n t a m os 
novos pontos Q0 Qi Qz Qi ? 

1396 — D e m o n s t r e a igualdade 

sh (a + b) = sha • chb + shb • cha . 

F . C . P . — Á L G E B R A S U P E R I O R — 2 . ° Exame de frequên
cia, Maio de 1942 

Ponto n.° 1 

1397 — R e s o l v e r a e q u a ç ã o 3 # 5 — 2 # 4 — 3 A T + 2 = 0 . 
R : Admite as raises l e — 1 . Baixando o grau 
temos 3 x 3 — 2 x 2 + 3 x — 2 = 0 . Fasendo y = 3x vem : 
Y 3 _ 2 y 2 + 9 y — 1 8 = 0 . Admite as raises 2 e - + 3 i . 
Soluções : X i = l ; x 2 = —1 ; x -=2 /3 ; x 4 = i ; x 5 = — i . 

1 3 9 8 — A c h a r a e q u a ç ã o do lugar g e o m é t r i c o 
dos p é s das perpend icu lares t iradas do ponto (1,2) 
s ô b r e as rectas cuja d i s t â n c i a ao centro da c i r 
c u n f e r ê n c i a xz+y2—2y—3=0 é igual a metade do 
ra io da m e s m a . R : Temos R = 2 . Designando 
por A x 4- B y + C = 0 a equação da recta vem : 
B + C = V / A 2 + B 2 ou C 2 + 2 B C — A 2 = 0 . Equações 

l B x - A y + 2 A - B = 0 , ± 

da perpendicular \ . _ _ „ Obtém-se 
I A x + B y + C = 0 . 

o seguinte: y 2 + 2 x 2 — 4 y — 3 x + 5 = 0 . 

1399 — D a d a a c ó n i c a 2xz— yz-\ xy—x=0 deter
m i n a r : a) O s d i â m e t r o s pr inc ipa i s , b) A s a s s l n -
totas. c) O polo do eixo OX. R : a) As equa
ções dos diâmetros principais são : ( l + v / l 0 ) x + 
- f ( 7 - 2 j / Í Õ ) y = l e ( l - v / Ï Ô ) x + ( 7 + 2 | / ÍÕ) y = l . 
b ) As equações das assintotas são: y —1/9 = 
= 2 ( x - 2 / 9 ) e y - l / 9 = — ( x - 2 / 9 ) . c ) O polo ê o 

ponto ( 0 , 1 ) . 

1400 — Mostrar que os planos 2x+ay-t-s—a=0 
p a s s a m pela m e s m a recta . D e t e r m i n a r os cosenos 
directores dessa recta , i Q u e va lor se deve a t r i 
b u i r a a para que o plano correspondente s e ja 
p e r p e n d i c u l a r ao plano 3x—y^4s — 2 = 0'í R : 
c o s a = — l / l / õ , cos 3 = 0 , cos-j = 2 / j / õ ; a = 10 . 

Soluções dos n . o s 1397 a 1400 de J . Rios de Sousa. 

I. S. C. E . F. — 1.» C A D E I R A — 2.° Exame de Frequência 
— Extraordinário, 23-VI-42. 

1401 — E s t u d a r e r epresen tar g e o m è t r i c a m e n t e 
a f u n ç ã o _y = log (í—x2). U t i l i s a r o s e u desenvo l 
v imento e m s é r i e para o c á l c u l o do va lor da f u n 
ç ã o para # = 1 / 3 com u m ê r r o super ior a I O - 4 . 
R : A função é definida no campo real verificada 
a condição 1 — x 2 > 0 ; o seu domínio ê, portanto, o 
intervalo aberto (—1, + 1) e o contra-domínio o 
intervalo aberto à esquerda ( — o o , 0 ) . A função e' 

par, a sua imagem geométrica admite como eixo 
de simetria o eixo O y . A origem é um ponto de 
máximo, como se reconhece imediatamente. A fun
ção não admite outros máximos ou mínimos ; com 
efeito, tem-se y ' = — 2 x / ( l — x 2 ) . Por ser 

— 2 ( 1 + x 2 ) 
y" = ~ 7 ï — - r Z \ i > 0 qualquer que seja x real, a (1 x ) 

imagem da função tem sempre a concavidade vol
tada no sentido dos y y negativos e não tem pontos 
de inflexão. Os pontos x = + l são pontos de des
continuidade, visto que não existem os limites 
l i m y e l i m y , e tem-se l i m y = — co e 

x - > — 1 - 0 x-*l-H> x - * - l + 0 

x>. É sabido que log (1 — x ) = — x — 1 i m y = — 

—x 2 /2 x"/n e, portanto, log ( 1 — x ! ) = —x 2— 
— x 4 / 2 x 2 n / n . Para x = l / 3 < l será 

/ 1\ 1 1 1 
log 11 I = — — • • • . A con-

s \ 9 / 9 2 -3* n - 3 2 " 
vergência desta série pode ser verificada pelo cri
tério d'Alembert e, por consequência ( V . « G a z e t a 

1 
de M a t e m á t i c a » n.° 11), tem-se 

k = 

(p + 2 ) 3 ^ * 
p - 3 s " 

< 

, ou <-

p - 3 2 " 
1 k 

( p + l ) 3 2 " « 

[k + k 2 + - - - ] , onde 

1 

(p + D S * * 2 _ p 3 2 " 1 - k ( p + l ^ ^ - p - S * 
Se considerarmos três termos da série, cometeremos 
um êrro sistemático inferior a 1/24057. Se efec
tuarmos o cálculo de cada um dêstes três termos 
até à quinta casa decimal, cometeremos êrros de 
cálculo tais que a soma dos seus módulos é in fe-

1\ 
- 0 , 1 1 1 1 1 -rior a 3/100000. Logo, l o g ( ^ l - -

- 0 , 0 0 6 1 7 - 0 , 0 0 0 4 5 = - 0 , 1 1 7 7 . 

1402 — R e s o l v e r a e q u a ç ã o 2 x 5 — 6* + 3 = 0 . 
U t i l i s a r o m é t o d o g r á f i c o para a l o c a l i z a ç ã o das 
r a í z e s i rrac iona i s e d e t e r m i n á - l a s com u m ê r r o 
in fer ior a 1 0 - 2 . R : A equação pode pór-se sob a 
forma 2 x 5 = 6 x — 3 . As suas raises reais serão as 
abscissas dos pontos de intersecção das curvas 
y = 2 x 5 e y = 6 x — 3 . A equação admite duas raises 
positivas e uma negativa, que pertencem aos inter
valos ( 0 , 1 ) ( 1 , 2 ) ( — 2 , - 1 ) . As outras duas raises 
são complexas conjugadas. As três raises reais 
não são inteiras. Também não são fraccionarias, 
porque a equação não è satisfeita para x = + l / 2 , 
+3/2 , únicos números f raccionários que poderiam 
ser suas raizes. 

Uma tábua de potências e uma máquina de cal
cular permitem a construção dos quadros de que 
se dedusiria — 1 , 4 1 < X J < 1 , 4 0 , 0., 5 1 < x 2 < 0 , 52 e 
l , 1 3 < x 3 < l , 1 4 . 
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1403 — D a d a f u n ç ã o # = log (^ 2 +_v 2 ) + a r c t g ^ / ^ 
ca lcu lar as suas d e r i v a d a s de 1.» e 2 . a ordens . 

K : 
2x 

x 2 + y 2 

2y 

• + x 2 + y 

x 

x 2 + y 2 x 2 + y 2 x 2 + y 2 

\z 
Ox 

» z 
} y *" T j r - x z + y 
d2z 2 y 2 + 2 x y - 4 x 2  

i x í " ( x 2 + y 2 ) 2 

0?z y 2 — 4 x y —x 2 ò'z 
4xòy ~ ( x 2 + y ' ) 2 ôyôx 
o2z _ 2 ( x 2 — x y - y 2 ) 
i y 2 " 

2x-
2 x 2 + y 2 

x + 2y 

( x 2 + y 2 ) 2 

Soluções dos n.O B 1401 a 1403 de A. Sá da Costa. 

f . C . L. — M A T E M Á T I C A S G E R A I S • 

qiiência, Março 1942 
l.° exame de fre-

Ponto n." 4 

1404 — V e r i f i q u e a identidade vectoria l : 
(u + v ) 2 + (u — v)' ! = 2 ( u 2 + v 2 ) . T r a d u z i r á a lguma 
propriedade do para le logramo? R : A identidade 
verifica-se imediatamente. Com efeito, é (u + v ) 2 = 
= U ? + v 2 + 2 u x v e ( u — v ) 2 = u 2 + v 2 — 2 u x v e no
tando que mod (u + v) e mod (u — v) são as medidas 
das diagonais do paralelogramo construído sobre 
u e v , a propriedade referida pode enunciar-se : 
«o soma dos quadrados das diagonais è igual ao 
dobro da soma dos quadrados dos lados*. 

1405 — C o n s t r u a o produto das n d e t e r m i n a ç õ e s 
de "[/A (A > 0 ) . T e n h a e m a t e n ç ã o a paridade 
de « . R : Seja OH ,—VÃ (k = 0 , 1 , 2 , ••• n - ï ) . 

,„ _ v / 2k* 2kir\ 
Tem-se ock = ( y A) I cos + i sen I • O pro
duto dos módulos de t% è, evidentemente, A ; a soma 

2ir 4ir (n—l)re 
dos argumentos é " "n~ "n~ ' ' ' ~* n = 

= —(1 + 2-I hn — l ) = ( n — 1 ) i r . Se n é impar o 

produto llak tem o valor A e se n for par o 
valor — A . 

1406 — Dados a recta r e o plano ir de equa-

Í x=2 
e ir = . *+y + # = l determine a 

e q u a ç ã o do plano que passa por r e é perpend i 
cu lar a ir e a do que passa pela m e s m a recta e 
faz o menor â n g u l o com i r . R : A equação do feixe 
de planos de eixo r ê x—2 + x ( y — 3 ) = 0 ; para o 
plano desta família perpendicular a ir tem-se 
1 + X = 0 e portanto a equação x — y + 1 = 0 . O ân

gulo o de r com ir è dado por s en o = 
m o d n . mod r 

sendo n o vector de ir n = i + j + k , mod n = \/B e r 
o vector de r , r = k , mod r = 1 . Tem-se então 
sen 9 = v/3/3 ou c o s ? = l / 2 / 3 . Para a plano que 
fas o menor ângulo com ir tem de determinar-se X 

1 + X V/2 
- Z - donde > 2 - 2 x + l = 0 

<*3 

«3 

de modo que 
v / 3 . i / l + x 2 yjz 

ou X = l . O plano pedido tem pois por equação 
x + y - 5 = 0 . 

F. C. L . — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — I." exame de fre
quência, 25 de Fevereiro de 1942. 

Ponto n.° 1 
1407 — Des ignando por a 4 , a 2 e a 3 os va lores 

por ordem crescente dos argumentos de 3 \ f \ , 
desenvo lver o de terminante : D (x) = aj x 

0 a 2 

- 1 0 
e ca lcu lar Z?(aj) . R : Tem-se D (x) = a 2 x 2 —a 3 x + 
+ aict2(X3 e D (1x2) = a.] — «3 a 2 + ai a 2 œj = l , atendendo 
a que a' = l e a ai = l . 

. 1408 — S ã o dados os v e c t o r e s : P — 0 = i +-3j + 3 k , 
£ — 0 = 2 j , R—0=j -|-2k . D e t e r m i n a r o v o l u m e do 
tetraedro [OPQR] , a á r e a da face oposta ao v é r 
tice O e as e q u a ç õ e s das faces . P e l a p r o j e c ç ã o 
de P sobre o plano # = 0 conduzir uma recta que 
determine com os e ixos OX e OY u m t r i â n g u l o 
de á r e a 8. ( O é a origem do re ferenc ia l ) . R : Vol. 

[ O P Q R ] ^ ( P - 0 ) x ( Q - 0 ) A ( R - 0 ) = i ^ o 

0 1 2 
= 2 /3 . Area [ P Q R ] =1/2 • mod [ ( P - Q ) A ( R - Q ) ] = 

= V/30/2 vistoque P - Q = i + j + 3 k , R - Q = - j + " 2 k 
e ( P - Q ) A ( R - Q j = i j k = 5 i - 2 j - k . As 

1 1 3 
0 - 1 2 

coordenadas dos vértices são O ( 0 , 0 , 0 ) , P (1 ,3 ,3 ) , 
Q ( 0 , 2 , 0) e R ( 0 , 1 , 2 ) , a equação da face O Q R 
« x=0 ea da face P Q R é x y 

1 3 

0 2 

0 1 

= 0 . A pro

jecção de P sobre z = 0 é o ponto P ' ( 1 , 3 , 0 ) ou 
simplesmente P ' (1,3). Trata-se de um problema 
de geometria plana. 

Seja x/p + y / q = l a equação procurada. Temos 
+ 8 = pq/2 e l / p + 3/q = l , sistema que fornece as 
soluções pedidas. 

Soluções dos n . o s 1404 a 1408 de M. Zaluar. 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 25 

CÁLCULO INFINITESIMAL E ANÁLISE SUPERIOR 

F. C. P. — C Á L C U L O — 2 . ° exame de frequência, 1941-42 

1409 — Integrar o s i s t ema y" + 5y — 3 * = e", 
'*' + 6 y — á s = x . R : Aplicando o símbolo D vem : 

- 3 e « + 3 x 
y =

 D

3 - 4 D 2 + 5 D - 2 ' i n U Z r a n d 0 v e m ' 
+ C j x e 1 + C j e 2 1 + 3/2 • x 2 e» — 3/2 . x —15/4 e 
z = ( 2 C , + 2 /3 • C 2 ) e» + 2 C 2 xe" + 3 C 3 e 2 1 + 3 x 2 e* + 
+ 2x 2 e*+2/3 • e*-5 /2 . x - 2 5 / 4 . 

1410 — C a l c u l a r f f áx d y . O d o m í n i o D é l imi -
D 

tado pelas l inhas y = — .r/2 + 1 , y = x + 1 e 

j / = 2 ( 2 - # ) . R : I = / d x / d y + / d x / d y = 3 / 2 . 
0 1—x/2 1 i— i / í 

1411 — D e t e r m i n a r a tangente à l inha . r 3 + ;>:_y2— 
—2_j» 2 =0 na origem. 

1412 — D e t e r m i n a r a evoluta da l inha y = x2j%. 

1413 — D e t e r m i n a r a subtangente da l inha 
A r — / 1 ; jv = s e n izt/2 + t no ponto correspondente a 
/ = 1 . 

1414 — D e t e r m i n a r os pontos de i n f l e x ã o da 
l inha _y = s e n x + cos . 

cos 2 8 
1415—Determinar as a s s í n t o t a s da l inha » = 

sen 0 

1416 — Integrar a e q u a ç ã o y'2—xy'+y = 0 e 
de terminar a s o l u ç ã o s ingular . 

Soluções dos n.° 3 1409 e 1410 de J . Rios de Sousa. 

F . C. P. — C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L — 2.° exame de fre

quência, 1943 
Ponto n.° 1 

1417 — Integrar a e q u a ç ã o (x2—1) y1 — 2y = l , e 
de terminar o raio de curvatura , na origem, da 
l inha integral que pas sa por ê s t e ponto. R : Pode 

dy 
integrar-se por separação de vartáveis : 2y + l ~ 

dx x—1 
= 0 ; o integral geral é 2y + l = C - • 

x 2—1 x + 1 
Para x = y = 0 , vem C = — 1 ; a linha integral que 
passa pela origem tem, pois, para equação 2y + l = 

1—x 
= Como y'0=— 1 . y ó ' = 2 , vem R 0 = V / 2 . 

1 + x 
( y + . s = t g 2 x 

1418 — Integrar o s i s tema ( ,, 
I «"— z'+y+s=tg x , 

e de terminar o plano osculador no ponto ( 0 , 2 , —1) 
d a l inha integral que pas sa por ê s t e ponto. R : 

D y + z = t g 2 x 
Usando o símbolo D , fica \ 

•J y + ( D 2 - D + l ) z = t g x ; 
eliminando y , vem ( D 3 — D - + D —1) z = l , cujo inte
gral geral é z = C i e* + C 2 cos x + C 3 s e n x — 1 ; e, 
portanto, y = — Q e* + C 3 cos x — C 2 s e n x + l + tg x . 
As condições iniciais dão-nos C i = 0 , C 2 = 0 , C 3 = l ; 
a linha integral tem, pois, para equações 
j y = c o s x + t g x + l ; d o n d g í y j - l | y o = - l 
( z = s e n x — 1 ^ z ó = l ^ zó = 0 
A equação do plano osculador é x — z = l . 

1 4 1 9 - C a l c u l a r / / x í ~ y z dx dy . O d o m í n i o D 
N o 

é l imitado pela c u r v a p = 9 ( 0 < 9 < w / 2 ) e pelo eixo 
dos y y . R : Temos, em coordenadas polares 

w/s W/2] 

/' r i i' 
= J cos 29 d6 J p d? = - J õ 2 cos 2õ d8 ; integrando 

o o 5 
por partes vem I = —w /8 . Podíamos integrar em 
primeiro lugar em ordem a 6 ; e, então, 

W/2 W / í 

1 = fjpcos29dpda= f pdp /* cos20de = 
D 5 p 

w/j 

= —1/2 J psen2p d p = - w / 8 . 

1 4 2 0 - S e j a m x = ' os u s e n u 
T 7 ' 1 • y = - 2 - ' 2 = - 2 -

as e q u a ç õ e s da l inha (L) e s ô b r e a b inormal e m M 
marque-se u m segmento MP de compr imento 
constante / . D e t e r m i n a r o â n g u l o 0 que a tangente 
e m M à c u r v a (L) faz c o m a tangente e m P à 
l inha (c) lugar dos pontos P . R : 4̂ / / « / / a ( L ) ê 
uma hélice em que u = s . Teremos em notação 
vectorial: P = M + l b ; atendendo à segunda fór

mula de Frenet, vem 
d P 

ds 
: t •+- 1 —• ; donde 

T 

d P 1 _ d P 
— I t = t 11H— n t = l • Temos, pots, — cos 6 = 1 , 
ds T ds 

sendo ' d P V=i + \ d s / 

finalmente cos e 

X 2 
Como T --

t/3 

V/4 + 312 

Soluções dos n.°' 1417 a 1420 de A. Pereira Gomes. 
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i . S. T . — C Á L C U L O — 2 . ° exame de frequência, 1942-43 

1421 — D a d a s as t r ê s f u n ç õ e s P=xy , Q=yz, 
R=ax, v e r i f i c a r o teorema de Ostrogradsk i no 
ci l indroide l imitado pelo plano xy , pe la s u p e r f í 
c ie c i l í n d r i c a x2+y2*=l e pelo h e m i s f é r i o supe
r ior da es fera x2+y2+(s—4)2=1. 

+ Q c o s P + R c o s 7) d S ; J J J ( y + z + x ) dx dy d z = 

=JJ(xy cos a + y z cos p + zx cos 7) d S onde V eS 

são o volume e a superfície do cilindroide definido 

no enunciado. Tem-se J J J (x + y + z ) dx dy dz = 

"JJJ ( x + y + z ) d x dydz+JJJ ( x + y + z ) dx dy dz 

onde V i i o volume do cilindro definido por z = 0 , 
z=4 , x 2 + y 2 = l e V 2 o do hemisfério definido por 
z = 4 , x 2 + y 2 + (z — 4)* = 1 . Tem-se 

J J y (x + y + z ) dx dy dz = JJ x dx dy J dz + 

+ JJ y dy dz Ç dx + JJ z dx dz J dx = 

A', -V^T^yí A " -^" i= ï î 
= 4 JJ xdxdy + 2 JJ y \/ 1 - y 2 dy dz + 

+ 2 J J z j / l —x" 2 dxdz owáe A , , A í , A',' s ã o a s 

*i 
áreas limitadas por x 2 + y 2 = l ; y = + 1 ; z = 0 ; z=4 e 
x = + l , z = 0 , z=4 , respectivamente. Analogamente 

4-lV 1—x*—y* 

JJJ(x + y + z)dxdy dz = JJxdxdy J d z + 

-iV 1—J1—(X—4J« -t+ 1-xï-li—4J1 

+ /Yydydz y d x + j^Jzdxdz J d y = 
Aj -V' 4)« A Í - V l-x«-(i_4)i 

=J"Jx l / F - x 2 - y 2 d x dy+2 j"Jy y / l - y - ' - ( z - 4 ) 2 d y d z + 
A 2 A j 

+2 j y z v/l — x 2 — ( z — 4) 2 dx d z . P o r o « / r o / « a o , 

tem-se J J ( x y c o s a + Y z c o s P + z x c o s 7 ) d S = 

=JJ (xy cos a + y z cos P + z x cos 7) d S i + 

-t-JJ(xy cos a -ryz cos p + z x cos 7) d S 2 onde S i é 

a superficie do cilindro definido por x 2 + y 2 = l , 
z = 0 , z = 4 e S 2 a do hemisfério superior d* 
x2 + y 2 + (z — 4) 2 — 1 « z — 4 . Tem-se 

^J(xy cos a + y z cos p + z x cos 7) dSj—• 

= 2 f f y V / ï - y ^ d y / / * z V / ï l : x 2 d x d z + 4 J J x d x d y 
A, 

A | A , 1 

J J (xy cos a + y z cos p + z x cos 7) d S 2 = 
s » =2Ify

 V / l - y 2 - ( z - 4 ) 2 dy d z + 

A i 

+ 2 y " y > z V / l - x 2 - ( z - 4 ) 2 d x d z + J J x \ / l - x 2 - y s d x d j 
A j A 2 

OMOÍ A , , A ' , , A',', A , , A i e A í s ã o as áreas já 
definidas. 

1422 — C a l c u l a r o v o l u m e l imitado pela es fera 
de raio 3 e de centro na origem, pelo plano xy e 
pela s u p e r f í c i e c i l í n d r i c a x2(x2+y2)=$(x2—y2). 

+\? 9 - x i — y l 

R : V = JJJ dxdydz= JJàxdy J dz = 

9—x 2 —y 2 dx dy onde A é a área limitada 

por x 2 ( x 2 + y 2 ) + 9 ( y 2 - x 2 ) = 0 ; 

+3 

V = I dx J v / 9 - x 2 -yi dy , 
/ » -x" 

frfx* 

1423 — Integrar a e q u a ç ã o 
( A T 2 + 2x)y" - (2 + 2*) y + 2y = (*2 + 2A:) 2 sabendo 
que é y-=Ci x2+c2 (1 + x) o integral geral da equa
ç ã o h o m o g é n e a correspondente . R : A equação 
admite um integral particular da forma Y = a x 4 + 
+ bx3 + c x 2 + dx + e=xV6+2x 3/3. O integral geral 
é y + Y . 

1424 — D e t e r m i n a r as c u r v a s planas cujo ra io 
de c u r v a t u r a é inversamente proporc iona l à raiz 
quadrada da der ivada (em ordem à absc i s sa ) do 
coeficiente angular da tangente. R : O problema 
reduz-se à integração da equação diferencial 
(l-)-y l 2) 3 / 2  

,, • v /y"=k ou ( l + y ' 2 ) 3 = k 2 y " que, me
diante a mudança y ' = z , se converte em ( l + z 2 ) 3 = 
= k 2 z ' , equação de variáveis separáveis. 

Soluções dos n.°" 1421 a 1424 de A. Sá da Costa. 
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F . C. P. — A N Á L I S E S U P E R I O R — 3 .° exercício de repeti
ção, 5 de Fevereiro de 1943 

1425 — D e t e r m i n a r u m a f u n ç ã o a n a l í t i c a tal que 

a parte r e a l s e j a : <f=xz—yz + ^ log ( x z + y z ) e que 

tome o va lor —1 para s = i . R : z 2 + l o g z—iir/2. 

f d* 
1426 - C a l c u l a r / ———-j== ao longo 

c 

MECÂNICA RACIONAL-FÍSICA 

I. S. T . — M E C Â N I C A R A C I O N A L — 2.° exame, 1942 

1428 — Quando é que excepcionalmente n ã o 
existe, no movimento i n s t a n t â n e o d u m s ó l i d o , u m 
s ó ponto de a c e l e r a ç ã o nula ? 

1 4 2 9 — U m fio f l e x í v e l e i n e x t e n s í v e l , pesado 
e h o m o g é n e o , de comprimento dado, é suspenso , 
u m a p r i m e i r a vez , pelas suas extremidades , e m 
dois pontos A e B s i tuados à m e s m a altura. O 
m e s m o fio é suspenso , u m a segunda vez , pe las 
suas extremidades , nos pontos A e B e pelo s e u 
meio no ponto C que é o meio do segmento AB. 
Mostrar que, no segundo caso, as t e n s õ e s das 
duas catenarias , e m A e B, fazem, com a v e r t i 
cal , o m e s m o â n g u l o que faz iam as da c a t e n á r i a 
pr i mi t i va ; e que a sua grandeza c o m u m é metade 
da grandeza das t e n s õ e s da p r i m e i r a c a t e n á r i a . 

1430 — Conhec idos os eixos pr inc ipa i s de i n é r 
c ia , e m r e l a ç ã o a u m ponto O, de terminar os 
pontos do e s p a ç o em r e l a ç ã o aos quais os eixos 
pr inc ipa i s s ã o parale los à q u e l e s . D i s c u s s ã o . 

1431 — U m ponto pesado é obrigado a m o v e r -
-se, s e m atrito, sobre uma s u p e r f í c i e c i l í n d r i c a de 
geratr izes vert ica is . Q u a l q u e r que s e j a a s e c ç ã o 
rec ta da s u p e r f í c i e c i l í n d r i c a , a t r a j e c t ó r i a do 
ponto é tal que a sua transformada, na p lani f i ca
ç ã o da s u p e r f í c i e , é u m a p a r á b o l a . 

F . C. P. — F Í S I C A M A T E M Á T I C A — 2.° exame de frequên
cia, 21 de Maio de 1942 

1432 — S e j a / (.«•) u m a f u n ç ã o m e n s u r á v e l e m 
Ri e E u m conjunto m e n s u r á v e l -L a r b i t r á r i o . 
1) A que c o n d i ç õ e s se deve sugeitar f ( x ) para 
que a f u n ç ã o de conjunto w(E)=L f f ( x ) d x se 

E 
possa identi f icar com uma medida (exterior) de E? 
R : A função f ( x ) deve ser uma função mensurá
vel, satisfazendo a \ E [f ( x ) < 0] | = 0 . 2) S e r á 

d u m a c i r c u n f e r ê n c i a de raio 2 e centro 0 . R : 

2 i - ( - 6 7 i + 7 l ) -
1427 — C a l c u l a r , aprovei tando a teoria dos r e s í -

f * m 

duos o seguinte integral : I - ' d x . L e m b r a - s e 
J 1 
0 

que s'/2= pi/2 e</2 ' (9+«T) e que 0 é u m ponto crit ico 
da f u n ç ã o . R : —ir/ ^2 . 

Soluções dos n." 1425 a 1427 de J . Rios de Sousa. 

MATEMÁTICA - A S T R O N O M I A 

p o s s í v e l e s c r e v e r todo o conjunto E como soma 
dum n ú m e r o finito ou infinito n u m e r á v e l de c o n 
juntos Ei de medida n f i n i t a ? R : Aproveite-se 
a possibilidade de decompor o conjunto E numa 

oo 
soma de conjuntos E = 2 J G , disjuntos, mensura

is 
veis e de medida L finita ; e atenda-se a que ê 
possível escrever o mesmo conjunto E do seguinte 

modo E = 2 E • E [ n - 1 < f ( x ) < n] = S H i • A s ° -
u— i • i—í 

00 
lução do problema è então E = Gj • H j visto que 

i , i—t 

no conjunto da medida L finita, Gj • H j , a fun
ção í (x ) é limitada. 3) A que c o n d i ç ã o sat i s fazem 
duas f u n ç õ e s f ( x ) e g ( x ) que conduzem à m e s m a 
medida u. ? R : As duas funções devem ser equi
valentes. 4) S u p o n d o que f ( x ) é s o m á v e l e m R i , 
mostrar que para todo o n ú m e r o a r b i t r á r i o n se 
pode de terminar u m conjunto aberto G sat i s fa
zendo à s duas seguintes c o n d i ç õ e s : E e 
L f f ( x ) dx < n. R : Se assim não fosse, cons-

G-E 

truir-se-ia uma sucessão de conjuntos G„ satisfa

zendo a G„ = E , ! G „ - E ; < !, Í L / f (x ) dx > m 
G n _ E 

e nesse caso ter-se-ia por passagem ao limite 
oo oo 

/ f ( x ) d x > y > , sendo B = I I S (G»_E) 0 1 u e ' 
B m = l n=m 
absurdo visto que B é um conjunto de medida L 
nula. 

Soluções de L . Neves Real. 

F . C. P. — A S T R O N O M I A — 2.° exame de frequência, ano 
lectivo 1941-42 

I Parte — 1. D e d u z a a e x p r e s s ã o da v a r i a ç ã o 
da latitude celeste d u m a e s t r ê l a e m virtude do 
f e n ó m e n o da a b e r r a ç ã o das f ixas . 

2. E m que difere o f e n ó m e n o da a b e r r a ç ã o p l a 
n e t á r i a do f e n ó m e n o da a b e r r a ç ã o das f i x a s ? 
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3. Como atende ao efeito da a b e r r a ç ã o d iurna 
nas o b s e r v a ç õ e s feitas com o instrumento de pas 
sagens suposto colocado no m e r i d i a n o ? 

i . l A a b e r r a ç ã o t em alguma i n f l u ê n c i a sobre 
as o b s e r v a ç õ e s feitas com o a s t r o l á b i o de pr i s 
m a ? 

5. A que chama p e r í o d o s i n ó d i c o dum planeta? 
j O p e r í o d o s i n ó d i c o d u m planeta é maior ou me
nor que um a n o ? Just i f ique as respostas . 

6. A s fases dos planetas dependem aas pos i 
ç õ e s re lat ivas do planeta, do S o l e da T e r r a ? 
E x a m i n e e m pormenor o caso dos planetas exte
r iores . 

7. E x p l i q u e o que é a e l ipse de para laxe anua l 
e deduza as e x p r e s s õ e s a n a l í t i c a s dos seus eixos. 

8. E x p l i q u e o que entende por d e p r e s s ã o do 

horizonte e como a toma e m c o n s i d e r a ç ã o nas 
o b s e r v a ç õ e s teitas com o sextante. 

9. Indique os ê r r o s d u m altazimute distinguindo 
os de c o n s t r u ç ã o do instrumento dos de coloca
ç ã o . 

/ / Parte — Q u a i s s ã o a s d e c l i n a ç õ e s das e s t r ê -
las que, devido à r e f r a c ç ã o a s t r o n ó m i c a , se v ê m 
ac ima do horizonte durante o e s p a ç o de u m dia , 
mais 8 minutos s idera i s do que se a r e f r a c ç ã o n ã o 
exist i sse ? Lat i tude do local 41° 8' N . 

Nota — Os alunos têm hora e meia para responder à pri
meira parte e outra hora e meia para responder à segunda. 
Em relaçSo à primeira parte os alunos devem : responder a 
uma das preguntas 1, 2, 5 ou 4; responder a uma das pregun
tas 5 ou 6 : responder às preguntas 7, 8 e 9. Seguidamente 
podem responder ás restantes preguntas. 

P R O B L E M A S 
As resoluções de problemas propostos devem ser-nos remetidas até ao dia i f do mês 

anterior ao do aparecimento de cada número da Gazeta . 
Para facilitar a organização da secção, pedimos que cada resolução seja transcrita 
numa folha de papel, utilizada só de um lado (onde outros assuntos não sejam tra

tados), com a indicação do nome e da morada do autor. 
Das resoluções recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das 
melhores e mencionam-se os autores de todas as resoluções correctas e só destas. 

P R O B L E M A S P R O P O S T O S 
1433 — E s t a b e l e c e r a f ó r m u l a 

. sen"* • cos nx 
J s e n " - ' * cos ( » + l ) x • dx = h C 

( E u l e r ) . A c h a r as f ó r m u l a s correspondentes para 

fsen"~'x s en (» + l ) xdx, f c o s " - 1 * cos (n + V)xdx, 

f c o s " - 1 * s e n ( M + 1) x • d x . 
f x"dx 

1434 — C a l c u l a r I „ , „ = I m , = (m,n inte i -
J ya + bx 

ros posit ivos) . 

1435 — A c h a r e m termos finitos as e q u a ç õ e s 
das e v o l u í a s da c u r v a que corta sob u m â n g u l o 
constante <p as geratrizes do cone c i r c u l a r recto 
de s emi -aber tura u. 

1436 — P r o v e que o grupo de movimentos que 
t rans formam e m s i m e s m o um s ó l i d o regular 
de » + l v é r t i c e s n u m e s p a ç o n-d imens ional é o 
grupo alternante de grau « + 1; e que no e s p a ç o 
de » + l d i m e n s õ e s , o grupo para o mesmo s ó l i d o 
é o grupo s i m é t r i c o de grau n + 1. 

(Maud Willey, Am. Math. Monthly 1937) 

1437 — U m a esfera S de raio constante move-se 
mantendo fixo u m ponto P da sua s u p e r f í c i e . 
S e n d o C u m a es fera f ixa e Q a p r o j e c ç ã o orto

gonal de P no plano rad ica l de S e C prove que 
Q se move na s u p e r f í c i e d u m a esfera. 

(V. Thébault) 

1438 — J o ã o e F r a n c i s c o jogam 500 partidas de 
cara ou cunho a um escudo de aposta. J o ã o possui 
40 escudos e F r a n c i s c o 25. S u p o n d o que o ajuste 
de contas s ó se rea l iza depois de acabada a s é r i e , 
ca lcu lar a probabi l idade de que ê s s e ajuste de 
contas possa rea l izar-se integralmente. 

1439 — U m diamante bruto de va lor a part iu-se 
em t r ê s fragmentos. C a l c u l e a e s p e r a n ç a m a t e m á 
tica do va lor total do diamante quebrado supondo 
que o p r e ç o dum diamante é proporc ional ao 
quadrado do seu p ê s o . E n u n c i e as h i p ó t e s e s de 
que tem de se s e r v i r para a s o l u ç ã o , s e m p r e que 
elas n ã o es te jam i m p l í c i t a s no enunciado. 

(Émile Borel) 

1440 — C a l c u l a r o l imite da soma de uma s u c e s 
s ã o de f r a c ç õ e s , cujos numeradores e s t ã o e m pro
g r e s s ã o a r i t m é t i c a e os denominadores em pro
g r e s s ã o g e o m é t r i c a . C o n d i ç ã o de c o n v e r g ê n c i a . 
( A p l i c a ç ã o n u m é r i c a : 1/2+2/4+3/8+4/16-1 ) . 

Problemas propostos por Mário de Alenquer. 
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A L G U M A S D A S S O L U Ç Õ E S R E C E B I D A S 

1250 •— Dado o integral f f ( x ) dx substitul-lo 

por outro que tenha por l imites dois n ú m e r o s d a 
dos, A e B, por meio da s u b s t i t u i ç ã o x = my + n, 
sendo m e « dois n ú m e r o s a de terminar ( S t u r m ) . 

b 
R : Fasendo no integral l = J i ( x ) dx , x = m y + n 

a • 
e atendendo a que a = m A + n e b = m B + n vem 

« a - b b A - a B 
l = m / f (my-f-n) dy , onde m = ——— e n=—-——— 

/ A — B A — B 
o que exige a f̂c b e A=/=B. 

Solução de José Morgado (do Porto). 
Enviaram também soluções correctas : F . Soares David e 

Laureano Barros (Pôrto). 
1251 — D u m b a r r i l cheio t i ra - se u m litro de 

vinho, e subst i tui-se por á g u a . Depois t i ra - se u m 

u m litro da mis tura e subst i tui -se .por á g u a . E f e c 
tuada esta o p e r a ç ã o 35 vezes , v e r i f i c a - s e que 
o b a r r i l c o n t é m quantidades iguais de á g u a e 
v inho. C a l c u l a r a capacidade do b a r r i l . R . : Seja V ( 

o vinho contido no barril ao fim da operação de 
ordem i e V i + t o vinho contido ao fim da operação 
de ordem i + 1 . E fácil ver que se tem 
V 1 + 1 = V 1 - V , / C = V i ( l - l / C ) onde Cea capacidade 
do barril e i = 0 , • • • 3 5 . 

Efectuando o produto, membro a membro, de 
tódas as igualdades e atendendo a que V 3 5 = C / 2 , 
vem C / 2 = C ( 1 — l / C ) 3 5 . Aplicando logaritmos, vem 
3 5 1 o g ( l - l / C ) = l o g l / 2 . - . 1 = 1 ^ = 0 , 9 8 0 3 ; C = 51',02. 

Solução de Laureano Barros (do Pôrto). 

Enviaram também soluções correctas: F . Soares David 
(Pôrto), J . S. Faria Abreu (Penafiel) e J . Morgado (Pôrto). 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas criticas de livros 

e outras publicações de matemática de que os autores ou editores enviarem dois exemplares à Redacção 

20 — A L B U Q U E R Q U E , L u í s M E N D O N Ç A D E — 
E x e r c í c i o s de Geometr ia Descritiva — T i p . E m p r e s a 
Guedes — P ô r t o , 1942. 

T r a t a - s e de uma c o m p i l a ç ã o de 192 e x e r c í c i o s 
organizada pelo Autor , assistente de Geometr ia 
D e s c r i t i v a da Facu ldade de C i ê n c i a s de C o i m b r a , 
c o m o intuito de aux i l iar e orientar o estudo dos 
alunos desta cade ira . 

O c r i t é r i o seguido na e l a b o r a ç ã o do l ivro é ind i 
cado pelo A u t o r no p r e f á c i o : « F i z e m o s seguir 
alguns dos prob lemas ne la ( c o l e c t â n e a ) i n c l u í d o s 
de u m a i n d i c a ç ã o do m é t o d o mais p r á t i c o para 
obter a s o l u ç ã o . Quando nos pareceu n e c e s s á r i o 
f ê z - s e acompanhar essa i n d i c a ç ã o s u m á r i a da r e s o 
l u ç ã o g r á f i c a . Mas, na maioria dos casos , de ixa-se 
ao leitor o trabalho de esco lher o m é t o d o m a i s 
c ó m o d o , por analogia com problemas gerais ou 
j á r e s o l v i d o s » . 

A obra e s t á dividida da seguinte forma : 
1. a parte — Geometr ia de Monge ( E x . n . o s 1 a 60). 
2. a parte — Geometr ia cotada ( E x . n . o s 61 a 85). 
3. a parte — T r i e d r o s e pol iedros ( E x . n . o B 86 a 106). 
4. a parte — S u p e r f í c i e s ( E x . n . o s 107 a 165). 
5. a parte — P e r p e c t i v a r igorosa ( E x . n . o s 166 a 184). 
6. a parte — P e r s p e c t i v a cava lhe ira ( E x . n . o s 185 

a 192). 
O l ivro de aspecto a g r a d á v e l é i lustrado com 

37 gravuras b e m apresentadas . E s t a m o s c o n v e n 
cidos que p r e s t a r á s e r v i ç o s , sobretudo aos es tu
dantes a que é destinado, e dese jamos que o e x e m 

plo s e ja seguido e v ã o aparecendo mais obras no 
g é n e r o desta, bastante n e c e s s á r i a s no nosso meio, 
onde t ã o e scassa é a p r o d u ç ã o m a t e m á t i c a , mesmo 
no campo d i d á c t i c o . Manuel Zaluar 

21 — A M O R O S O , L . — Meccan ica E c o n ó m i c a — 
M a c r i , B a r i - C i t t à di Castel lo , 1942. 

Neste original e i n t e r e s s a n t í s s i m o curso , l i ç õ e s 
feitas no ano a c a d é m i c o de 1941-42 no « R e a l e I s t i -
tuto Nazionale di A l t a M a t e m á t i c a » , o A u t o r a p r e 
senta u m a r e p r e s e n t a ç ã o m a t e m á t i c a dos f e n ó 
menos e c o n ó m i c o s , que partindo da doutrina 
pareteana do e q u i l í b r i o conduz a u m a c o n s t r u ç ã o 
d i n â m i c a que nas suas l inhas fundamentais r e c a l c a 
as c o n s t r u ç õ e s da m e c â n i c a c l á s s i c a . 

Ident i f icando o e q u i l í b r i o com u m a c o n f i g u r a ç ã o 
e m que as a c ç õ e s e c o n ó m i c a s s ã o un i formemente 
repet idas e que portanto resu l tam e s t a c i o n á r i a s 
e m r e l a ç ã o ao tempo, o A u t o r cons idera s u c e s s i 
vamente os sectores do consumo e da p r o d u ç ã o , 
mostrando como se d e t e r m i n a m as i n c ó g n i t a s 
(quantidades consumidas e produz idas ) em fun
ç õ e s dos p r e ç o s do mercado. C a d a actuante (con
s u m i d o r ou produtor) i n s p i r a a sua conduta pelo 
c r i t é r i o de rea l i zar as c o m b i n a ç õ e s prefer idas 
dentre as que lhe s ã o a c e s s í v e i s . D a o p o s i ç ã o 
entre t ô d a s as a c ç õ e s e r e a c ç õ e s determina-se o 
processo de nivelamento da p r o d u ç ã o ao consumo, 
a t r a v é s do qual se f o r m a m os p r e ç o s do mercado. 

E x p o s t a d ê s t e modo a teoria do e q u i l í b r i o , o 
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Autor passa a indicar as dif iculdades essenc ia i s 
que se encontram quando se tenta impedir ao 
movimento o c a r á c t e r e s t a c i o n á r i o ; isto é ev i tar a 
h i p ó t e s e de que as a c ç õ e s e c o n ó m i c a s se rep i tam 
uni formemente . 

O A u t o r mostra como tal se pode re so lver 
supondo que as f u n ç õ e s fundamentais — ofel i -
midade e produtividade — dependem n ã o s ó da 
ve loc idade do f luxo das quantidades consumidas 
e empregadas mas a inda da correspondente ace
l e r a ç ã o . P o r ê s t e modo introduz-se no sector do 
consumo e da p r o d u ç ã o u m p r i n c í p i o a n á l o g o ao 
p r i n c í p i o galileano da i n é r c i a e da í portanto, as 
e q u a ç õ e s do movimento e c o n ó m i c o nestes dois 
sectores tornam-se e q u a ç õ e s d i ferencia is de 2 . a 

ordem, a n á l o g a s à s e q u a ç õ e s de L a g r a n g e . D a q u i 
resul ta u m a e s p é c i e de dual idade entre os teore
m a s fundamentais da E c o n o m i a e os da M e c â n i c a . 
O p r i n c í p i o e c o n ó m i c o do m í n i m o e s f ô r ç o v e m 
identificado ao p r i n c í p i o m e c â n i c o da m í n i m a 
a c ç ã o e o p r i n c í p i o da c o n s e r v a ç ã o da energia 
pode s e r interpretado como u m p r i n c í p i o r i c a r -
diano de nive lamento de custos aos p r e ç o s . 

Nas t r a n s f o r m a ç õ e s f í s i c a s duma e doutra forma 
de energia a natureza operar ia como u m produtor 
que efectuasse as t r a n s f o r m a ç õ e s com o m í n i m o 
custo. O s coeficientes que e x p r i m e m os equ iva 
lentes da t r a n s f o r m a ç ã o da energia ( e l é c t r i c a , t é r 
mica , etc.) e m termos, por exemplo , de energia 
m e c â n i c a representam na economia da natureza 
f u n ç õ e s a n á l o g a s à s dos p r e ç o s . 

S e os p r e ç o s f ô s s e m constantes un iversa i s a 
E c o n o m i a reduz ir - se ia completamente à s equa
ç õ e s di ferenciais do consumo e da p r o d u ç ã o e o 
para le l i smo com as e q u a ç õ e s d i ferenc ia i s da M e c â 
n ica ser ia completo. 

Mas os p r e ç o s s ã o p o r é m v a r i á v e i s , de termina
dos em cada instante pelo processo de a d a p t a ç ã o 
da p r o d u ç ã o ao consumo. O A u t o r passa a e s tu 
dar ê s t e processo e demonstra que o c l á s s i c o 
p r i n c í p i o do e q u i l í b r i o da p r o c u r a e da oferta 
deve s e r oportunamente modificado, se se quere 
tomar e m a t e n ç ã o as f l u t u a ç õ e s dos stocks. 
Chega-se a s s i m a u m s i s tema de e q u a ç õ e s inte-
gro-di ferencia is que r e p r e s e n t a m o movimento 
dos p r e ç o s e que d á uma e x p l i c a ç ã o t e ó r i c a do 
movimento c í c l i c o dos f e n ó m e n o s e c o n ó m i c o s . 

(De F . C. em «Giornale dell'Istituto Italiano degli 
Attuari» Anno XIII, Roma, 1942 —Trad. M. Z.) 

2 2 - D A V I S , H A R O L D T . — T h e Theory of Econo
metrics — P r i n c i p i a P r e s s , Inc . , Bloomington, Ind . , 
1941. X V I + 4 8 2 p á g s . 

A E c o n o m e t r i a é u m a c i ê n c i a re lat ivamente 

nova que se desenvo lveu grandemente na ú l t i m a 
dezena de anos. O s e u objecto é uma f o r m u l a ç ã o 
quantitat iva das teorias e c o n ó m i c a s de par com 
o prob lema das suas v e r i f i c a ç õ e s e s t a t í s t i c a s . 
Muitas das modernas i n v e s t i g a ç õ e s e s t ã o d i sper 
sas n u m grande n ú m e r o de p e r i ó d i c o s e urgia 
u m a a p r e s e n t a ç ã o total da teoria. O presente 
l ivro , com as extensas r e f e r ê n c i a s b i b l i o g r á f i c a s , 
que c o n t é m , contr ibue certamente para tal . 

O l i vro compreende duas partes . A p r i m e i r a 
trata da e s t á t i c a e c o n ó m i c a e a segunda da 
d i n â m i c a e c o n ó m i c a . O s pr inc ipa i s assuntos d i s 
cutidos na e s t á t i c a e c o n ó m i c a s ã o : a natureza 
da r iqueza e do r e n d i m e n t o ; o conceito de ut i l i 
dade ; c u r v a s de oferta e de procura ; a teoria de 
troca p u r a ; a teoria do m o n o p ó l i o e do reg ime de 
2 concorrentes ; f u n ç õ e s de p r o d u ç ã o ; o r ç a m e n 
tos; a teoria do e q u i l í b r i o e do imposto. Dentre 
os assuntos tratados na segunda parte d e v e m des -
tacar-se os seguintes: cresc imento da p o p u l a ç ã o 
e i n d ú s t r i a com u m a d i s c u s s ã o da c u r v a l o g í s t i c a ; 
a e q u a ç ã o da troca ; n ú m e r o s í n d i c e s do ponto de 
v i s ta e c o n ó m i c o ; c r o n o - s é r i e s e s u a c o r r e l a ç ã o , 
inc luindo t e n d ê n c i a s , a n á l i s e h a r m ó n i c a e cor
r e l a ç ã o de s é r i e s ; conceitos d i n â m i c o s de oferta 
e de procura ; a d i n â m i c a das c r o n o - s é r i e s e c o n ó 
micas com u m a d i s c u s s ã o da teoria dos choques 
casuais (errat ic - shock theory) ; teoria dos ciclos 
e c o n ó m i c o s e troca internacional . 

O l ivro foi evidentemente escrito para s e r usado 
como texto. Ê s t e p r o p ó s i t o é auxi l iado t a m b é m 
pelo grande n ú m e r o de problemas que em cada 
c a p í t u l o s ã o propostos aos estudiosos. O s m é t o d o s 
m a t e m á t i c o s s ã o largamente adoptados e m t ô d a 
a obra ainda que num n í v e l n ã o muito elevado 
bastando para a le i tura de q u á s i todo o l ivro o 
conhecimento do C á l c u l o . O l i vro foi feito p a r a 
texto, e n ã o é u m tratado, mas o tratamento de 
certos assuntos é feito muito e lementarmente e 
n ã o é t ã o completo e profundo como conv ir ia 
n u m tratado. 

E m v á r i o s casos recomenda-se ao leitor para 
u m a a n á l i s e mais detalhada a consulta de u m a 
outra obra mais desenvo lv ida do autor [The A n a 
lys i s of E c o n o m i c T i m e S e r i e s ] . 

O s economistas m a t e m á t i c o s e n c o n t r a r ã o inte-
r ê s s e na d i s c u s s ã o de numerosos resultados 
t é c n i c o s modernos e na grande quantidade de 
dados e s t a t í s t i c o s que s ã o confrontados com a 
teoria. O s professores de economia m a t e m á t i c a 
e n c o n t r a r ã o no l ivro u m auxi l iar p a r a o seu t ra 
balho p e d a g ó g i c o . 

(de A. Wald (New York) em (Mathematical Re
views', Vol. 3, n." 1 — 1942 — Trad. M. Z.) 
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P U B L I C A Ç Õ E S R E C E B I D A S 

Agros — Bolet im dos Estudantes de Agronomia 
— A n o X X V I — n.° 1 — Janeiro-Fevereiro de 1943. 

Boletim Matemático — (Buenos Aires) . Revista 
argentina de Matemát ica — Ano X V — n.° 11. 

Euclides — (Madrid) — Reviste de Ciências Exac
tas, F í s ico-Quimicas y Naturales — Ano I I I (1943) 
— n.° 25, 26 e 27. 

Exercícios de Geometria Descritiva — L u í s Men
donça de Albuquerque — Tipograf ia E m p r ê s a 
Guedes, L . d a — P ô r t o . 

Seguros — Ano V — n.° 27 — A b r i l de 1943. 

Portugaliae Physica — V o l . 1 (1943), Fase. 1 — 
M . T . Antunes. Les valeurs de l'énergie de la con
figuration électronique 3d- 4 p . — A . Gibert. Ana
lyse de spectres 3 de raies. — Ruy L u í s Gomes. Sur 
une généralisation de l'opérateur de projection <S(I) 
— Manuel Valadares. La loi photoélectrique d'Eins
tein et le phénomène de conversion interne. 

Sur la possibilité d'une cinématique générale — 
Guido Beck — Pub l i cação n.° 5 do Centro de Estu
dos de Matemát ica da Universidade do Pôr to — 
1943. 

Técnica — Revista de Engenharia dos alunos do 
I . S. T . — n . o s 136 e 137. 

DISTRIBUIÇÃO GEOGRÁFICA DOS ASSINANTES DA «GAZETA DE MATEMÁTICA» 

Localidades pot Distritos Na data da publicação do 
N.°10 N . ° l l N.°15 

Aveiro 
Á g u e d a 1 — 1 
Anadia — — 2 
Ave i ro — — 2 
Espinho — — 2 
Pinheiro da Bemposta . . . — — 1 
Sangalhos 1 — 2 

~ 2 — ÍÕ 
Beja 

Beja — 1 4 
— 1 4 

Braga 
Barcelos — — 2 
Braga 1 2 3 
Fafe — l — 
G u i m a r ã e s — — 1 
Portela de Cabras . . . . — — 1 
Riba d 'Ave — — 1 
V i l a Nova de Famal icão . . — 1 — 

1 4 8 
Bragança 

Sendim — — 1 
Urros — 1 1 

— 1 2 

Localidades pot Disttifos Ha data da publicação do 
N.° 10 N.° 11 N.° 15 

Castelo Branco 
1 2 2 
1 2 2 

Coimbra 

8 8 13 
2 2 3 

Oliveira do Hospital . . . . — — 1 

Évora 
10 10 17 

Évora 

— 1 2 
Reguengos de Monsaraz . . — — 2 

1 1 1 
1 2 5 

Faro 

— — 1 
— — 1 

Vi l a Real de Santo An tón io . — 1 
Q 

Leiria o 

1 1 1 
3 3 4 

— — 1 
4 4 6 
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Localidades por distri to Na data da p i b t a ç ã o do 
N.°10 N . ° l l N.°15 

Lisboa 
Alhandra 1 
Amadora . . . . . . . . 1 
Carcavelos 1 
Cascais 1 
Caxias — 
Cruz Quebrada 1 
Estori l — 
Lisboa 192 
Mont 'Estori l — 
Moscavide . . . . . . . — 
Paço d'Arcos . . . . . . 1 
Parede 1 
Queluz ' . 2 
S a c a v é m — 
Sintra 1 
S. J o ã o do Estor i l . . . . . — 
Vi la Franca de Xi r a . . . . 1 

203 
Portalegre 

Crato — 
Elvas — 
Portalegre 1_ 

1 
Porto 

Cête — 
Ermezinde — 
Foz do Douro —. 
Matozinhos — 
Penafiel — 
P ô r t o 14 
Póvoa de Varzim — 
Praia da Granja — 
Rio Tinto — 
S. Mamede de Infesta . . . — 

A transportar . . . 14 

1 
2 
1 
1 

2 
1 
2 
3 
1 

1 — 
1 

505 
1 
1 
2 
4 
4 
1 
2 
1 
2 

"533 

270 
1 
2 
1 
2 
2 

1 
1 
2 

288 

1 

1 

76 
1 

79 

1 
1 

_1 
3 

4 
3 
1 
1 

129 
2 
1 
1 
1 

143 

Localidades por distrito 

Transporte 
Santo Tirso 
T o u g u i n h ó 
Trofa . . 
Valadares. 
Vermoim . 
Vi la do Conde 
Vi la Nova de Gaia 

Santarém 
Muge 

Na data da publicado do 

Kibeira de S a n t a r é m 
S a n t a r é m 

Setúbal 
Almada 
Cacilhas 

Viana do Castelo 
Arcos de Valdevez 
Ponte da Barca. . 
Ponte de L i m a . . 
Viana do Castelo . 

Vila Real 
Chaves. . . , 
P ê s o da Régua , 

Viseu 
Canas de Senhorim 
Caramulo . . . . 
Carregal do Sal. . 
Mangualde . . . . 
Sou to -Côvo . . . 

Total geral 

.° 10 N . ° l l N.o 15 

14 79 143 
1 

2 2 
1 
1 
1 

— - — 

X 

1 
-1 

2 4 
A 

7 
18 85 156 

1 1 
1 
1 

3 5 7 
4 6 9 

1 
1 
2 

1 

— 

1 1 
2 
4 

— 1 8 

1 1 1 
1 

1 1 2 

1 1 
1 

-t 

— 1 
1 
1 
1 

1 2 4 

247 409 774 

A s i tuação f i n a n c e i r a d a «Gazeta d e M a t e m á t i c a » 
C O N T A D O N.° 14 DA «GAZETA DE MATEMÁTICA> 

Receita 

Receita da venda avulso e por assi 
natura de 794 n ú m e r o s 3.133075 

Exi s t ênc ia de 442 n ú m e r o s ao p r e ç o 
de custo 1.365070 

26-V-1943, Déficit 137005 
4.636050 

Despesa 

Compos ição , i m p r e s s ã o , papel e bro
chura 

Sua quota parte nas despezas gerais 
r e a l i z a d a s a t é 26 de M a i o de 
1943 

4.002050 

634000 
4.636050 

O. M. R. e M. O. M. 
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