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A aprendizagem da matematica

José Carlos Santos

Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto

Introducao

Tendo-me sido proposto pelo grupo iNIGMA, forrmade por
estudantes da licenciatura em Matematica da Faculdade de
Ciencias da Universidade do Porto, que escrevesse um texto
de opinian, perguntei a mim proprio o que @ que eu, quan-
do era aluno a comecar a licenciatura, teria perguntado a
um professar que estivesse disponivel a responder a per-
guntas genéricas. O que eu teria perguntado nao sei, mas
o que deveria ter perguntado era "Como & que se aprende
Matematica?” Este texto contém a minha resposta.

hntes de paszar a resposta, quero explicar melhor qual
e o tema que pretendo abordar. A Matematica pode ser
aprendida a muitos niveis. Por um lado, ha a aprendizagem
gue se vai tendo desde a pré-primaria até a Universidade
e, evenlualmente, depois; desta, 50 tenciono abordar a
do Ensino Superior e a da pds-graduacas, nao porgue a
restante seja desprovida de interesse (antes pelo contra-
riol) mas porque, por um lade, este texto sera sobretudo
lide por estudantes universitarios aos quais pretendo dar
sugestoes sobre a sua aprendizagem e, por outro lado,
porque considero que tenho pouca experiéncia quanto aos
problemas da aprendizagem da Matematica nos ensinos
Basico e Secundario. Por outro lado, fanto se pode estar
interessade na Matematica por si mesma (& o que se espe-
ra de um estudante da licenciatura em Matematica) como
se pode encara-la unicamente como um instrumento il
para atingir outros fins.

Irel abordar ambos os aspectos.

Aqueles exercicios aborrecidos
e repetitivos...

Aos estudantes de Matematica & proposto um grande nu-
mero de exercicios de rotina, cuja resolucio & muitas ve-
zes longa, envolve um certo ndmerno de calculos e, acima
de tudo, exige que se memorize um algoritma, ou seja,
um método de resolucao. Porqué? Ha diversos bons moti-
vos para 1550 (e também alguns maus. .. ).

A mecanizacdo e importante

Ao contrario do que muitas vezes se podera pensar, a re-
peticdo de exercicios de rotina @ importante para melho-
rar a capacidade de resolucao de problemas. E que, quan-
do a nossa mente deixa de estar ocupada a recordar {ou
a tentar reinventar) a maneira de efectuar todos agueles
passos, pode dedicar-se a coisas mais importantes. |magi-
ne-se uma pessoa a guem & dado o problema da calcular
a area de um terrens rectangular com 32 metros de com-
primento e 18 de largura.

Suponha-se tambem que essa pessoa sabe que basta
fazer a operacao 37=18 mas que nao conhece a tabuada e
gue tem que se lembrar come & o algoritmo da multipli-
cacao, Essa pessoa gastara muito mais tempo a efectuar
a operacao do que uma pessoa que tenha presentes esses
conhecimentos, os quals 56 envolvem memdria e repeti-
cao de gestos mentais. Por outro lado, quem ja conhecer



a tabuada e tiver o algoritme da multiplicacao na ponta
da lingua, nao so faz o calculo muito mats rapidamente
como também nao cansa a mente, a qual estard entao
mais apta para pensar noutras coisas.

Heste sentido, a mecanizacao deve ser encarada como
um investimento: gasta-se lempo agora para se ter mais
tempo livre paraa mente mais tarde. E, na minha opimiao,
trata-se de um investimento particularmente lucrative.

Pratica versus teoria

Uma Impressao errada que se pode ter relativamente aos
algoritmos que se devern memorizar € que estes so ser-
vem para resolver problemas, o que os torna de algum
mado inferiores ao estudo de uma teoria eventualmente
mais interessante,

Exagerando um tanto, seria como se o5 espinitos supe-
riores se oCUpassem com a criacao de teorfas novas total-
mente desligadas do mundo real, deixando a resolucac de
problemas concretos aos pabres infelizes incapazes de os
acompanhar, Esta visao da Matematica esta erracla: as gran-
des teorias matematicas sLirgem imensas vezes da tentati-
va die resolver problemas concretos. Assim, por exemplo:

- a teoria de Galois, gue & um dos aspectos centrals
da Algebra actual, surgiu do problema de se tentar
encontrar um algoritmo para resolver equacoes poli-
nomiais de gquinto grau;

- Gauss criou o metodo dos minimos quadrados, central
na Analise Numérica, para determinar onde se poderia
localizar um asterdide (Ceres) que 56 tinha sido avis-
tado um pequeno ndmero de vezes;

- o conceito de esperanca matematica, central no Cal-

culo de Probabilidades, fol criado por Pascal para re--

solver um problema de dividas num jogo de azar por

parte de uma pessoa das suas relacoes.

Além disso, estes métodos revelaram-se importantes
porque os seus autores e outras pessoas se aperceberam
gue poderiam usa-los com sucesso para resolverem um

elevado nimero de problemas. 56 que 56 se pode aperce-
ber disso quem nao tenha reservas mentais quanto a usar
algoritmos para resolver problemas concretos.

Outro motivo para nao se menosprezarem of algorit-
mos consiste no seguinte principio: o que & bom para a
pratica tambem o & para a teorial De facto, muitos algo-
ritmos sao wsados nas demonstracoes de teoremas. Por
exemplo, um algoritmo usado para determinar se um sis-
tema homogéneo de n equacoes lineares @ n incognitas
tem ou nao alguma solucao nao nula consiste em calcular
o determinante da matriz dos coeficientes do sisterma; o sis-
terma tem entao alguma solucio nao trivial se e 5o se aguele
determinante for nulo. Pois bem, este mesmo algoritmo é
usado para demonstrar teoremas na teora de Galois!

Persisténcia

Uma das idefas mais disparatadas que ha sobre génios
cientificos e a de que eles resolvem problemas sem qual-
quer dificuldade e que, além disso, encontram a resposta
correcta a primeira tentativa. Comeco por contrariar isto
com duas citacoes, das quais a primeira e famosa e a se-
gunda, nao o sendo, merecia sé-lo.

Thomas Edison:

Génio é 1% de inspiraciio e 99% de transpiracdo.

Gian-Carlo Rota:

Hd wma proporcdo que permite medir ate gue ponto se @

um bom matematico, gue € o nimero de idefas dispara-

tadas que € preciso ter-se gté se chegar a uma boa.

Se for de dez para uma, -se urm geénio. Para o mate-

mdtico médio, € capaz de ser cem para wma.

Em resumo, em Ciéncia ter ideias nao &, so por s,
particularmente meritario.

Qualquer bom livro de Ficgao Cientifica esta cheio de-
las, O que e dificil e exige trabalho e disciplina &, para
além de ter as idefas, explora-las, ver até que ponto sao
ferteis, determinar os seus limites, testa-la, compara-las
com outras abordagens.



Outro mito falso (e prejudiciall) & o de que os génios
cientificos descobrem tudo por si proprios, sem precisa-
rem do conhecimento acumulado dos cientistas que os
precederam. E mesmo um lugar comum em filmes ou sé-
ries da televisao: o contraste entre o professor pedante,
que sabe muito mas nao cria nada, e o cientista brilhante
gue, sem precisar daqueles conhecimentos (e, muitas ve-
zes, ndicularizando quem os possui), resolve problemas
dificilimos sem esforco. 56 que, como disse um colega
mel "um matematico & tanto melhor quantos mais teore-
mas de cor sabe"! Mao, saber muitos teoremas de cor nao
da quaiquer garantia de que se & um bom matematico.
Mas que ajuda a s8-lo, ajuda.

Quando dou aulas a aluncs de Matematica do 1" ano,
uma atitude com a qual ja me deparel por diversas ve-
zes € a de reagirem as primeiras demonstracoes a que s8o
expostos com wma reaccao do tipo "Isto jamats me ocor-
rerial ™ Eu costumo dizer que aos primeiros matematicos
a tentarem demonstrar o mesma resultade provavelmente
tambem nao lhes ocorreu aquela demonstracao. £ que a
Matematica que se aprende naguela fase da aprendizazem
ja tem, geralmente, muitas décadas, até mesmo seculos.
As demonstracoes que sao apresentadas aos alunos nao sao
as primeiras mas sim as melhores. Mas as primeiras abor-
dagens sao geralmente toscas, incompletas e com erros. O
matematico russo A, 5. Besicovitch disse mesmo uma vez
que a fama de um matematico & baseada no ndmero de
demonstracoes falsas que fez! Ele explicou que o que 5to
quer dizer & que trabalhos ploneiros sao imperfeitos.

O matematico norte-americano Paul Halmos conta
na sua autobiografia (ou "automatografia™, como ele lhe
chama) que, numa carta de recomendacan que escreveu,
comecol por dizer gue a pessca em questao resolvia bas-
tantes problemas mas que as solucoes que obtinha eram
geralmente longas e deselegantes, sendo muitas vezes
possivel pegar numa das suas solucdes e, retirando o que
era superfluo, obter outra solucao dez vezes mais curta,
Sendo assim, porgue e qle o destinatario da carta de re-
comendacao o deveria contratar? Porque, como Halmos

escreved, "ele encontra sclucoes felas onde outros estao
elegantemente encravados”! E um bom principio a ter em
mente: quando se esta perante um problema, mais vale
ter-se uma solucao fela do que estar-se elegantemente
encravado.

"Mas o que & que isto tern a ver com aprendizagen?”,
pode-se perguntar. Afinal, & sabido que os professores nao
estao interessados em abordagens “toscas, incompletas
e cheias de erros” nos exames! De facto, mas uma coisa
& aprender Matematica, outra € fazer exames. E nao se
aprende o que & Matematica sem se tentar compreender
as coisas por si proprio, o que por sua vez implica, natu-
ralmente, ir além daquilo que o livio ou o professor dis-
serem. A proposito disto, o matematico francés Laurent
Schwartz contou uma vez, numa palestra a que assisti,
que, gquando foi aluno da Escola Mormal Superon em
Paris, achava que era um aluno abaixo da media, porque
um bom ndmera dos seus colegas lhe dava a impressao de
acompanhar as aulas com muita mats facilidade do que ele.
Ao fim de algum tempo, apercebeu-se de um facto que ia
contra esta idefa: & que ele era o melhor aluno! So depois &
que encontrou a explicacao para o paradoxo: enquanto cue
os seus colegas que Lhe transmitiam a impressao de serem
medhores do que ele deviam essa impressac a memonzarem
rapidamente os conteddos das aulas, ele precisava de um
esforco suplementar para, nao 50 memorizar esses conted-
dos, como, ainda por cima, compreender como cada facto
novo se encalxava com aqueles que ja tinha ao seu dispor.

E, como se pode ver, esse esforco extra compensoul

Duvidas

Uma idefa parcialmente errada que muitos alunos téBmé a
de que & melhor nao fazer perguntas aos professores, pois
podem ser disparatadas e criar ma impressao. De facto, ha
perguntas que podem causar ma impressao, como aquelas
cuja resposta deveria ser imediata para quem esteja ra-
oavelmente a par da matéria dada ou, pior ainda, aquelas



para as quais a resposta ja fol dada antecipadamente (nao
ha pachorra para aguentar um aluno a perguntar se as
matrizes nao quadradas também tém determinante apds
se ter dito umas dezenas de vezes que o determinante so
se define para matrizes quadradas). Mas as perguntas que
revelam curiosidade e vontade de compreensao provocam
quase sempre melhor impressac do que ma. Alem disso,
a experiencia revela gue, num elevado nimero de casos,
quando um aluno faz uma pergunta numa aula, nenhum
dos seus colegas sabe a resposta, o que 56 mostra como a
pergunta & interessante.

Um critério pessoal que uso para formar a minha opi-
niag relativamente a alunos consiste em observar as suas
reaccoes quando me colocam um problema de Matemati-
ca cuja solucac desconheco mas que tento resolver na sua
presenca. & maitor parte dos alunos pura e simplesmente
desliga! A atitude € do tipo "Bolas; ele nao sabe!” e enca-
ram o tempo que ficam a espera que eu tente descebrir a
solucao como um desperdicio. Mas os melhores alunos fa-
zem precisamente o contrario: tentam aproveitar a opor-
tunidade para verem como & que eu ajo na minha tentati-
va de chegar a solucao. E ha uma diferenca abissal entre
os alunos qgue se contentam com terem conhecimentos
matematicos e aqueles que tentam nao somente possuir
esses conhecimentos como também perceber como os al-

Cancarem por s proprios.

0O lado social da Matematica

Um colega meu comentou certa vez, a respeilo de ser-se
matematico, que "neste trabalho, 50% sao relacoes pu-
blicas". £ & verdade (bom, talvez com um pequenc exa-
gero)! Um matematico tem todo o interesse em manter-
-se em contacto com outros matematicos, quer para ter
ideias que possam ajudar a resclver os problemas que Lhe
interessam, quer para tomar conhecimento de novos pro-
blemas. O mesme se aplica a aprendizagem: & desejavel
gue se contacte com outras pessoas, quer colegas quer

professores, a fim de trocar idelas ou receber sugestoes,
0 trabalho individual & fundamental, obviamente, mas o
alargamento de horizontes que se obtém através do con-
tacto com outras pessoas tambeém o &, A imagem do mate-
matico genial a trabalhar num isolamento magnifico numa
torre de marfim tem pouguissima cormespond@éncia com a
realidade. Mesmo nagueles poucos matematicos gue mais
deram a impressao de se adequarem a esse estereotipao,
comd Mewton ou Gauss, sabe-se que 50 < deved em gran-
de parte a terem dificuldade em encontrarem interlocuto-
res adequados e nao a falta de vontade de trocar ideias.

Estudar Matematica

Hao vou descrever agui como & que faco cada vez que
estudo Matemabica, pois a maneira mais eficiente de o
fazer vana muito de pessoa para pessoa, pelo que cada
um deve tentar descobrir quais sao as condicdes em que
estuda melhor, Por exemplo, ja ha muito tempo que cons-
tatet que ter misica de fundo nao me distrai quando estou
a tentar resolver um problema mas & bastante incomoda-
tiva quando estou a tentar compreender algo novo. Mo
entanto, ha algumas ideias que convém ter em mente,
quanto mals nao seja para ver até que ponto resultam.

Nao separar a teoria da pratica

Hao vou repetir o que escrevi acima quante & relacao
entre a teona & a resolucac de problemas, embora esse
assunto esteja relacionado com o topico que vou abordar
agora. A crenca na superioridade da teoria relativamen-
te a resolucas de problemas concretos leva muitas vezes
os alunos a estudarem a teoria sem se preccuparem em
resolver exercicios, o que & um erro crasso. Ao lereme-se
apontamentos das aulas teoricas fica-se muitas vezes com
a ilusao de que se compreende mais do que realmente se
compreende, sobretudo se os apontamentos forem bem



feitos. O contrario também ocorre: textos mal redigidos
podem muitas vezes fazer com que um assunto pareca
mais dificil do que realmente &. Em ambos os casos, o
melhor a fazer & resolver exercicios, quer para testar se
se compreendeu bem o assunto, guer para ver se se trata
de um tema tao dificil como parece a primeira vista. Caso
nao se disponha de exercicios, entao o melhor & tentar-se
aplicar o gue se aprendeu a problemas concretos e ver-se

Se 5@ COnsegue ouU nao resolve-los,

Nao gastar demasiado tempo
com exercicios de rotina

Quando e estd perante uma lista de exercicios "todos
iguais” e s& tem uma grande dificuldade em resolver um
umico que seja, entao ha certamente algo que esta er-
rado. Mesta situacdo, o melhor a fazer & reler a teonia
que se estd a estudar ou pedir ao professor para explicar
novamente o metodo, consoante o caso gue se aplique,
Maturalmente, em certos casos nao @ claro se um deter-
minado exercicio € ou nao de rotina. Hesses caso, o que

ha a fazer & perguntar ao professor,

Resolver problemas

Um conselho que sigo muitas vezes ao tentar resolver pro-
blemas fol dado ja ha decadas por George Polya: se nao se
consegue fazé-lo, ha um caso particular que também nao
se consegle resolver; deve-se entao comecar por at. Mao,
sto nao serve para todos os problemas, mas aplica-se a
bastantes mais casos do que o que pode parecer a primei-
ra vista. Nao se consegue resolver um problema relativo

a polinomios? Comeca-se por tentar com polindmios de
grau 1 ou 2. Esta-se encravado num problema de matri-
zes? Vé-se o que se consegue fazer com matnizes com duas
linhas & duas colunas, Mao se avanca num problema sobre
funcoes derivaveist? Que tal comecar por ver o gue se con-
sepue fazer se elas forem polinomiais?

Compreender os conceitos

Para cada conceito, deve-se conhecer pelo menos uma
situacac a qual este se aplica e pelo menos uma a qual
este nao se aplica. Assim, por exemple, um primeiro (2
importante] passo para se compreender o que & uma
funcao derivavel consiste em conhecer-se pelo menos
um exemplo de uma funcao derivavel e pelo menos um
exemplo de uma funcao nao derivavel. Melhor ainda sera
conhecer-se um exemplo de uma fungao da qual se saiba
que é derfvavel e porqué e um exemplo de uma funcao
da qual se saiba que nao & derivavel e porque, Matural-
mente, & tarefa do professor fornecer tais exemplos, mas
caso 150 nao aconteca convem sempre pedi-los. Mas e
bom ter em mente que nem sempre & possivel o professor
satisfazer tajs pedidos. Por exemplo, um mimero algébrico
& um nimero que € solucao de alsuma equacao polinomial
com coeficientes inteiros. Posto isto e dado o gue escre-
vi anteriormente, um professor que defina o conceito de
numero alegbrico deveria dar um exemplo de um ndmero
alegebrico, explicando porgue & gue o &, bem como o exem-
plo de um nimero nao algébrico (aquilo que se designa por
nimero transcendente), mais uma vez explicando porgue
& que o &, Mo entanto, embora seja facil dar exemplos de
numenos nao algébricos (os mais conhecidos sao T & €) nao
& trivial mostrar que um dado numero ndo & algebrico.




A beleza matematica das conchas marinhas

Jorge Picado
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Resuma: Muitos aspectos do crescimento de animais e plantas,
apesar de, pelas suaz Tarmas elaboradas, parecerem governadas
por regras muito complexas, podem ser descritos por leis mate-
maticas muito simples. Um exemplo claro disso séo as.conchas e
oz buzios marinhos, coma aqui flustramos: consegue-se, cam um
modelo muito simples, descrever e gerar facilmente gualguer um
dos muitos tipos de conchas das classes dos Gastropodes, Bivalves,
Cefalopodes e Ezcafopodes que se podem encontrar classificados
nas enciclopedias de conchas.

«A beleza & o brilho do ideal no reino do visivel. =
Platao

«Ha uma grande beleza nas pistas que a natureza nos
oferece e todos nds a podemos reconhecer sem nenhum
treino matematico. Tambem existe beleza nos enredos
matematicos que emanam dessas pistas e de onde se
deduzem as regras e regularidades subjacentes, mas &
um tipo de beleza diferente, mais aplicado a idefas do
gue a coisas. A matematica esta para a natureza como
Sherlock Holmes esta para os indicios.-

I. Stewart [6]

1. Como crescem as conchas

4 ideia de gue a matematica se encontra profundamente
implicada nas formas naturais remonta aos gregos. Muitos
aspectos do crescimento de animais e plantas, apesar
de, pelas suas formas elaboradas, parecerem governados

por regras muito complexas, podem ser descritos por leis
matematicas muito simples (cf., por exemplo, o livro clas-
sico de ' Arcy Thompsen [7] e o recente livro de Stephen
Wolfram [8]).

Umn exemplo claro disso sao as conchas e os buzios ma-
rinhos [4]. Porque & que tantas conchas formam espiraist
Quando o bicho que vive numa concha cresce, @ necessario
que a concha onde vive lambém cresca, para o acomo-
dar. O facto do animal, que vive na extremidade aberta
da concha, segregar e depositar o material nove sempre
nessa extremidade, e mais rapidamente num lado que no
outro, faz com que a concha cresca em espiral. O ritmo
de segregacao de material novo em diferentes pontos da
concha presume-se que seja determinade pela anatomia
do animal. Surpreendentemente, mesmo varlacées muito
pequenas nesses ritmos pode ter efeitos tremendos na
forma final da concha, o que esta na origem da existéncia
de muitos tipes diferentes de conchas.

Uma versao bidimensional deste facto pode ser ob-
servado no crescimento dos cornos dos animais. Tal como
as unhas e o cabelo, um corno cresce devido ao depasito
de material novo na sua base. De modo a ser uma estru-
tura perfeitamente rectilinea, a quantidade de material
depositada deve ser exactamente a mesma de cada lado
da base:



Mo entanto, se existir alguma diferenca {indicada na
figura seguinte, em termos percentuais), um dos lados do
coma ficard mais comprido que o outro e, inevitavelmen-
te, o corno tera que torcer para o lado onde & depositado

mengs material, seguinds uma espiral:

100%

Essenclalmente, & uma versao tridimensional deste
fenomeno que conduz as estruturas em espiral das conchas
dos moluscos, Além disso, as conchas crescem mantendo
sempre a mesma forma. Estas condicionantes juntas tém
uma conseguéncia matematica: quase todas as conchas
seguem um modelo de crescimento baseado nima espiral
equianguiar (também chamada espiral logaritmica):

Como indicado na figura acima, dado um ponto O, a
espiral equiangular & uma curva tal que a amplitude o
do &ngulo formado pela tangente, em qualquer dos seus
pontos P, com a recta OP & constante. Jacob Bernoulli
{1654-1705) chamou a esta curva a Spira mirabilis (espiral

maravilhosa), cuja expressao analitica & dada, em termos
das coordenadas polares r e 1, por r{if)=R &" “* “ gnde R &
o rajo associado a H=0.

Se a amplitude « for 907, a espiral equiangular & uma
circunferéncia. E claro que o bicho nao ficaria muito satis-
felta com uma concha circular, porgue esta nao o deixaria
crescer mals. O angulo ndo sendo recto permite gue a
espiral cresga, o que correspondera a um alargamento
da concha. Este crescimento mantém sempre a forma da
concha e chama-se gnomanico. Em geometria, o gnomon
{palavra de raiz grega que significa "o que indica” ou "que
da a saber™) de uma figura dada & uma segunda figura que,
acrescentada ou retirada a primeira, gera uma terceira figu-
ra semelhante a original, Este padrao de crescimento e tag
comum que é por muitos chamado de “lei da natureza”.

Em resumo, o molusco naa alarga a séa concha de moedo
uniforme: adiciona spmente material numa das extremida-
des da concha (a extremidade aberta ou "de crescimenta”);
e fa-lo de maneira a que a nova concha seja sempre um
modelo exacto, & escala, da concha mais pequena. A figura
seguinte mostra dols dos casos que podem acontecer. O pri-
meiro exemplo & tpico da concha dos nautilos e o segundo
de um cone. Em cada casa, o material novo da concha @
progressivamente acrescentado na abertura da concha.

e @ @
oo ® & @
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A direfta, as sectoes horizontal (no caso do nautile)
e vertical {no caso do cone) mostram a respectiva espiral
de crescimento,




Como veremos, as conchas, com a sua forma auto-
semelhante, podem ser representadas por superficies
tridimensionais, geradas por uma formula relativamente
simples, comalguns parametros livres. Maravilhosamente,
apesar da simplicidade dessas equacoes, e possivel gerar
uma grande variedade de tipos diferentes de conchas.
Quais? Todos eles! (com muito poucas excepcoes: algumas
especies vivas e fassels de Vermicularia e amonitas fossefs
do género Didymoceras.) Isto mostra como muitas das
formas que surgem na natureza sao simples consequéncia
da aplicacao de geometria tridimensional a regras de
crescimento basicas.

« {...) @ matemdtica ¢ muito parecido com a poesia.., a
gue faz um bom poema — um excelente poema - € o ter
muitos pensamentos expressos em poucas palavras. Neste
sentido formulas come " + 1=00u [~ o iy = ¢F
sdo poemas. »

Lipman Bers

2. O modelo

& superficie da concha & uma superficie tridimensional que
pode ser vista como o resultado do deslocamento de uma
curva X (a curva geratriz, que habitualmente & uma elipse)
ao longo de uma espiral helicoidal H (a curva estrutural)
([11, [3]); o tamanho da curva X vai aumentando a medida

que se desloca sobre H:

4 forma de X descreve o perfil das seccoes da concha
e da abertura da concha enquanto H determina a forma

global da concha. & influéncia de X na forma da concha &
lustrada mais adiante nos exemplos (veja tambem, para
mais panmenores, [3]).

Para elaborar o modelo, fixemos um sistema cartesiano
de coordenadas X¥Z no espaco, e consideremos a helicoide
descrita na forma paramétrica, em termos das coordenadas
polares (r, 0). Vista de cima, a espiral helicoidal parece uma
espiral equiangular, gue temequacao r — e i &, onde
iz denota o Angule de abertura da espiral H, f denota o
dgngule de alargamento da espiral H e A e o comprimento
da abertura da espiral {isto &, a distancia do seu ponto

inicial aoc seu centro):

5,60

i
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Partanto, os pontos (x, v, =) da espiral helicoidal satis-
fazem as equacoes

x=reos B = dsm fcos B :,ﬂl ol o
V= FEm B =.4s5m ﬂ i A I-’ﬂ ot i
- - A cos H 'Jl' Eidl

A curva geratriz, usada para gerar a forma exterior da
concha, €, na maior parte dos casos, uma elipse de para-
metros g (serm-eixo maior e b (semi-eixo menor), ol seja,
uma curva de equacao
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Admitimos ainda que esta curva possa rodar um angulo

w, em torno do seu efxo mafor, um angulo £, em torno do
efxo vertical, e um angulo ¢, em torno de um vector orto-

gonal ao plano da elipse. como a figura seguinte flustra.

&

Sy geimnT

Eepiral Heficodsl

Suporite ¢a dohoha

Juntando tudo, e entrande ainda com o sentido D do
enrolamento (que pode ser positivo, 1, ou negativa, -1),
obtém-se entio as eguactes parametricas gue permitem
descrever a superficie da concha gerada por uma elipse X a
deslocar-se ao longo de uma espiral helicoidal H (D. Fowler,
H. Meinhardt e P. Prusinkiewicz [3], A. Cortie [1]):

¥ =00 [4 s fbeos B+ K cos (5 + ) cos (B + L)
(¥ + ) sin (8 + )]

R sin . st

v=[-AsmpsmB - Reos (v pksin (B4 C2) K smosin {y +
) cos (6 + )] o

) cas ] "

sl Acos |} - Ksin(s

%e guisermos acrescentar nodulos, espinhos e estrias
a concha, bastard considerar parametros N (ndmero de
nodulos existentes ao longo de uma revolucao completa de
ft), W, {comprimento do nodulo ao longo da geratriz), W,
{comprimento do nodula ao longa da helicdide), L (altura

do nodulo) e P {angulo que indica & posicao do nodulo na
geratriz):

':"_'_f

ista da fapn

Wil g8 lado

Bastara entao substituir a equacao (2.1) da elipse por
LIS & B 91 =4 [ 2P 3 e,y

—3 ol " W ¥y
R H - ) + [: ) J + e :

fi
onide

"
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Mo total, as equacies da superficle da concha depen-
deraa de 14 par@metros:

-ﬂ‘p Ar L, ”l Il. El "‘ e Ii' L_r 'P' w1' WZ" N.

«4& Matematica possui ndo so verdade, mas tambem
beleza suprema — uma beleza [ria e nustiem:, come a da
escultura, sem apelar a qualquer parte mais froca da nos-
sa natureza... sublimamente pura, e capaz da perfeicdo
Sem compromissos que so @ grande arte pode atingir.«
Bertrand Russel

3. Exemplos

& escrita das equaces no programa Mathematica pode ser
feita do seguinte modo:

Vi ) febartm ] =[0PLw) (La thet JP ] = lebwper@art [n o Ghatn 2000 )

Bla .o L1 ip owl e m J (6 vhats )s01/ & (Cos]N] fal"FiBinfa) /u°2] 00
=18 Fap[-r3de—p) Pl 2~ P01 [n] [ESetal MeEXE 8]
wli e bmba, kil comege_ wil ol plon, s LT Wl e T [Eheka, e =

dfan B [bure]due Dueta]+hla, o, 10 el 61 0] (o, Chats]
s [ i ] Do this® atimegn] <30 Do) $ 10 [ed il ] S thetasusmial 11
Repltbwbs ot [alpha]]
U ST T Do R T I T T S T G I M T L W
Lema Biiifbuta)] Bpmfibuta] ka6, 00 @90 i nl [8, Eheba]
PCian [t ] Sbem [l ey atwee g ] =245 (e ] Do [arphi ] Sethatatisaga] 11
Bapideta S [ulphall
gl it johl, mi b s b 11 poawl o R ] [ebaEs 0t
Lo o [hora]+k] B Dl W2 e thasa ] Rin (s phe ] Oos Leai] 1
Ezplidsta Sot (ulphull




Escolhendo valores adequados para os diversos para-
metros e variando H desde omin até omax e s de smin a
Tmax

X

I y |-||:?'.-___d_

L7
& e

Witn dn hoga iain e lndy

podemos tracar a superficie de gualguer tipo de concha
conhecido,

Por exemplo, a Natica de oretha (cf. [2], p. 78), da clas-
se dos Gastropodes, pode ser gerada com os parametros
D=1, A=25, =837, fi=42", u=107, Q=30F, ¢=70", 0=12, b=10,
L=0, P=0, W =1, W,=1, N=1:

with [{d=l  anr35 vace=iaioyres  phl =Tl ve e e=IC0agIad o LRl egres
] phia=Tlegrees w1, bl

Lith pil a]m] o] =l
FarssstricPlonan{iels, an bava, phi, vnngn, s, slphe.a b UL, gt 08,0 feete s,
VR, B, pla) el ) e a B, L el W 0] Tilielasa],
mina, bt Gl mij Alphe e W 01 powl 23 4] [Ehers a1
{ehaen, =4Pr, 4FiF, {w, =370 Begres, 00 fngres)
Begad <+ Faldm; Amas =+ Falss, FletFsiats =@ {000,300

Plestbangs - ML1, ' YiePetue —s {-1 -5 0L U)]])

Terminamaos com mais alpuns exemplos de conchas que
se encontram classificados em [2] e que se podem modelar
deste moda {estes, e outros exemplos, podem ser manipu-
lados interactivamente, com mais pormenor, em [5]).

O exemplo mais surpreendente € o dos bivalves, com
os seus umbos (protuberancias do topa) maravilhosamente
tracados com toda a perfeicao!

Escalaria Preciosa (D=1, 4=90, =86, fi=10°, u=5", =17, =
45°, a=20, b=20, =14, P=40, W,=180, W,=0.4, N=180}:

Turritela, ancilla e buzio:

Tonel, oliva & concha cavalo:




Duas lapas (a lapa comum e a lapa raiada de azul): Planorbis € amonita (Fassil):

Dois bivalves {a glicimeris-europeia e a concha lyonsia):

«0 clentista ndo estuda a Nalureza porque lsso € utll;
estudo-a porque ele se delicia nela, e ele delicia-se nela
porque € bela. Se a Natureza ndo fosse bela, ndo valeria
a pend ser conhecida, e se a Natureza ndo valesse @ pena
ser conhecida, a vida ndo valeria a pena ser vivida. »
Henrl Polncaré

Argonauta (Cefalopode): P
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Controlo biologico de pragas

Ana Cristina Silva
Associacao Atractor®

Hativa da Australia, a cochonitha australiana (lcerya pur-
chasi Maskell) chegou a Califérma (E.U.A.) em 1868, hos-
pedeira de exemplares de acacias. Em cerca de dez anos
tornou-se numa das pragas mafs devastadoras dos citrinos
naguela regiao. O caracter menos infestante da cochom-
lha & a boa convivéncia com outras espécies em terras
australianas apolaram a impressao de que ali o Tlagelo se-
ria controlado por predadores naturais deste insecto - os
quiais, se introduzidos na Califdrma, poderiam conduzir a
eliminacao do problema. A prospeccao na Australia e Nova
Zelandia levou os cientistas até a joaninha (Rodolia cardi-
nalis Mulsant): alimentando-se de cochonilhas, a joaninha
reduziv a populacac desse insecto a nivefs ndo preocu-
pantes e em 1888/89 a praga nos laranjais da Califorma
estava debelada.

Presas e predadores

Recolhamos informacdes sobre estes dois insectos para
entendermaos este sucesso no controle da infestacao, As
joaninhas alimentam-se de cochonilhas que vivem de fo-
lhas e caules de certas plantas. Sem intervencao do exte-
rior e na presenca de alimento abundante, as cochonilhas
reproduzem-se liviemente e o seu nimero aumenta numa
relacao que & directamente proporcional ao numero de
exemplares existentes. Este dado sobre a evolucao das co-
chonilhas com o tempo traduz-se pela equacan

cmmienio elo mimrern de eochonis = A - nrimero de cochiemifias
onde A& uma constante real positiva.

As joaninhas sao insectos carnivoros, vorazes na fase lar-
var e, sem ajuda exterior, tendem a esgotar as suas re-
servas de alimento, redurindo consequentemente a sua
taxa de reproducao. Este comportamento traduz-se, com
o passar do tempo, numa diminuicao do numero de joa-
ninhas a uma taxa directamente proporcional ao nimero
delas, segundo a jgualdade

diminmicde do wimere de foaninhas = O mimere de foarihas
onde C & uma constante real positiva.

Joaninhas

b

AssOCIaCH0 Atractor: atractor@atractonpt
http! f fwevw atractor pt
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senvolver um projecto de divalgacic da Matematica no Atracto:
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Mas a cadeia alimentar das joaninhas inclul as cochoni-
lhas, por isso, as equagdes acima nao sio independen-
tes. Os encontros entre estas duas espécies, tdo mais
provaveis guanto mais etementos houver de cada uma,
beneficiam as joaninhas e prefudicam as cochonilhas. Es-
peramas, portanto, que o nimero de cochanilhas cresca
quando ha poucas joaninhas a ameaca-las e que o numero
de joaninhas seja favorecido quando ha muitas cochoni-
thas disponiveis como alimento, Daqui deverdo resultar
ciclos de varfacao periodices ao longo do tempo.

L Aoari i

ASA A

No modelo que estamos a apresentar, idealizado por
Lotka e Volterra, que admite, como todos, algumas simpli-
ficagdes, a contagem do numero de encontros tradur-se,
por razdées probabilisticas, pelo produto do numero de
exemplares presentes de cada tipo de insecto. 52 juntar-
imos todas estas informagdes sobre a evolugdo ao longo do
tempo de cada especie, obtemos as sequintes expressoes
para as suas variagoes
verriagdie don® de cochonifhas

A n"de cochomtfhay — B 5" de gochomilias . n" de jomiinkas

variagdo do n® de foaninins

' n"de joanimheas + 1, 0" decochonithas . n" de joaminkas
ande £ e [ sd0 constantes reais positivas. Analisemos em
detalhe estas igualdades.

Mo que se segue, a letra t designa o tempo (variavel
real ndo negativa), v/ o ndmero de presas (cochonilhas)
ey o numero de predadores {joaninhas) no instante &
Embora realisticamente r e v 50 admitam valores naturafs,
a sua grandeza permite-nos supor neste estudo que v e v
sao fungoes derivavels com valores reais nao negativos. As

variagGes a0 longo do tempo das fungdes » @ v t8m a sua

traducdo analitica nas derivadas ©" e ' &, portanto, as
consideracies que fizemos atras formalizam-se no seglin-
te sistema de equaches diferenciais

¥ o= Av- Ry

¥ =y ek Dy

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de solugfes

de equacées diferenciais, para cada condicao inicial xft)s
Wiyl existe uma curva i—(xfil 1t gue verifica as duas
equagies do sistema. Contudo & demonstracao deste te-
orema nao & construtiva e, em particular, ndo sabemos
determinar explicitamente esta curva-solugao. Resta-nos,
entan, fazer uma andlise qualitativa, com pistas que nos
sio sugeridas por integracio numerica.

0 sistema de equagies diferenciais permite construir
na plana um campo de vectores |-/ 1) tal gue, dado um
ponto Z -z do plano, o vector I” & tangente neste ponto
a curva-solugdo de condican inicial Z: Vindica a direcgao,
o sentido e & Intensidade de variacdo da curva-solucdo.
Uma analise deste campo permite-nos identificar (0,0) e
(A B come Unicos pontos de equilibrio e, restringinde
o estudo ao primeiro quadrante, dividi-lo em quatro regi-

oes onde as derivadas tém sinais diferentes.

Na regldo IV tanto os valores de x como os de v cres-
cem estritamente com o tempo; na regiao [, os valores
de x decrescem estritamente, enquanto gue a funcao y
cresce. Uma explicacdo bioldgica para esta variacao & a
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de gue, com a abundancia de cochonilhas e o reduzido
numera de joaninhas na regiao IV, estas tém condicoes
optimas para se reproduzir, atingindo valores tao elevados
gue, na regiao I, as cochonilhas exibem perdas considera-
veis, Explicacoes analogas podem ser apresentadas para as

restantes regioes.

Esta imagem do campo de vectorss Vsugere gue as
curvas-solucao com condicées inicials proximas do panto
de equilibria {C/D, A/B) se mantém numa vizinhanca des-
te ponto @ circulam a volta dele. E podemos confirmar,
para alem dissa, gue sao curvas fechadas. Iste indica-nos
que as funcoes x e 1 530 periodicas com o tempo, o que
significa gue ‘a5 populacdes de joaninhas e cochonilhas
recuperam as perdas e gerem eguilibradamente as varia-

coes que resultam da sua relacdo na cadeia alimentar.

Agora gue sabemos gue as curvas-solucaoc sao peri-
odicas (digamos de periedo T) podemos determinar os
valores medios, durante um periodo, de v & de v pelas
expressoes lque se assemelham a da media aritmetica de

uma amostra finita)
i
I| v s

‘[T.n it
s V=
1 E i
Efectuando alguns calculos - possiveis a partir do siste-

T=

ma de equactes diferencials apesar de nao conhecermos
explicitamente x e v como fungoes de r - obtemos x~C0)
e y=AMH.

O caso portugués

Portugal, com o crescente interesse pela horticultura e
jardiragemn no seculo XIX, fof também grande importa-
dor de flora australiana, incluindo as acacias cuja floracas
amarela abundante faoi elogiada por poetas mas que hoje
tanto afligem a floresta autoctone portuguesa. Nao esteve
por isso a salvo da vaga de especies exoticas nocivas coma
2 cochenilha. E o Jomal Horticolo-Agricola de Dezembro
de 1857 lanca o primeire alarme: «0s pequeninos seres,
que os nossos olhos desarmados mal podem vér, propa-
gam-se [@o numerosa e rapidamente gue o vegetal ndo
pode resistir aos seus continues e formidaveis estragos.
{...) A estes vem ggorg juntar-se mais um ndo menos de
temer e que parece ter escolhido o nosso pobre Portugal
como ponto de partida para a invasdo na Europa, tendo
jd, na comeco, feifo prejuizos de valor no seu rapidissimo
alastramento. Refirc-me a lcerya purchasi recentemente
descoberta entre nds e que braz justamente alarmados
o5 nossos agricultores (...). Entre nos foi assignaloda o
sua presenca no sul, em comecos de 1896, primeiramente
nas Acacia melanoxylon, d'onde passou rapido para os po-
mares de lgranfeiras e outras drvores de fructo, de umag

larga drea nos arredores de Lisboa, -

Sucedem-se comunicacoes sobre formulas mais ou me-
nes saponaceas para a limpeza das arvores, mas o fracasso
destas medidas pallativas exige preparativos mais enérgf-
cos. -0 tratamento gue ate agora parece ter dado methor
resultado @ a emulsdo de petroleo (...). Hoje, porém, a
theoria modema € destruir o parasita pelo parasita. Cada
insecto tem, guer no reino animal, quer no reino vegetal,
inimigos que encamicadamente o destroem. Portanto,
todo o estudo, todas as atencdes em casos d'estes, devem
tender g descoberta do inimigo a collocar frente a frente
do sér que nos estd causando largos estragos. (...) E € as-
sim que nos Estados Unidos se verificou gue as lceryas sdo
devoradas pela Yedalia cardinalis, insecto carmivoro que,
no estado de larva, € um constante € infatigavel devora-



dor das domninhas cochonilthas: (...) e, portanto, o gue
conviria, antes de mais nada, serfa tratar de propasgd-la,
visto que fd a temos entre nds, mandada vir da América
do Norte. =

A boa noticta chega-nos pelo mesmo jornal em Agosto
de 1899: «0s leitores recordam-se de havermos fallads,
ha tempos, do ameagador ataque da lcerya purchasi nos
Jardins & pomares dos suburbios de Lishaa, e lembram-se
tambem de havermos dito que hoviam vindo da America
algumas colonias de Vedalia cardinalis, espécie de Joani-
nha, para combater aquelle parasita que levava diante
de sf ndo 50 as arvores fructiferas, mas tambem algurnas
das plantas de ornamento? Pois bem! Parece que as Ye-
dalias desempenharam optimamente o seu papel e que as
lceryas estdo o desapparecer.»

0 efeito dos insecticidas

Uma vez que, como vimos, a interaccao presa-predador
ndo elimina nenhuma destas especies, mantendo-as pelo
contrano em regimes penodicos de sobrevivéncia, os hor-
ticultores receberam com jubila, em meados do século
passado, a noticia do fabrico de um insecticida potente, o
DOT (dichloro-diphenyl-trichlorocetano) que, aplicado nas
suas hortas, faria o milagre de exterminar todas os {nsec-
tos. O DOT foi sintetizado em 1873 por Othmar Ziedler,
mas as suas propriedades insecticidas so foram descober-
tas em 1939 pelo quimico suigo Paul Hermann Miller, que
foi por isso galardoado em 1948 com o Prémio Nobel da
Medicina. Usado em contexto militar entre 1940 e 50, para
combater mosquites transmissores de deencas troplcals
como a malaria, febre amarela, tifo ou paludismo, o DOT
permitiu erradicar, nos anos 50 do século passado, a ma-
laria da Europa e Estados Unidos. Nos paises tropicais, a
doenca nao 50 nao desaparecey Como ressurgiu com maior
viruléncia pela resisténcia entretanto conferida ao mos-
guite pelo programa de desinfestacao. O uso extensiva do

DDT, pesticida gue destroi tanto presas como predadores,
na horticultura data dos anos imediatamente posteriores
a4 Segunda Guerra Mundial e terfa sido evitado se o madelo
de Lotka-Volterra fosse devidamente conhecido: o recurso
intensivo a Insecticidas para tratamento de arvores fru-
tiferas favorece as presas que constituem neste caso a

populacao gue causa a praga. Yejamos porgué.

O ataque acs insectos faz paturalmente diminuir cada
uma das especies, tanto mais quanto maior for a sua in
tensidade /* e o numero de individuos de cada espécie.
Assim, as variacoes ¢ e v’ sao, tambeém, afectadas por

uma parcela negativa, proporcional a 'x € a v, respec-

tvamente:
imfludneta dia fnseeticldn may cochenifhay = -E P x
friffudneia do frnseeticioda nas foarinfioas I O

onde E e F sao constantes reais positivas., O novo sistema
de equacoes gue regula a evolucao do nimero de cocho-
nilhas & de joaninhas & semelhante ao que estudamos an-
teriprmente desde que EP < A, isto é, desde que a accao
do insecticida seja moderada:

A ={A~EP)x— By

¥==[(C+ FFyy-+ Dy

E portanto podemos afirmar que os valores medios
para este novo sistema sao
C+FFP A=EF

.l|_|=

i) f

=

Eles traduzem o seguinte facto: aumentando B, que des-
creve o efeito do insecticida, o nimero medio de joaminhas
diminui e o nimers médio de cochonilhas aumenta.

Y mddie de jarniniubs |

$ — oot

Com a resistencia ao remedio entretanto adguirida por
novas estirpes dos insectos, as doses de insecticida aplica-
das nos anas 50 tiveram de aumentar consideravelmente,



camecando a avolumar-se evidéncias de que o quimico se
teria alastrado em niveis preocupantes a cadeia alimen-
tar das populagdes. Nes anos 60, a ambientalista Rachel
Carson publica o livro Silent Spring, alegando que a toxici-
dade do DOT era demasiado elevada para a salde publica
e que calsaria sérios revies na nidificagao de muitos passa-
ros. O livre teve uma divulgacao sem precedentes, haven-
do naticla do seu impacto em Portugal atraves da cronica
de 1963, Veneno, do escritor Jodo de Aradjo Correia, onde
se [&: A escritora americana Raquel Carson publicou ul-
timamente um livro que € m giito de alarme contra um
veneno que ameadcd corromper a natureza inteira. Esse
veneno, que se difunde no amblente e se fixa nos tecidos
vitais, é representado pelos insecticidas quimicos moder-
nas. Diz a senhora que os insectos, a poder de tempo, se
adaptam a esses insecticidas e gue o homem, entretan-
to, vai pateando. {...) A autora, que tem alma poética,
imaging uma primavera em que ndo cantem aves, todos
envenenadas pela ingestdo de vermes envenenados. Pri-
mavera Silenciosa serd a mais triste colsa que poderd so-
nhar poeta melancdlico. Serd, na marcha do tempo, um
compasso de cemitério. (...) Ousamos pedir @ benemeérita
Liga de Profilaxia que estude o problema, apure o gue hd
de verdade e exagero no livio americano, para evitar que
Portugal, ninhe de rouxingis, venha a conhecer Primavera

Silenciosa. »

Come resultade desta campanha de aviso para os da-
nos causados pelo DOT, este produto foi banido nos anos
70 como pesticida agricola, sendo ainda hoje controverso
o seu aspergimento regular em cidades densamente habi-
tadas de paises tropicais com indices elevados de doencas
transmitidas por mosguitos.

Noticias recentes

A introducao de especies exoticas, ainda que com o Util
proposito cde controlar de modo patural uma infestacao,

tirando partido da relacao que aqui se explicitou entre
presas e predadores, evita o uso, que pode ser muito ne-
fasto para o ambiente, de produtos quimicos, mas pode
ter também impacto relevante no ecossistema que se
quer protegido. Disso dao conta alguns artigos da Charles
Darwin Foundation nas |thas Galapagos, em htip:/ fwww,
darwinfoundation.org, que a cechonilha invadiu em 1982
e onde tem destruido ou colocado em vias de extincao
muitas espécies nativas. Receios de que a introducao da
joaninha nas llhas Galapagos poderia ameacar a biodiver-
sidade endemica destas ilhas, exigindo vigilancia adicional
na dispersag deste insecto, levou a uma analise detalhada
dos riscos para a fauna e flora das ilhas; esta atestou em
2001 que a joaninha nao se interessa por especies das
ilhas, nac & toxica para os passaros que ali vivem nem
compete pelos nichos de outros insectos; o relatorio ao
Parque Macional das Galapagos recomendou por isso a sua
utilizacan como o melhor meio para conter os efeitos da
presenca da cochonilha.

Bibliografia

O tema deste artigo inspira-se num comentario curto da
referéncia [B], all inserido a proposito do problema da
diminuicao de certo pescado durante a 1* Grande Guerra
e do estudo e conclusdes, nesse contexto, do bidlogo Um-
berto D*Ancona e do matematico Vito Yolterra.

Os detalhes matematicos aqul omitidos podem ser
consultados na pagina http://www.atractor. pt/mat/pei-
25 gue expis este assunto de modo interactive.

[B] Braun, Differential Eguaticns and their Applications |1983)
[C] Jobo de Aradjo Correia, Pdtric Pequena (1977
[4] Jornol Horticolo-Agricola (1B97-1899)
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Euromilhoes, probabilidades, valores médios e
medianas

Dinis Pestana
DEIO, Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa

As regras do EUROMILHOES sao simples: cada aposta consiste na marcacao de 5 nimeros (de 1 a 50) e duas estrelas (de
1 a9), ecusta 2 Euros. 5ao premiadas as apostas que prognostiquem correctamente pelo menos trés dos valores sorte-
ados, sendo pelo menos um deles um "ndmero™. Mais precisamente, os prémios sao definidos come se indica no quadro
gue se segue, no qual se indicam também probabilidades e numeros médios de apostas por prémio.

numeros estreias probabilidade n® medio de n® de premios na
apostas por premic 1a semana (Portugal )
1* premio 5 2 0,000000013110394 76 275 360 o
2" prémio 3 1 0.000000183545512 5 448 240 0
3* prémio 5 o 0.000000275318268 3632 160 i
4 préamia 4 2 0.000007949838585 339 002 54
5" préamio 4 1 0.00004 1297740158 24214 782
& premio 4 o 000006 1946610281 16 143 1196
7" prémic 3 2 0.000129792897733 7705 2736
B pramio 3 1 0.001817100568257 550 34 915
9" premio 2 F 0.001360364867501 518 /rn
10° prémio 3 o 0.002725650852385 7 56 457
11° prémio 1 i 0.005766915554381 102 198 B85
12 premio 2 1 0.026045108145018 18 450 426
0.042451559048500 24

Ma Uitima linha indica-se que a probabilidade de uma aposta ser ganhadora nao atinge os 5%, ou seja, em termos de
valores esperados, em media uma em cada 24 apostas e premiada,

As receitas da Santa Casa de Misericordia de Lisboa {5CML ) sao 2 Euros por aposta, destinando-se ao pasamento dos
prémios 50% daquela verba. A SCML tem um lucro ligeiramente inferior a 50% (porque tem que constituir um fundo, até
ao limite de 1.5%, que Taca face a possiveis reclamacioes procedentes e renovacao de material ).

Fica-se assim com a ideia de que o valor de retorno & 50%, por outras palavras que o prémio esperado por aposta
&1 Euro.



Mas, de facto, 16% da verba destina-se a um "fun-
do de reserva para incrementar o valor do 1° prémip",
& consequentements apenas 34% do valor das receitas &
redistribuido como prémios. Assim, o valor esperado por
aposta desce nessas semanas para 68 céntimos (para um
investimento de 2 Euras).

Apesar disso, e obviamente um jogo tentador. As
apostas premiadas recebem um prémio superior ao valor
investido (no primeira sortelo em Portugal, o 12° prémio
foi 8,90 Euros, cerca de 4.5 vezes o preco da aposta), o
primeiro prémio @ fantastico, da para tirar uma tribo in-
telra da miséria, e ninguém desdenharia de receber mas-
mo o 4° prémio. Para todos agueles para quem 2 Euros
podem ser prescindiveis, & uma forma barata de adquirir
sonhos loucos e fantasias das mil e uma noites - e ainda
sobra para os dias. Desse ponto de vista, espero nao me
esquecer de entregar a minha aposta em cada semana,
de agara até morrer, @ mesmo depois, se possivel.

Mas o apostador tem que estar preparado para nao
ganhar. De facto, a probabilidade de ganhar, mesmo o
mals baixo dos prémios, & pequena, e a prababilidade de
ganhar um dos prémios que enche os olhos {1° a 37) & bai-
xissima: menos do que uma em cada 2 milhoes de apostas
serd contemplada com um desses prémios bem altos. Sen-
do a probabilidade de ganhar o primeiro prémio infima,
vai haver decerto um grande nimero de semanas em que
ficara por atribuir.

Um consolo & tirar dai & que raramente o prémio sera
repartido, se o leitor tiver a sorte de prognosticar cor-
rectamente os cinco nimeros e as duas estrelas val ficar
rico como o lendario Creso. Um elemento 3 ter em conta
enquanto estiver a spnhar, ate ao sorteio, mas lembre-se
gue o mais certo & acordar sem nada na mao: Mais de 95%
dos apostadores apenas vao ganhar dinhelro fora do bolso,
pois em termos medios apenas uma em cada 24 apostas
vai ter algum retorno (e, das apostas premiadas, cerca de
f1% — guase dois tergos — fica-se pelo 12° préemio).

A nossa atitude perante o jogo ndo & muito racional.
Ha pessoas adversas ao risco, @ pesseas que tém uma ver-
dadeira vertigem de jogar. De um modo geral, um jogo
honesto (valor esperade = valor investide) nao interessa
Senag como passatempo, porque naoc pode enriquecer
ninguém. 0s jogos mais tentadares sao agueles em que
o retorno esperado € bastante inferior ao investido, mas
2m compensacac 52 pode ficar podre de rice. Nao importa
gue a probabilidade de fsso acontecer seja tio baixa como
um abismo, porque enquanto o pau vai e volta podemos
viver de ilusdes. E, sobretudo, a assimetria peérfida nas
probabilidades dos prémios leva a que o preco das llusbes
estefa ao alcance de (quase) todas as bolsas. Ainda por
cima recebe-se o premio sem ter gue se esportular logo
uma grassa maguia em impostos!

Parte da irracionalidade da nossa atitude perante o
jogo revela-se na nossa curiosidade sobre os "numeros
gue sairam mafs vezes”, Nas 35 semanas anteriores i sua
introducao em Portugal, as frequéncias das estrelas e dos
numeros sorteados sao as que constam dos graficos que
S8 Seguem:

Estrelas

O cinco esta farto de sain, e 0 3 e 0 4 tém andado subrepresen-
tados; como referéncia de comparacio, note que a frequéncia

esperada de cada estrela naguelas 15 semanas e 2x35/9-7.78.
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Apenas o 17 e o 46 nunca sairam nas referidas semanas. A frequéncia esperada de cada numero nessas 35 semanas e

5x35/50=3.5; o 10 e 0 13 tém primado pela vontade em aparecer, e 21, 0 27 e o 44 tambem nao se tém feito rogados.

Mas, afinal, as extraccdes de semana para semana sao
independentes, o facto de um nimero ter surgido mais ou
MENQs YEZES Nas sSemanas anteriores nac o torna nem mais
nem menos provavel do que qualguer outro, Temas, por
outro lado, uma percepcao das estruturas do acaso que
nos leva a pensar que @ anormal quer uma auséncia per-
sistente quer urma aparente tendéncia para ser frequen-
temente sorteado, e acreditamos gue nos sUcessivos con-
cursos se vai reequilibrande a frequéncia com que cada
nimero ou estrela & sorteada.

Mas, repetimos, a conviccda de que a informacao de
semanas anteriores é relevante ¢ completamente ilusoria,
Como ¢ ilusdria a idela de que ha "chaves" mals provavels
do que outras, Claro que & muito mais provavel uma chave

em gue a soma dos nimeros ronde 127 (a2 "soma espe-
rada"” &, naturalments, %xﬁ =127.5) do gue a chave

(unfca) em que a soma & 15 ou 240, Mas a probabilidade
de sairem os numeros 8, 16, 24, 32, 47, que somam 127
— & que ainda por cima estao tao bem arrumadinhos, um
eimn cada uma das dezenas possivels!] & exactamente a
mesma que a de sair 1, 2, 1, 4, 5, ou 46, 47, 4B, 49, 50,
& ilusan de que ha "chaves" mais favoravels & nao sa
antiga como persistente. De Tacto, nao é dificil argurnen-
tar gue no totoloto & muito menos provavel gue saiam 6

numeros consecutivos (ha apenas 44 sequéncias favoraveis

nas

49
6 ] possiveis) do que 6 nimeros salteados, Mas, em

compensacao, a probabilidade de ganhar o 1° premio com

uma aposta com aguelas caracteristicas, condiclonalmen-
te a ter saido uma chave de 6 nimeros consecutivos, &

ﬁ. Por outras palavras, a probabilidade de ganhar com

uma aposta em 6 numeros consecutivos &, pela regra da

cadeia P(A|B)PB), L M _ 1
44

(<) ()

como a de qual-

quEr outra aposta.

Algumas das dificuldades em lidar com probabilidades
— comg no exemplo acima — advém da confusao entre
trés nocoes intimamente aparentadas, mas de facto dis-
tintas: probabilidade, probabilidade condicional, e pro-
babilidade conjunta. Na linguagem formal da Matematica
as confusdes sao facilmente evitdvels, mas na linguagem
caorrente € muitas vezes obscuro o que estda em causa,
com resultados desastrados na avaliacao das incertezas e
dos riscos que Lhes estao assocfados,

Cutra fonte de falsas intuictes & a dualidade entre
as nocoes de probabilidade e de valor esperado (gue sao
{guals nas variavels de Berpoulll, o que nos leva a usar o
caminho facil de usar “varigveis indicatrizes” para calcu-
lar valores medios que sao probabilidades ... — uma facili-
dade que pade ser a matriz de desastries se se confundirem
o5 dois conceitos noutras circunstancias), Logo nos indcios
da Probabilidade, em 1654, Pascal raciocinou em termos
de valores médios para soluclonar o problema da partilha
das apostas colocado pelo cavaleiro de Mere, E em 1657 o



De Ratiociniis in Ludo Aleae’ de Christian Huyghens usa de
forma muito sofisticada o conceito de valor media.

Enquanto a probabilidade esta sempre entre 0 e 1, ha
variaveis aleatorias que tém valor médio infinito, o gue tem
consequéncias contraintuitivas interessantes. Nos inicios dos
seculo XV, Daniel Bernoulli publiceu nos Anais dag Acade-
mia de 5. Petersburgo um resultado que, por ser contra-in-
tuitive, e conhecido por “paradoxo de 5. Petersburga™.

A questao é: quanto deve um individuo pagar a banca
para jogar um jogo em que se procede a sucessivos lanca-
mentos de uma moeda equilibrada, ate sair pela primeira
vez [ (face). Se isto acontecer no k-esimo langamento, a
banca paga ac apastador 2° unidades monetarias.

A variavel aleataria V= ganho do apostador & entao

2! IR B
X = £=1 i
111 1
A==|= =|=
. z[_z] [1]
e consequentemente

H.t"]=§11‘ [%]‘ BT I

pelo que nao ha valor fimito de entrada que equilibre este
jogo.

O resultado & contraintuitivo, pois se a moeda e equi-
librada, por muito persistente que seja o azar (da banca,
neste caso, se o apostador for suficientements rico para
continuar a dobrar a parada), & inverosimil que ao fim de
uma dezena de jogos nao tenha saido 1!

Buffon, Crameér e outros tentaram contornar o parado-
%o considerando que nao ha recursos infimitos. Atente-se,
no entanto, que o paradoxo nao & tao paradoxal quanto
parece a primeira vista:

Henhum casing aceita um joge coma regra "o dobro ou
naca”, ha sempre fiscais a vigiar se algum jogador esta a
seguir a estratégia de em cada jogada duplicar o montante
que aposta, pois e proibido dobrar a parada mais do gue um
numero limitade de vezes (em termeos praticos, a banca nao
aceita apostas superiores a um determinado montante).

1 hoessivel em edicao recente (Troite de ic Maniere de Raisonner dons les
deux du Hesard) como apéndice a edicio de L'Art des Confectures de
Jacques Barmoulll. Editions Jacgues Gabay. Paris.

De facto, se nao houvesse essa regra, um jogador sufi-
clentemente rico ganhava sempre, o que levava o casino a
ruina. Bastava comecar por apostar uma unidade, se per-
desse apostar duas, se voltasse a perder apostar quatro,
etc. Entao, se ganhasse, finalmente, na k-esima jogada, a
sucessao de jogos teria como resultado para o jogador
1, -2, 4, -8, ..., 22, 2%
ino k-ésimo jogo recebe 2°, mas tinha apostado 27, e
portanto o lucro que obtém nesse jogo & 2525 '=24"). 0

. L~ piy A=
ganho total é partanto 2" - E“Z-' =2 '—?TH }
f=

Se o jogador recomecasse imparavelmente esta estra-
tégia (ou se infimitos jogadores sem linvtacao de recursos a
seguissem), o casino perdia, devagar mas consistentemente

14+ o=ea

inexoravelmente ficaria arruinado.

Dutras ilusoes persistentes tém a sua origem numa con-
fusao entre média e mediana, originada porventura do facto
de nos modelos simétricos — como o "normal” — mediana
e valor medio coincidirem (no caso de existir valor medio,
claro), Esta ilusao @ tao antiga que vem ja discutida num
dos primeiros grandes livios de Probabilidade, The Doctrine
of Chances (titulo que se podera traduzir por Teorizacdo
do Acaso), publicado por Abraham de Moivre em 1716,

Na época havia um jogo sob licenca régia, conhecido
por Royal Oak Lottery, muito menos sofisticado do que o
Euromilhoes. Havia esferas numeradas de 1 a 32, e depois
de os apostadores arriscarem o seu dinheiro no nlmero
gue os tentava o "Master of the Game" extrata uma esfe-
ra, & pagava ZB vezes o valor da aposta aos apostadores
que tivessem acertado. Como a probabilidade de ganhar

&, neste jogo, 3—12, o retorno esperado por cada unidade
monetaria & 231%: 0.875. Repare-se que com um in-

vestimento minimo o estado amecadava, numa noite em
que fossermn apostadas 10 000 libras, cerca de 1 250 libras,
nada mal (mas, evidentermnente, muito longe do gue ac-

tualmente os jogos oficiais arrecadam).



Os jogadores achavam este lucro excessivo, e que um
retorno de 28 vezes o valor apostado com tao bapia probal-
lidade de ganhar era demasiado escasso. O Mestre do Jogo,
quando as criticas subfam de tom, recordava que estava au-
torizado a apostar, como representante do rei, que qualquer
ndmero que uim dos selus criticos escolhesse <aia com certe-
za pelo menos uma vez em cada 22 jogos consecutivos.

lsto & completamente contraintuitival O nimero espe-
rado de jogos até sair um nimero fixe & naturalmente 32,
visto que ha igual probabilidade de sair qualquer das esferas
numeradas de 1a 32. Este resultado contraintuitivo deve-se,
de facto, a independéncia entre jogos consecutivos:

A probabilidade de um ndmero escolhide — para fixar
idetas, e sem qualquer perda de generalidade, supanha-
se que o critico protestante escolhia o 17 — nao sair em

. 31
cada um dos jogos & == — por cutras palavras, a proba-

32
bilidade de o 17 surgir logo no primeiro jogo & apenas
cefca de 3%. Devido a independéncia, a probabilidade de

W2
o 17 ndo sair nos dois primeiros jogos @ %} =93 85% ,
a probabilidade de nao surgir nos trés primeiros jogos &
31y

[E =90.91" . Ma tabela gue se segue indicam-se as

probabilidades para 32 jogos consecutivos.
Mas, como se vé na tabela acima, a probabilidade de
o 17 nao surgir em nenhum dos 22 jogos consecutivos,
)
[ |

5 =49 7%, ja & inferfor a 1/2, & o Mestre do Joga

em geral ganhava a aposta. Segunde Abraham de Moivre
reporta, isso deixava os jogadores abalados e confusos
inao percebiam que enquanio eles reclamavam em ter-
mos de valor medio, o Mestre do Jogo os rebatia em ter-
mos da mediana), e continuavam a jogar ... e a perder.
Hote-se que a probabilidade de o 17 ter saido nas primei-
ras 32 jogadas (32 € o numero medio de jogadas para ocormer
rualquer dos 32 numeros possivets) & ainda inferior a 2/3.
Os jogos dao lucros enormes a quem os controla. Por
iss0 mesmo, a mator parte dos apostadores esta a perder
dinheiro, e no entanto continuam a jogar porgue
a) aquantidade de dinheira que perdem é, aposta a apos-
ta, suportavel;

n" jogo probabilidade de nac sair | probabilidade de sair

— 1 | 0.968750 | o031z
z D.938477 0.061523
1 0.909149 0.090851
4 0.880738 0.119262
5 0.853215 0.146785
& 0.826552 017 3448
7 0.800722 0.1992748
g D.775700 0.224300
9 0.751459 0.248541
14a 0.727978 0.272024
1 0708227 0.294771
12 0683189 O.318811
13 0.661839 0.338161
14 0.641156 0.358844
15 0.621120 0.378BED
16 D.601710 0.3198290
17 0.532%07 0.417093
18 0. 564691 0435309
1% 0.547044 0.457956
20 0.52994% 0.470051
21 0.5131318R 0486612
a2 0.4597 145 0.502455
23 D.481803 0518997
24 0.466747 0.533253
25 0.452161 0547839
26 0438031 0.561968
27 D.424342 0.575658
i} 0411082 0.588918
29 0.398235 0.601765
El] 0.385790 Q.614210
kS | 0.373734 0.625266
32 D.362055 | 0.637945

b} o jopo autopublicita-se através de grandes premios
que contemplam um ndmero (muito escasso) de sortu-
dos, incentivando os outros a continuar & arriscar.

Ser contemplado com um prémio grande & um aconte-
cimento raro, muito raro, mas pode acontecer a qualquer,
e & o sonho que mantém o jogo a funcionar.

E, convenhameos, tambem alguma racionalidade: &
muite mais provavel enriquecer a jogar ou a roubar do
que a trabalhar. Qual € a opcao que fica para todos nos,

que somos honestos?

bgradecimentos: Agradeco ao referee a indicagao de lapsos; omissoes
e gralhas que eu dificilmente detectana sem a sua ajuda.



Nos seus tempos de estudante houve algum livro de que gostasse especialmente e ao
qual ainda recorra se precisar de verificar qualguer cofsa na drea que ele abrange?

Curso de Analise, vol. | . Eion Lages Lima

Quando entrei na Universidade, ha quase vinle anos, nao fazia ideja alguma do que me esperava,
Até entao a minha perspectiva da Matematica era, digamos, olimpica; tratava-se de resolver
exercicios, muitos exercicios, exercicios cada vez mais dificeis, Foi, alids, apds ter participado na
final nacional das Olimpiadas que decidi, alheio a generalizada comocao familiar, inscrever-me
no curso de Matematica,

Oque me esperava, felizmente, era o Curso de Analise de Elon Lages Lima, Percorrer hoje aquele
que foi, na verdade, o meu primeiro tivro de Matematica, evoca-me muito desse ano de 1988/89.
Recordo, por exemplo, com contornos quase fotograficos, a primeira vez que cruzel a inscricao

A W U
4 i 577

cravada na pedra a entrada do Departamento de Matematica, sabendo ja porgue era verdadeira,
Ou o dia {um Sabado frio de Janeiro) em que percebi a demonstracao do critério de Dirichlet para
séries e, apos varias tentativas, a consegui reproduzir de modo a que coubesse no verso de um
bilhete de autocarro (evitando o canto superior esguerdo que viria a ser devorado pelo abliterador
horas mais tarde ). O bilhete guardei-o o resto da noite. A demonstracao "estova certa, e ninguém
podia alterar isso, jamais ma podiam tirar™,

" dn entrovista a A, Sowsiski, Baletim do CIM na 19



Os comentarios a lapis que abundam nas margens do lTvro sde o traco da ingenuidade matema-
tica daqueles tempas; o registo dos exercicios resolvidos, e dos que ficaram por resolver {alguns
até hoje), uma radiografia do esforco, do sucesso e da frustracao que caracterizam o estudo.

A clareza das definicoes, a abundancia de exemplos e contra-exemplos, o rigor das demons-
tracoes e a dificuldade dos exercicios fizeram-me desenvolver com o livre uma relacao quase
afectiva. Tenho um capitulo preferide (o quinto), uma seccao preferida (a sétima do capitulo
quatro), um teorema preferido (o quinto do capitulo oito), um exemplo preferido (o décimo quin-
to do capitulo cinco), até um exercicio preferide (o décimo quinto do capitulo dois). A primeira
grande revelaco fol a descoberta do infinito e o método da diagonalizacao de Cantor. Depois,
veto a estrutura dos reais e a densidade de Q em R. De novo o infinito, eom o conceito de sérje
e o teorema de Riemann sobre séries condicionalmente convergentes. Seguiram-se as primeiras
nocoes topoldgicas e a beleza do conjunto de Cantor; a nogao de valor de aderéncia de uma funcao,
o Lim sup e o lim inf, a continuidade uniforme, o teorema de Darboux (', mesmo descontinua,
verifica a propriedade do valor intermédio ). Mais adiante, a construcao do integral de Riemann,
a nocao de conjunto de medida nula e a caracterizacao das fungoes integraveis. Finalmente, a
nocan de equicontinuidade e, de novo, a disgonalizacio de Cantor para demonstrar o teorema
de Ascoli-Arzela (gue reencontraria mais tarde, tantas e tantas vezes).

Das actuais doze edicdes, calhou-me a guinta, de capas azuis, naquele ano de 1588, Tenho
autras trés (a sexta, a oitava e a décima primeira, esta ultima comprada na biblioteca do IMPA),
mas para rmim sao livros diferentes. Nao estas (mal) plastificados, nao tém os comentarios a lapis,
as cruzes sobre o nimero dos exercicios que nao consegul resolver, a mancha de café nas paginas
20 e 21. Nem, perdido no interior da contracapa, um nimero de telefone (fixo, naturalmente, e
sem indicativo), que julgo saber de quem era mas que nunca cheguei a marcar. Quando conheci
Elon Lima, em Janeiro de 2001, foi essa edicao, praticamente a desfazer-se, que Lhe pedi que
autografasse, Desde esse dia, nunca mais abri o livro.

José Miguel Urbano

Estante

risniFg dis



Livros contados
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Matematica Discreta: Topicos de Combinatoria,
de J. M. 5. Simoes Pereira (Editora Luz da Vida [www.luz-da-vida.com.pt], 2006)
recensao critica por Paulo Ventura Aradjo, Universidade do Porto

O que & a maternatica discreta? Como reconhecé-la? Em
gue areas se divide? Por que & que esta na moda? Pergun-
tas ingénuas estas, pressupondo que a matematica & uma
sala com armarios estangues, cada um deles com gavetas
cuidadosamente etiquetadas. Mo armario da algebra,
cautelosamente arredado do da analise, temos a gaveta
da teoria dos grupos; a da teoria dos anéis, outra da teoria
dos corpas, etc.; nao ha contagio possivel entre armarios,
e muito pouce entre gavetas do mesmo armario. As coisas
nao sao bem assim, mas a divisao do ensino em disciplinas,
e a necessidade humana de tudo classificar, dao alguma
verdade a esta caricatura. A matematica discreta, ali-
mentando-se do finito, preferindo a contagem exaustiva a
passagem ao limite, da-se mal com a analise, que vive do
continuo onde todos os objectos se fundem; mas tolera e
até namora a algebra, embora, terra-a-terra como &, lhe
critique alguns exageros abstraccionistas. A teoria dos nd-
meros, a combinatonia e a teoria dos grafos sao as grandes
compoenentes da matematica discreta; a primeira, nascida
com o acto de contar, @ tho remota como a civilizacao, e
18 na antiga Gredia, com Euclides e Diofanto, atingiu alto
grau de apuramento; a segunda, de génese menos ilustre,
esta ligada ao estude das probabilidades em jogos de
sarte, iniciado no secule XVl por Pascal e Jakob Bernoulli;
e a terceira surgiu em 1736 com a publicacao do artigo
de Euler sobre as pontes de Konigsberg. A reconhecivel
afinidade entre as trés areas, que nos leva a reuni-las sob
o chapéu da matematica discreta, nao ilude o contraste
entre os pergaminhos ancestrais da rainhg do matemdtica
e o caracter arrivista das outras duas,

Gozando a tearia dos nimeros de tradicional autonomia,
sao a combinatéria e a teoria dos grafos que compoem a

ementa dos cursos universitarios de matematica discreta.
So a0 longo do século XX estas duas disciplinas se desen-
volveram significativamente; e s6 em anos recentes se
assistiu & generalizacao do seu ensino nas universidades.
Ate ha poucos anos, o Onico contacto dum estudante de
licenciatura com a combinatoria acontecia nos cursos de
probabilidades e estatistica, que costumam incluir umas
pitadas de calculo combinatdrio - mas sem demonstracoes,
talvez para sublinhar a vocacao aplicada desses cursos.
Quanto a teoria dos grafos, a regra era a omissao pura e
simples. Obras de referéncia como [2] & [3] ndo mencionam
estes dois assuntos, ou fazem-no so tangencialmente.

Hoje a onda discreta @ imparavel: em Portugal, com a
reformatacan bolonhesa das licenciaturas em Matematica,
praticamente todas passarao a ter uma disciplina dessa
area, obrigatoria na maioria dos casos. O impulso vem da
nossa sociedade informatizada: a matematica que se ex-
prime em numeros de contar & a mesma que faz funcionar
o% computadores, Nem todos os assuntos da matematica
discreta sao hoje aplicaveis, poucas serao as aplicacoes
aprofundadas em aula, e so uma percentagem minima dos
alunos alguma vez trabalhara serlamente com elas; mas
a aplicabilidade e a actualidade do assunto constituem
chamariz irresistivel,

O livra de que aqui falameos, da autoria de Simoes Pe-
reira, professor catedratico na Universidade de Coimbra,
insere-se pois numa tendéncia bem actual. Cingindo-se a
combinatoria, trata de uma grande variedade de assuntos,
com aplicacées genuinas que evitam o estilo noticioso de
textos mais ligeiros. £ instrutive confrontar este livro com
[4]: as tabuas das matérias sao quase sobreponiveis, o
que sugere a emergéncia de um canone no assunto; mas,
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no que os dois livros tém de comum, o portugués vai in-
comparavelmente mais longe. A abundancia de indicacoes
bibliograficas no livro de Simdes Pereira faz dele precioso
guia para estudos mais avancados, ao passo que o de Martin,
nao tendo sequer bibliografia, se fecha sobre st proprio. O
livro de Simées Pereira contém um indice remissive com-
pleto, 186 exercicios (todos resolvidos ou com indicacoes
de resolucao) e muitos exemplos. Recheada de digressoes,
a escrita & cologquial mas precisa, revelando um autor culto,
informado sobre matematica e atento a0 mundo.

A introducao ao livre explica a dicotomia matematica
do continue / matematica discreta, e da razées para a
notorfedade recente desta ultima. Mas o primeiro tema
matematico abordado & um classico recreativo: quadrados
Magicos & suas vanacoes (como o Sudaku ). Ainda no capitulo
|, considera-se depois a pergunta: se tivermos um algoritmo
ou uma formula explicita para obter os valores de uma
funcao, podemos de facto calcula-los? A resposta depende
da capacidade do computador e do tempe disponivel para
o calculo, mas & um ndo inapelavel quando a funcao nao &
primitiva recursiva; exemplo de tal enormidade € a funcao
de Ackerman, defimida por miltiplas iteracoes da expanen-
clacao entre inteiras. Imitando a escalada vertiginosa desta
funcio, no final do capitulo hé urma subida abrupta do grau
de dificuldade do texto; mas a questao da recorréncia,
aqul tratada a nivel tao sofisticado, regressa nos capitulos
posteriores em roupagens elementares.

De contetudo mais ortodoxo, o capitulo |l trata das
bazes do calculo combinatdrio: permutacoes, arranjos &
combinacoes. A funcao geradora de uma sucessag - definida
coma a serie de poténcias cujos coeficientes sao os termos
da sucessao - & a grande ferramenta introduzida neste
capitulo, e sera amilde retomada no livro: por exemplo
no capitulo VIl, para descrever a solucao geral de uma
recorrencia linear com coeficientes constantes, classe que
inclul a sucessao de Fibonacci, A dela € que, para certas
sucessoes obedecendo a relacoes de recorréncia ou dadas
por contagens de familias de objectos, & possivel somar
os termas da funcao geradora e dai obter uma formula ex-

plicita para o termo geral da sucessao, A proposito surge a
pergunta: que funcoes podem ser expressas por formulas?
Mas o primeire requisito para a resposta - o de sabermos
0 que & exactamente uma farmula - & meta que o autor
considera inatingivel.

O capitule Il ecupa-se de um tema com aplicagtes de
respeito: a medicao do poder. O modelo de Shapley-Shubik
distingue os membros de um orgao deliberative contando
as situacdes possivels em que cada um deles tem o voto
decisivo: assim, no Conselho de Seguranca da ONU, o poder
de cada membro permanente & 105 vezes o de um membro
nao permanente. Alnda no capitulo Il fala-se de partilhas:
tanto no caso de bens divisiveis como indivisiveis, ha me-
todos que permitem que cada herdeiro guarde para si, no
mimime, uma fraccdo do total que considere justa, Mao
fosse a humana cobica, e esta matematica tao conciliadora
ha muito terfa acabado com os litigios entre herdeiros.

5 capitulos IV e V expiem dois dos principios mais
praoficuos da combinatdria: o das gaiolas e dos pombos,
o da inclusao e exclusao. Entre as aplicacdes no livro do
primetro, destacamos a prova da periodicidade da expansao
decimal dos racionais; do segundo, a deducao da farmula
da funcao y de Euler e a contagem dos desencontros (per-
mutacoes de n objectos que nao fixam nenhum deles),

O capitulo ¥l abre com um quadro listando o nimen
de distribuicoes de » objectos por 4 caixas, conforme os
objectas ou as caixas se considerem ou nao distinrguivels,
e sejam ou nao permitidas caixas vazias: no total ha 8
interpretacoes do enunciado. Algumas delas conduzem
a entidades ja conhecidas;, como sejam os coeficientes
binomiais; outras sao pretexto para revisitar as funcoes
geradoras; e outras relaclonam-se com os numeros de
Stirling, que por sua vez levam aos nimeros de Bell e a
contagem das particoes de um comjunto.

Como ja dissemos, o capitulo VIl trata de recorréncias
lineares, também chamadas equacoes as diferencas. A
modo de complemento, dao-se exemplos de recorréncias
nao lineares, mas parece-nos forcado incluir o problema
3r+1 nessa categonia. Ma formulacao corrente do problema
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iver [1]), averigua-se da convergéncia para 1 dos iterados
de uma certa funcao de \ em \; na versao do livro, o que
s quer & deterrminar se uma outra funcao esta definida em
todo o V. Apesar de as duas versoes serem equivalentes, o
caracter dindmico do problema desaparece na reformula-
cao; e aoacolher-se, no Ambito da recarréncia eminteiros,
uma relacao de que nem o domimic e conhecido, estica-se
£55a Nocao a panto de a tornar irreconhecivel.

A algebra entra em cena no capitulo VIl com os grupos
de permutacoes. Entre as permutacoes de umconjunto, ha
umas especiais, as transposicoes: sao as gue trocam dois
elementos e fixam todos os restantes. Sabe-se que cada
permutacao & a composta de transposicoes, mas qual o
nimero minimo de transposicoes com gue se exprime? A
resposta @ a soma dos comprimentos dos seus ciclos menos
o numero de ciclos (corolario do teorema 8.1). Infelizmente
a demonstracac do teorema nac & convincente, pols no
passo de inducio parece admitir-se que, sob certas con-
dicoes, se a composta de dois ciclos disjuntos se escrever
como produto de transposicoes, entao cada uma dessas
transposicdes troca dois elementos do mesme ciclo. Melhor
serja ter-se demonstrado indutivamente a afirmacao do
corolario e nac a do teorema (gue diz apenas respeito as
permutacoes com um dmce ciclo nao trivial).

Uma dificuldade do livro & o modo como fala de permu-
tacoes: motivado pela escrita usual como matriz de duas
linhas, em que na primeira se poem os ndmeros de 1 aun e
na segunda off) fica debaixo de i, o autor diz que o efeito
da permutacan o & que ofi) substitui i ou ocupa o lugar de
i, Ora a imagem mental que quase todos nas temoes de uma
funcao - e as permutacoes tambem sao funcoes - & justa-
mente a oposta; por isso dizemos que i & enviodo em o{i).
Esta fuga a norma pode confundir o leitor desprevenido;
e obriga, nas paginas 218-9, a que, dada uma permutacac
o de um conjunto finito V, se use al (e nao «a, coma seria
natural) para defimir a permutacao induzida no conjunto
das coloragoes de V.

A& farmula de Burnside-Frobenius parao ndmero de orbi-
tas da accac dum grupo finito aparece no Gltimo capitulo,

com aplicacoes a contagem das coloracdes nao isomorfas de
grafos ou outras estruturas finitas. O capitulo culrmna com
a teona de Polya-Redfield, que condensa, num polindmio
formal, informacao sobre todas as coloracoes possivets de
# objectos com k cores, arrumando-as em classes segundo
a accao de um dado grupo. A aplicacao que no liveo ocupa
maior extensao e justamente dessa teoria: trata-se de saber
quantas operacoes distintas pode realizar o mesme circuito
logico se permutarmos os seus dados de entrada.

Este livro & uma optima escolha para um curso univer-
sitario de combinatéria, mas o professor que o adopte tera
que ponderar a seleccao de assuntos. A nivel do 1° ano e
aconsethavel omitirem-se os topicos mais dificeis (como
alguns nos capitulos | e I1X); mas, para alunos com maior
maturidade, poderdo ser esses topicos a dar outro sal ao
curso. Finalmente, pelo estilo desempoeirado e pelas
numerosas sugestoes de leitura, o livro presta-se muito
bem ao auto-estudo e & uma utilissima obra de referéncia.
Oxala nao tarde o prometido volume do mesmo autor sobre
teoria dos grafos.
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Os novos socios honorarios da SPM

Renata Ramalho
SPM

A SPM tem trés novos socios honorarios, Sao eles Mana do
Pilar Ribeire, Jaime Campos Ferreira e Fernando Roldao Dias
agudo, gue se vém juntar a Alfredo Pereira Gomes.

Maria do Pilar Ribeiro & a socia numero
um da SPM. Foi um dos seus fundadores,
berm como da Gazeta de Matematica, Pilar
- Ribeiro nasceu em Lisboa, a 5 de Outubro
) de 1911. Licenciou-se em Matematica pela
" Faculdade de Ciéncias de Lishoa no ano de
1933, numa época em que nao era vulgar as mulheres tir-
arem um curso superior, Ha mesma epoca, casou-5e com o
matematico Hugo Ribeiro, que conhecera durante o curse.
Entre 1942 e 1946, acompanhou o maridao a Zurique, onde
este fez o seu doutoramento. Pilar Ribeiro frequentou
entao varios cursos de especializacan em Matematica,
na Escola Politécnica Federal de Zurique. Em 1947, apos
o5 expurges dos matematicos em Portugal, foi instrutora
de Matemdtica na Pennsylvania State University. De 1976
a 1980, Pilar Ribeiro foi professora na Universidade do
Porto e na Escola Biomedica Abel Salazar.

Joime Campos Ferrefra nasceu a 23 de
Dezembro de 1927, em Lisboa. Licenciado
em Matematica pela Faculdade de Ciéncias

discipula de Sebastiao e Silva, e assistente
de Vicente Goncalves. Mos primeiros anos

de sua carreira profissional, foi técnico do Instituyo Ha-
cional de Estatistica, Durante 30 anos, foi professor do
Instituto Superior Teécnice, onde ajudou a formar diversas

da Universidade de Lisboa, em 1950, foi

geracoes de matematicos. Campos Ferreira fez investigacao
na area da Teoria das DistribuicGes e Analise. Alguns dos
trabalhos por 51 realizados foram premiados pelo Instituto
de Alta Cultura. E também autor dos livros Introducdo a
Teoria das Distribuigdes e introdusdo & Andiise Matematica.
Depots da sua jubilacao em 1997, o IST criou um prémio com
o seu nome, destinado a distinguir aluncs da licenciatura
em Matematica.

Ferngndo Rolddo Dies Agudo nasceu em
Mouriscas a 25 de Movembro de 1925. Li-
cenciou-se em Ciéncias Matematicas pela
Faculdade de Ciéncias da Universidade
de Lisboa {(FCUL) em 1947, e em 1951
licenciou-se em Engenhania pelo Instituto
Superior Técnico. dinda estudante, recebeu o Prémio Ha-
clonal Francisco Gomes Teixeira pelo trabalho "Sobre um
Teorema de Kakeya™. Em 1955, obteve doutoramento pela
FCUL, urmas das universidades onde leccionou. Fol tambem
investigador visitante na Universidade da California. Sua
carreira cientifica desenvolveu-se com especial énfase em
Andlise Funcional. Dias Agudo exerceu também diversos
cargos admimistrativos de grande relevo. Os mandatos de
director da FCUL e de presidente do Instituto Macional
de Investigacho Cientifica sao apenas alguns exemplos,
Eleito tesoureiro da Acadermia das Ciéncias de Lisboa em
1979, tem sido sucessivamente reeleito para o cargo. E
ainda membro da The New York Academy of Sciences e da

Academia Scientiarum et Artium Europaea, entre outras

soctedades cientificas.



O que tém em comum a eleicao de um delegado
de turma e as eleicoes legislativas?

Rui Feiteira

Escola Secundaria Manuel Teixeira Gomes, Portimao

A primeira vista, esta comparacao podera parecer perfei-
tamente disparatada e sem sentido. Mais, se aceitarmos a
comparacko, a resposta a esta questao parece facil. Uma
coisa nao tem nada a ver com a outra, e pronto nada mais
ha a dizer. Poderemos pensar assim ja que, numa eleicao,
se decide o futuro de um pais e na outra o que estamos a
eleger & de menos importancia, quando comparado com
a primeira.

Sera esta a Ultima respostal Mao. A analise que vos

proponho & ligeiramente diferente, porgue na base destas

duas eleicoes estao dois métodos de eleicdo com nature-
zas distintas (um maioritario, outro representativo) que
podem produzir resultados de justica duvidosa.
Comecemos por analisar a eleicao de um delegado de
turma. Meste tipo de eleicac qualquer aluno da turma em
questao pode apresentar-se como candidato. Cada eleitor
faluno) apenas pode votar num elemento do universo
elettoral, isto & a turma. O voto & pessoal, directo e se-
creto. Como e que se encontra o vencedor? De uma forma
facil (basta contar os votos) e justa, o vencedor e aquele
que redne uma malor quantidade de preferéncias e, por-
tanto, € o candidato que a majoria prefere. Pronto, pa-
rece que a questdo esta arrumada. Mas nao. O sistema de
"um homem, um voto", conhecido por ~votacao plural-,
nao & o processo mais justo de proceder a uma eleicao,
Em 1780, o marqués Jean Borda, matematico e filg-
sofo francés do sec. XY, apercebeu-se que este método
podia nao ser o mais justo e apresentou uma questao
analoga A seguinte: imaginemos gue numa eleicao, com

vinte eleftores, apresentavam-se as eleicoes trés candi-
datos, A, B e C, e cada eleitor hierarquizava os candida-
tos, Borda reparou que era possivel eleger um candidato
que a maioria dos eleftores colocava em GOltimo lugar.
Bastava para isso que os volos dos outros dois estivessem
suficientemente divididos, Suponha que 9 das 20 pessoas
preferiam A a B, e ao mesmo tempo, preferam Ba C; 6
pessoas preferiam B a C e C a A; 5 pessoas preferiamC a
B, e preferiam B a A. A tabela 1 jlustra o gue ficou conhe-
cido como paradexo de Borda,

1.a preferéncia A | B c
lapreferéncia | B | C | B
lapreferéncia | C | A A

D | 6 3

Tabela 1- Preferencias hierarquizadas, por coluna, de trés grupos

Chservando as primeiras preferéncias (primeira linha),
facilmente se chega a conclusao que o candidato A vence
as eleigoes, porque & o candidato mais votado. Este ob-
tem 45% (9 em 20 possiveis) das preferéncias, contra 30%
(6 em 20 possiveis) do candidato B, o segundo mais vota-
do. Mas, numa analise mais atenta da tabela, observa-
mos que 55% dos eleitores, caso pudessem hierarquizar os
candidatos, colocariam A na ultima preferéncia, logo este
nao & o candidato da maioria. Podemos concluir, entao,
gue este metodo nao & o mais justo. Borda propos entao o
seguinte: cada eleitor hierarguiza os candidatos de acor-
do com as suas preferéncias e atribui uma pontuacao para



cada candidato. No caso de trés candidatos, cada eleitor
daria dois pontos ao candidato que preferisse, um ponto
a0 da sua segunda preferéncia e zero ao restante. Os pon-
tos seram posteriormente somados e a escolha recairia
sobre o candidato mais pontuado,
Ho caso da nossa eleicAo teriamos:
A=2x90x6+0x5=18
B=1x9+2x6+1x5=126
C=0x9+1%6+2%5=16
E o vencedor seria o candidato B & nao 4, como antes.
Parece, desta forma, gue encontramos um metodo justo.
Sera que sim?
Embora este método seja bom, porque os votos retém
a informacap da hierarquizacao dos candidatos, apresen-
ta alguns problemas. Talvez o mais importante seja o pro-
blema' das alternativas irrelevantes, gue se pode ilustrar
com a seguinte situacao. |magine que uma comissao de
uma empresa composta por sete elementos tem de tomar
uma decisao sobre a aquisicio de um imdvel. Como serfa
de esperar, ou talvez nao, os comissarios nao se enten-
dem. As decisdes possiveis sao as seguintes: A) adguirir o
imovel; B) ainda & cedo para se tomar uma decisao e C)
nao adguirir o imovel, As opinides distnbuem-se da se-
guinte forma:

Als | ¢
B | € | A
c | A | B
3 |2 | 2
Tabela .2

Aplicande © metode de Borda obtemos os seguintes
resultados: A=B; B=7 e C=6. Portanto, a decisdo que vai
ser tomada & adquirir o imovel.

Pareceria logico que se colocassemos uma alternativa
que nac e relevante para a questao em discussao entao
deveriamos abter o mesmo resultado. Imaginemos agora
fque as hipoteses sao as seguintes: A) adquirir o imovel; B)
ainda & cedo para se tomar uma decisao, C) nao adquirir

o imovel e x) vamos mudar de empresa de limpeza. As

opinioes distribuem-se da seguinte forma:

A B C
B € x
C x| A
% A B
3 2 2
.Tuhain 3

Refazendo os calculos obtemos: A=11; B=12, (=13 e
¥=6. Logo a decisdo a tomar serd: ndo adquirr o imavel,
Deste modo vemos que apenas com Uma pegquena altera-
cao (a alternativa x so obteve 6 pontos e portanto foi a
menos votada) a decisao que deve ser fomada ja  dife-
rente. Posto isto, & legitimo perguntar, e se numa mesma
eleicao o sistema de pontos mudar, isto &, em vez de uti-
lizarmes o sistema (2, 1, 0), porgue nao cutro? Por certo,
o vencedor nao se altera.

Ora mais uma vez a resposta nao e tao obvia. O que
se passa @ que o vencedor podera depender dos pesos gue
s& fixem. Se nao esta convencido, experimente o leitor
encontrar o vencedor da tabela 4 utilizande primeiro o
sistema de pontos (6,5,0) e depois (5,1,0). Surpreendido?

[ == -

N W SR
p S T o B

A |
Tabela 4

Ja nos finais do século passado, Donald Saari, um ma-
tematico americano que s tem dedicado a estudar estes
problemas, mostrou gue pequenas mudancas em qualquer
sistema eleitoral podem trazer grandes alteracoes nos re-
sultados das eleicoes.

1 Dol eustros problemeas, a que se costuma farer referencia, sao o voto
tactico & o vobo ndo sincero. 58 os eleitores dispersarem sufickents-
mente os votos, o candidato mals forte poderd ndo ganhar - voto tac-
tico. Pode acontecer ginda gue os eleftares ardenem of candidatos de
fasrma & penalizaremn o candidabo mats forle - vota no shcern.



Passermos agora a segunda questdo que € um pouco
mais complexa. Mas Oltimas legislativas obtiveram-se os
sepuintes resultados a nivel nacional’:

Listas Votos | % Mandatos | %de
E | | | mangatex

P5 L573302 | 43.03% | 120 [ 331%

PRO/PSD I 1638540 i 18.69% I i I 31.86%

PCR-PEY 432130J 7.57% : 14 5,19%
CoseR | 41485 | 7.ae% | 1z | S.31%

B.E. 364296 | 5.38% I 8 3.54%

Quadro 1 - Nestas legislativas participaram 5 711 981 eleitores®

O que & curicso observar & que o partido vencedor
(PS} venceu com a maioria relativa dos votos (45,05%),
mas ainda assim conseguiu a maioria absoluta do nimero
de mandatos (120 em 230). Mao seria de esperar que os
45,05% de votos se reflectissem directamente no nimero
de deputadosi

Is2o ndo acontece por duas razdes. Huma primeira
fase, porgue o pais esta organizado em 22 circulos eleito-

rais; comoe mostra o seguinte quadra;

Eleicao da Assembleia da Repdblica - 20 Fevereiro 20057

Bveiro 15 | Portalegre 2
Beja I 2 | Porto 18
Braga | 18 . Santarem . 10
Elr;ag_a_nl;a_ - . Eretmal. 13'-
Castelo Branco 5 Viana Castelo &
Colmbra | 1 Yila Real . 5
T [ e |
Faro -] Arores 5
Guarda . 4 Madeira -]
.Leflria - 10 . Europa Z
Lisboa 43 Fora Europa 2
| Total 230

Quadre 2 - Mumero de deputados par circulo elaitoral

Portanto, os resultades nacionats, a nivel de atribui-
cao de mandatos, saoc em funcao desta distribuicaa’,

Huma segunda fase, esta distribuicao ndo obedece a uma
proporcionalidade directa®. Obedece sim, a um sistema
de representacao proporcional, o método de Hondt’. Este
método foi adoptado apos 1974 (embora ja tivesse sido
utilizade no inicio do século passada®), pela comissao de
redaccao da primeira lei eleitoral que *...optou - por una-
nimidade - pelo método de Handt® por ser aquele que me-
lhor podera traduzir a vontade do corpo eleitoral, ..."".
Meste método, o nimero de votos de cada candidato é
dividido por 1, 2, 3, ..., ate se atingir o nlmero limite de
deputados por circulo eleitoral, e de seguida ordenam-
<& 08 quocientes por ordem decrescente até obtermos
o numero de deputados a eleger, em caso de empate de
quocientes atribui-se o mandato a lista menos votada.

Para melhor perceber este metodo, apliquemo-lo ao
circulo eleitoral de Faro'', onde iremos proceder & distri-
buicao de 8 mandatos.

Lista Votos % Mandatos
PS | ems?s | 49.13% 6
PPO/PSD | 49098 24.57% 2
B.E. 15116 7.66% 0
PCP-PEV 13835 6.97% 0
COS-PP 11537 5.77% 0

‘Quadro 3 - Resultados de Faro nas Legislativas de 2005
(199 823 votos vaiidas)

i Apresentam-se apengs o4 resultados dos partidos que conseguiram ale-
ger 1 ou mais deputsdos. Também nao estho contabillizadon oa ciroulos
eleibarals da Europa o do Retto da Mundo, cada um com & deputedos,
Fonte Secretariado Tecnico dos Assuntos para o Processo Eletboral
Fonte Secretartado Teovica dos Assuntos para o Processa Eleitoral

0 numerp de deputados por circulo eleitoral ndo & fiea ao longo dos

tempos, varia conforme a populacac fecenseads auments ou dimiml.

A tltute de exemplo, o drculo de PorLalegre perdeu uim deputado pes-

tas eleicdes, jaque nas Legisiativas de 28502 etegla 3 deputadas.

& Se assim fosse o numero de deputados por circula serfa igualmente dis-
tribuide por todes os drculos. Isto quereria dizer que todos os circuios
efeltorais terlam o mesmo pesa.

T Wictor D'Hondt (Sand, 1841-19011, Jurisia belgs & professos de direito
civil na Universidade de Gand

8 Apos pressio do Partido Republicano, o método de Hondt fiol contermn-
plada na Lei Bleitoral de 14 de Marco de 1910, pare os ciroulos de Lis-
boa e Porto. Face acs resultados dispares acabou por nio ter aplicacan
pratica.

9 Este método converte vistos em mandatos.:

10 Redatério da Eleicho para a Assembdeia Constituinte 1975, volume | -
Prajecto de Led Bledtoral, Ministério da sdminlstracho Interma, Secrets-
rlachs Téscnion dos Assuntos Politicos

11 Fonte Secretarisdo Técnico dos Assimtos pata o Processo Eleltoral

L



Com ajuda do Excel rapidamente calculamos todos os

guocientes.

PS = PPD/PSD | B.E. | PCP-PEV | CDS-PP
(98575 49098 15316 13835 | 11537

1 | 98575 = 49098 | 15316 13835 | 11537
2 | 49288 24549 | 7658 69175 | 57685
1 | 3mse | 16366 | 5105 4811,67 | 38457
4 | 24648 | 122745 | 3829 | 345875 | 2884,
5 | 19715 oes1e6 3063 767 | 23074
& | 16429 8183 2553 230583 1922,8
7 | 14082 7014 2188 976,43 164B,1
8 | 12322 6137,25 = 1915 @ 172938 | 14421

Tabela 5 - Calculo dos quocientes

Passada esta fase, temos que ordenar todos os quo-
cientes sabendo que aos primeiros oito serao atribuidos
mandatos, Ma tabela seguinte, apresentamos apenas os
primetros 10 quocientes.

Quocientes | Mandatos
8575 ]
45287,5 | s
49098 l PsD
12858,1 L ps
24643 8 | ps
24549 - P50
19715 l F5
84202 | ps
16368 . —
15316 S
Tabela 6

0 PS conguistou 6 mandatos e o PSD ficou com os res-
tantes dofs. Note que existe apenas uma diferenca de
aproximadamente 63 votos entre o oitavo e o nono quo-
cientes. Claramente este método beneficia o partido mais
votado, pois o PS com 49287.5 votos conguistou o segundo
mandato, enquanto que o P50 so elege o primeiro deputa-

do com 49098 votos. Se ainda nao esta convencido deste
facto, basta reparar que o partido que conquistou maio-
ria dos mandatos nao conquistou a maioria absoluta dos
volos. Poderiamos entao procurar outro metodo que nao
beneficiasse os partidos mais votades e existem, de facto,
outros métodos de representacao proporcional, como par
exemplo o metodo de Hamilton, o metode de Jefferson,
o metodo de Adams, o metodo de Webster e 0 metodo
de Huntington-Hill'’. Mas todos eles apresentam alguma
particularidade interessante,

0 métado de Hamilton esta sujeito a paradoxos'” e be-
neficia estados grandes ou os partidos mais votados. O me-
todo de Jefferson também beneficia os estados grandes. Os
metodos de Adams e Webster beneficiam os pequenos esta-
dos. De todos os métodos considerados, incluindo o metodo
de Hondt, apenas o de Hamilton respeita a regra da quota,
isto &, o resultado da divisac de lugares para um estado &
sempre igual & quota maxima ou quota minima.

Podera colocar-se entao a seguinte guestao: se a divi-
sao proporcional de mandateos & uma questao matematica,
porque que razao nao surge o miétodo perfeito? 4 resposta
a esta questao conhece-se desde 1980, Hesta altura, dois
matematicos, Michael Belinski e Peyton Young, formula-
ram um teorema que ficou conhecido como o Teorema
da Impossibilidade de Balinski e Youns. Este afirma gue
nao existem métodos de divisao proporcional perfeitos.
Qualquer método de divisao proporcional que nao viole a
regra da quota produz paradoxos & gualguer metodo que
nao produza paradoxes, tem de violar a regra da quota.
Este resultado & surpreendente, no mimimo, pois diz-nos
que nao existe a possibilidade de encontrarmos o metodo
perfeito! Portanto, e de acordo com este teorema, nao sera
possivel conciliar justica e representacao proporcional,

Qutro resultado tao curloso ou mais curioso que este,
foi o que Kenneth Arrow demonstrou nos anos 50, Arrow
comecau por considerar quais seriam as condicoes a que

12 Este método & ulilizado nos Estados Unidos da Americe para determi-
har & ceenposkoao da Chimara dos Representantes,

11 Conhecem-se tres parsdoxos: o paradoxo do Alabama, o paradoxo da
Populacao @ o paradoxo dos Movos Estados.



um sistema teria de obedecer para que este nao produ-
zisse paradoxos e que fosse, ao mesmo tempo, justo,
Com vista a esse objective considerou um conjunto de
condicoes que caracterizassem um sistema eleitoral justo
e demonstrou o resultado utilizando o metodo de redu-
cao ao absurdo. A sua primeira preocupacac era que o
sisterna nao podia produzir cicles™, portanto, para evitar
este problema, Arrow exigiu gue as escolhas dos eleito-
res fossem transitivas (se o eleitor prefere AaBeBaC
entao tera que preferr A a C). A segunda condicao fcou
conhecida como a hipotese da unanimidade (se todos os
eleitores preferem A a B, entao A vence B). Para finalizar,
e para evitar o problema das alternativas irrelevantes,
Arrow considerou que o sistema deveria ser independente
em relacaa as alternativas irrelevantes,

Baseado nestas trés condicoes, que sao muito faceis
de aceitar, Arrow provol gue um sistema com trés ou mais
candidatos que obedeca as condicoes anteriores & uma
ditadural Este resultado valeu-lhe, anos mais tarde, o
premio Hobel da Economia,

O chogue deste resultado originou uma grande pro-
ducdo cientifica sobre o assunto, o que nos mostrou que
muito do que nos assumMamos como verdadeiro, na re-
alidade, nao o era. Neste ponto parece que chegamos
a um impasse: nao existe um metodo de representacao
proporcional; um sistema justo e livre de paradoxos e um
sistema ditatorial... Mas, mais uma vez, o (ue parece nao
se concretiza.

Hos finais do seculo passado, Saan demonstrou que a
dltirma condicao que Arrow considerou, funcionaria ape-
nas numa soctedade {rracional. Esta condicao destral a
hipatese de escolhas transitivas. Saar considerou entao
métodos suficientemente sofisticados de forma a que se
pudesse ter a certeza que os eleitores seriam racionais.
Alterando a Ultima condicao de Arrow, de forma a permi-
tir unicamente preferéncias transitivas, o sistema ditato-
rial vem substituido pelo ja nosso conhecido método de
Borda,

Segundo Buescu, "Esta salva a demncracia.”“‘. mas

depois de todo o que fol exposto, o metodo de Borda,
talvez no minimo, seja o melhor dos sistemas imperfeitos.
Posto isto, poderiames propor uma mudanca no sistema
eleitoral para as eleicoes Legislativas. Para isso bastava
gue em cada croulo eleitoral, em vez de votarmos neste
oU naqguele partido, votassemos em pessoas que se candi-
datassem ao processo eleitoral. Mas esta simples mudan-
ca, na minha opiniao, traria trés problemas imediatos e
uma grande vantagem.

Comecemos pelos problemas. Primeiro, o metodo vio-
larfa a Constituicao Portuglesa, ja gue apenas os partidos
politices se podem apresentar as eleicoes, & como cada
pessoa ao votar saberia exactamente para gue candidato
1a o sel voto, corria-se o risco de o candidato mandatado
representar o seu circulo eleitoral e nao o pais. Segundo:
com a implementacao deste método, corfer-se-ia sempre
o risco de poder ocorrer uma manipulacao das eleigoes, o
que lancaria a sUspeicao num processo que necessita de
ser claro e transparente. Por Ultimo, ao se adoptar este
sistema tena que se escolher um sistema de ponderacao,
que como ja vimos anteriormente, pode produzir dife-
rentes resultados com diferentes ponderacoes. A grande
vantagem seria a de uma maior responsabilizacao dos de-
putados, ja que cada elejtor conheceria o destino do seu
vota, colsa que o metodo actual nao permite. Este facto
poderia por si 50 aproximar a classe politica do universo
eleitoral e, desta forma, acabar com o distanciamento que
se verifica entre eles.

A resposta a questao inicial parecera agora, mais ou
menos, obvia, Os dois sistemas analisados, o sistema
maloria simples e o método de Hondt acabam por nos
apresentar, inesperadamente, preblemas de justica e
igualdade de tratamento para com os candidatos. Os re-
sultados obtides podem nao expressar o desejo de uma

14 Muma eleicio, quando camparames os candidatos dots a dals -métoda
de Condorcet- cada candidato vence & perde guanda comparado com
o8 oulros. Hote que, para oxilll um vencedor neste métoda, tora gquo
axistir um candidato que derrota todos os outros em despigue directo
Logo, neste caso, ndo existe vencedor @ estamas na presenca do para-
daen de Candorcet

1% BUESCU, Jorge, O Mistdrio do Bifhete de ident idode & outres Mistdrios,
pe B



parte significativa do universo eleitoral, pois se no pri-
meiro caso pode vencer um candidato que a majoria nao
prefere, no segundo caso, um partide consegue atingir
a maioria absoluta do numers de deputados sem atingir
mais de metade dos votos validamente expressos.

Para finalizar, e citando uma conhecida frase do ex-
-primeiro ministro inglés Winston Churchill "A democra-
cia nao & o sistema ideal mas e o melhor que temos"”, os
métodos e sistemas de eleicdo que usamos podem apre-
sentar alzuns problemas, como vimos anterormente, mas
mais do que procurarmos um metodo ou sistema perfeito
e fmune a paradoxos, precisamos de sistemas universal-
mente aceites e matematicamente validos para que a tao
desejada democracia possa prevalecer. Nao devemos es-
quecer que, em Ultima andlise, serd a classe politica a
decidir gual o metedo a utilizar e a escolha de qualquer
metodo nac passa so por uma guestao matematica, pois

terd sempre implicacoes sociais.

G FACTD DE PLUTAD NAD SER UM PLAETA
AINDA FODE VI & TEAZER PEOBLEMAS.

3 Wi SE 05 ALUNDS Quf DuRANTE
FODOF E3TES ANDS SE ESGUECERAN

W05 EXAMES DE IWCLUIR O PLANETA
PLITAO 40 SISTEM S0LAR
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A Forma dos Numeros

Anténio Machiavelo
Departamento de Matematica Pura da
Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto

Comp era ja do conhecimento dos pitagoricos (seculo V e
IV a.C.), certas relagdes entre os numeros inteiros podem
ser descobertas representando numeros por conjuntos de

pontos, arranjados de forma conveniente, Por exemplo, a
figura seguinte:

20000
OO0 ®
L X L JoF
@le] 161
eCeCe®

sugere imediatamente que a soma dos primeinos o numeros
jmpares & precisamente r’, ou seja:

1+3+54 ..+ (2n)=n’

Um outro exemplo & dado pela figura:

o’

s

gue sugere a relacan:

142+ 3% vt rmeiml) st I+2+ =0t
de onde resulta:

2x(1+2+3+... +{”-1}:|=”2r"|

(& 1H]

+24+3+, +[n—1j=uan_1

rede...

Varias outras relagoes deste tipo estao propostas como exer-
cicios (com dicas e solugdes) na pagina do Atractor, em:
http: //www.atractor.pt/mat/semy palavraa/
index.htm

sob o titulo "Somas com um n® finito de parcelas”, num
conjunte de "applets" de alguma beleza.

Estas representacoes dos numeros por pontos dao lu-
gar a toda uma variedade de conjuntos interessantes de
numeros, nomeadamente os nimeros poligonais: nimeros
triangulares, quadrados, pentagonais, etc... Em geral, o
primeire ndmero m-gonal é 1, sendo o r-ésimo formado a
partir do anterior acrescentando um ponto em dois lados
adjacentes e completando a figura por forma a formar
um poligono com ¢ lados, em que cada lado tem » pontos
contando com o5 vertices.

Uma ilustracan interactiva esta disponivel em:
http:/ fwniw. cut-the=-knov.arg/Curricul um/ Al ge-
brafPolygonalNumbers. shtml

Um dos resultados mais notaveis relativos a nimeros
figurados & sem divida o resultado conhecido pelo nome
de Teorema dos Numeros Poligonais, descoberto por Pierre
de Fermat (1601 - 1665):

Todo o numero (intefro positivo) pode ser escrito

como soma de u, ou menos, ndmeros a-gonals.
Em particular, todo o nimero se pode escrever come soma
de, no maximao, 3 triangulares, 4 quadrados, 5 pentagonais,
etc... Como acontece com muitos dos seus resultados,
em especial em Teoria dos Mimeros, nao se conhece a
demonstracao do proprio Fermat. Em 1772 Carl Gustav
Jacobi (1804 - 1851) e Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813)
demonstram, de forma independente, o resultado de Fer-

mat para os nimeros quadrados. Em 1796, & como resultado


http://www.atractor.pt/mat/sem/_palavras/
http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Alge-

das suas investigacoes sobre a representacao de numeros
inteiros por formas quadraticas, Carl Friedrich Gauss (1777
- 1855} obtém uma demonstracao para os nimeros trian-
gulares, tendo anotado o acontecimento no sed pequenc
diario matematico, a 10 de lulho desse ano, de um modo
CONCISO Mas expressivo:

EYPHKA  num=A+ 0+ A

Em 1813 o resultado foi finalmente dermonstrado em toda
a sua generalidade por Augustin Louts Cauchy (1789 - 1857).

De modo andlogo se definem numeros poliedrals e outras
classes de numeros usando generalizacoes da nocao de po-
liedro para dimensdes superiores a 3. Ha dois artigos curio-
sos sobre numeros poligonais & poliedrats do matematico
francés Edouard Lucas (1842 - 1891), publicados na revista
La Nature, em 1886, gue estan disponivers "online™ em:
http: /fcnum. cnam. fr/CGI/fpage.cal 74RKY2R. 26/
E8/10D/43270/0
http:/ /fonum.cnam. fr/CGL/fpage. cgl 74KY28 .27/
2BEG/100/4327040
(e paginas seguintes... ).

Mo segundo destes artigos @ esbocada uma demanstra-
cao interessante de um resultado muito bonito, que era
ja do conhecimento do matematico hindu Ariabata' (476
- 550}, que o menciona sem demonstracao numa sua obra,
e gue & o seguinte:

A sama dos cubos dos primeiros n inteiros positivos

€ igual oo gquodrado da soma desses mesmos inteiros,
Ou sejal
PeB P a2 (1424340 +0)

Este resultado & mencionado no tratado de algebra
Al-Fakhri fi'l-jabr wa'l-mugabala (algo come o Livio Glo-
riaso de Algebra), do matematico mugulmano Abu Beqr ibn
Muhammad ibn al-Hasan Al-Karaji® (c.-953 - c,-1029), com
a demomstracao que Lucas esboca, € que advem da seguinte
observacac. Considere-se a tabela de multiplicacao dos
numeros de 1a n.

1 Hio temos & certeza e esta @ a lorma como deve 0 Seu NaEme ar trans-
linerado para portugués, Em ingiés, & sryabhata.

2 Usamos osqul o trassliteracio para inglés, por desconbecimento de como
dovera sor folta para portuguis,

3 4 3 ]
B 8 10 12
9 12 15 18
12 16 20 24
10 15 20 25 30
12 18 24 30 36
Tabeta de multiplicacao Gx6.

L= - T - R - ]

o b b W pa =

Cada um dos seus gnomons (Um gnomon & uma figura
com a forma _| |, marcados na figura por tonalidades dis-
tintas, & igual a:

X (42434 = (e b 32T = w=nl,

por um resultado acima mencionado. A soma de todos os
numeros da tabela de multiplicaciao » x » & assim igual &
soma dos primeiros » cubos. Mas € também igual a (1 + 2 4
3 + ... +n}, o que se torna claro visualizando a tabela de
multiplicagdo com pontos, da seguinte forma:

- = saw EELES arann

- == Baw EEEES arann ampmas

- = Baw EEEES arann amnwas

=s Ban ELEES araas amnwas

= Baw ELEES araaw ampmas

= Baw ELEES araan ampwas

s Ban amam EETER ampmns

s = e FERE FEaEE

= man ELERS araaw ampmas

s =8 e FEEE FEEEE AEREEE

s arans | amsmas

s =8 e rEEE FEaEE AEEEEE

ELLHS LR

s =8 e rEEE FEEEE aEEEEE
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Olinde Rodrigues, mathematician and

social reformer*

Simon Altmann
Brasenose College, University of Oxford

Hinde Rodrigues lived in one of the most interesting pe-
riods for the development of mathematics in France. The
foundation of the Ecole Polytechnigue in 1794, one year
before Rodrigues™s birth, had changed at a stroke the study
of the subject. It was the great geometer Gaspard Morge, a
friend of Mapoleon, who founded the school and created its
ethos as a centre of engineering studies based on a thorough
mathematical foundation. Its pupils were selected entirely
on the basis of their mathematical ability: later luminaries
like Cauchy and Arago were in the first cohort. Equally-im-
portant was the opening of free secondary education toall.
Still on mathematics, an old pupil of the Polytechnigue,
Joseph-Diaz Gergonne, founded in 1810 the first journal
purely devoted to mathematics, the Annales de Mathéma-
tiques Pures et Appliquées which, although soon discontin-
ued, was revived in 1836 by Joseph Liouville as the Journal
de Mathématiques Pures et Appliquées, popularly called
Jdournal de Liouville, just as the mathematical journal that
August Leopold Crelte had founded in Germany in 1826 was
referred to as the Crelle Journal,

Hot only mathematics was on the move in this period.
The French Revolution had of course released an inter-
est in rational philosophies, of which the Encyclopédie
of Diderot and D'Alembert was a powerful example, and
utopic socialist ideas soon took hold of people's imagina-
tions. A leading chanismatic figure here was Claude-Henr
de Rouvroy, comte de Saint-5imon, who had fought in
America side by side with Washington and on his return
to France not only survived the Terror but made himself

rich on land speculation, a fortupe that he soon lost in his
quixotic social enterpnses. The other side of the medal
must always be kept in mind: the Bourbon restoration
in 1815 changed the political and social atmosphere in
France quite radically,

Whereas the rationmalism of the early revolutionary
days never died in France, there was another somewhat
opposite philosophical current that had a strong hold in
other European countries, especially in Germany, Natur
Philosophie. This had been started by the Dalmatian Jesu-
it Rutger Josip Boscovich (1711-1787) and although 1t had
somewhal mystical undertones it had lasting (and not al-
ways negative) effects in the development of physics and
mathematics in this peried. Hans Christlan Oersted, the
discoverer of electromagnetic interactions, was a strong
supparter, and even hard-headed scientists like Davy and
Faraday followed Boscovich's ideas, albeit secretly. In
Britain the poet Samuel Coleridge was very influential in
propagating Pythagorc ideas on the mystical value of the
real numbers, ideas that were enthusiastically supported
by his friend, perhaps the most important mathemati-
cal physicist of the century, Sir William Rowan Hamilton
(1805-1865}).

In all these activities (except of course Natur Philoso-
phiej Olinde Redrigues took a part but because in almost

*This paper i based on material contained in the farthcoming book Math-
ematics ond Social Utapdas in France: Glinde Rodrigues end his Times, 5i-
mon Altmann and Eduardo L, Oriiz feds), American Mathematical Soclsty,
Histary of Mathematics Series, Providence, BRI, USa, 2004,



every case he was prevented by circumstances from tak-
ing a leading role, he became an elusive figure in the in-
tellectual history of his period. He was a Jew and as such
he benefited from Mapoleon's concession of citizenship
rights to the Jews but, although he was probably one of
the most brilliant young mathematicians of his genera-
tien, the Bourbon restaration closed for him the possibil-
ity of an academic career. He became involved in finance,
following on family tradition, but he soon was under the
influence of Saint-Simon and enthusiastically embraced a
career as social reformer, supporting the rights of women

and of workers, Again here, howev-

gated in the last few years primary sources thatl give a
better and clearer picture about our man. We may now
start at the beginning.

Family and education

The spelling of Olinde"s surname led many to believe that
his family origins were Portuguese rather than Spanish.
To make matters worse, the substantial Sephardic Jew-
ish community in Bordeaux, where Rodrigues was born

on & October 1795, was universally

er, he was displaced in the leader-
ship of the Saint-Simonians by a far
more charismatic character, Prosper
Enfantin, to whom he had at one
time coached in mathematics. He
nevertheless kept doing some math-
ermatics from time to time, and his
papers would have been enormously
influential had pecple paid atten-
tien to them. There is no doubt, for
instance, that if his work had been
properly understood the disastrous
hundred years war between the
guaternionists (followers of Hamlton) and the vectorial-

ists (Gibbs et al.) would never had taken place. But in
many biographical accounts of him he is merely presentad
as a social reformer, and his mathematical works were not
properly recogmized until decades after his death. Evenin
1938 his compatriot, the brilliant mathematician Elie Car-
tan, did not have a clear idea of whe he was: he referred
to him as Olinde and Rodrigues, these two ghostly authors
thus gatecrashing the mathematical literature for some
considerable time.

Even the most elementary facts about Rodrigues had
been covered in a cloud of misinformation, about his fam-
ily, his education, even the date of his death. To correct

this situation my collaborators and myselfl have fnvesti-

referred to in France as the Natfon
Portugaise. We know for a fact, how-
ever, that Olinde's great-grandfather,
Isaac Rodrigues-Henrigues, was born
in Spain between 168% and 1691, and
that he moved to Bordeaux, probably
in the first quarter of the eighteenth
century. Obwviously, as all Jews that
remained in Spain after their expul-

sion in 1492, Olinde’s great-grandfa-
ther must have been a marrano, that
is a converted Christian. Bordeaux
was the most impartant French port
and after its transfer from British to French suzerainty in
1453, many Spanish lews emigrated to it and then revert-
ed to Judaism. Olinde’s father, Jean Isaac Rodrigues-Hen-
rigues, was an accountant who worked for fifteen years
as a book-keeper (a responsible job, book-keepers often
acting as cashiers) and then took the family to Paris in
the late 1790's, where he worked as an exchange agent
for a banker and published a manual on accountancy and
banking. He also took a distinguished part in the Grand
Sanhedrin, a council summoned by Napoleon in order to
ascertain whether Jews where fit to become French citi:
Zens, which was finally agreed to be the case.

Before we get into the question of Rodrigues's edu-
cation | mast say a few words about his name. He had



been registered at birth just as Benjamin Rodrgues, the
*Henriques' of the family name being dropped. In 1807,
after Jews were allowed to become French citizens, regu-
lations were established requiring them to medify their
family names in order to avoid confusion through exces-
sive repetition. Soon later, it was also required that Jews
added a non-Jewish name to their given names, and in
1808 the Decree of Bayonne made them register with
fixed given and family names. [t & then that Rodrigues
appears as Benjamin Olinde, the first of which names he
soon dropped. His father was obviously a well-read man,
since 'Olinde" is a character in Torguate Tasso's Geruso-
terme Liberata, which had recently been translated into
French. Despite the central role that Clinde's father had
in the Jewish community, the family were not observant.
(Clinde's wife, Euphrasie, was a Catholic.) On the other
hand, they kept close ties with the members of the Pani-
sian Jewish community originating from Bordeaus, many
of whom were distinguished in the arts and finance. One
of Olinde's sisters marred a first cousin on the maternal
side, Jacab Emile Pereire, who later became an important
and wealthy financier and kept a very close relationship
with Olinde throughout his life,

Thanks to Hapoleon, Jews were now entitled to at-
tend the state Lycees recently opened in Paris, and Olinde
enrolled in 1808 at the lyrée Impérial. (Later his only,
younger, brother also entered a Lycée, but none of his
six sisters received similar instruction, although they
were well educated by the standards of the time.) In
1811, Rodrigues got the first prize at the mathematical
end-of -the-year competition, the second accessit going
to his friend Michel Chasles, later a famous seometer.
This was the second time that Rodrigues had won the
competition, which was most important as we shall see,
Rodrigues's mathematical teacher was C. Dinet, who was
also a teacher at the Ecole Polytechnique (where he had
taught mathematics to the great Augustin-Louis Cauchy)
and he was an examiner for the entrance to that school,
for which purpose the competition mentioned was held.

It is thus clear that Rodrigues was abundantly qualified
to enter that prestigious establishment which, however,
he never did. It cannot be thought that this was the case
because of his Judaism, since we know at least two Jews
that were admitted, Abraham Gabriel Mosse in 1798 and
Myrtil Maas, a contemporary of Olinde, who was accepted
in 1813, The Polytechnigue was a military establishment,
geared for the instruction of high powered military engi-
neers but there was also the Fcole Normale Supérieure
oriented towards the training of teachers. Despite state-
ments to the contrary in the literature (included mine)
Clinde never even applied to become a normalien.

How, then, did Olinde become a fully blown mathe-
maticiani There is here a gap in our knowledge, but the
circumstantial evidence is sufficient to sustain a very rea-
sonable conjecture. We know that Redrigues was so pre-
cocious that in 1812, when he was only 17, he was already
a class assistant (maitre d'études) in the mathematics
course run at the Lycée Napoléon by his teacher, Dinet,
In 1808 the University of Paris had been founded and it
is entirely plausible that Dinet felt that Olinde was ready
to dedicate himself to research rather than frequent the
courses of the Polytechnigue. In fact, not only was Ro-
drigues granted a ficence és sciences by the new Faculty
of Sciences of Pans already 1n 1813, but also this work
and five others were published in the Correspondance sur
'Ecole Impériale Polytechnique, a publication devoted to
the work of the School members. There is no other math-
ematician that has published as many papers in this jour-
nal, and 7t must be assumed that it was Dinet"s patronage
that permitted this to happen. These papers were pub-
lished from 1815 to 1814, and we know that he gained the
degree of docteur és sciences from the University of Paris
in 1815 {when he was not yet 20}, so that it is clear that
Radrigues must had done mathematical research there for
two or three years immediately after he left the Lycée,
1815, alas, was the vear of the Bourbon restoration and
with it the chances of an academic career for Olinde to-
tally evaporated: there is evidence in fact that the educa-



tignal bureaucrats alleged that parents would not permit
their sons to be taught by Jews,

In the circumstances Redrigues had to follow his fa-
ther's line and dedicate himself to weorking in finance. For
a perfod he collaborated with his friend Myrtil Maas who,
finding himself in the same predicament, took employ-
ment in an insurance company, in which he created an
actuarial committee. Both friends then produced the ac-
tuarial tables that would be used by all French insurance
companies throughout the century, which were eventually
published in 1860 and had seven editions until 1933. The
core of Rodrigues’s gainful work, however, was in financial
matters, but he kept throughout his life his interest in
mathematics. Mot only we know that he read the math-
ematical literature but, from time to time, he produced
some work of the highest quality, as | shall now discuss.

Olinde Rodrigues, the mathematician

Because of his non-mathematical activities Rodrigues's
output is far from continuous, and can be roughly grouped
in three clusters. The first one from 1813 to 1814 is largely
redated to his research for his licence and his doctorate.
For his [icence (1813) he had studied lines of curvature,
obtaining a formula to relate the radius of curvature to
the coordinates of the centre of curvature, which the
great French differential geometer Gaston Darboux was
to consider sixty years later as fundamental in the sub-
ject. In 1816 he published a paper in which he studied
the motion of free objects by using the principle of least
action in the calculus of variations, at that time a hghly
anginal piece of work which, precisely because even good
mathematicians did not understand the importance of the
least action method was ignored for decades. This work
was not recognized until the Cambridge mathematician
Edward Routh rediscovered it in the 1870%. The fate of
this work is typical of that of Rodrigues: because he was
not in academic circles and thus never had students that

could drum up the merits of the master, he became the
invisible man of nineteenth century mathematics.

Following on the work of his licence dissertation, he
published some work on surfaces. Anticipating Gauss, he
used a spherical mapping of a surface, studied the ratio
of the areas of the corresponding surfaces, and arrived
at a quantity later called the total Gaussian curvature,
which he showed equals the product of the principal cur-
vatures, This measure of curvature was credited to Gauss,
although it appears not to have been known by the latter:
an example of how Rodrigues was often robbed of recog-
nition. He was luckier with another paper of 1816 on the
attraction of spherical bodies, his doctoral research, that
led to the only piece of wark for which he ever got full
credit, He had to use the so-called spherical harmonics,
relatively new then (they had been invented by Adrien
Legendre in 1784). The core, so to speak, of these func
tions are the Legendre polynomials. They were fairly well
known in Rodrigues's time, but there were no closed for-
mulae to derive them, and he invented an ingenious way
to obtain one such, called the Rodrigues formula for the
Legendre polynomials, used and named in this fashion to
this day, although until Hermite discovered this work it
was called the formula of Ivory and Jacobi, despite the
fact that the priorty for it is undoubtedly Rodrigues’s.
The procedure that Olinde devised to solve the problem,
based on what he called generating functions, (which had
already been used in statistical problems) was later found
most useful in deriving similar formulae for many polyno-
mials of interest in mathematical physics.

We must now jump a guarter of a century to reach
Redrigues's next cluster of five mathematical contribu-
tions (1838-1840), a quarter of a century that was newv-
ertheless immensely productive in other ways: amongst
other things, he became a man of business, with various
degrees of success. Given this large gap, it s virtually im-
possible to guess Rodrigues's mativation for invalving him-
self in this research, although it is quite clear that around
1838 and 1839 he became interested in combinatorial



problems, on which he published four papers. By far, the
most important of these is the last one. Clearly, Rodrigues
was keeping abreast of mathematical research by read-
ing both the Liouville and the Crelle joumals, in which
two papers appeared in 1838 on a combinatorial problem
invalving the inversion of permutations. Rodrigues solved
the problems treated in these papers by defining again
some generating functions, which had been so important
in his work on the Legendre polynomials, and it is possible
that he was inspired to do this work when he recognized
the possibility of their use also in this case. Again, this
paper was so assiduously ignored for more than a hundred
years that repeated attempts appeared in the literature
to solve the problem on which Rodrigues had said the fi-
nal word, It was not until well into the second half of the
twentieth century that this paper was rediscovered by L.
Carlitz in 1970.

The next paper that we must now consider s one of
the most remarkable pieces of work done by Rodrigues, in
which he goes back to the subject of his very first paper in
the Correspondance, rotations, but now of a sphere with
fixed centre. The yvear 15 1840 and all we know about him
from the historans of the period, who ignored Rodrigues
as a mathematician, is that in that year he was "speculat-
ing at the Bourse,” although he was also much concemed
about the legislation for the Banque de France. The story
starts with one of the most prolific mathematicians that
ever lfved, the Swiss Leonhard Euler (1707-1783). In 1775,
when he was already blind, he published in 5t. Peters-
burg, where he lived most of his life, two papers about
rotations. The rotation of a sphere around its centre, for
instance, is fully denoted by a line, the axis of rotation,
and by an angle about that line, the angle of rotatian.
Euler proved that two such mtations when performed
one after the other produce a third rotation, called their
"mroduct®, and as a result he described rotations in terms
of three angles; called the Euler angles. Rodrigues went
much further, because, given the axis and angle of each

rotation he produced a geometrical construction that de-

termines the angle and axis of the product rotation. | il-
lustrate this in Fig. 1, where the first rotation effected i
one with axis a and angle «, the second with axis b and
angle b The product rotation i areund ¢ by y. Of course,
it required considerable ingenuity for Rodrigues to have
discovered that construction, but | shall leave aside his
proof since | show this picture to call attention to the
fact that the rotations appear there in terms of their half
angles. This apparently miner result is however of mo-
mentous importance, and it ‘was the cause of one of the
greatest controversies in the history of mathematics.

By wsing spherical trigonometry in a straightforward
manner Rodrigues was able to replace each rotation by a
set of four algebraic parameters, in such a way that, given
the two sets for the two successive rotations, he was able
to obtain the same set of four parameters for the product
rotation, a truly remarkable result. These are now the
essential tool in the modermn work on rotations, and the
four parameters that Rodrigues introduced are universally
used in studying spin, in describing molecular structures,
in spacecraft kinematics, in robetics, even in ophthalmel-
ogy, having correctly replaced the use of the awkward
Euler angles. The importance of Rodrigues’s contribution,

Fig. 1



however, took some time to be properly recognized. The
very successful treatise on the dynamics of rigid bodies
by Routh, which reached eight editions, the first ane pub-
lished in 1860, contained no reference to Rodrigues un-
til the third edition in 1877, when he proposed that the
theorem on the composition of rotations be named after
Olinde Rodrigues. Indeed, all the successive editions, up
to the last one in 1930, contain a section labelled ‘Ro-
drigues’s Theorem'. Such recognition, however, was not
readily granted. When the famous German mathematician
Felix Klein published his Vorlesungen tber das fkosoeder
in 1884 he gave Rodrigues some, soon forgotten, partial
credit: he grants Rodrigues the discovery of his four pa-
rameters and acknowledges that they were unknown to
Euler, but he asserts that the latter had used three anal-
ogous parameters by replacing the four of Rodrigues by
the quotient of his last three by the first. This is a total
misrepresentation of the facts, since, as | have said, Euler
never used hall angles. Every opportunity was taken to
bring in Euler and push the inconvenient Rodrigues away:
Schoenflies and Gribler, Klein's collaborators, writing in
the most prestigious mathematical encyclopaedia of its
time, say in relation to these formulae: ‘These formulae
are quite often treated in connection to Euler. We owe a
first essential advance to O. Rodrigues.’ The bible of rota-
tion theory, the monumental work by Klein and Sommer-
feld, gives those four parameters without any attribution.
Euler's great name pushes Rodrgues off: Fig. 1, which s
the corner stone of mathematical crystallography, is uni-
versally called the Euter construction, although Euler was
never even near producing it.

The work of Rodnigues in 1840 15 historically even
more important, because it should have been used by
any unprejudiced mathematician to unravel one aof the
mast extraordinary blunders in the history of mathemat-
ics. However, because this blunder was embedded in one
af the most important and ingenious creations of the
century, people firmly shut their eyes to it. Sir William
Rowan Hamilton, the man who in 1865 was to be ranked
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as the greatest living scientist by the American National
Acadermy of Sciences, had also constructed, three years
after Rodrigues, some objects composed of four elements
that he named quaternions. He obtained them, not from
a geametrical point of view, but inan a prior way throwgh
algebra. (Remember that he was under the somewhat
mystical approach of Natur Philosophie.) This work, from
the algebraic point of view, was outstanding, but from the
point of view of rotations it was an unmitigated disaster
that caused a century of confusion and strife. The reason
for this is that, having discovered the guaternions alge-
braically, Hamilton had to interpret them geometrically.
He realized of course that his quaternions were related
to rotations, but he used two principles that had unfortu-
nate consequences. The first was to give priority to the al-
gebra over the geometry, whereas it was geomeltry, which
had a strong tradition in his mathematical circle, that had
allowed Rodrigues to keep his feet firmly on the ground.
The second was to use only full and not half angles, for
which he had very sensible reasons, which nevertheless
were to be contradicted by the facts a century later. He
never read Rodrigues”s paper and he never derived a prod-
uct rule for the rotations as Olinde had done, but only in
a different very indirect way. Cayley, who published this
latter work before Hamilton did, not only acknowledged
Redrigues (the only one to do so at the time) but con-
fessed that he did not understand why their convoluted
algebraic method gave the same results that Olinde had
obtained directly, a question that was not cleared up for
more than a hundred years.

In order to understand the nature of Hamilton's blun-
der a great deal of detailed work is required, but | shall
attempt here to present a rough argument to give an idea
of the problem. On using the modern vector notation, a
quaternion is defined as a pair of a scalar @ and a vector,
say: [a, 41 + Bj + Ck]. A unit quaternion may be defined
as [a. Al], with at+ AT unity., Hamilton here fell into two
traps. One is that he did not realize that the vector in the
quaternion is an axial and mnot a polar vector, an under-

standable failure, since he was inventing vectors at the
same time as doing his quaternion work, and the distine-
tion in question was not known until late in the century.
It was this failure, however, that created untold problerrs
when pursuing Hamilton's programme of defining vectors
via quaternions. The highly respected mathematician Mar-
cel Riesz, who first pointed out this error in 1958, guali-
fied Hamilton's interpretation as ‘grossly incorrect®. The
second trap is that Hamilton noticed that a quaternion
[cos @, sin « 1], acting on a vector normal to 1 'rotates’
it by the angle . and interpreted this as a rotation by
i+ around the axis 1 of any vector normal to i. This, how-
ever, 1s not at all a rotation of the vector, but an artefact
resulting from the product of twe rotations, as | demon-
strated in 1986. |t was clear in any case that there was
something wrong in Hamilten's interpretation, since the
same so-called ‘rotation’, acting now on a general vec-
tor, does not transform it into its rotated vector, a result
that of course Hamilton knew, but preferred to ignore. In
fact, he often took the primary definition of a quaternion
as an operator that acting on a vector rotates ft into an-
other vector or, what is the same, as the quotient of two
vectors, an erroneous statement that still appears in the
mathematical literature, although it is now accepted to
be wrong. It must be understood, however, that Hamilton
had excellent reasons to fall into a trap. His ‘rotation by
ie', [cos 4, sin e 1], does not change sign when 27 is added
to the alleged angle of rotation, whereas if we had, af-
ter Rodrigues, «/2 in it, it would. Such behaviour would
have been unacceptable to Hamilton and, in fact, it took
the best part of a century to understand that this curious
change of sign was required by the topology of rotations,
a result that became crucial in quantum mechanics.
Rodrigues's paper goes much further than | have
described. When symmetry operations are combined,
their set forms what mathematically is called a group.
Rodrigues considered not only the rotation but also the
translation group, the aggregate of which forms the so-
called Euclidean group. Translations appear to be totally



distinct from rotations, but Rodrigues realized them by
preducing infinitesimal rotations around infinitely distant
rotation axes. |t was to take more than half a century be-
fore this remarkably clever idea was again used.

As we have seen, even at this time Rodngues had not
totally abandoned mathematics,

experiencing a sense of reliel in reading Rodrigues. His
language is concise and entirely free from jargon, and his
form of exposition 1s amazingly clear. Amongst those who
have had that expenence, the word "gem’ often recurs.
The contrast with Hamilton, in particular, is staggering,

and one can see why. Hamilton

and he still read the mathemati-
cal literature. He had done noth-
ing on the lines of this paper,
however, since 1814, and it s a
wonder why he returned to the
subject. Geometry, however, had
been a stromg influence in his
mathematical upbringing: Monge
had created a powerful school, of
which Michel Chasles was an im-
portant member, A school friend
of Rodrigues, Chasles had con-
tinued their acquaintance: we
know that they met socially in
the 1830's and it is possible that

wrote same times starting from
pre-conceptions, and when these
proved a trap he refused to aban-
don them. Pre-conceptions were
never part of Rodrigues'’s mathe-
matical writing, which could thus
flow from fact to fact without
impediment. The opposition of
French rationalism with the Mg-
tur Philosophie quasi-mysticism
of Hamilton and his followers
could not have a better example
than the companson of these
two authors,

his influence revived Rodrigues's

thoughts on rotations. [t 15 important to remember that
precisely at that time, in 1830, Chasles produced one of
the fundamental results in mechanics, called to this day
the Chasles theorem, namely that the most general mo-
tion of a rigid body is a translation combined with a rota-
tion around a fixed point. It is highly probable, therefore,
that this problem was discussed by the two friends, and
that it remained in Redrigues’s mind.

Three years after the seminal 1840 paper Rodrigues
preduced his final cluster of three mathematical papers
(1843-1845). The first two, are concerned with trigono-
metrical problems, and are followed in 1845 by a short
note on continued fractions, his last mathematical paper.

Before we leave this brief discussion of Rodrigues's
mathematical works, it is important to mention his writ-
ing style. Ho one who has read the original works of the
mathematicians of his period, however great, can help

Olinde Rodrigues banker, social reformer,
Saint-Simonian

Two interests were central to Olinde for most of his life:
financing, and how to use it for social purposes. Following
on his father, he became a free-lance broker at the Bourse
and in 1823, was the director of the Caisse Hypothecaire
{a bank concerned with mortgages) at the rue Heuve-5t-
Augustin. In that year his life changed: Saint-Simon, by
now destitute, attempted to commit suicide but only suc-
ceeded in becoming an invatid. A common friend brought
Rodrigues as a man of means that might help him. Helped
he did and more, because he became mesmerized by the
charismatic Saint-Simon and collaborated with him until
his death in 1825 in writing up his last work, New Chris-
tignity. After Saint-Simon's death Olinde, with the help
of his younger brother Eugéne, created a quasi-religious



sect with strong socialist undertones. He soon, however,
was displaced as its leader by Prosper Enfantin, who had
been his private mathematics pupil. Enfantin was a hugely
charismatic man whose ideas were very different from Ro-
drigues's: he preached free love and held sway on the fe-
males of the congregation, including Euphrasie, Clinde's
attractive wife. Rodrigues opposed the loose morality
supported by Enfantin, that caused the sect to begin to
disintegrate already in 1831. Although Olinde tried to be
faithful to his new master, he himselfl seceded in 1832, In
that year there was a notorious tral of Saint-Simonians,
accused of the corruption of public morals and fllegal as-
sociation. Enfantin was found guilty on both charges and
sent to prison for a year, but Rodngues was only charged
on the second offence and merely fined.

Despite the debacle of the sect, Roedrigues remained a
social reformer at heart. Given his knowledge of finance
he devoted a great deal of work to promoting the use of
finance for social purposes, such as the construction of
railways, since he understood the importance of transport
to improve the standard of living of the working classes,
(His cousin, Emile Pereire and many other Saint-Simanians
became very active in the development of the French rail-
ways. ) In 1840 Olinde founded a journal, Le Paotriote, to
promote the rights of workers, proposing their right to
holidays, then such a novel idea that was not adopted

until 1912, With his friend Gustav d'Eichthal he fought for
the abolition of slavery, that came about in 1848. A very
important passion of Rodrigues was that of improving the
condition of women, fighting for their legal rights, includ-
ing the right to vote. Rodrigues received in fact recogni-
tion by women often writing to the press to acknowledge
this work.

His idealism was never extinct: in February 1848,
when at 53 by the standards of the time he was a fair-
ly old man, he mounted the barricades in Paris and in
April of that year he was found in London, haranguing
the multitudes in support of the Chartists who were dem-
onstrating in sympathy with the French revolutionaries.
He died on Wednesday 17 of December 1851, although
many biographical notes about him give erroneously the
date as 26 December 1851. Many of the short biographical
notes about him merely describe Rodrigues as a social re-
former, tatally ignonng his mathematical wark. Even with
the Saint-Simonians he did not fare better. Enfantin and
his followers were very conscious about their historical
position and they prepared several archives at present in
various Parisian libraries with carefully copied documents
that contain no reference whatever to Olinde Rodrigues.
Hardly ever such a worthy man has been so badly treated
by history.

ESTIMADO ASSINANTE

E extraordinariamente dificll manter a publicacio da Gazeta de Matematica com a qualidade

laridade a que nos habituamos.

E de todo impossivel melhora-la e fazé-la sair mais do que duas vezes por ano se 0s assinantes nao

pagarem EH.ET'I‘IF."EIdEH"I‘IEI'ItE e espﬂntaneamente!] as suas assinaturas,

Se pensa que a Gazeta de Matematica deve continuar, por favor, procure manter a sua assinatura em

dia.




PARABOLAS E PARABOLICAS . Nuno crato

NUMB3RS

O titulo «Numb3rs- lembra uma daguelas brincadeiras
agora na moda, em que se substituem arbitrariamente
letras no interior de palavras e se consegue continuar a
lg-las. O trugue & mais que uma brincadeira, pols mostra
que o nosso cerebro muitas vezes apreende a palavra
no seu tedo e substitul o que os olhos leem mal, ou sim-
plesmente nao léem, por simbolos correctos. Poderiamos
cantlnuar a escrevir esta cronica comerro? cada vz mais
friquintlds, que s6 a pdrtir de c3rta altira se tOmM5A5
1mpss1vil [8-la.

Mas estamos a desviar-nos... € «Numb3rs- — em por-
tugues ~Hom3ros- — & o titulo de uma série televisiva a
passar na TV gue vale a pena ver. Tem como produtor Ridley
Scott, o famoso director do famoso «Blade Runners e um
elenco de actores de escol. Uma das personagens centrais
da série, lalvez mesmo a personagem central, & o mate-
matico Charlie Eppes, representado por David Krumholtz.
Nos diversos episodios, o nosso amigo desenvolve modelos
e aplica equacoes gue levam a caca de criminosos.

A trama da serie e muitas vezes inverosimil, e a mate-
matica pode parecer cancaturada. Mas a realidade e que a
série tem sido pensada com algum rigor e tem consultores
cientificos que se certificam da correccao das formulacdes
e das equacoes. E uma ficcao, evidentemente, mas &
baseada em casos reais em que modelos matematicos do
comportamento fisice & modelos probabilisticos do com-
portamento social ajudaram a policia norte-americana a
capturar delinguentes.

Algumas pessoas dizem que a serie & boa porque «des-
mistifica a matematica~, expressac que nao se percebe
bem o que significa e que habitualmente & usada como
sinonimo de «mostrar que a matematica nao € um papaos,

o que ainda menos se percebe. Para os matematicos e para

a matematica, a série @ interessante porgue leva ao écran
problemas e temas que nos a0 caros. Ao fazé-lo, ajuda a
colocar a ciéncia e a matematica como uma coisa visivel
e importante no dia a dia. Mos Estados Unidos, onde a
serfe tem sido um sucesso, prevé-se mesmo que haja um
numero significativo de jovens entusiasmados com a figura
herdica do matematico gue sejam atraidos para estudos e
carreiras matematicas.

Algumas outras pessoas tomam outra posicac extrema,
dizem que a série & prejudicial pois da uma imagem de-
masiado simplificada e romanceada da matematica e do
seu poder, £ verdade, mas trata-se de uma ficcao e nao de
uma licao de matematica.

Ha raiz destas duas cnticas, aparentemente opostas,
parece estar uma confusao entre a aprendizagem e o
entretenimento. Mao podemos querer que uma série de
policias e ladraes ensine matematica, tal como nao pode-
mos querer reduzir a aprendizagem da matematica aquilo
gue & divertido.

Dite isto, contudo, ha muito que podemos aproveitar
nesta série, Ha, entre muitas outras, referéncias precisas
a equacoes diferenciais, a actualizacao de probabilidades
condicionadas e a numeros de Fibonacci. Essas referéncias
podem ajudar a despertar o interesse por temas matema-
ticos. O blog www. atsweb.neu.edu/math/ep/blog
ajuda a separar a verdade da ficcao ao longo dos diversos
episodios e esclarece muitos pontos dibios. Em wyw.
weallusematheveryday. com encontram-se muitas
idetas para actividades baseadas em conceitos matematicos
referidos na serie. Talvez haja, numa ou outra aula, num
ou noutro clube de matematica, numa ol noutra palestra,
uma oportunidade de usar a serie «NUm3ros- p4rd ajid4r
a aprind3r 4ig0 ma1s s0br3 numeros.
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Ha {lha Penantopolis todos ot habitantes nascem e vivem todas

as suas vidas com um chapeu na cabeca. Os chapeus podem ser
vermelhos ou azuis, Os nativos nao dispéem de espelhos & nao
querem indagar sobre a cor do proprio penante, se bem gue
todos sejam muito racionais e tenham optimas capacidades
dedutivas.

A rardo para este comportamento esta numa e terrivel,
de todos conhecida, mas a que todos parecem mndiferentes:
quem souber que o cor do seu chapeu € azul deve suicidar-se
logo opds a reunido didria (uma boa tradicdeo) que sempre
oeorre ao fim do dia.

A vida decorria serenamente em Penantopalis ate que um
naufrago dewa flha &, numa das reunides, tomaou conhecimento
desza horrivel lel. Admirado, o estrangeiro, gue se chamava
Fagundes, disse: "E curiosa, pargue vejo pelo mencs uma

pessoa com chapéu azul™.

Como continuara agora a vida em Penantopalis?

Vejamaos, se houver somente uma pessoa com chapéu
azul, esta, ao ouvir o estrangeiro, e vendo somente chapéus
varmelhos, deduz imediatamente gue se deve suicidar,

Se forem duas as pessoas com chapeu azul, chamemos-lhes
Ara e Breu, entdo cada uma delas v& um chapéu azul, pelo
que nada sucede na primeira noite, Mas na segunda, a nativa
Ara, 3o constatar que o Breu nao se suicidou, compreende que
& azul 0 seu praprio chapéu. O raciocinio do Breu & analogo.
Termos dois suicidios na segunda noite,

0 que se passa & gue, se houver n pessoas com chapeus
azuis, entao elas matam-se na n-&sima noite.

& prova faz-se por inducao.

Os casos n=1 & n=2 {a foram analisados.

Suponhamos que, se houver k ilhéus com chapéus azuis,
eles se suicidam a k-ésima noite.



Seja agora a Zorra umdos k+1 portadores de penante azul. Ela v& & chapéus azuis
e nao sabe se o total & k ou 4+1. Mas, no fim da k-&sima noite, nada sucede, o que
impossibilita o valor & e a leva a concluir que ha k+1 chapéus azuis, suicidando-se,
COmos outras &, na noite seguinte. QED

0 que cawsa esta vaga de suicidios? Sem a intervencao do Fagundes nada disto
sucederia. Mas a sua intervencao @ trivial, ele diz algo que todos sabem (se i for maior
que 1). 5 ele ndo introduz nada de novo, o gue leva as pessoas 4 matarem-sel

llustremos com o caso em que ha dois chapeus azuis, dos nativos Ara e Brew.
Antes do estrangeiro chegar, a Aro sabia que o Breu tinha um chapéu azul e o freu
sabla que a Ara tinha um chapéu azul. Cada um deles parece saber mats do que a
afirmacao do Fagundes. Mas o que a Ara nao sabla, e passou a saber, & que o Breu
sabe que ha pelo menos um chapéu azul; de forma semelhante, o Brew aprende do
estrangeiro que a Ara sabe que ha pelo menos um chapeu azul. Clare que podemos
trocar os papets da Arg e do Breu entre i1, o que sucede a um sucede ao outro. Cada
um deles passa a poder dizer a qualquer outro: "Agora sei que sabes que ha pelo
menas um chapeu azul”. £ esta a novidade do Fagundes!

Uma variante que propomos aos leitores: Ma ilha Pérola do Penante tudo funciona
como em Penantopdlis, com a diferenca da lei mencionada. Aqui, gquem souber de
que cor € o seu chapéu deve suicidar-se de imediato (quer seja azul ou vermelho).
Fagundes, de visita, disse: "Vejo todos os habitantes, que sac 1 000 000, e constato
que o nimero de chapeus azuis nao & 17", O que val suceder agora na Pérola do
Penante?

Sobre os problemas de pesagens, que aqui apareceram no nimero anterior, os
leitores sao convidados a visitar apagina http: / /ludi cum. cra/MR/probl / onde
encontrarac outras actividades similares.

Jorge Nuno Silva

da Universidade de |.isboa
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Inquérito:
A Declaracao de Bolonha

A Declaracao de Bolonha, e sobretudo o mode como se
propagou, constitui um fendmeno muito estranho e raro,
£ dificil encontrar outra ideia que se tenha propagado
tao rapidamente, Quase sem discussao, praticamente es-
capando ao crivo da analise critica, tem-se imposto. As
ideias novas costumam encontrar indmeros opositores,
defrontar-se com exames criticos e ser objecto de deba-
tes orafs ou escritos. Mao foi bem este o caso e Bolonha
parece avancar de vento em popa. Mas ha qualguer coisa
de esquisito: quando perguntamos o que pensa de Bolo-

nha, deparamos, com desusada frequencia, com respostas.

do género "nag estou bem a par” ou "nado concordo 1A
nuite” e variantes destas.,

Neste Inguerito fizemos varias perguntas com a comscién-
cia de que as respostas necessitariam de muito espaco,
de muite mats do que dispomos nesta seccao. Pode ser
delicado concentrar o gue 52 pensa em poucas palavras
agradecemos o esforco de quem respondeu, A brevidade
nao & obrigatoriamente um defeito: respostas, mesmo
sucintas, podem ser o rastilho para inflamar discussoes
mais completas. & propdsito, recordamos que a Gazeta
tem uma seccao de Cartas dos Leitores.

Cuestdo 1 Corcorda com a primeira parte da introducio
a este Inquérite?

(uestan 7. Considera-se bem informadeo sobre a Declara-
cdio de Bolonha?

Cuestan 30 Que pensa delo (em duas frases)?

Cuestao 4 Parece gue tudo (ou quase tudo) se resume
g reduzir as licenciaturags a trés agnos. Cada um dos trés

ciclos encerra-se com wm grau, sendo eles a licencia-
tura {com direito a dr.). mestrade e doutoramenta, Ja
tivemnos um sistema que poderia ter sido considerado de
trés ciclos com os graus de bacharel (sem direito a dr.},
licenciatura {com direito a dr. ) e doutoramento. Se, com
Bolanha, se adoptassem as designacdes de bacharel, li-
cenciado, doutor, a receptividade serio a mesma? Ou acha
qgue a questio de se conquistar o titulo de dr. € de grande
importdncio na socledade portuguesa? Tao importante
que disso pode depender a aceitacdo de Bolonha? Ou hd
mais coisas em jogo?

[uestdo 5 Diz-se que com Bolonha o trabalho dos estu-
dantes conta e que, portanto, eles vao passar a trabalhar
muito maifs. Acredito gue com a adopedo de Bolonha, os
hdbitos dos estudantes mudem repentinamente?

Cueston 6. Também hd quem diga gue com Bolonha se val
dar continuidade @ facilitocdo de que o ensing tem sido
objecto. Por isso os defensores do chamado “edugués”
sao, em geral, grandes defensores de Bolonha, Que lhe
parece?

Questdo 7 A oceitocdo, mais ou menos acritico, de
Bolonha ngo se dew sa em Portugal. Como explicar fssa?

Agnelo Flgueiredo,
Escola Secundaria Fellsmina Alcantara de Mangualde

Curestoo 1; Genericamente, nao posso concordar. De facto,
ainda hoje se verificam focos de contestacao a adopcao
de "Bolonha", nomeadamente por parte de estudantes e
docentes do superior,



Cestido 20 Hao sou um conhecedor profunde da matéria.
Tedavia penso que conheco as grandes linhas de onentacao.
Questao 31 Ha aspectos que me parecem muito positivos:
a compatibilidade e a comparabilidade entre os sistemas
de ensino superior, bem como a facilitacao da mabilidade.
De 1gual modo, o sistema de atribuicao de créditos se-
gundo critérios idénticos parece-me muito pertinente.
Tude isto, naturalmente, no quadro de uma "grande” e
transnacional Europa.

Ha, contudo, um aspecto em que tenho fortes dividas,

e que considero central, que e a divisao em dois ciclos.
Quer parecer-me que trés anos nao serao suficientes para
desenvolver competéncias ao nivel de uma licenciatura.
De resto, ainda nao compreendo porgue & que todo o ar-
ticulado da Declaracao nao poderia ser compativel com
licenciaturas de 5 anos.
Questao 4 Eu diria que com a atribuicao do grau de Ba-
charel, o sistema nac serla minimamente atractivo. Nin-
guém quer ser Bacharel. Bacharel nao da direito a "Dr".
Acho que "Bolonha nao terla tido condicoes de singrar se
ao fim de 3 anos "apenas” se fosse Bacharel.

Mas ha ainda uma outra questao: ha alguma instituicao
de ensino superior que nao queira atribuir licenciaturas?
Questao 5 0s habitos nunca mudam repentinamente.
A "cultura™, a "mentalidade” é algo que apenas muda
guando ja mudou tudo o resto. De qualquer forma, numa
primeira fase, cabera aos docentes um papel preponde-
rante na dinamizacao da mudanca,
fuestdo o Hao sed se 1sso se liga ao facilitismo, ou ao “po-
liticarmente correcto” gque norteia a accao dos Nossos cien-
tistas da educacao, criadores do eduqués. E possivel que a
atraccao pela novidade, pela mudanca, pelo intermaciona-
lisimg, bem como a utopia e o voluntarismo que caracteri-
zam estes romanticos, tenha tHdo uma Importancia maior.
Cueston 7 Ha Educacao @ muito dificil alguém ir contra o
"main stream”, Se alguém nao citar, e concordar, com fu-
lang, sicrano e beltrano, dificilmente fara carreira no En-
sino Superior. £ uma das areas onde o controlo ideologico
se faz sentir de maneira mais intensa. £ para o verificar,
nem & preciso sair de Portugal. Que diferencas fundamen-
tais encontramos entre o discurso da Educacao do PCP,

do PS5, do PSDou do CDS? Se excluirmes aspectos de mera
cosmética, praticamente nenhuma. Nos aspectos estrutu.
rais ha uma quase absoluta unanimidade. Por {ss0...

Mogo Meves, aluno da Licepciatura em Matematica,

Universidade do Algarve

Questdo 1: Sim.

Questao 2@ Nao, no entanto tambem nao procurei a in-
formacao.

Cuestao 40 Parece-me gue na teoria funciona bem, mas
nao sera assim na pratica: teremos mals licenciados para
irem para o desemprego, mas que foram pior formados
fue os actuais.

Questdo 4: Credo que o que e importante hoje em dia para
as pessoas @ andar na universidade, nao & sair de la nem
o nome que se lhes da.

Chiestdo 5: MNao.

Cuestdo 6 Concorda. Creio que o processo de Bolonha &
uma maneira de facilitar o ensino ainda mais.

Questdo 7 Tudo o que @ novo tem aceitacao dificil, mas
nac me parece que Bolonha seja uma boa ideia...

Juan-Miguel Gradia,

Umversidad del Pafs Vasco, Vitoria-Gesteiz, Espanha

Cuestin 10 Hablare de lo que pasa en Espana. Fuimos edu-
cados idealizando a Europa. Desde gue ingreso Espana en
la UE empezd a recibir ayudas econdmicas muy importan-
tes, ‘se construyeron muchas autopistas v dos vias para
trenes de alta velocidad.

A pesar de que una décima parte de los profesores
universitarios nos hemos opuesto con manifiestos firma-
dos a la implantacion acritica de la reforma de Bolonia,
las autoridades politicas y academicas siguen adelante,
incluse despierta entusiasmos en algunos decanos y rec-
tores que estan a la carrera para ver quien la pone en
marcha antes,

Cuestao 20 Ho me considera bien informado. Tengo la sen-
sacion de que hay gato encerrado. Habra que hacer un
"syllabus" de cada asignatura, y, por ejemplo, cada 20



de octubre habra que hacer problemas sobre integrales
trigonométricas.

Cuestdo 3. Dicen los perfodicos gue en Europa los siste-
mas umiversitarios siguen siendo muy diversos. El Reino
Unido tendria un sisterma tutorial y con menos clases ma-
gistrales. Holanda habria heche algunos cambios en esa
direccion. Esta claro que la Union Europea no es un estado
¥ que cada pais va por su cuenta. Con todo, el sistema
de Bolonia es un calco del norteamericanc. Entiendo que
hace falta una estructura pirarmidal del profesores y moni-
tores. En Espana los profesores somos sospechosos y creo
que la reforma se contempla a coste cero.

Algo malo debe contener Boloma, pues mi umiversi-
dad incentiva a los profesores con aumentos de sueldo
y ordenadores portatiles para captar voluntarios para la
implantacion de la reforma.

Cesido 4 En Espana tas licenciaturas seran de cuatro anos,
excepto la de Medicina que sera de sels anos. Luego habid
el titulo de master (360 ECTSE) y después el de doctor.

Parece que lo importante es la preparacion de perso-
nal con habilidades de comunicacion, dotes para el traba-
jo en equipoe e idiomas modernos. Prima la parte practica
sobre la tedrica en los estudios. Creo que la UE &5 un mer-
cado comun, y que Iz reforma de Bolonia intenta adecuar
la fuerza de trabajo a ese espacio econamico.

Cuestdo 5 Los estudiantes se resisten, pues han sido edu-
cados (sic) en la creencia de que si algo no saben o no
endienden es por culpa del profesor.

Cuestoo 6 Esta clare que Bolonia ha puesto a los peda-
gogos, didactas, etc. en el centro de la reforma. Munca se
las prometieron tan felices. Una vez que han destrozado
las ensenanzas primana y secundaria, decidieron rematar
la faena en la universidad (nivel de estudios que algun
castize llamo ensenanza terciana obligatoria).

4isi, en mi umiversidad hace anos que nos dan cursos
a los profescres sobre: foniatria v como impostar la voz;
como dar clases con las sillas formando circulo, y otras
practicas de campamento juvenil, etc.

jQué lejos quedan los tiempos en que la gente sabia que
las Facultades estaban orfentadas al Analisis v las Escuetas
a la Sintesis! Ahora se habla de Centros Universitarios.

fInnovacion! jinnovacion! jCuantos dislates se come-
ten en tu nombre!

Pero puestos a ayudar, jpor que los pedagogos no nos
caleulan la curva de aprendizaje de cada asignatura? Es-
tas curvas, gue relacionan la cantidad de conocimiento
adquinde en funcion de las horas empleadas, fueron in-
ventadas por un ingeniero en un contexto industrial. Estas
curvas dependen de la materia a estudiar y del profesor;
pero también de parametros tales como la cludad, el ni-
mero de estudiantes en clase, etc.

Cyestao 70 Me remito a lo contestado a la pregunta 1.
También es clerto que en Espana la gente teme al poder
y prefiere no meterse en lios; incluidos los profesores de
universidad, siempre tan pendientes de las subvenciones,

Litis Sanchez,

Universidade de Lsboa

(uestdo 1) Concordo.

Ouestoo 20 Hao. A responsabilidade & minha em primeiro
lugar. Sempre achei o tema um pouco repelente, & como
tive a sorte de mao estar envolvido nas comissoes para
adaptacdo dos cursos, pude dar-me ao luxo de nao me
informar demasiado.

Questdo 3 Um sistema de nivelagao do ensino superior
pela fasquia baixa. A penetracao do eduqués e tudo o que
ele representa no ensing superior.

Questio 4 Parece-me que haveria muito mais alarido e
indignacac. O titule & muito iImportante ca no burgo.
Questso 5: Apetece dizer: tA-se mesme a verl

[uestde & Concordo (ver-a minha resposta 3).

Cuiestao /- Hao me parece muito estranho. Ha tantas mas
ideias gue recebem a bencao e o acolhimento das uni-
versidades! A concepcao ingenua de que a universidade &
sempre um espaco de discussao & tolerancia € logo desmen-
tida pelo proliferar desenfreado das mais abstrnusas teorias
cujo papel, aberta ou encapotadamente, & a legitimacao
do politicamente correcto mais na moda, sobrepondo uma
ideologia a0 metodo cientifico.



Competicoes internacionais de Matematica de 2006

Antonio Salgueiro e Silvia Barbeiro

Universidade de Coimbra

Olimpiadas Internacionais de Matematica, Ljubljana, Eslovénia

por Antonio Salgueiro

Este ano Portugal participou pela décima oitava vez nas
Olimpiadas Internmacionais de Matematica (OIM), gue ti-
veram a sua 47" edicao na Eslovénia, de 6 a 18 de Julho.
A equipa portuguesa era constituida pelos atletas Afonso
Bandeira, da Escola Secundaria de 530 Pedro do Sul, Cé-
lia Borlido, da Escola Secundaria de Aguas Santas, Jodo
Caldeira, da Escola Secundaria Emidio Mavarro em Alma-
da, Jodo Guerreiro, do Colégio Valsassina em Lisboa, Joel
Morefra, da Escola Secundaria Josd Saramago =m Mafra,
& Rul Sequeira, da Escola Secundaria Infante D, Henrigue,
no Porto. Estes frequentavam o 127 ano excepts o Joao
Guerreiro, que era do 11° 0 Afonso Bandelra, o Jodo Cal-
deira, o Joao Guerreiro e o Joel Moreira ja tinham parti-
cipado na edicao do ano anterior, em Mérida, no Mexico.
O lider & vice-lider da equipas foram respectivaments
Antonio Salgueiro e Jorge Heves, ambos professores no
Departamento de Matematica da Universidade de Coim-
bra e membros do Projecto Delfos, a quem esta a cargo o
treino da equipa.

Da esquerda

para a direita:
Antonio Salgueira,
Afonso Bandeira,
Jogo Guerreiro,
Jodo Caldeira,
Celia Borlido,

Rui Sequeira,

Joel Moreira

e Jorge Meves

A preparacac de Portugal para estas Olimpiadas ini-
ciou-5e em Abril, com o treino de cerca de 20 candidatos
a equipa olimpica, que foram seleccionados com base nos
resultados das Olimpiadas Portuguesas de Matematica,
que tinham decorrido no més anterior, no Porto, Em mea-
dos de Maio, apos varias sessoes de formacao e avaliacao
foram escolhidos os seis representantes de Portugal para
as OiM, bem como dois dos quatro representantes para
as Olimpiadas Iberoamericanas de Matematica (OIAM) que
decorreram em Setembro no Equador, Os dois participan:
tes adicionais seriam os dois a obter melhores resultados
nas OM. Apds a seleccao realizaram-se mais sessdes de
treing até ao inicio de Julho.

Em & de Julho iniciaram-se as OIM, com a chegada a
Eslovénia dos lideres dos diversos paises. Meste ano parti-
ciparam 90 paises, num total de 498 participantes. 4 me-
dida que os lideres iam chegando, foram sendo transpor-
tados até Portoroz, uma localidade costeira, perto da vila
historica de Piran. Seria nesta localidade onde os lideres
ficariam alojados durante dez dias. Para manter o sigilo
das reunices do jori, a sua localizacdo nao foi divulgada
até a realizacao da prova. Este primeire dia fol uma oca-
sido para ver pela primeira vez as trinta questies que a
Comissao de Problemas tinha seleccionado previamente,
com base nas guestoes gue lhe tinham sido enviadas pe-
los varios paises. Mo dia seguinte iniciaram-se as reunioes
do jur, onde foram inicialmente postos de parte os pro-



blemas inadequados, por exemplo, por ja terem apareci-
do em Olimpiadas anteriores. Durante este dia e o5 trés
dias seguintes foram sendo seleccionados, um a um, os
seis problemas que compuseram a prova. Foi escolhido
um problema de algebra, um de combinatoria, dois de
geometria e dois de teoria de nlimeros, sendo dois consi-
derados faceis, dois de dificuldade média e dois dificeis.
Depois de elaborada a prova, iniciaram-se as traducoes
para as diversas linguas, onde os lideres de Portugal e
Brasil ficaram encarregues da versao em lingua portugue-
sa. O lider de Mocambigue, o outro pais lusofono a par-
ticipar nas COIM, chegou a Eslovenia mais tarde, devido
a problemas burocraticos. As longas discussdes serviram
para encontrar uma traducio adequada as diferentes ver-
sdes do portugués e tambem as diferentes notacoes usa-
das. Depois de varios acertos restava apenas optar entre
"polinomio” e "polinomio®. Para ndo causar estranheza a
nenhum participante, decidiu-se colocar "polinomio”, o
gue teve o efeite desejado, uma vez gue nenhum dos 16
participantes lusofonos reparou no erro ortografico.

Mo dia 10 chegaram a Eslovénia os participantes acom-
panhados pelos respectivas vice-lideres, tendo ficado alo-
jados na capital, Ljubljana. No dia seguinte os lideres des-
locaram-se a esta cidade para a cerimonia de abertura. Os
lideres puderam assim verificar gue todos os participantes
tinham chegado, podendo-os cumprimentar de longe, vis-
to a prova neste momento ja ter sido elaborada.

As duas manhas seguintes foram dedicadas a realiza-
cao da prova. Enquanto os participantes se debatiam com
os problemas, os lideres encontravam-se reunidos para,
em conjunte, esclarecer eventuais duvidas de enunciado
gue surgissem na primeira mefa hora de prova, As res-
postas dos participantes foram fotocopiadas € enviadas
aos respectivos lideres na tarde de cada um dos dias de
prova. Mo primeiro dia era ja claro que os resultados da
nassa equipa eram bastante bons e que seria possivel ab-
ter medalhas. Na tarde do segundo dia de prova, o lider
pode pela primeira vez conversar com o resto da equipa,
gue teve uma tarde de praia em PortoroZ, Depois de saber
como tinha corrido este dia de prova, gue era bastante
dificil, confirmou que quase certamente haveria meda-
thas. Os vice-lideres mudaram-se neste dia para Portoroz

para colaborar na correccao e classificacao das provas. A
organizacao foi excelente sendo possivel ver, em tempo
real, como estavam em cada momenta as classificacoes
dos diversos participantes. As classificacoes dos partici-
pantes portugueses foram! Afonso Bandeira (15 pontos),
Celia Borlido (8 pontos), Joao Caldeira (15 pontos), Jodo
Guerreiro (15 pontos), Joel Moreira (13 pontos) e Rui Se-

gueira (12 pontos).

Da esgusida

paka a direita:
B Jodo Guerrelis,
§ Rul Sequefra,
Jods Cald=ira,
Cella Borlida,
| Aforso Bandelra e
Jael Moredia.

Nos dias seguintes, os participantes tiveram diversas
actividades em Ljubljana e alguns passeios. Visitaram os
Alpes eslovenos, Bled, as grutas de Postojna e o castelo
de Predjama. Mo dia 17 de Julho, decorreu a cerimonia de
encerramento onde pela primeira na histora das partici-
pacoes portuguesas nas OIM, a bandeira de Portugal subiu
ao palco tres vezes, quando o Afonso Bandeira, o Jodo Cal-
deira e o Jodo Guerreiro receberam as suas medalhas de
bronze. O Rui Sequeira recebeu uma mencao honrosa por
ter resolvido integralmente um problema. Punha-se neste
momento o problema de saber quals seriam os dois partici-
pantes a participar nas OlAM, uma vez que as tres medalhas
de bronze correspondiam a mesma pontuacio, Mo entanto,
o Joao Caldeira estava tambeém apurado para as Olimpradas
Iberpamericanas de Fisica e optou por ir a estas, que decor-
reram em Coimbra, em simulténeo com as OlAM.

Hestas QIlM, Portugal ficou em 47° lugar, sendo esta
a melhor posicao de sempre, tendo ficado a frente de
muitos paises que tradicionalmente obtém methores re-
sultados, Entre os paises da Unido Europeia, Portugal fi-
cou em 157 lugar entre 24 paises participantes. O methor
classificado, como ja vem sendo habito, foi a China, e
o Vietname, o organizador da proxima edicao, ficou em
decimao terceiro.



XXI Olimpiadas Ibero-Americanas de Matematica, Guayaquil, Equador

por Silvia Barbewro

As Dlimpiadas |bero-Americanas de Matematica decor-
reram este ano no Equador, em Guayaquil, de 23 a 30
de Setembro. A competicao contou com a presenca de
82 estudantes de 21 paises |bero-Americanos: Argentina,
Bolivia, Brasil, Chile, Colombia, Costa Rica, Cuba, Equa-
dor, El Salvador, Espanha, Guatemala, Honduras, Mexico,
Wicaragua, Panama, Paraguai, Perl, Portugal, Porto Rico,
Uruguai & Venezuela. Dos paises convidados so nao esteve
presente a Replblica Dominicana.

A delegacan portuguesa era constituida por quatro
estudantes, Afonso Bandeira (da Escola Secundaria de 5.
Pedra do 5Sul), Filipe Valeriano (da escola E.B.2,3/5 Dr
loao De Brito Camacho, Almoddvar), Joao Guerreiro (do
Colegio Valsassina, Lisboa) e Joao Matias {da Escola Se-
cundaria lose Gomes Ferreira, Lisboa), e ainda por quatro
docentes do Departamento de Matematica da Universidade
de Coimbra, Silvia Barbeiro, como chefe da delegacao e
vogal no Juri Internacional, Margarida Camarinha, como tu-
tora, Paulo Oliveira, como observador do o Internacional
e Carlota S5imaes, como observadora do grupo olimpico.

Oa esguerda
para a direlta:
Joao Matias,
Filipe Yaleriana,
Joao Guerreiro e

Afonsa Bandedira

As provas decorreram, como habitualmente, em duas
manhas, nos dias 26 & 27 de Setembro. O desafio pro-
posto era a resolucac de 6 problemas valendo 7 pontos
cada. Foram entregues ¥ medalhas de ouro, 15 de prata
e 21 de bronze. Um estudante do Peru obieve a pontua-
cao maxima. Os estudantes portugueses obtiveram tres
medalhas de bronze (atribuidas ao Afonso Bandeira, ao

loao Guerreiro e ao loao Matias) e uma mencao honrosa

(atribuida ao Filipe Valerano). O Afonso Bandeira & o Jodo
Guerreiro obtiveram 28 pontos, ficando a um ponto da
medalha de prata e a 5 pontos da medalha de ouro. Esta
boa participacao da equipa fez Portugal merecer o tercet:
ro legar na classificacao para a Copa Puerto Rico, ganha
pelo Paraguai, que premeia o pais com melhor progresso

nas uitimas trés edicoes das Olimpiadas.

Da esguerda
para a direita;
Silvia Barbeiro,
Margarida Cama-
rinha,

Joao Matias,
Afonso Bandeira,
Diego Cervantes
{guda),

Joao Guerreiro,
Paulo Oliveira,
Filipe Yalerano e

Carlota Simoes

Integrado nas actividades para os tempos livres foi
organizado um Torneio por Equipas, sendo os grupos for-
mados por dois estudantes olimpicos de paises diferentes
e dois alunos do ensino secundario equatoriancs. Este tor
neio tem como objectivae proparcionar o intercambio de
experigncias e camvivio. Este ano foram postos & prova
nao 50 o talento matematico mas tambem a habilidade
desportiva. O Jodo Guerreiro teve mais um prémio por
fazer parte da equipa vencedora, € o Filipe Valeriano mais
uma mengao honrosa por pertencer a equipa que mostrou
melhor interaccan entre os seus membros.,

Ainda no ambito destas olimpiadas realizou-se, de 20 a
23 de Setembro, o Segundo Seminario |bero- Americano de
Matematica com énfase na resolucao de problemas (POLI
£006) gue contou com a participacac de dois elementos

da delegacao portuguesa,

Portugal confinmou a organizacao das Olimpiadas |be-
ro-Americanas em 2007, gue decorrerao em Coimbra, du-
rante o proximo mes de Setembro.






