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A aprendizagem da matematica

José Carlos Santos

Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto

Introducao

Tendo-me sido proposto pelo grupo iNIGMA, forrmade por
estudantes da licenciatura em Matematica da Faculdade de
Ciencias da Universidade do Porto, que escrevesse um texto
de opinian, perguntei a mim proprio o que @ que eu, quan-
do era aluno a comecar a licenciatura, teria perguntado a
um professar que estivesse disponivel a responder a per-
guntas genéricas. O que eu teria perguntado nao sei, mas
o que deveria ter perguntado era "Como & que se aprende
Matematica?” Este texto contém a minha resposta.

hntes de paszar a resposta, quero explicar melhor qual
e o tema que pretendo abordar. A Matematica pode ser
aprendida a muitos niveis. Por um lado, ha a aprendizagem
gue se vai tendo desde a pré-primaria até a Universidade
e, evenlualmente, depois; desta, 50 tenciono abordar a
do Ensino Superior e a da pds-graduacas, nao porgue a
restante seja desprovida de interesse (antes pelo contra-
riol) mas porque, por um lade, este texto sera sobretudo
lide por estudantes universitarios aos quais pretendo dar
sugestoes sobre a sua aprendizagem e, por outro lado,
porque considero que tenho pouca experiéncia quanto aos
problemas da aprendizagem da Matematica nos ensinos
Basico e Secundario. Por outro lado, fanto se pode estar
interessade na Matematica por si mesma (& o que se espe-
ra de um estudante da licenciatura em Matematica) como
se pode encara-la unicamente como um instrumento il
para atingir outros fins.

Irel abordar ambos os aspectos.

Aqueles exercicios aborrecidos
e repetitivos...

Aos estudantes de Matematica & proposto um grande nu-
mero de exercicios de rotina, cuja resolucio & muitas ve-
zes longa, envolve um certo ndmerno de calculos e, acima
de tudo, exige que se memorize um algoritma, ou seja,
um método de resolucao. Porqué? Ha diversos bons moti-
vos para 1550 (e também alguns maus. .. ).

A mecanizacdo e importante

Ao contrario do que muitas vezes se podera pensar, a re-
peticdo de exercicios de rotina @ importante para melho-
rar a capacidade de resolucao de problemas. E que, quan-
do a nossa mente deixa de estar ocupada a recordar {ou
a tentar reinventar) a maneira de efectuar todos agueles
passos, pode dedicar-se a coisas mais importantes. |magi-
ne-se uma pessoa a guem & dado o problema da calcular
a area de um terrens rectangular com 32 metros de com-
primento e 18 de largura.

Suponha-se tambem que essa pessoa sabe que basta
fazer a operacao 37=18 mas que nao conhece a tabuada e
gue tem que se lembrar come & o algoritmo da multipli-
cacao, Essa pessoa gastara muito mais tempo a efectuar
a operacao do que uma pessoa que tenha presentes esses
conhecimentos, os quals 56 envolvem memdria e repeti-
cao de gestos mentais. Por outro lado, quem ja conhecer



a tabuada e tiver o algoritme da multiplicacao na ponta
da lingua, nao so faz o calculo muito mats rapidamente
como também nao cansa a mente, a qual estard entao
mais apta para pensar noutras coisas.

Heste sentido, a mecanizacao deve ser encarada como
um investimento: gasta-se lempo agora para se ter mais
tempo livre paraa mente mais tarde. E, na minha opimiao,
trata-se de um investimento particularmente lucrative.

Pratica versus teoria

Uma Impressao errada que se pode ter relativamente aos
algoritmos que se devern memorizar € que estes so ser-
vem para resolver problemas, o que os torna de algum
mado inferiores ao estudo de uma teoria eventualmente
mais interessante,

Exagerando um tanto, seria como se o5 espinitos supe-
riores se oCUpassem com a criacao de teorfas novas total-
mente desligadas do mundo real, deixando a resolucac de
problemas concretos aos pabres infelizes incapazes de os
acompanhar, Esta visao da Matematica esta erracla: as gran-
des teorias matematicas sLirgem imensas vezes da tentati-
va die resolver problemas concretos. Assim, por exemplo:

- a teoria de Galois, gue & um dos aspectos centrals
da Algebra actual, surgiu do problema de se tentar
encontrar um algoritmo para resolver equacoes poli-
nomiais de gquinto grau;

- Gauss criou o metodo dos minimos quadrados, central
na Analise Numérica, para determinar onde se poderia
localizar um asterdide (Ceres) que 56 tinha sido avis-
tado um pequeno ndmero de vezes;

- o conceito de esperanca matematica, central no Cal-

culo de Probabilidades, fol criado por Pascal para re--

solver um problema de dividas num jogo de azar por

parte de uma pessoa das suas relacoes.

Além disso, estes métodos revelaram-se importantes
porque os seus autores e outras pessoas se aperceberam
gue poderiam usa-los com sucesso para resolverem um

elevado nimero de problemas. 56 que 56 se pode aperce-
ber disso quem nao tenha reservas mentais quanto a usar
algoritmos para resolver problemas concretos.

Outro motivo para nao se menosprezarem of algorit-
mos consiste no seguinte principio: o que & bom para a
pratica tambem o & para a teorial De facto, muitos algo-
ritmos sao wsados nas demonstracoes de teoremas. Por
exemplo, um algoritmo usado para determinar se um sis-
tema homogéneo de n equacoes lineares @ n incognitas
tem ou nao alguma solucao nao nula consiste em calcular
o determinante da matriz dos coeficientes do sisterma; o sis-
terma tem entao alguma solucio nao trivial se e 5o se aguele
determinante for nulo. Pois bem, este mesmo algoritmo é
usado para demonstrar teoremas na teora de Galois!

Persisténcia

Uma das idefas mais disparatadas que ha sobre génios
cientificos e a de que eles resolvem problemas sem qual-
quer dificuldade e que, além disso, encontram a resposta
correcta a primeira tentativa. Comeco por contrariar isto
com duas citacoes, das quais a primeira e famosa e a se-
gunda, nao o sendo, merecia sé-lo.

Thomas Edison:

Génio é 1% de inspiraciio e 99% de transpiracdo.

Gian-Carlo Rota:

Hd wma proporcdo que permite medir ate gue ponto se @

um bom matematico, gue € o nimero de idefas dispara-

tadas que € preciso ter-se gté se chegar a uma boa.

Se for de dez para uma, -se urm geénio. Para o mate-

mdtico médio, € capaz de ser cem para wma.

Em resumo, em Ciéncia ter ideias nao &, so por s,
particularmente meritario.

Qualquer bom livro de Ficgao Cientifica esta cheio de-
las, O que e dificil e exige trabalho e disciplina &, para
além de ter as idefas, explora-las, ver até que ponto sao
ferteis, determinar os seus limites, testa-la, compara-las
com outras abordagens.



Outro mito falso (e prejudiciall) & o de que os génios
cientificos descobrem tudo por si proprios, sem precisa-
rem do conhecimento acumulado dos cientistas que os
precederam. E mesmo um lugar comum em filmes ou sé-
ries da televisao: o contraste entre o professor pedante,
que sabe muito mas nao cria nada, e o cientista brilhante
gue, sem precisar daqueles conhecimentos (e, muitas ve-
zes, ndicularizando quem os possui), resolve problemas
dificilimos sem esforco. 56 que, como disse um colega
mel "um matematico & tanto melhor quantos mais teore-
mas de cor sabe"! Mao, saber muitos teoremas de cor nao
da quaiquer garantia de que se & um bom matematico.
Mas que ajuda a s8-lo, ajuda.

Quando dou aulas a aluncs de Matematica do 1" ano,
uma atitude com a qual ja me deparel por diversas ve-
zes € a de reagirem as primeiras demonstracoes a que s8o
expostos com wma reaccao do tipo "Isto jamats me ocor-
rerial ™ Eu costumo dizer que aos primeiros matematicos
a tentarem demonstrar o mesma resultade provavelmente
tambem nao lhes ocorreu aquela demonstracao. £ que a
Matematica que se aprende naguela fase da aprendizazem
ja tem, geralmente, muitas décadas, até mesmo seculos.
As demonstracoes que sao apresentadas aos alunos nao sao
as primeiras mas sim as melhores. Mas as primeiras abor-
dagens sao geralmente toscas, incompletas e com erros. O
matematico russo A, 5. Besicovitch disse mesmo uma vez
que a fama de um matematico & baseada no ndmero de
demonstracoes falsas que fez! Ele explicou que o que 5to
quer dizer & que trabalhos ploneiros sao imperfeitos.

O matematico norte-americano Paul Halmos conta
na sua autobiografia (ou "automatografia™, como ele lhe
chama) que, numa carta de recomendacan que escreveu,
comecol por dizer gue a pessca em questao resolvia bas-
tantes problemas mas que as solucoes que obtinha eram
geralmente longas e deselegantes, sendo muitas vezes
possivel pegar numa das suas solucdes e, retirando o que
era superfluo, obter outra solucao dez vezes mais curta,
Sendo assim, porgue e qle o destinatario da carta de re-
comendacao o deveria contratar? Porque, como Halmos

escreved, "ele encontra sclucoes felas onde outros estao
elegantemente encravados”! E um bom principio a ter em
mente: quando se esta perante um problema, mais vale
ter-se uma solucao fela do que estar-se elegantemente
encravado.

"Mas o que & que isto tern a ver com aprendizagen?”,
pode-se perguntar. Afinal, & sabido que os professores nao
estao interessados em abordagens “toscas, incompletas
e cheias de erros” nos exames! De facto, mas uma coisa
& aprender Matematica, outra € fazer exames. E nao se
aprende o que & Matematica sem se tentar compreender
as coisas por si proprio, o que por sua vez implica, natu-
ralmente, ir além daquilo que o livio ou o professor dis-
serem. A proposito disto, o matematico francés Laurent
Schwartz contou uma vez, numa palestra a que assisti,
que, gquando foi aluno da Escola Mormal Superon em
Paris, achava que era um aluno abaixo da media, porque
um bom ndmera dos seus colegas lhe dava a impressao de
acompanhar as aulas com muita mats facilidade do que ele.
Ao fim de algum tempo, apercebeu-se de um facto que ia
contra esta idefa: & que ele era o melhor aluno! So depois &
que encontrou a explicacao para o paradoxo: enquanto cue
os seus colegas que Lhe transmitiam a impressao de serem
medhores do que ele deviam essa impressac a memonzarem
rapidamente os conteddos das aulas, ele precisava de um
esforco suplementar para, nao 50 memorizar esses conted-
dos, como, ainda por cima, compreender como cada facto
novo se encalxava com aqueles que ja tinha ao seu dispor.

E, como se pode ver, esse esforco extra compensoul

Duvidas

Uma idefa parcialmente errada que muitos alunos téBmé a
de que & melhor nao fazer perguntas aos professores, pois
podem ser disparatadas e criar ma impressao. De facto, ha
perguntas que podem causar ma impressao, como aquelas
cuja resposta deveria ser imediata para quem esteja ra-
oavelmente a par da matéria dada ou, pior ainda, aquelas



para as quais a resposta ja fol dada antecipadamente (nao
ha pachorra para aguentar um aluno a perguntar se as
matrizes nao quadradas também tém determinante apds
se ter dito umas dezenas de vezes que o determinante so
se define para matrizes quadradas). Mas as perguntas que
revelam curiosidade e vontade de compreensao provocam
quase sempre melhor impressac do que ma. Alem disso,
a experiencia revela gue, num elevado nimero de casos,
quando um aluno faz uma pergunta numa aula, nenhum
dos seus colegas sabe a resposta, o que 56 mostra como a
pergunta & interessante.

Um critério pessoal que uso para formar a minha opi-
niag relativamente a alunos consiste em observar as suas
reaccoes quando me colocam um problema de Matemati-
ca cuja solucac desconheco mas que tento resolver na sua
presenca. & maitor parte dos alunos pura e simplesmente
desliga! A atitude € do tipo "Bolas; ele nao sabe!” e enca-
ram o tempo que ficam a espera que eu tente descebrir a
solucao como um desperdicio. Mas os melhores alunos fa-
zem precisamente o contrario: tentam aproveitar a opor-
tunidade para verem como & que eu ajo na minha tentati-
va de chegar a solucao. E ha uma diferenca abissal entre
os alunos qgue se contentam com terem conhecimentos
matematicos e aqueles que tentam nao somente possuir
esses conhecimentos como também perceber como os al-

Cancarem por s proprios.

0O lado social da Matematica

Um colega meu comentou certa vez, a respeilo de ser-se
matematico, que "neste trabalho, 50% sao relacoes pu-
blicas". £ & verdade (bom, talvez com um pequenc exa-
gero)! Um matematico tem todo o interesse em manter-
-se em contacto com outros matematicos, quer para ter
ideias que possam ajudar a resclver os problemas que Lhe
interessam, quer para tomar conhecimento de novos pro-
blemas. O mesme se aplica a aprendizagem: & desejavel
gue se contacte com outras pessoas, quer colegas quer

professores, a fim de trocar idelas ou receber sugestoes,
0 trabalho individual & fundamental, obviamente, mas o
alargamento de horizontes que se obtém através do con-
tacto com outras pessoas tambeém o &, A imagem do mate-
matico genial a trabalhar num isolamento magnifico numa
torre de marfim tem pouguissima cormespond@éncia com a
realidade. Mesmo nagueles poucos matematicos gue mais
deram a impressao de se adequarem a esse estereotipao,
comd Mewton ou Gauss, sabe-se que 50 < deved em gran-
de parte a terem dificuldade em encontrarem interlocuto-
res adequados e nao a falta de vontade de trocar ideias.

Estudar Matematica

Hao vou descrever agui como & que faco cada vez que
estudo Matemabica, pois a maneira mais eficiente de o
fazer vana muito de pessoa para pessoa, pelo que cada
um deve tentar descobrir quais sao as condicdes em que
estuda melhor, Por exemplo, ja ha muito tempo que cons-
tatet que ter misica de fundo nao me distrai quando estou
a tentar resolver um problema mas & bastante incomoda-
tiva quando estou a tentar compreender algo novo. Mo
entanto, ha algumas ideias que convém ter em mente,
quanto mals nao seja para ver até que ponto resultam.

Nao separar a teoria da pratica

Hao vou repetir o que escrevi acima quante & relacao
entre a teona & a resolucac de problemas, embora esse
assunto esteja relacionado com o topico que vou abordar
agora. A crenca na superioridade da teoria relativamen-
te a resolucas de problemas concretos leva muitas vezes
os alunos a estudarem a teoria sem se preccuparem em
resolver exercicios, o que & um erro crasso. Ao lereme-se
apontamentos das aulas teoricas fica-se muitas vezes com
a ilusao de que se compreende mais do que realmente se
compreende, sobretudo se os apontamentos forem bem



feitos. O contrario também ocorre: textos mal redigidos
podem muitas vezes fazer com que um assunto pareca
mais dificil do que realmente &. Em ambos os casos, o
melhor a fazer & resolver exercicios, quer para testar se
se compreendeu bem o assunto, guer para ver se se trata
de um tema tao dificil como parece a primeira vista. Caso
nao se disponha de exercicios, entao o melhor & tentar-se
aplicar o gue se aprendeu a problemas concretos e ver-se

Se 5@ COnsegue ouU nao resolve-los,

Nao gastar demasiado tempo
com exercicios de rotina

Quando e estd perante uma lista de exercicios "todos
iguais” e s& tem uma grande dificuldade em resolver um
umico que seja, entao ha certamente algo que esta er-
rado. Mesta situacdo, o melhor a fazer & reler a teonia
que se estd a estudar ou pedir ao professor para explicar
novamente o metodo, consoante o caso gue se aplique,
Maturalmente, em certos casos nao @ claro se um deter-
minado exercicio € ou nao de rotina. Hesses caso, o que

ha a fazer & perguntar ao professor,

Resolver problemas

Um conselho que sigo muitas vezes ao tentar resolver pro-
blemas fol dado ja ha decadas por George Polya: se nao se
consegue fazé-lo, ha um caso particular que também nao
se consegle resolver; deve-se entao comecar por at. Mao,
sto nao serve para todos os problemas, mas aplica-se a
bastantes mais casos do que o que pode parecer a primei-
ra vista. Nao se consegue resolver um problema relativo

a polinomios? Comeca-se por tentar com polindmios de
grau 1 ou 2. Esta-se encravado num problema de matri-
zes? Vé-se o que se consegue fazer com matnizes com duas
linhas & duas colunas, Mao se avanca num problema sobre
funcoes derivaveist? Que tal comecar por ver o gue se con-
sepue fazer se elas forem polinomiais?

Compreender os conceitos

Para cada conceito, deve-se conhecer pelo menos uma
situacac a qual este se aplica e pelo menos uma a qual
este nao se aplica. Assim, por exemple, um primeiro (2
importante] passo para se compreender o que & uma
funcao derivavel consiste em conhecer-se pelo menos
um exemplo de uma funcao derivavel e pelo menos um
exemplo de uma funcao nao derivavel. Melhor ainda sera
conhecer-se um exemplo de uma fungao da qual se saiba
que é derfvavel e porqué e um exemplo de uma funcao
da qual se saiba que nao & derivavel e porque, Matural-
mente, & tarefa do professor fornecer tais exemplos, mas
caso 150 nao aconteca convem sempre pedi-los. Mas e
bom ter em mente que nem sempre & possivel o professor
satisfazer tajs pedidos. Por exemplo, um mimero algébrico
& um nimero que € solucao de alsuma equacao polinomial
com coeficientes inteiros. Posto isto e dado o gue escre-
vi anteriormente, um professor que defina o conceito de
numero alegbrico deveria dar um exemplo de um ndmero
alegebrico, explicando porgue & gue o &, bem como o exem-
plo de um nimero nao algébrico (aquilo que se designa por
nimero transcendente), mais uma vez explicando porgue
& que o &, Mo entanto, embora seja facil dar exemplos de
numenos nao algébricos (os mais conhecidos sao T & €) nao
& trivial mostrar que um dado numero ndo & algebrico.
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Fraccoes Egipcias

Anténio Machiavelo

E-1R ) BA—IEN)
Departamento de Matematica Pura da
Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto

O termo froccdo egipcio designa uma soma de fraccoes
unitarias distintas, sendo uma fraccdo unitaria simples-
mente uma fraccio de numerador igual a um. Em rgor,
o nome representacdo egipcio seria mais adequado, mas
a designacao fraccao egipcia esta de tal forma enraizada
cue & impassivel fazer essa correccao.

Por exemplo,

3/25 =1/9 + 1/150 + 1/450

& uma representacao de 3/25 em fraccao egipcia. Usando
aigualdade 1/a = 1/{a+1) + 1/(a*(a+1)), pode-se transfor-
mar uma representacao numa outra com mais parcelas,
concluindo-se assim que a representacac esta longe de
ser unica. De facto, pode-se gerar uma infinidade de re-
presentacoes a custa de uma s6.

A designacao fraccdo egipcia deve-se ao facto dos an-
tigos egipcios representarem todos os pameros fraccio-
narios essencialmente desse modo, A razao de assim ser
& desconhecida. £ lamentavel que em muitas paginas da
internet, e mesmo em bons livros de Histdria da Mate-
matica', se leiam frases como <Para além dos inteiros,
os Egipcios 50 concebiam as fraccdes unitarias- e «Enfim,
recusando-se a admitir outras fraccoes para alem das uni-
tarias...-. Isto seria analogo a afirmar que nds <o con-
cebemos os numeros de 0 a 9, pois escrevemos Lodos os

outros usando apenas estes!

rede...

O famoso papiro Rhind, uma das escassas fontes da ma-
tematica egipcia e um dos textos mais antigos que & conhe-
cido, copiado por volta de 1650 a.C. pelo escriba Ahmosé’
de "documentos antigos’, nas suas palavras, comeca pre-
cisamente com uma lista que da uma representacac das
fraccoes da forma 2/n, com n impar e variando de 3 a 101,
como soma de fracodes unitarias distintas. Por exemplo:
2/3=1/8 + 1/52 + 1104
2/89 = 1/60 + 1/356 + 1/534 + 1/890.

A pagina mantida por Maria Joao Lagarto, docente da
Escola Superior de Educacao de Santarem, em:
http:/ /www.malhatlantica.pt/mathis/
contém algumas imagens digitalizadas do papiro Rhind,
assim como Um resumeo do sel contetido e a transcricao
de alguns dos problemas nele contidos.

Hao & dificil ver que qualquer nimero racienal positi-
vo tem pele menos uma representacao em fraccao egipcia
e portanto, pelo que acima se viu, uma infinidade). Para
o caso das fracgbes que representam nUMeros menores
gue a unidade, & suficiente observar que o algoritmo dita
"avarento” ou "voraz” (greedy, em inglés) termina sem-
pre num numero finito de passos. Este algoritmo consiste
em subtrair, ao nimero ractonal positivo que se pretende
representar em fraccae egipcia, a maior fraccao unitana
que nao o ultrapassa, e repetir o processo, SUCessivamen-
te, com o que resta, até se obter uma fraccao unitara,


http://www.malhatlantica.pt/mathis/

Se o numero for maior que um, pode-se separar a sua
parte inteira da fraccionana, sendo facil escrever um nu-
mero intedro como fraccao egipoia usando 1 = 1/2 + 1/3+
1/6, juntamente com a igualdade mencionada no segundo
paragrafo deste artigo para eliminar fraccoes unitarias
repetidas (deixamos os detalhes como exercicio para o
leitor).

A representacac obtida usando o algoritme avarento
nem sempre @ a mais eficiente, tanto em termos do ni-
mero de fraccoes como do tamanho dos denocminadores.
Por exemplo, usando este algoritme obtém-se:
5A121 = 125 #1757 + 1/T763309 + 1/873960180913 +
+1/1527612795642093418846215,
enguanto que se tem:
5/M21=1/33 + 1121 + 1/363.

Esta € uma curiosa instincia onde ser avarento & parti-
da nao da o resultado mais economica na final. E possivel
que haja aqui algum ensinamento importantel...

Ha alguns resultades notavets inspirados pelo estudo
das fraccoes egipcias. Limitamo-nos aqui a mencionar
um, que & relativamente recente: a demonstracao de Er-
nie Croot, em 2000, da validade da conjectura de Erdos-
Graham, que afirma que se os numeros naturais forem
repartidos numa umiao finita de subconjuntos disjuntos
lou, equivalentemente, forem coloridos wsandoe um ni-
mero finito de cores), entao pode-se escrever 1 como soma
de fraccoes unitarias em gue os denominadores pertencem
todos a um so desses subconjuntos (530 monocromatices ).

Ha tambem alguns problemas em aberto sobre fraccoes
egipcias, sendo talvez o mais notavel e conhecido a:
Conjectura de Erdds-Straus’: Para todo n>1 (n natural)
existern numeros naturais x,y,z tais que:
4fn = 1/x + 1y + 1f2.

Thomas Hagedorn, em 2000, demonstrou a validade
de uma conjectura analoga, devida a R. H. Hardin e Heil
Sloane: para todo o numero n impar, nao divisivel por 3,
existem numeros naturais impares x, y, Z, distintos, tais
que 3/n = 1/x + 1fy + 1/2. Neste contexto, Andre] Schin-
zel formulou a seguinte conjectura: para todo o ndmero

2/3=13+1/6+189+1/18

T /£ d=A

natural m existe um numero natural N tal que para cada

n=N se tem m/n = 1/x + 1fy + 1/z, para alguns inteiros x,
¥, Z. Asua validade esta estabelecida’ para m<36.

Para mais informacoes sobre estes topicos, recomen-
damos as paginas de Ron Knott® e David Eppstein®, cujos
enderecos sag, respectivamente:
hrtp: //fwww.mes.surrey.ac.uk/Persconal/
R.Knott/Fractions/egyptian.html
http://www.ics, uci.edu/~sppstein/numth/
egypL/

e o artign de Kevin Gong’ que pade ser obtido em:
http: /S Eeringong . com/Math/indes ., html

Hao deixa de ser curioso que uma representacao de
fraccoes com milénios de existéncia continue a ser fonte
de inspiracac de descobertas sobre propriedades dos na-
meros e que haja, ainda, alguns mistérios por desvendar

nesta area.
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1 A, Dahan-Dalmedico et Jeanne Peiffer, Une Histolre des Mathematigues:
roubes et décfates, Editions du Ssull, 1986, p. 14 & 15, respactivaments.

T Ahmes ou Ahmose ma tramsiiberacho para inglis; desconbecemos a trans:
literagao correcta para portigués, mas Ahmoss parece-nos razoavel

IForimulada cerca de 1948 por Paul Erdos (191 3--1984] & Emst Gabor
Straus (17221983}

4 B, Guy, Unsobwrd Prablerns in Number Theary, Springer-Yerag, 1581, p. 84

5 Diige a wa propria empresa de consultadoria & desemolvimento de
software o ¢ "visiting fellow ™ da Escola de Electranicy o Cignclas Fisicas
da Uniwersdade de Surrey, no Reino Unida,

& Professor no Departamento de Clénelas dos Computadores da L.Inh-ersl-
flade da Calilorma, em lrvine,

T Escrito enguanto este era aluno de mestrado na Uniwrsidade de Berke-
ley; actualments Gong @ engenhelro de software na empraia Danger
Fﬁewnuﬂl {em Palo Alta, na Califdrmia)


http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/
http://www.ics.uci.edu/~eppstein/numth/
http://kevingong.com/Math/index.html

No centenario do nascimento de
Antonio Aniceto Monteiro (1907-1980)

Natalia Bebiano

Departamento de Matematica, Universidade de Coimbra

Antdnio Montefro é, com Ruy Gomes, a mals podeross
mentalidade da sua geracdo. Os dois formam contraste,
Um, taciturno € melancolico, sempre recolhido em si
préprio. no mistério das swas reflexbes, de onde saf
por vezes com uma expressdo de riso infantil; o outra,
intelecto-accao, sempre em efervescencia; é o tipo do
intelectual-energia, do intelectual que se insere na
vida, e a domina.

Abel Salazar, "Movimento Clentifice Portugués™,
in Sal Nascente de 1 de Abril de 1938

AntonioAniceto Monteiro nasceu
a 31 de Maio de 1907 em Mas-
samedes, Angola’. Frequentou
o Colégio Militar e a Faculdade
de Cigncias da Universidade de
Lisbuai, onde se licenciou em
Ciéncias Matematicas em 1930,
Fal como bolseiro do Ministério
da Educacao Nacional para Paris onde permaneceu de 1932
a 1936, tendo obtido em 19360 grau de doutor em Sciences
Mathematiques na Sorbonne, com a dissertacao intitulada
*Sur I'additivit® des novaux de Fredholm™, realizada sob
orientacac de Maurice Frechet,

Apds o doutoramento, regressou a Portugal e dinamizou

um "vivissimo e irmequieto movimento matematico”, que

visava a promocac da investigacao cientifica de acordo
comas praticas dos paises avancados, a criacao de revistas
cientificas de circulacao nacional e intemacional, a orga-
nizacao de cursos avancados e conferéncias sobre temas
candentes, a modernizacao dos curricula, a formacao de
jovens investigadores, em suma, a criacao de uma verda-
deira Escola de Matematica...

Bento Caraca, Ruy Luis Gomes e Antonio Monteiro fo-
ram os mais proemnentes impulsionadores do Movimento
Matemdtico, que tinha como idedrio nuclear a promocao
dos estudos matematicos em Portugal e a sua elevacao ao
mivel das vanguardas internacionais.

dpesar do seu excepcional talento, da sua inyulgar ca-
pacidade de formar discipulos, o Estado Novo inviabilizou o
seu ingresso na carrelra académica. Escreve Montetro no seu
curriculum: "durante o periodo de 1938-43 todas as minhas
functes docentes e de investigacio foram desempenhadas
sem remuneracac; ganhet a vida dando licoes particulares
e trabalhando num Servico de Inventariacao de Bibhogra-
fia Cientifica existente em Portugal, organizado pelo 1AC
{Instituto de Alta Cultura).”

Em 1936, Monteiro participou na criacao do Micleo
de Matemdtica, Fisica e Quimica com Anténio da Silveira
(1904-1985), Bento de Jesus Caraca (1900-1947), Manuel
Valadares (1904-1982), entre outros’, Em 1937, Monteiro
fundou com Jose da Silva Paulo e Manuel Zaluar MHunes, a
Portugaliae Mathematica, a primeira revista portuguesa
dedicada a publicacao de criginais de Matematica, e em



cujo primeiro nimero a sua tese foi dada a estampa. Em
15938 foi-lhe outorgado o Prémio Artur Malheiros da Acade-
mia das Ciéncias de Lisboa. Em 1939 comecou a funcionar
em Lisboa o Semindrio de Andlise Geral, de que foi um dos
mais preeminentes impulsionadores, & nesse mesmo ano
fundou a revista de divulgacao Gareto de Motemdtica, em
colaboracao com Bente Caraca, Hugo Ribeiro, J. da Silva
Paulo & Manuel Zaluar Munes. Fai também co-fundador do
Centro de Estudos Motematicos de Lisboa (1940). Antonio
Monteire distinguiu-se como um dos principais mentores
da fundacio da Sociedade Portuguesa de Matematica em
1940, tendo sido seu primeiro Secretario Geral entre 1941
e 1942,

Gareta de Matematica: Jfornal dos candidatas ao exarme de
optidio e dos estudantes de matematica das escolas superiores

1 Seu pal, Antont Ribeiro Monteiro (1880-1913), era tenente de infantaris
e dirfgiu a5 obras do caminho de ferro de MossBmedes,

1 Moz quatro ou cince onos que andel ma Faculdade de Clénelas come aluba,
nuncg ouvi falar de “conferfncios” de matemdrica, Se howve alquma
ndp me lembro. v canta a Alfredo Pereira Gomes, citada na Partugalioe
Mathematfca, vol 19, 1980, p, XXXV,

3 O afa da organizacio de cqursos, conferéncias e publicagdes do “Nockeo”
extinguii-se com & sua desintegracio”™ Inopinada dois anos volvidos.

4 Inlekithva de Antanks Luls Gomes, irmdo de Buy L. Gomes, susploiossmenls
concratizada.

5 tla sequéncia da confer@ncia radicfanica "Os Objectivos da Ja"™ profenda
few Antémla Montelno foram encerrados os Clubes de Matemitica pasa
Jovens criados pelo palestrante om Lisboa,

# Cfr. a correspondéncia de Ruy Luis Gomes com o biologo Jose Antupes Serra
da Universidade de Colmbra, posteriormente professar de genética nos
Estados Unidos, In Natalia Bebiano, Ruy Luis Gomes, umo fetebiogrofia.
Gradiva & Universidade do Porto, 2005, pp. 221-224.

GAZETA DE MATEMATICA

Em 1943, por iniciativa de Mira Fernandes, Ruy Luts
Gomes e Antanio Monteiro, fol criada a "Junta de Investi-
gacao Matematica” (JIM), a primeira associacao privada de
cientistas em Portugal sem financiamento pdblico. 4 JIM
tinha como um dos seus objectivas primaciats "despertar
na juventude estudiosa portuguesa o entusiasmo pela in-
vestigacao matematica”. Gracas as diligéncias de Ruy Luis

‘Gomes, Monteire fol contratado com fundes da "Dotacao da

JIM™*, & com o seu dom natural de “intelectual-accan” con-
tribuiu decisivamente para a concretizacao dos projectos
do recém-criado Centro de Estudos Matemdticos do Porto,
onde dirigiu o Seminario de Topologia Geral.

Mo epicentro da agitacao matematica dos anos 40, es-
tavam Anténio Monteiro @ Ruy L.Gomes, exorcizando com
um clarividente programa de realizactes a "fatalidade
histarica™ do nosso atraso cientifico. A mobilizacao da ju-
ventude portuguesa para ¢ cultive da Ciéncia era desiderato
primordial, Os estudantes da Faculdade de Ciéncias do
Parto, contagiados pela atmosfera entusiastica que remnava,
tentaram criar um Clube de Matematica, a exemplo do que
ocorrera em Lisboa, mas a iniciativa nao se cancretizou
face & oposicao do Ministério do Interior.

A constituicao de um instituto de investigagao nacio-
nal "de auténtica extensao universitaria" englobando a
matematica, a fisica, a quimica, a biolegia, as ciéncias
economicas e socials, esteve nos horizontes dos cientistas
da "geracao de 40", O sucesso alcangade no meio mate-
matice, guer no fortalecimento de contactos com a comu-
nidade cientifica intermacional, guer no desenvolvimento
de projectos de investigacao com envolvimento crescen e
de jovens, era inspirador do alargamento das iniclativas a
outros campos cientificos. Cientistas de diferentes areas
da ciéncia portuguesa idealizavam a organizacao geral da
investigacao clentifica num agrupamento de Institutos: Ins-
tituto de Quimica, Instituto de Biologia, Instituto de Fisica,
Instituto de Matematica, Instituto de Ciéncias Econdmicas e
Sociais®, A ofensiva desencadeada pelo Estado Hovo contra
a inteligentzia incomoda fex malograr este projecto,



Um matematico no exilio

Em 28 de Fevereiro de 1945, face ao endurecimento do
caracter repressivo do Regime e a inviabilidade de rea-
lizar em Portugal o seu labor cientifico, Monteiro viu-se
forcado a seguir para o exilio. Partiu com um contrato
de quatro anos para a Faculdade Macional de Filesofia da
Universidade do Brasil, hoje Universidade Federal do Rio
de laneiro, com recomendacao de Einstein, von Neumann
e Guido Beck. Ocupou a catedra de Analise Superior e
desenvolveu actividades de investigacao nas areas da
Topologia Geral, Analise Funcional, Reticulados, .ilgebras
Beoleanas. Enquanto professor no Rio teve contacto com
Andre Weil, Oscar Zariski & Jean Dieudonne, professores
visitantes na Universidade de Sao Pauls, respectivamente,
nos anos académicos de 1945-1947, 1945 & 1946-1947. Em
1945-46 foi investisador do Micleo Tecnico Clentifico da
Fundacao Getilio Vargas.

Em Julho de 1946, o doutoramento na Universidade
do Porto do seu orientando Alfredo Pereira Gomes fol um
acontecimento marcante, revelador da matunidade e cria-
tividade da nossa comunidade matematica.

Em 1948, Monteiro deu imicio a publicacdo no Rio de
Janeiro da sénie de monografias "Notas de Matematica™.
Editor de sefs volumes, a série monografica veio posterior-
mente a ter como editor Leopold Hachbin, seu ex-aluno,
sendo publicada a partir de 1973 na Holanda pela Horth-
Holland Publishing Campany.

Em 1949 Montetro era investigador do Centro Brasileiro
de Pesquisas Fisicas no Rio de Janeiro. Mas, por influencia
da Embaixada de Portugal, o seu contrato académico coma
Universidade nao foi renovado, devido ao papel active que
desempenhava comouitros exilades politicos na Resistencia
contra o Salazarismo,

Uma vez mais, Monteiro teve gue partir. AArgentina fal
o seu novo local de exilio e palco para as grandes realiza-
coes cientificas que o Regime de Salazar the cerceou. Em
1950, e contratado pela Universidade Hacional del Cuyo,
na cidade de San Juan, e ali permareceu como docente de

Analise Matematica na Faculdade de Engenharia ate 1956,
tendo sido ainda docente de Matematica na Faculdade de
Ciéncias da Educacao da mesma Universidade, na cidade
de San Luis.

Em 1951 foi um dos fundadores do Departamento de
Investigaciones Cientificas (DIC) e em 1533 acumulou a
docéncia na Faculdade de Engenharia com o magistério no
Instituto de Matematica do DIC na Universidade Nacional del
Cuyo. Em 1954-56 exerceu funcdes docentes na Escola de
Arguitectura da Faculdade de Engenharia de San Juan.

Foi co-fundador da Revista Matematica Cuyana (1955),
Ho ano seguinte, foi convidade para docente da recém:
criada Umiversidad del Sur (UNS) em Bahia Blanca, para
onde transitou. Ali orgamizou o Instituto de Matematica,
os curricula, a biblioteca, que ostenta o seu nome, regeu
cursos e dinamizou semindrios, orentou estudantes, criou
discipulos, langou séries de publicacoes, como as "Hotas
de Logica Matematica™ (1964) ou as "Notas de Algebra y
Analisis™ (1966).

Em 1958, Ruy L. Gomes, demitido da Universidade
Portuguesa em 1947 e vitima da sanha persecutoria da
PIDE, aceitou o convite do seu amigo Antonio Monteiro
para docente da Universidad del Sur, onde permaneceu
ate 1961.

Aniceto Manteira (1964

Em 1972, Antdnio Monteiro recebeu o Htulo de Professor
Emérito da Universidad del Sur em tributo a sua excepcio-
nal accao na Instituicao.



No pos 25 de Abril

Em 1974, Anténio Montelfro foi eleito membro honorario da
Unidn Matematica Argentina e no ano seguinte jubilou-se.
Hesse mesma ano, o reitor da Universidad Nacional del Sur,
invacando legislacas anti-terrorista, proibiu a sua entrada na
instituicao, o que provocou fortes reaccoes de repldio,
Anténio Monteiro, que antes do 25 de Abril nunca foi
admitide no corpo docente ou de investigacao da Universi-
dade Portuguesa, ocupou em 1977 um lugar de investigador
no CMAF, onde desenvolveu a sua accao de matematico
de génio, mormente orientando doutorandes. Em 1978,
o seu trabalho "Sur les Algabres de Heyting Symetriques™
foi distinguido com o Prémio Gulbenkian de Ciéncia e

Tecnolozia.

Marreu em Bahia Blanca em 29 de Outubro de 1980,
Em 2000, foi-lhe concedida postumamente a Gra-Cruz
da Ordem Militar de Santiago e Espada. A sua bibliografia
compreende cerca de meia-centena de artigos cientificos
publicados em diversas revistas, obras de caracter peda-
gogico-didactico, de divulgacao e diversas comunicacoes
editadas em Actas.

Bibliografia Fundamental

[1] Portugaliae Mathematica, val .39, 1980 inumero de hamenagem
8 Antanio Aniceto Monteiro|
[Z] Blog de Jorge Rezende

Q xxit olimpiadas ibero-americanas de mate

3° SIMPOSIO IBERO-AMERICANO DE EDUCAGAOD MATEMATICA
COM ENFASE NA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Departamento de Martematica » Faculdade de Ciéncias e Tecnolegia

Universidade de Coimbra, 6 e 7 de Setembro de 2007

[ Palestras e oficinas de trabalho especialmente dirigidas a alunos e professores do ensino basico e secundario ]

Dradores; Adérito Aradje {LUnk: de Caimbr) * Antonio Machiavelo (Ul ds Parm) = Gustave Moreirs (IMPA Braall) = Jorgs Boescu (Unky da Lsbaa)

Qficimas de trabalho orientadad por: Alexander Kovagec, Amilcar Branguinha, Antonio Salgusiro {Unlv. de Coimbea)
+ Gusewo Moresra (IMPA, Brasil) + Rafael Sanchez (Linnversdad Cenoal doVenezuels)

(Organitagin: Déparamento de Matemitica dn UC = Sociedade Portuguesa de Matemitica

Prazo de mutnigioc 15 de julho de 2007 Infvrmagias ¢ ficha dn mecrigin om: wwwmacucptfoimisimposia  [ontacin; simposlo.aim@@macuscpe |

edlew




Alfredo Pereira Gomes (1919-2006)

Alfredo Pereira Gomes, o mais antigo séclo |
honorério da Sociedade Portuguesa de Ma-
tematica, partiu. E mats um homem de uma
geracho que tanto agitou as aguas cientifi-
cas e politicas que nos deba.

O Professor Pereira Gomes fol bem co-
nhecido pelos matematicos portugueses e
por varias geracoes de estudantes apesar
de ter passado grande parte da sua vida
fora de Portugal. Ele teve de abandonar o
pais ainda jovern, trabalhou no Brasil e na Franca, tendo
regressado a Portugal somente durante a chamada prima-
vera marcelista ja com bem mais de 50 anos. No Brasil
deixou uma obra notavel, ainda hoje recordada. Em Por-
tugal foi um dos grandes interessados na Sociedade Por-
tuguesa de Matematica a cuja Comissao Instaladora per-
tenceu quando, em 1977, se procedeu a sua legalizacao (a
SPM foi fundada em 1940 mas so0 conseguiu a legalizacao
em 1977). De 1978 a 1980 e depois de 1980 a 1982 fol Pre-
sidente da Mesa da Assembleia Geral da SPM. Participou
nas negociacoes que levaram a SPM a tornar-se proprieta-
ria da Portugaliae Mathematica. Mais tarde foi nomeado
Director desta, cargo que desempenhou num perodo im-
portante da vida da revista até que em 1996 pediu para
ser substituido. Dedicou tambem muita atencao a Gazeta
de Matematica e teve intervencao nas negociacoes que,
por vola de 1977, tiveram lugar entre esta e a SPM mas

que nao foram bem sucedidas. Enfim, Pe-
reira Gomes foi um homem profundaments
interessado pela vida matematica com es-
pecial atencao aos acontecimentos que ti-
nham lugar em Portugal, O seu empenho fol
reconhecido pela Sociedade Portuguesa de
Matematica que o nomeou sécio honorario
em Assembleia Geral que teve lugar a 1989,

Graciano de Oliveira

O contexto académico no Recife na
década de 40 e inicio dos anos 50.

& Umversidade do Recife que a partir de 1965 recebeu
o nome de Universidade Federal de Pernambuco, UFPE,
fol criada em 1946, pela reuniao de suas principais Facul-
dades, a época;

A Faculdade de Direito, a mais antiga do Brasil, fundada
juntamente com a Faculdade de Direito de Sao Paulo, em
1827; a Faculdade de Engenhana, criada em 1895, onde es-
tudaram e ensinaram varios expoentes das chamadas Cién-
cias Exactas, daquele tempo, como: Joao Holmes Sobrinho,
Joaguim Cardozo, Mewton Maia e Luis Freire; a Faculdade
de Medicina gue data de 1915 e a Faculdade de Quimica.

Devido a vanas dificuldades, as primeiras geragoes de



fisicos & matematicos recifenses, pernambucancs € nor-
destines eram encaminhadas, ainda jovens, para o sul do
pais onde completavam sua formacao. Por exemplo, losé
Leite Lapes, Mario Schenberg, Leopoldo Hachbin, Mauri-
cio Peixoto, Samuel McDowell, Ricardo Palimeira, entre
outros, seguiram esse roteiro. O propdsito ao lembrar es-
tes fatos & explicar o contexto da época, a terrivel forca
de desinformacao cientifica misturada a uma pretensa
cultura local distante dos canones correctos que se im-
punham, havia tempo, no campo das Ciéncias Exactas.
Um contexto de uma grande massa desinforrmada, com
pontos isolados de treinamento cientifico autodidactico e
sermamadoristico.

Hessas circunstancias, o que faz alguém que estava na
Université de Nancy, Franca, e que poderia seguir carreira
naquele pais, aceitar, em 1953, um convite do primeiro Rei-
tor da UFPE, Prof. Joaguim Amazonas, para vir trabathar no
Recife, tornando-se assim o primeiro matematico a perten-
cer aos quadros da universidade? A resposta somente pode
ser entendida por quem conheceu o Prof, Pereira Gomes e
pide apreciar a sua personalidade forte e determinada, e
a sua grande disposicao para enfrentar desafios.

Ao longo do tempo, outros matematicos portugleses
como Manuel Zaluar Munes (em 1953), Jose Morgado (em
1960) & Ruy Luis Gomes {em 1962 ) vieram-se juntar a Pe-
reira Gomes para formar o que ficou conhecide como a
Escola Portuguesa do Recife.

Inicialmente, logo apos sua chegada, Pereira Gomes
comecou a ensinar na Faculdade de Engenharia e no De-
partamento de Matematica da recém criada Faculdade de
Filosofia, Ciéncias e Letras. Em 1954, € fundado o Institu-
to de Fisica e Matematica, |FM, onde serjam desenvolvi-
das actividades extracurriculares de Matematica e de Fisi-
ca com o objectivo de aperfeicoar e actualizar a formacao
cientifica de licenciados e assistentes,

Seu primeiro Director foi Luis Freire e sua Seccdo de

Matematica era composta pelos professcres Pereim Go-

mes, Zaluar Nunes & Newton Maia. E importante observar
gue o IMPA, no Rio de Janeiro, fora criado em 1952, e gue
o proprio CHPO, a mais influente agéncia de fomento do
pais, surgira em 1951, O IFM passou a contar com o apoio
do CHPO que fez a primeira doacao para a sua Biblioteca
cujo primeiro coordenador foi o Professor Zaluar Munes.

Por iniciativa de Persira Gomes varios matematicos,
sobretudo franceses, visitaram o IFM nos primetros anos,
entre eles: Armand Denjoy, Roger Godement, Frangois
Bruhat. Eles deixaram redigidos os resumos de suas au-
las sobre Variedades Diferenciaveis, Algebras e Grupos
de Lie, que foram publicados numa Coleccao, intitulada
"Textos de Matematica™, inaugurada por Pereira Gomes,
em 1955, com o seu cursa de .ﬁ.lgehra Linear e Multitinear.
4 estes volumes sucederam outros como "Differentiable
Manifolds, Complex Manifolds™ de 5.5, Chern, "Integral de
Haar" de Leopoldo Nachbin, lancado postericrmente pela
editora Van Mostrand. Laurent Schwartz e Francois Treves
passaram tambem pelo Recife.

As actividades dos portugueses no Recife comecaram
a repercutir nos demais centros matematicos do Brasil,
tendo o Professor Pereira Gomes participado de Conselhos
Directores e Conselhos Consultivos de varias dessas insti-
tuicoes como o IMPA, a Universidade de Brasilia, etc.

Conheci Pereira Gomes em 1959, coma aluno do be-
lissimo curso de Calculo Diferencial e Integral, que ele
leccionava na Escola de Engenharia, e ao final do mesmo,
fui por ele convidado para continuar as meus estudes no
IFM, com uma bolsa de Iniciacao Cientifica do CHPQ.

Em 1962, com a chegada de Ruy Luis Gomes ao Recife
e o afastamento de Pereira Gomes para a Franca, em gozo
de um ano sabatico, passei a ser orientado pelo primeiro
gle teve uma determinante influéncla na minha formacao
matematica.

Fara finalizar, quero destacar a importancia da passa-
gem do Professor Pereira Gomes na UFPE, pelo pioneiris-

mo, e sobretudo pelo fato que foi sua presenca no Recife



o factor decisive que contribuiu para a vinda dos demais
matematicos portugueses aqui citados que deixaram um
legado de realizacoes até hoje reconhecidas.

Fernando Cardoso
Professor do Departamento de Matematica
Umiversidade Federal de Pernambuco

Até sempre, Professor

Apos o falecimento, em Novembro Gltimo, do Profes-
sor Alfredo Perefra Gomes, em varias noticias publicadas
surgiu a referéncia ao desaparecimento "de Gltimo mate-
matico da geracao de 40", relatando o seu percurso cien-
tifica durante a permanéncia em Franca e no Brasil. Quem
leu alguns destes textos podera ficar com a jdeia de que
a actividade matematica do Professor Pereira Gomes se
esgotol até 1972, ano em que regressol a Portugal. Sobre
os restantes 34 anos de actividade cientifica e docente, 17
dos quais dedicados ao ensino como Professor Catedratico
do Departamento de Matematica da Faculdade de Cién-
cias da Universidade de Lisboa (FCUL ), sao raras as refe-
réncias, para alem de um breve apontamento relativo ao
seu emvolvimento na reactivacao da Sociedade Portuguesa
de Matematica e ao seu papel no relancamento da revista
Portugaliae Mathematica. Nao me julgo capacitada para
preencher essa lacuna e tecer consideracoes sobre o tra-
balho cientifico do Professor Pereira Gomes. Havera certa-
mente outros muito mais habilitados para o fazer. O meu
testerunho € o de alguem que com ete trabalhou durante
quase vinte anos e que o recorda com muita saudade.

Curfosamente, a familla Pereira Gomes esteve ligada a
minha vida em dois momentos determinantes: a entrada
na vida escolar & a entrada na carreira academica.

Aprendi a "ler, escrever e contar” com a escritora Ali-

ce Gomes. Com o Professor Pereira Gomes, SeU irmao mais

novo, comecei a trabalhar no inicio da minha actividade
como assistente no Departamento de Matematica da FCUL
e, sob a sua orientacao, prestel provas de doutoramento
na Universidade de Lisboa. E a ele que devo a minha for-
macio pds-licenciatura.

Por indicacao do Professor Almeida e Costa, o Professor
Pereira Gomes contactou-me pouco tempo depois da sua
chegada a Lisboa, convidando-me a integrar o projecto
de investigacao "Analise Funcional em Grupos Localmente
Compactos". Este projecto deu posteriormente origem a
linha de accac n® 3, "Analise Harmdnica e Aplicacoes™ do
Centro de Matematica e Aplicacoes Fundamentais (CMAF ),
criado em 1976, Foi nessa area que preparel a minha tese
de doutoramento, totalmente realizada no CMAR Foil o
Professor Pereira Gomes que me colocou as primeiras
questoes & me sugeriu os temas que levaram a sua re-
daccao. A ele devo um apoio continuo e uma onentacac
esclarecida,

Recordo como momentos de desencanto, que surgem
naturalmente no decurso de um trabalho de investigacao,
eram temperados por longas conversas sobre temas que
nada tinham a ver com a matematica. O Professor Perel-
ra Gomes era profundamento culto e interessado por tudo
o gue o rodeava. Sabia ouvir, cultivando um contraditdrio
saudavel, mesmo quando as opinides eram diametralmente
opostas as suas, e era um eximio contador de historias.

Enguanto trabalhei como sua assistente na disciplina
de Analise Complexa tive ocasido de testemunhar um epi-
sodio que bem exemplifica o seu grande sentido de humor
e "fair play”. Ma sequéncia de um exame com resultados
pouco animadeores, um aluno queixou-se das dificuldades
inerentes ao programa da cadeira. O Professor Pereira
Gomes, bem ao seu jeito irdnico, contrapds a existéncla
de alternativas a um diploma de licenciatura, tais como
o cultivo de alcachofras. Este "consetho™ deu origem a
afixacao de uma banda desenhada em que, muito bem ca-

ricaturade, o Professor era um "super-heroi” que ingena



latas de alcachofras para obter os seus
poderes (a semelhanca de Popeye com
as latas de espinafres). Apesar da banda
desenhada ser divertida e nao ofensiva,
seria de esperar quee o visado nao achas-
se muita graca. Ora o Professor Pereira
Gomes pediu uma copla que esteve afi-
xada durante anos no seu gabinete,
Depaois de jubilado foi-se afastando
do canvivio cientifico no seio do CMAF,
Mantivemos contactos esporadicos e,
por mais do gque uma vez, me enviou
documentacas relacionada com o meu
trabatho, mostrando assim que a jubi-
lacao nao tinha sido para ele uma re-
signacao, ou um fim, o que diz muito

sobre o seu temperamento, empenho

4 LI

Um passado que nos honra

Alfredo Pereira Gomes (1919-2006),
que durante algum tempo foi o Unico
socio honoraro da Sociedade Portugue-
sa de Matematica, & um dos assoclados
a quem estamos mais devedores. Com
uma vida dedicada a maternatica, foi
membro activa da SPM desde o seu ini-
cio & fol um dos que conseguiram, ape-
sar-da exilio, contribuir para dinamizar
a vida clentifica em Portugal durante
os dificeis anos do salazansmo.
Regressado ac nosso pais em 1972,
num momento de relativa abertura do

regime, prosseguiu o seu trabalho ar-

Aifredo Pereira Gomes, em Malo de 2006

e dinamismo, Huma dessas ocasioes

escreveu: "Se & verdade que tenho presentemente varias
doencas, na realidade nenhuma delas & contagiosa e muito
menos a velhice...”. Alem de uma censura, ainda que ve-
lada, pelos meus longos siléncios, este desabafo traduzia
tambem alguma solidao que o acompanhou nos sews Glti-
mas Leimpos.

Chocou-me muito a noticia da morte do Professor € cho-
cou-me muito o numero reduzido de pessoas que lhe pres-
tou uma ultima homenagem. O Professor desapareceu
"perante o silénclo e o esquecimento”, como alguém es-
creved. Mas certamente alguns dos que estiveram presen-
tes na comovente cerimania que teve lugar na capela do
cemitério, ao ouvir falar do homem e do cientista, terao
compreendido que Alfredo Pereira Gomes foi muito mais
do que "o Ultimo matematico da geracao de 40",

Até sempre, Professor,

Suzana Metello de Ndpoles

cando com a responsabilidade da Por-
tugalicge Mathematica e colaborando no esforco de rea-
nimacao da SPAM.

Nos ultimos anos, tinha limitagoes de mobilidade e de
salde. A sua presenca rareava nos encontros matematicos
e nos convivios da nossa Sociedade. Em Dezembro de 2005
fizemas-lhe uma homenagem especial, que o detxou mui-
to-agradado. Yoltdmos a homenagea-lo no nosso Encontro
Macional de 2006, onde aprovameos noves secios honora-
rios, gue igualmente distingiimos. Conservamos todos
uma lembranca grata desses raros momentos. Para nos,
relembrar Pereira Gomes e outros matematicos a quem
muito devemos nao & apenas um manifesto de gratidao. £
o reconhecimento de um passado que nos honra e anima

0 nosso presente,

Nuna Crato
(Fresidents da SPM)



José Sousa Ramos (1948-2007)

José Sousa Ramos, professor de Mate-
mabica no Instituto Superor Tecnico,
desapareceu muito jovem gquando
havia ainda muito a esperar dele.
Interessou-se muito pela Socledade
Portuguesa de Matematica e foi em
actividades ligadas & Direccao da SPM
que com ele mails privel. Empenhou-se
em criar escola como testemunham os
inumeros candidatos a doutoramento
que o tiveram come onentador Umseu
antigo aluno, o Professor Jorge Buescu,
descreve melhor os seus interesses e
projectos cientificos.

Deixou-nos um amigo que recordo com saudade.

Graciano de Oliveira

Faleceu, a 1 de Janeira de 2007, José Rodrigues Santos de
Soiisa Ramos.

José Sousa Ramos - a quem me referirel simplesmente por
SR, como era carinhosamente conhecido por todos quantos
com ele privaram de perto (e que constituia um afectuoso
trocadilho com os R & L omnipresentes no seu trabalho em
Dinamica Simbolica) foi um matematico notavel, Licenciado
em Fisica pela Faculdade de Cignclas da Universidade de
Lisboa em 1972, iniciou a sua carreira no entao Instituto

de Fisica Matematica como assistente
de investigacas, posicao gue ocupou
até 1979, Entrou entao como assistente
para o Departamento de Matematica
da Faculdade de Ciencias de Lisboa,
onde se virla a doutorar em 1989 com
a Tese Hiperbolicidode e 8ifurcagdo de
Sistemas Simbolicos.

Durante esse periodo revelou uma
grande abrangéncia cientifica, abar-
cando desde questoes provenientes da
Fizica Teorica, como as equacoes da
Relatividade Generalizada, até a entao
emergente Teorla do Caos, na qual SR foi em Portugal dos
primeires matematicos a trabalhar Talvez por isso a sua
Tese nao tenha tido orientador; também nisso SR seguiu o
poeta Antonio Machado: "Caminhante nao ha caminho - o
caminho faz-se ao andar™.

Em 1992 transitou para o Departamento de Matematica
do Institute Superior Técnico, onde veio a permanecer.
Hestes quinze anos a sua criatividade clentifica floresceu
de forma impressionante, como & visivel nas suas 89 pu-
blicacées referenciadas no Mathematics Reviews a data
da escrita (& provavel que este nimero cresca, pots SR
tinha varios artigos submetidos para publicacao aquando
do falecimenta).

Sendo os Sistemas Dinamicos o tema unificador da sua
actividade cientifica, & impressionante a amplitude de



topicos matematicos que SR relacionava, reveladores de
uma profunda cultura matematica. Binamica Simbalica,
equacoes funcionais, algebras C°, funcdes zeta, pavimen-
tacoes, grupos hiperbolicos - ate uma Incursac no problema
de Collatz existe,

Mas, para & das suas qualidades cientificas, SR sera aci-
ma de tudo recordado coma Mestre. Quemo canheceu nao
consegue Tmagina-lo senao como sempre esteve: rodeado
por alunos. SR comecou a ter estudantes ainda antes de
terminar o Doutoramento: José Paulo Lampreta (Professor
na UHL, entretanto falecido em Fevereiro de 2007 apos
doenca prolongada) foi o seu primeire doutorando, e o
autor destas linhas o primeiro mestrando. E trabalhar com
os seus estudantes era para ele a forma natural de fazer
Matematica. Assim, de manha a noite, era inevitavel ver
SR rodeado de jovens, discutindo entusiasmadamente com
eles as problemas matematicos que a sua visao de conjunto
proporcionava.

SR aliava a sua cultura matematica qualidades humanas

excepcionais, nomeadamente uma dedicacao extrema
aos seus alunos, colocando-os sempre a frente dos seus
interesses pessoais. Este facto ajuda a compreender o im-
pressionante numero de discipulos que arrastava: orfentou
14 Doutoramentos {e tinha outros 10 em curse a data do
falecimento), onentou 15 Mestrados e B Provas de Aptidao
Cientifica e Pedagdeica.

SR nunca fumara; mas em meados de 2006 foi atrai-
coado por um fulminante cancro do pulméo, numa altura
em que era Coordenador de Licenciatura no 15T e estava
a preparar as provas de Agregacao. Nao chegou a realiza-
las: faleceu nas primeiras horas de 2007, deixando-nos a
todos mals pobres.

Mas enquanto o seu principal legado cientifico, aquele de
gue mais SR se orgulhara, os seus Alunos, o tiverem pre-
sente, nao nos tera verdadeiramente deixado.

Jorge Buescu
Abril de 2007
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Teresa Alice de Moura (1919-2007)

Teresa Alice de Moura foi uma notavel e
conhecida professora do ensing secunda-
rio. Um colega e um antigo aluno dao tes-
temunho da sua actividade e dedicacao.

Teresa Alice marcou varas geragoes de
estudantes & a multos incutiu o gosto pela
Matematica. Interessou-se pela Socledade
Portuguesa de Matematica, sobretudo
no inicio das suas actividades depois da
legalizacdo, tendo side membro da mesa da Assemblela
Geral da Delegacao Regional do Centro. Messa qualidade
prestou-me valiosa colaboracio auando ful Presidente da
Direccao daquela Delegacao de 1978 a 1980, A sua opiniao
£ o seu conselho nunca me faltaram.

Recordemos o exemplo dos bons professores de Mate-
matica.

Graciano de Miveira

Faleceu no dia 19 de Janeiro de 2007 a Dra Teresa Alice de
Moura, conhecida e prestigiada professora e orientadora de
estagio da disciplina de Matematica do ensing secundario
em Coimbra.

Mascida a 17/12/1919 em Vila Cova & Coelheira-5Sefa,
frequentou & concluiu a licenciatura em Cigncias Matema-
ticas na Universidade de Colmbra em 20/11/1945 com a
classificacao de Bom (14 valores) onde concluiu tambem
o Curso de Pedagogicas obrigatorio para a carreira de pro-

fessor do ensino secundario.

Iniciou o seu estagio pedagogico, na
epoca com duracao de dois anos e exa-
me de estado, em 2/12/1949 no Liceu
José Falcio. Muma altura de grandes
desigualdades entre homens e mulheres,
muito desvantajosa para as mulheres
{tamb&m) no ensine onde a progressio era
muito lenta, deu indcio a sua carreira de
professora profissionalizada no Liceu de
Santarém onde permaneceu trés anos, seguindo-se um ang
no Liceu Passos Manuel & mais guatro em Santarem.

Em 58/5% foi colocada no liceu D. Maria, entao Liceu
Feminino, como professora auxiliar, vindo a efectivar-se
nesta Escola em 65/64, onde se manteve ate a sua aposen-
tacao em B9/90 ja com 71 ancs por autorizacao especial
para concluir a orientacao de estagio,

Leccionou alnda num estabelecimento de ensino par-
ticular ja apos a aposentacao,

Com uma solida formacao cigntifica e pedagogica as
suas aulas foram exemplos de disciplina, rigor cientifico e
entustasmo. Tera sido mesma a sua caracterfstica principal
a forma entusiastica com que ensinou e viveu a matematica
Influenciando centenas de alunos, estagldrios e colegas.

Senhora de um espirito curioso e aberto a Inovacao
esteve na linha da frente quando da experimentacac
de novos programas, nomeadamente no lancamento da
Matematica Experimental gue introduzia as estruturas
algebricas e na dita Matematica Moderna gue abordava

exaustivamente a logica, assuntos um pouco perturba-



dores da rotina programatica instalada e a qual nunca se
acomodou. Frequentou, inclusivamente, ja no final da sua
vida, um curso de informatica na AMA| - UTL (Universidade
Senior) mostrando, talvez pela ultima vez, a sua sede de
conhecimento e novidade,

Preccupada com o cronico insucesso da Matematica no
nosso Pais investigou & experimentou processos de aborda-
gem dos conteudos ensaiando metodologias e estratégias.
Apresentava aos seus alunos problemas, curiosidades, desa-
flando-0s & sua participacao em concursos nomeadamente
as Olimpiadas da Matematica de que foi uma empenhada
divulgadora junto dos alunos e professores.

Extremamente activa encarou sempre a aposentacao
com temor, o que a levou depois de ja retirada do ensino
oficial a leccionar, durante quase uma década num esta-
belecimente do ensino particular e a publicar um livro de
exetcicios de matematica em parceria com dois colegas.

Disciplinadora & um pouco formal nas aulas, nunca abdi-
couldo seu papel de educadora revelando no contacto pessoal
com os alunos, estagiarios e colegas uma grande humanidade
e afectividade preccupando-se e interessando-5e Comos seus
prablemas tanto de ordem pessoal como de aprendizagem.,

Hos Gltimes tempos ja com problemas de locomocao e
saude esteve praticamente afastada de qualquer activida-
de, confinada a residéncia.

Podemas em sintese afirmar que Teresa Alice foi um ser
humano bem formado e uma dedicada e excelente profes-
sora e formadora a quem muitos deverao muito.

Teresa alice, no seu merecido descanso, permanecera

na memoria e no coracao de muitos de nos.

Reinaldo Eloi Oliveira
Antigo colega

Foi com profunda tristeza que soube do falecimento da D.ra
Teresa Alice de Moura. Eu tive o privilegio de ser alupo da
Dra Teresa alice, como era conhecida entre os seus alunos,
nes anos lectivos 1979 /1980 e 1980/1981 quando frequentei
o 11° & 127 anos de escolaridade no Liceu Nacional Infanta
D. Maria, em Coimbra. Recorda, com saudade, o entusiasmo
que nos transmitia a todos, sem esquecer o rigor e aclareza
na exposicao das matérias, aliados a um grau elevado de
exigéncia para com os seus alunos. Hoje sel quea Dra Teresa
Alice conseguia conciliar um conjunto impar de qualidades.
Como ex-aluno, 56 posso agradecer-lhe por tudo o gue me
ensinou e posso afirmar, sem sombra de qualquer divida,
que foi uma das professoras que mais me marcou em todo
o meu trajecto escolar.

Teresa alice esta no meu livro pessoal de memarias em
lugar de destaque, como amiga, como professora.

Qrlando Oliveira

Ex-aluno

ESTIMADO ASSINANTE

E extraordinarfamente dificil manter a publicacao da Gazeta de Matematica com a qualidade e regu-

laridade a que nos habituamos,

E de todo impossivel melhora-la e fazé-la sair mais do que duas vezes por ano se os assinantes nao

pagarem atempadamente (e espontaneamente! | as suas assinaturas,

Se pensa que a Gazeta de Matematica deve continuar, por favor, procure manter a sua assinatura em dia.




Historias de fraccoes

Antonio Pereira Rosa . E. S. Maria Amalia Vaz de Carvalho, Lisboa
Jorge Nuno Silva . Dep. de Matematica da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa

1. Introducao

Mo Modulo Inicial do programa de Matematica A do 107 ano
surge uma lista de problemas que tém o objectivo de *....
consolidar e fazer uso de canhecimentos essenciais adgui-
ridos na 3° ciclo de modo tanto a detectar dificuldades em
questoes basicas como a estabelecer uma boa articulacao
entre este ciclo e o Ensino Secundario.” ([PA], pag. 23).
Chamou-nos particularmente a atencao o chamado "pro-
blema das fraccoes™, pois pareceu-nos levantar questées
interessantes e nada triviais, muito para alem do que se-
ria de esperar num problema proposto a nivel de 107 ano.
0 seu enunciado completo e o seguinte:

"Que numeros racionais sao representaveis por dizimas
finitas? Qual a dimensao do periodo de uma dizima infinita
periadica?”

Sucede que, enquanto a primeira questac pode ser
tratada facllmente a nivel do Ensino Secundario, @ muito
mats dificil dar uma resposta satisfatoria a segunda; na
verdade, a primeira esta relacionada com os primos que
surgem na factorizacao do denominador da fraccao em
causa, ao passo que no estudo da segunda ha necessidade
de utilizar conceitos e processos mais avancados, como
a ordem de um elemento num grupo ou o Teorema de
Fermat-Euler, que sao normalmente estudados no Ensino
Superior, em Algebra ou Teoria de Nimeros.

Comecaremos por analisar as abordagens do assunto
por parte de alguns manuais do Ensino Secundario exis-
tentes no mercado e procuraremas em seguida responder
as duas questdes do problema.

2. Algumas abordagens do problema

Para facilitar a analise, vamos chamar questao A a pergun-
ta "Que nimeras racionais sao representavels por dizimas
finitas?" e questas B a "Qual a dimensao do periodo de
uma dizima infinita periddica?”,

Em alguns manuais do actual Ensino Secundario
([Staubyn], [Meves], [Soveral] e [Mendes]), os autores
optaram por nac abordar explicitamente os problemas
Ae B, o que & perfeitamente legitimo de acordo com o
programa em vigor, limitando-se a algumas referéncias a
fraccoes, dizimas finitas e infinitas, nlmeros racionals e
irracionais. Em [Gomes] aborda-se brevemente o proble-
ma A, essencialmente a base de exemplos, ficando como
exercicio provar que as fraccoes cujo denominador & pro-
duto de poténcias de base 2 ou 5 originam sempre dizimas
finitas, O tratamento do problema que surge em [Costa]
e tambem sucinto mas muito interessante, especlalmente
no que se refere ao problema B; dada uma fraccao irmedu-
tivel wh, correspondente a uma dizima infinita periodica,
o5 autores procuram levar os alunos a uma majoracao do
comprimento do periodo, considerando os restos possiveis



da divisao de « por b; trata-se, ém nossa opiniao, de um
bom exemplo de uma situacao em que, nao sendo capa-
Zes de obter a solucao exacta de um problema, somos no
entanto capazes de a limitar. O que distingue essencial-
mente [Bernardes] das obras antenores @ uma maior insis-
tEéncia na utilizacao das calculadoras, usando a instrucao
[MATH] Frac das calculadoras da Texas Instruments para
a passagem de dizima a fraccao, um prablema que tam-
bém & resolvido por via analitica,

De todos os manuais consultados, € em [Jorge] que
surge a abordagern mais completa e interessante do "pro-
blema das fraccoes”. Na forma de um didlogo entre dols
alunos, um dos quais "tem um segredo: gosta de frac-
¢oes”, sao considerados os problemas A e B e a passagem
de dizima a fraccao. Depois de algumas revisoes sobre
a correspondencia "numero racional -~ dizima finita ou
infinita periodica” e "nimera irracional - dizima infinita
nao periodica”, estabelece-se a propriedade de que as
dizimas finitas sao equivalentes a fraccoes com denomi-
nadores do tipo 2"x5" e comsidera-se em seguida o seu
reciproco. Assinala-se a conveni@éncia de trabalhar com
fraccoes irredutiveis e aborda-se em seguida o problema
B. Trata-se tambem do problera da passagem de dizima
a fraccao, por via analitica. Ao longo do texto, locam-se
assuntos menos vulgares, como a nocao de "cauda de
noves", que permite reduzir as dizimas finitas a dizimas
infinitas periddicas {por exemplo, 0,5 = 0,499999999. ... ),
a de anteperiodo (sequéncia de algarismos comecando
imediatamente a seguir a virgula dectmal e terminando
imediatamente antes do inicio do periodo; por exemplo,
em 0,8(3), 8 & o anteperiodo). Da-se ainda um exemplo
de nimeros ciclicos (embora sem usar o nome), um tapi-
co importante em Matematica Recreativa, a propdsito do
estudo de 1/7 (veja-se [GM] ou [CG]). Todo o didlogo &

1 O facto de as maguinas de caloular usuals apresentarem os resulta-
dios com um maxima de apsnas 10 casas decimak pode levar os alu-
nos i concluie errademente que ha fraccdes bs quab comespondem
dizimas infinitas ndo periodicas. Isso pode acontecer com fracches
tao simples como 1/17=0, (05882153541 17647), obtendo-se na Ti-83
117=0,056882 35294 o que sugele a inexisténcia do penoda; voremds
mats adiante como se: pode resolver este problema.

acompanhado de observacoes e sugestoes pertinentes e nao
falta urma referéncia a dificuldade de wsar as maguinas de
calcular habituais para o estudo dos periodos das dizimas’.

3. Representacao de numeros reais por dizimas

Ho estudo das dizimas como @ habitualmente feito no
3" ciclo do Ensing Basico @ no Secundério, ha uma certa
ambiguidade, relacionada com as chamadas "caudas de
noves™, A titulo de exemplo, consideremes o nimero 1/2.
Tem-se por um lade 1/2 = 0,5 (dizima finita) & por outro
lado 1/2 = 0,499999999..... (dizima infinita periddical.
Assim, a um mesma numero podem corresponder duas di-
zimas, que sao distintos, no sentido de que as sucessdes
de digitos que as formam sao diferentes. Seria natural-
mente conveniente tentar evitar este tipo de problemas,
de forma a existir uma correspondéncia biunivoca entre
05 nUmeras reats e as dizimas. Com este fim em vista,
vamas analisar com algum pormenor em que consiste a
representacao de numercs reais por dizimas.

No que se segue, vamos representar por | ¢ | @ parte
intefra {tambem conheclda por caracteristica) do nlimero
real o trata-se de uma notacao usual em Teoria de Hame-
ros e parece-nos ser melhor que o Cla) ou o M) vulgar-
mente utilizados no Ensine Secundario (para nao falar no
Intice) das maquinas CASIO ou o iPart(i) das TEXAS...),

Seja entao o um numero real positive; ele pode obvia-
mente ser escrito na forma a=| & |+, com0<x <1 Su-
pondo que | & | =0, existira certamente um inteiro nao ne-
gativo n tal que10” <| & | < 10" e entao, dividindo por 107,
segue-se que | a |= 4107 + X, comD < 4y = |_1 D_'"{IJ <10e
0= X, <10, Por aplicacao sucessiva do algoritmo da divi-
Sao, vamos obter

=410 4 Xy, 0543 <10, DSX; <1
Xp=A10" 4 Xy 0S4y <10, DSXy<1

Xpor=4, 104X,
X, =4,

0<4, <10, 02X, <
0<4,.1<10



Tem-se assim a representacan
Lor|= 410" + 410" " +..+ 4,10+ 4, .y, que se costuma
abreviar para | a |= A4; A A, com 4,20 0<A <10;
€ apenas a representacan habitual de um numero inteiro
em base 10,

Passemos ao tratamento da parte [fracciondrio (ou
mantissal, 1. O processe e muito semelhante ao anterior,
embora mais complexo. As justificacoes das consideracoes
um pouco mais delicadas sobre convergéncia e correspon-
déncia entre dizimas & nlmeros reais que vamos fazer em
seguida poderao ser omitidas numa primeira letura.

Sejam x=fiea =10/} o, & um nimero inteiro
nao negative inferior a 10, pelo gue podemos escrever
10fy=uay+ fy, sendo 0 £ 5 < 1. Repetindo o processo, tem-se
4 =10/ [ 10/3=uy + f1. sendo 0 < f; < 1€ a, um numero
intefro nao negativo inferior a 10. Por sua vez, «; = |_1 D_fgj,
10fi=a3+ [y sendo 0 < f; <1 e a, um numero inteiro nao
negativo inferior a 10. E assim sucessivamente.

Se representarmos por x_asoma oLy %2, n

+ [T
10 10? o™
podemos escrever
L= Xy T B
com
.llrwjb'l 1
GIER"""‘T_ 1g™ = 10"

Associamos assim ao numero v a dizima ﬂ,u1ur.... 2
ComosetemO=a =9 paratodooie ...iinﬁcs"'":ﬂ* a
senie

S

k)
canverge para v, Escreve-se entao v = ﬂ=”:"':'"“’ COMma &
usital. Qualguer dizima deste género representa um nd-
mero real entre 0 e 1, mas ha um tipo de dizima que o
processo descrito nao pode gerar, a saber, as dizimas que
contém uma "cauda de noves”, Com efeito, tem-se
1 8

L! —_

ShaL o
|2I|H-!1nl 10" IEIr:I'l"I'|||l

=2 |
Han- +1—

e portanto nao podemes ter uma infinidade de digitos 9
consecutivos a partir de nenhuma ordem. Desta observa-
cao vai decorrer que a dizimas diferentes correspondem
numeros diferentes: suponhameos, com vista a um absur-
do, que

i i

& -
|=11'ul |=11'|:III

e que existia um indice » para o qual se tinha a, # . Seja
N o menor indice para o qual ay = by. Entao [ay —by |21

&vem
_l *-'h 1 ] |"J_'h'||
ofF o Shl 1 F bl
S90S 0¥ =
1 &9 '
105 =0

o que implica a existéncia de uma "cauda de poves”
':”,.'F’..’q' oL u"-hf-? para i =N, 0 que Ja vimos ser im-
possivel.

Combinando as expressoes abtidas anteriormente para
as partes inteira e fraccionana, podemos resumir as nos-
sas conclisoes no seguinte teorema:

Teorema 1. Qualquer nimero real positivo « pode ser es-
crito na forma de uma dizima
A.Ir’az,, O UYL M

comO.=4 <10, (1 =i=n+1)e0za <10 para todo o natu-
ral ;. Existe pelo menos um A nao nulo e uma infinidade dos
a € diferente de 9. A correspondéncia acima obtida entre
08 nimeros reais positivos e as dizimas € biunivoca®,

Vejamos a titulo de exemplo a representacao de

_13 i _23_ . 3,
:x—m. Extraindo a parte inteira, R_EU_HIH'

.q}=1e.1-=:—u. Segue-se que 10r = 1,5, donde o= 1,
f;=0,5. Agora 10f, = 5, logo a,= S e /, = 0. Tem-se final-
r.|
te a=—=115
memE ey

Voltamos a salientar que, tendo em conta o processo de

& A titulo de curiosldade, referimos gue esta correpondéncia, gue pode
sor feita om outras bases alem da base 10, pode sor usada para definir
fungoss soling os maimeros feals oprands sobie o digitas das diziimas
ke o Fegeresenlam, permitinde a construcho de certos “monstros”™ da
Analise, como fungdes contimuas em IF sem dorivada fintta.em nenbum
ponta @ linhas continuas que presnchem um quadredo, Sugerimos a
consulta de [GN] para mais detathes.

3 A disoussin do problema das “caudas de nows™ que apresentamos &
demastadn complicadsa para ser felta a nivel do Ensing Secundanio; as-
sim, caso se pretenda abordar este assunto, somos da opiniao gue a nio
consideracao de "caudas de noves" devera ser apresentada como uma
canvencho destinada a assegurar que & cada fraccho corresponds umea
tmlca dizima.



representacan que descrevemos, seria incorrecto escre-
ver a .—%: 1149999999 .

4. Periodo de uma fracgao

Comecemos por reparar que, no estudo do periodo de
uma fraccao plg, podemos sempre sUPOT que pg € uma
fraccao propria irredutivel, istoé, que D= p< 4, compe g

primos entre si, por reducac a infima especie e extraccao

da parte inteira. Por exemplo, o T 54 l.

88 44 44

Vamos referir brevemente algumas definicoes e re-
sultados de Teoria dos Nimeros que serao necessarios no
seguimento.

Dado um nomero natural #, representa-se por y(n) a
quantidade de nilmeros naturais menores que n primos
com ». Simbalicamente,

oy =t {medNm<nsmdeim ny=1} .

Define-se assim uma funcao natural de variavel natu-

ral que goza das seguintes propriedades:

Topi1)=1

2.5 0 =1, ylu) =n- 1, tendo-se a igualdade se e 50 se »
£ primo.

3. 5e mdciu, n) = 1, entao a¥'"! da resto 1 na divisao por »

(teorema de Fermat-Euler).

4. Se v e o menor nimero natural tal gue »* da resto 1 na
divisao por », entao v divide y{n); v diz-se a ordem de

o médulo n.

5. Se n & um numero natural mator que 1, € p.;...,p, 08
seus factores primos, entao

: 3
q‘lin]rn[ 1- B -,...[1— l)'
O - Pr

As justificacoes das propriedades 1. e 2. sao muito
simples e ficam ao cuidado do leitor; quanto ao teorema
de Fermat-Euler & & propriedade 5., a sua demonstracao

4 Sugerimos em particular a lefbura do artigo [OP], gque aborda tambem
uma generalizacao do teotema de Fermat-Euler devida ao matematico
partugués Daniel Auprsto da Silva,

5 Ma linguagem da Algebra Moderna, trata-se da ordem do elementa 10 no
yrupo das unidadet do sermigrupo multiplicativo do anel (Z/g2.+ 1), com
& operactes usuaks entre dasses de congressnoas] faz sentido considerar
esta ardemn j& gue micig, 10} = 1,

pode ser vista emqualquer tratado de Teoria de Numeros”.
Provaremos apenas a propriedade 4.

Demonstragao da propriedade 4. Pelo algoritmo da di-
visao, existemn g e r naturafs tais que g (n) = gx v +r, COM
Der=v. Yementaoa” = a1 = g™ win¥ i =117 =1
e como v @ o menor numero natural tal que ¢¥ da resto
1 na divisao por 4, tem de ser r = 0, e portante v divide

g lw), COMG queramos.
O resultade principal desta seccao € o seguinte:

Teorema 2. Seja v = p/y uma fraccao propria irredutivel.

Entao:

1.a dizima correspandente & finita se e 50 se g nao admite
outros factores primos para além de 2 e 5; mais preci-
samente, se ¢ = 2°5", entao a dizima termina apos ¢
digitos, sendo c=max{c, [,

2.se mdc{y, 10) = 1, a dizima & infinita periddica com pe-
riado v, sendo v o menor nilmero natural tal que o resto
de 10" na divisao por 4 & igual a 1; v & pois a ordem de
10 modulo 4, na terminologia’ da propriedade 4.

3.se g = 2580, sendo { um ndmero natural maior que 1 e
primo com 10, a dizima & periodica mista, com um peri-
odo de v alganismos e um anteperiodo de « algarismos,
onde v e ¢ t8m os mesmos significados que em 2. e 1.

Demonstracao

1. E Gbvio que a dizima correspondente a x = pg termina
se e 50 se existr um nimero natural » tal que 10 seja
um numero inteiro, Entao, se ¢ = 25" basta consi-
derar n=max(w,fi) para se obter o resultado. Recipro-
camente, se na decompaosicao em factores de ¢ surgir
um primo p, distinte de 2 e 5, a dizima naoc pode ser
finita; com efeita, se existisse um natural » tal que

10" £ = ke IN, viria 10" p=k x g e p, dividiria o segundo
me-rﬁbru sem dividir o primeiro (nao esquecer que su-
pomos que mdclp. g} = 1), o gue & absurdo.

Deixamos ao cuidado do leitor a justificacao da obser-

vacao relativa ac comprimento da dizima.



2. Suponhamos agora que mdciyg, 10} = 1. Seja v a ordem
de 10 modulo ¢ (cuja existéncia @ garantida pelo Teore-
ma de Fermat-Euler). Pondo de novo x = piy, vem, para
um certo inteiro m, 10"=mg+1 e entao,

ID'I. X= 10" E — M:HW.L E - I'“,"‘I'.f-
q iq

Porem, na notacao usada na seccao anterior, tem-se
1074 =10" (%, + 2401)=10% 0, +10" 2,4 =10% 1, + S,
Como 0 = v <1, segue-se quej;”=:.- 2 0 processo de
obtencao da dizima de « repete-se a partir de | =v. A
dizima de v & pows periodica, com periodo de compri-

mento v, No Mmaximo.
Por outro lado, dada uma dizima infinita periddica
O,la,...a,), tem-se que

' 1 1
ﬂ', = “_T...+”_'l']‘| _+_;”_J
|:LI5I1 IHJ ['“J “]*_ [ +'|D* “]2.&
_:t11D*_1+n-‘r10"3+...+m
10" -1

P

q

para certos numeros naturais p e g, primos entre si.
Como g divide 10° - 1, segue-se que 4 = v, ja que v &,
par definicao, o menor natural com esta propriedade.
Partanto, a dizima & periodica com comprimento igual
a ordem de 10 moduio 4.

3. Para Lerminarn, examinemas o Cass em que v = by, com
q = 258, sendo {0 um nimero natural maior que 1 e

primo com 10,
Seja v a ordem de 10 madule g e ¢ = maxiap). Entao
10" r= 10 L
IHEHQ Q

comd-inteiro, 0= X < 10", 0 < p'< Qe mdoip’,(2)=1.
Supondo que X >0, X pode representar-se na base 10,
i atendendo ao caso 2., a frac-
cao p'/(} & periddica de periodo v e portanto podemos
S5CTeVEr

digamos X=44....4_

"
10 .r:ﬂitﬁl.‘}. - l’{ﬂ1 '““v}

donde x = ']*“1*":" ’h.-"ut'"'!\-]' sendo b = A b =A

etc.

Areciproca, isto &, gue uma dizima desta forma repre-

senta uma fraccan com denominador da forma 2250 0,

e evidente, concluindo-se assim a demonstracao do
Tecrema 2.
[
A titulo de exemplo deste terceiro caso, seja v = 37140,
Como 140 =22x 5'x 7, tem=se . =2, } =1, 0 = 7; vem
¢ = max{u,p) = 2 . Entap, 10% = 15/7 = 2+1/7 e dividindo
por 100 e tendo em conta que 1/7 = 0,{142857), obtemos
finalmente o resultade 37140 = 0,02 (142857 ).

Observacoes

1. & hipatese de a fraccao ser irredutivel & imprescindi-
vel: por exemplo, o denominador de 3/30 admite o fac-
tor primo 3 e a dizima correspondente & finita.

2. As conclusdes elementares sobre o comprimento do
periodo referidas nos livros analisados na seccao 2 sao
consequéncias imediatas do Teorema 2.

3. De acordo com o Teorema 2, o tipe de dizima, bem
como o comprimento do periodo, quando este existe,
depende apenas do denominador da fraccao; o nume-
rador nac tem qualquer influgncia, Para vermeos que o
periodo, entendido como sequéncia de algarismos, de-
pende tambem do numerador, basta considerar os perio-
dos das fraccoes proprias de denominador 7, que exibem
uma notavel regularidade {permutacao ciclica):

1/7 = 0,{142857)
2/7 = 0,(285714)
3/7 = 0,(428571)

447 = 0,(571428)
5/7 = 0,(714285)
6/7 = 0,(B57142)

O caso geral (Qual a relagao entre as sequéncias de
algarismos gue formam os periodos das fraccoes do tipo
Fgeom 1 =p=q- 1 mdei10,) = mdcip,g) = 17) € um
problema mais complicado e muito interessante, gue nao
vamos abordar agui; o leitor interessado pode consultar
[@re] ou [CG].



5. Alguns aspectos computacionais

Hesta seccao, vamos abordar alguns problemas de calculo
decorrentes do estudo da dizima correspondente a uma
fraccao dada; mais concretamente, veremos como cal-
cular o comprimento do periodo e obler a sequéncia de
algarismos que o formam, quando se verifica a segunda ou
a terceira hipotese do Teorema 2 da seccao anterior,

O primeiro problema a considerar & o da simplificacao
da fraccao, se tal for necessario; para tanto basta deter-
minar o maximo divisor comum dos termos da fraccao, o
que nao oferece dificuldades de maior®. Também & muito
facil ver se o denominador tem ou nao outros factores
primos alem de 2 e 5 (repare-se que para "extrair” os
factores 2 e 5 nao &, de modo nenhum, necessario pro-
ceder a decomposicaoc em factores primos, um problema
muite mats dificil). Assim, podemos concentrar-nos na
segunda hipotese do Teorema 2, vendo como calcular a
ordermn de 10 com o denominador como madulo. Seja poils
¢ um numero natural primo com 10; pretendemos deter-
minar o menor natural v tal que 10% da resto 1 ao ser
dividido por . Recorrendo a linguagem das congruéncias,
V= min {n N 10" =1{mod -c,r]}. Comecemos por obser-
var que a ideia "natural” de ir calculandg as sucessivas
poténcias de 10 e dividindo-as por 4 até obter resto 1 &
computacionalmente desastrosa. Por exemplo, para de-
terminar .a ordem de 10 (mod 17) (que & 1gual a 16) por
este processo, seria necessario ver o5 restos que dao na
divisao por 17 os ndmeros 10' = 10, 10% = 100,....,10"
= 10000000000000000! O problema pode ser resolvido
com facilidade reparando que se 10" = o (mod 4), eNtao
10" =104 (mod ¢) e reduzindo (mod g) o segundo merm-

& As caleuladoras TT - 83 permitem caloular o miodme divises comuim de
doi numeros (funcio god do submeonu NUM do Mena MATH). Coso oo
pretends inzer a simplificagho sem recurso b caleuiadora, os alunos terbo
de proceder por tentativas ou determinar o maximo divisor comum dos
tarmeos da froccio por decomposicao em faciores primos, 4 gue desco:
nhecem a algorttma de Euclides, um processs muito maks econamico™
em termo de calculos.

T 0 programa ade verifica se mdci10, o) =1; o letor pode facilmento
adapta-lo de forma a proceder & ssta verificacao, se assim o dessjar.

bra da congruéncia antes de efectuar a préxima multipli-
cacao por 10. Por exemplo, para calcular a ordem de
10(mad 7), basta reparar gue

10'=3 (mod 7)

107 23022 (mod 7)

10°=20=6 (mod 7)

10* =60=4 (mod 7)

10° =40=5 (mod 7)

10° =50 =1 (mod 7),
concluindo-se que a ordem € 6.

O programa seguinte, escrito para a Tl - 83, implemen-
ta o algoritmo antenormente descrito.

PROGREAM: ORIZENM

(T ome

nput "VALOR DR Q77 O3
=l

TFor(l 1018

1O Part{f | L I )
A=l

Then

[Dsp " OREEM="]

Btop

Fnd

End

O programa & muito simples: a partir do valor de (¢
{suposte’ primo com 10}, retorna o valor da ordem de
10 (mod (). O resto da divisao inteira de 10°/ por (0 &
calculado na linha
10°J-1Part{{10°)/Q)"Q—J
£ & anmazenado na variavel J.

Repare-se gue, ao contrario do que paderia parecer
natural, nao utilizamas () comeo limite superior do ci-
clo, mas sim 0 - 1: de um modo geral, & mais facil e eco-
nemico executar mais algumas vezes as instrucdes do ci-
clo For do que proceder ao calculo de ({2}, um problema
que pode ser dificil guando (2 & grande.

Resolvido o problema do calculo do comprimenta, ve-
jamos como determinar a sequéncia de algarsmos que



forma o penodo. Tal como anteriormente, a abordagem
simples (efectuar a divisao do numerador pelo denomina-
dor e ir acrescentando zeros a direita da virgula) & impra-
ticavel, a nao ser nos casos mais simples (experimente-se
dividir "a maa"™ 1 por 97...). Mesme com calculadora, nao
corseguimos ir muito mais longe por esta via; veja-se o
exemplo de 1/17, ja referido na nota 1. Apresentamos a
seguin, por meio de um exermple, um artificio que resolve
o problema para periodos de comprimento "moderado™,

Exemplo 1. Determinar o periodo de 1/17.
Usando a T - 83, tem-se a seguinte aproximacao por de-
feito

1/17 = 0,0588235294. (1)

E facil ver que o comprimento do periodo & 16, re-
correndo ao programa ORDEM ou entao reparando que os
possivels comprimentos sao 1, 2, 4, 8 ou 16, os divisores
de ¢(17)=16, e que a aproximacao acima indicada exclul
imediatamente as quatro primeiras possibilidades.

Podemos escrever a igualdade 1/17 = 0,0588235294 + r,
com r= 0 donde se conclul que
__1-17x0,0588235294 2107

17 17
Recorrendo de novo a calculadora,
217 = 0, 1176470588, {2)

4 10
=—x107"",
17

Multiplicands ambos os membros de (2) por 107'% e tendo
em conta (1), vem que 1/17 = 0,05882 352941176470588...,
ou, atendendo a que o comprimento do periodo & 16,
1/17 = 0,(05882352594117647 ). Sugerimos ao leitor gue
determine por este método® o periodo de mais algumas
fraccoes como, por exemplo 1/29, 1431 ou 1/97.

Se se pretende levar mails alem este tipo de estudos, &
conveniente dispor de software de computacao algebrica,
como o Mathematica, Maple ou Derive, que permitem
trabalhar com um ndmero (guase) ilimitado de casas de-
cimais. Dado que as nossas Escolas Secundarias nao tém,
em geral, estes programas, sugerimos em alternativa o

programa Maxima (ver [TD]), que pode ser obtido gro-
tuitamente em http://maxima.scurceforge.nst.
Apresentamos em seguida a determinagao do periodo de
1/97 usando o Maxima.

(71 ) fpprec 2000,

(1) 20H)

(C°2) hffoat{ 1757);

(D2} 103092TEISN5] 4639 7525773 1958 TOEEOR0TIIR 143
2URYGUOT I OAURASINORT T AT

268012371 1340206185507 D30I TRISNS] 54639 TA25T73
[958 TH2RBO597Y3R HAZIROG00 T

2RI SIOORIITAIIOROE L 23T 1 1 34020060 B350 T (3 (W2 T8
-2

{os simboles B foram per nés Inseridos para delimitar o periodo)

Adnstrucao da linha (C1) [ppree 20Xy faz com que o Maxi-
ma apresents os resultados com 200 atgarismos significativos
{por defeito, sao 16) & ainstrucao da linha (C2) bfloat(1/97);
leva a que o resultado da divisao de 1 por 97 seja apresen-
tado em notacao clentifica (os simbolos finas da linha (D2),
"B-2", correspondem ao F-2 da calculadora T1-83).

Como altérnativa ao software de computacao alpé:
brica geral, podem-se apontar os programas concebidos
explicitamente para Teoria de Hlmeros, come, por exem:-
plo, o PARI/GP (disponivel em http://pari.math.
u-bordeaux.£r/). Este & no entanto, um programa
muito sofisticado, destinado essencialmente a fnvest-
gacao, pelo que a sua utilidade no Ensino Secundario &
discutivel, Apresentamos a seguir o calculo da ordem de
10(mod 17389) na PARI.

GRPARD CALCULATOR Version 2.2.8 (development CHA M-
GES-1.857)

IGRG munmeng cviewin Oase kemel) 32-nt version

B Qleltor que queira ver um exemplo dos motodos (Mrequentements muito
engenhosos | usados para este tipo de caloolos guando ndo havia melos de
caleulo sutomético pode ier a determinacao do periodo de 1/97 em [BA).
& titulo de curiosidade, refirasr que no seculs XX o famoss calotador
William Shanks determinou o periodo de 1/1738%, que tem 17188 (1)
atgarismos & caloulou o comprimento dos periodios de todas as fracgies
cha tipo V4R, para p primo menos gue 100000 {1 )


http://maxima.sourceforge.net
http://pari.math

compiled: Jom 13 20044, gee-3.3.1 (Cyeming special )
tresdline v 3 ennbled, extended help avalable)

Copyright (C) 2003 The PARI Group
FPARIGP is free saltware, covereed by the GNU General Public
License, and
comes WITHOUT ANY WARRANTY WHATSOEVER.
Type ? lor help, ¢ 1o quil
Type 112 for how to get moral (ond possibly techmeal ) support.
rest | precision = 28 signi onnt oi gits
sepesprecison = 16 ggnilicant terms
format = g1 28
pariside = O, primelimit = SO0000

(12:59) gp = enorder{Modi 10, 17389 )
Tl = | 7388
(I3} pp>

MNo exemplo anteror, Mod(10, 17389) faz com que o
programa considere 10 como elemento do grupo das unida-
des do semigrupo multiplicativo do anel (Z/173892Z, +, ),
e znorder calcula a ordem deste elemento (veja-se a nota
5). Repare-se que o calculo, feito num Pentium 4 a 3.0
Ghz & praticamente instantaneo; a TI-83, como programa
ORDEM, leva cerca de 15 minutos para o fazer

Para termminar, gostariamos de referir um programa
muito interessante, escrito para alunos de um curso ba-
sico de Teora de Nimeros e que possibilita a realiracan
dos varios tipo de calculos apresentados neste trabalho: o
programa Mumbers, disponivel em http:/ farchives.,
math.utk.edu/sof tware/msdes/number. theory.
Trata-se de um programa de utilizacao muito simples, mas
que implementa a generalidade dos algoritmos basicos da
Teoria de Humeros, pelo que o aconselhamos vivamen-
te. Tem no entanto um problema: como fol escnito para
M5 DOS, pode nao correr em Windows XP, pelo que o leitor
interessada na sua utilizacao devera primetro instalar um
emulador de DOS: sugerimos o DOSBox com o frontend
D-Fend, disponivets em http://dosbox. sourcefor-
ge.nat/ e http://members. home.nl /mabus/, res-
pectivamente.
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Contrastes entre novos e antigos programas do
Ensino Secundario: alguns exemplos*

Antonio Pereira Rosa

Escola Secundaria Maria Amalia Vaz de Carvalho

1. Introducao

O nosso objective & exemplificar a diferenca de trata-
riento de alguns temas de Matematica elementar entre os
"antigos" e os "novos™” programas desta disciplina, a nivel
do Ensino Secundario,

Por programas "antigos”, entendemos os programas
do 10 e 11% ano de Escolaridade do extinto Curso Com-
plementar Diurno (dito "Curso das Areas™}, que vigoraram
desde o ano lectivo de 1978/1979 até ao ano lectivo de
1993 /1994, bem como o programa do 12° ano via Ensing,
gue vigorou desde o ano lective de 1980/1981 ate ao ano
lectivo de 1994 /1995, Ao lohgo dos anos, estes programas
tiveram adaptacoes e ajustamentos, relativamente pegue-
nos na casa do Curso Complementar Diurno e grandes para
o 12" ana via Ensing (logo no segundo ano de existéncia,
foi drasticamente reduzido, e sofreu mais alguns cortes
em 1988/1989); tais alteracoes, no entanto, nao afecta-
ram os temas que vamos abordar. A carga horaria semanal
da disciplina fol sempre de 5 horas no 10° e 11° ano; no 12°
ano comecou por ser 5, fol reduzida para 4 durante alguns
anos e voltou mais tarde a ser de 5 horas, valor que se
manteve alé a extincao do 12° ano via Ensino.

Por programas "noves”, entendemos os programas do
107, 1% e 12° ano do novo Ensing Secundaro criado pelo
Decreto-Led n.® 286/89, de 29 de Agosto, na versao de Ja-
neiro de 1997 (conhecidos por programas "ajustadoes” ); nos

assuntos que temaos em vista, estes programas coincidem

com os da disciplina de Matematica A da Reforma do Ensi-
no Secundario que esta a entrar em vigor neste ano lectivo
de 2004 /2005 no 11° ano de escolandade (Decreto-Lei n.”
T4/2004, de 26 de Marco e Portaria n.” 550-A/2004, de 21
de Maio). A carga horaria semanal dos primeiros foi de 4
horas no 107 & 11" ano e de 5 no 127 ano; a Matematica A
& leccionada em trés blocos de 90 minutos por semana, ao

longo dos trésanos do Ensing Secundario.

: R
2. A sucessao definida por u, =(1+—] ; O
namero e. E

Mos programas "antigos”, o estudo desta sucessao era o
culminar do capitulo 6 do 127 ano, Complementos sobre
sucessdes, Quando era abordado, os alunos ja tinham bons
canhecimentos sobre sucessoes (definicac e generalidades,
monotomia e limitacao, progressoes artmeticas e geome-
tricas, sucessdes convergentes, infimitamente grandes e
infinitésimos, teorema da sucessao monotona, regras ope-
ratdrias dos limites, levantamento de indeterminacoes,
soma de todas os termos de uma progressao geometrica),
adquiridos no 117 ano e revistos e completados no 12° ano
itearema das sucessoes enquadradas, estudo quanto a
monotonia, limitacdo e convergéncia de algumas suces-
soes definidas por recorréncla). Também ja estavam fami-

*Artige baseado mena palestra proferida ma Homenagem ao Prof. D,
Armande Machado realizada na Faculdade de Cléncies de Lishos a 16 de
Fevereiro de 2005



liarizados com o método de inducao e com a farmula do
binamio de Newton.

0 estudo era feito, em geral, sem grandes preocupa-
coes com a motivacao ou com aplicacées a "problemas
da vida real™ (vejam-se, por exemplo [FCG] ou [GORZ]).
De forma sucinta, demonstrava-se a convergéncia da
sUCEssac em causa recorrendo ao desenvolvimento de

1 a1 1 i -

u“_,:[H—] e u,_:['l-—] pela formula do bing-
n+1 4 "

mio para concluir que a sucessao & crescente e a majora-

cao de termos do desenvolvimento de[ 14 l) por potén-
n

cias de % para obter a cadeia de desigualdades
1 1 1 1

O b 1
H"=it1+;] <1+1+i+2—2+z—3+---‘1n—1=3_1u—1{3'

O teorema da sucessdo monotona garante entao que

f # .
i, =§L‘:+—] converge, sendo o seu limite um ndme-
i

'y
ro entre 2 e 3. Definia-se ¢ como  lim ['+1} ; dizia-se
R—+fe= n

que era um numero irracional aproximadamente jgual a
2,718 e referlam-se resultados que facilitam o estudo da
convergéncia de sucessoes deste tipo (como, por exem-
plo: "Se v =R e m”; & um infinitamente grande entao
lim [1+ v ] =&,

i = i I'.I”

E uma abordagem cientificamente carrecta, revelando
precclpacan com o encadeamento. logico dos temas es-
tudado, mas pouco motivadora e nada inferessante para
o5 alunaes; recorre a uma demonstracao alge complicada
e gue a generalidade dos alunos se apressava a esquecer,
retendo apenas o Ultimo resultado referido. Refira-se que
o calculo deste tipo de limites surgia quase sempre nos
exames, em exercicios que, frequentemente, requeriam
artificios aleo complicados, grande virtuosismo de calculo
e habilidade na manipulagao de expressoes.

Mos "novos" programas, a sucessao definida por

i

My :' 14| & estudada no Tema (Il do 11° ano (Sucessoes),

SO

o gue, como vamos ver &, no minime, bizarro, para nao
dizer altamente cnticavel do ponto de vista cientifico.
Com efeito, pretende-se o "estude intuitivo da sucessao

de termo geral | 1+ l] num cantexto de modelacao mate-
"

matica; primeira’ definicao do nimero <" (ver [P1], pag.
29 ou [P114], pag. B), numa altura emque os alunos ainda
nem sequer sabem o gue € o linite de uma sucessao!! Isto
pode levar a abordagens lamentaveis do assunto, como a
que exemplificamos a seguir:

Abordagem |

For meio de uma calculadora, determinam-se uns tantos

termos (digames os 50 primeiros) desta sucessan; proce-

de-se em seguida a representacao grafica e diz-se que a
1 M

smesa&n{ 1+ = ] , para valores grandes de », se aproxima,

tanto quanto quisermos, de um numere chamado numers

de Meper, gue se representa por ¢.

Heste ponto do programa, o5 alunos ainda ndo sabem
o que & o limite de uma sucessao (fizeram-se apenas algu-
mas referéncias a limites de funcoes, abordados de forma
"experimental” com a calculadora no Tema Il do 117 ana,
de forma tao vaga e intuitiva que chega a ser nebulosa... j;
como se 5so nao bastasse, estamos a incutir-lhes a ideia
de que basta calcular uns tantos termos e fazer uma re-
presentacao grafica para se estudar a convergéncia, o gue
& gravissimo e constitui um dos mais flagrantes exemplos
da forma como a introducao ao calculo infinitesimal é tra-
tada nos "novos™ programas. Por outro lade, trata-se de
uma sucessao que, pela sua complexidade, destoa imenso
das sucessoes "simples” estudadas neste tema. Que fazer
para apresentar o tema com um minimo de rigor & sem
induzir em erro os alunos?

Um momento de refleddo mostra que o estudo desta
sucessao esta completamente fora de contexto neste tema
do programa: seria preferivel deixa-la para o 12° ang, no
Tema |l (Introducdo oo Calouwlo Diferencial ), altura em
gue os alunos ja dispoem de conhecimentos suficientes

para um estudo mais razoavel. Mo entanto, esta maneira

1 Mao seria preferivel haver apenas uma definicao e chamar “caracteriza-
ol @ outras gue porventura surjam depois?



de proceder poderia levantar graves guestoes relaciona-
das com o Incumpriments, ainda por cima deliberado, do
programa em vigor. Assim, podemos optar por uma mu-
danca menos radical: deixar o estude para o fim do Tema
1l do 117 ano, ja depois da introducao da nocao de limite
de uma sucessio, de forma relativamente rigorosa. Temos

assim a seguinte proposta:

Abordagem |

Por meio de uma calculadora, determinam-se os 50 pri-

meiros termos desta sucessao; procede-se em seguida a

representacao grafica e diz-se que é possivel provar fem-

bora nao o vamos fazer) gue:

1) a sucessao definida por u, [ 1+ %)”é estritamente
crescente (dificil).

2) 2= ity < 4, para todo o n (evidente, a partir de 1).

3} w, < 3, para todo o » (dificil).

De 1), 2) & 3}, conclui-se, pelo teorema da sucessao mono-

tona’, que a sucessdo dada é convergente, para um nimero

gue Vamos representar por <, que estaentre 2 e 3.

Esta abordagem esta matematicamente correcta, re-
solve o problema de uma apresentacao rigorosa do assun-
to mas (e isto & um ponto de vista muito pessoal), "sabe
a pouco™ ndo seria possivel demonstrar (ainda que lsso
seja ir alem do que o programa pede) a convergéncia da
sucessao!

Ao tentarmos proceder a uma demonstracao do resul-
tado, vemos imediatamente que nao se pode usar a prova
do 12 ano via Ensino. Com efeito, na altura em que ela
vai ser feita, os alunos ainda néo estudaram um dos seus
"ingredientes” fundamentats, a formula do binomio, que
st surge no Tema | do 12° ano (| Probabilidades e Combing-
térig). Por outro lado, & prova referida ndo &, em nossa
opiniao, muito interessante ou motivadora. Felizmente,
conhecem-se provas alternativas, como a gue se pode
ver em [KK] e que apresentamos a seguir, constituindo a
"base matematica” da abordagem |/l

1 Estudado na rubrica Limites do terma Il de 11° ano,

Abordagem [l
Por mefo de uma calculadora, determinam-se os 50 pri-

L]

meiros termos da sucessao definida por :(1+—] i pro-

cede-se em seguida a representacio grafica e p:ssaﬁse a

prova da sua convergéncia, pelo método que apresenta-

Mos & Seguir.

Define-se .« como him| 1+ " :]Ir,
& prova necessita de um lema, qgue & interessante por

51 50,

Lema {desigualdade de Bernoulli)
Seax--lea=0, entao (1+a)" =1+ »a, para qualquer ni-
mero natural n mafar que 1.

Demonstracao

Imediata, por inducao em n (recorde-se que nos "noves™
programas; o método de inducdo matematica tanto pode
ser dado no Tema |ll-.do 11" ano, para demonstrar proprie-
dades das sucessdes, como no Tema | do 12° ano, para
provar propriedades combinatorias - ver [P1], pag. 36 e
[P104], pag. 21}.

Teorema

;]

& sucessao definida por u,, :|r 14—

Uiim

& convergente,
Demonstracao

Comecemos por provar que a sucessao dada & (estrita-

mente) crescente. Seja n > 1.

| =1 lI-|| P !
"||—1<“n¢>[l1" '] ([I"" "n:?ll'f*- ] o —
=1 ] =1

[na r

=1
ﬁ(LJ o]
n=1 H J | n
\ =1
e o resultado sobre a monotonia segue-se tomando no

1
lema o = ——,
"



Para a provar a limitacdo, vamos considerar uma su-
mt+i
cessao auxiliar definida porv, = [1+ —] e provar gue ela
H
é decrescente; como se tem obviamente n_< v para todo

on, segue-seque X=n =u <y =, =4 para todoonea

1
conclusao segue-se do teorema da sucessao monotona. &
prova e muito semelhante a anterior:

{ 1
| 1+ — 1] { " 1
X s = 1+ —J =)

1 ] 1

2 i W e
- a:u[H-— }( I+—] =3
n—1 "

L

at ]

- B
H

X 1 z 1
a8z sqxlas| o2 }1+—4=|[‘r+
n+l " -1 "

W =1
(]

Ora, tomando no lema a= — y vem
)
1 'r f i 1
T+ > 1+ l+—==1+—
l nt—1) -1 n M
o que conclul a prova.
Observacoes:

1. Pode ver-se em [CJ] uma outra versao desta prova,
gue € um pouco mais simples em termos de manipu-
lagoes algébricas. Mo entanto, essa prova pressupoe o
conhecimenta da desigualdade entre as médias ant-
metica e geometrica, pelo que preferimos a demons-
tracao apresentada. Outras demonstracoes podem ser
vistas em [GN] ou [DH].

1. Como a segunda parte da prova & muito semelhan:
te a primeira, o professor pode optar por deixa-la
como exercicio para os alupes, o que permite in-

clusive gue sejam eles a fazer a transformacao de

o

5= EM1+
=1 A==
sugerido nos programas (veja-se [P1], pag. 27h

, um tipo de manipulacao algébrica

i. Tem-se cbviamente
meel o y
fim v, =I|m[ 1+ 1] = ]m1[1+ 1) -rlnn[ 1—:l j=exi=e.
LT N Nl
Ho entanto, o resultado nao pode ser apresentado as-

sim aos alunos, pols eles ainda nac estudaram as regras
operatdrias dos limites; no actual 11" ano, o cilculo de

limites faz-se por comparacac e enguadramentos, re-
correndo as chamadas "sucessoes de referéncia”...

4. A primeira vista, pode parecer gue o enguadramento
obtide para e por este método & pior que o tradicio-

nal; provamos apenas que 2 < ¢ < 4. Basta no entanto
-.I-:l+1

fazer n = & na desipualdade ¢ 5[14. = para rechter
"

o enquadramento cldssico 2 < ¢ = 3. Pode-se até ir

bastante mais além, observando que:

4 1 n 5
|1.'I,,—rr_,||:|['l+—‘) _[14.1] 1[141]
I : n n,

n "
permite calcular o valor de ¢ com precisao arbitraria;

g'l. o que

"

isto tera, no entanto, que ficar para o 12" ano (e, infe-
lizmente, nao se trata de um método particularmente
eficaz.....).

5. Hao abordamos o problema da precisao numérica da
calculadora, que surge naturalmente no estudo deste
tipo de sucessdes. Com efeito, para n "suficientemente
grande™, 1+1=1 na calculadora e todos os termos da
SUCESSAn sae"m iguais a 1! O lejtor interessado pode ver
um tratamento detalhado deste problema em [CM].

Abé aqui, a discussao {ol apenas sobre os aspeclos ma-

w

tematicos do estude da sucessiao de termo geral | 14 = ;' H
n

vejamos agora como tem sido tratado a sua apresentacao
num "contexto de modelacao matematica”.

Todos os autores de manuais gue consultamos recor-
rem, de forma mais ou menos explicita, a uma questao
de Matematica Financeira: o problema da capitalizacdo
continua, conforme & sugeride em [P1], pags. 63 e 64,
Alguns usam-no como motivacao para o estudo da suces-
sao de termo geral[ 14 : ]", ao passo que outros preferem
aborda-lo ja depois de se ter definido o nimero ¢, proces-
so que preferimos utilizar, Para analisar esta aplicacao da
Matematica a Economia, recordemos em gue consiste o
regime de capitalizacao composto.

Se num banco colocarmos 1000 euros a taxa anual
de 10%, ac fim de um ano teriamos o capital acumulado

M,=1000{1+0,1}; ao fim do segundo ano, o capital seria



M,=1000(1+0,1)(1+0,1)=1000{1+0,1}*, se os juros rece-
bidos no fim do primeiro ano fossem capitalizados, ren-
dendo eles por sua vez também juro. Prosseguindo desta
manefra, o capital acumulade ao fim de # anos serfa dado
por Af =1000(1 +0,1)"; em geral, para um capital inicial
C e uma taxa de juro anual ¢, o capital acumulado ao fim
de n anos & M =C{1+4)". Surge entao a questao: podere-
mos obter maior rendimento mantendo inalterada a taxa
anual, mas reduzindo o periodo de capitalizacao? E sera
possivel enriquecer em pouco tempo a partir de um pe-
queno capital inicial recorrendo a periodos de capitaliza-
cao cada vez mails pequenos, ao semestre, ao trimestre,
ao més, ao dia, ao minuto, ao segundo....?

A resposta a primeira questao & obviamente SIM, a res-
posta a segunda & NAD! Para vermos isto, podemos recor-
rer a uma formula de Matematica Financeira:

s =c(wi),
nJ
que nos da o capital acumulado ao fim de 1 anos, sendo
' - capital inicial
i - taxa de juro anual
i - numero de capitalizacoes por ano.

Supondo, para fixar ideias, que C' =1 euro, i = 100% e
=1 ano, vem que nunca se pode ter ao fim de 1 ano mais

que ¢ = 2,718 euros;, uma vez que, mesmo em capitaliza-

E 4 |
cao continua (s, -+ +=}, se tem |im My= lim | 1+—

i i T il T n

Mais geralmente (mas isto ja pressupde conhecimento do

="

calculo com limites...), o valor a receber ac fim de t anos
w7l

nunca pode exceder Lim M, = lim t"[h‘—] =Ce".

H—s{m fl—%4os L)

Esta aplicacac da Matematica a uma situacao da "vida
real™ resulta muito bem com os alunos, em especial com
os do 3° Agrupamento (Economia), que ja estudaram as
formulas do regime de capitalizacao composto em disci-
plinas da sua formacao especifica. Os alunos dos outros
agrupamentos tém, em geral, necessidade de uma breve
revisac sobre as modalidades de juros (assunto abordado
no 7* ano de escolaridade].

£, em nossa opiniao, uma das ideias mais felizes dos
"novas"” programas, contrastando forterente com a for-
ma menos interessante como o assunto era tratado na
generalidade dos manuais do 12" ano via Ensino. Nao gue-
remas, ne entanto, deixar de referir agui uma notavel
excepcao, o livio M12, da Texto Editora, da autoria dos
Professores Armando Machada, Paulo Abrantes e Raul Car-
valho: no inicio do capitulo dedicado aos Complementos
sobre sucessdes, comeca-se precisamente por falar a pos-
sibilidade de um enriquecimento rapido reduzindo cada
vez mais os intervalos de capitalizacao, uma abordagem
surpreendentemente "moderna™ para um livro editado
em 1988, E ainda notavel que nesse mesmo capitulo se
faca ja referéncia ao uso de calculadoras (cientificas) e
computadores, mencionando-se mesma as limitacoes do

método experimental em Matematica, por melo do exem-
]z.a.-c.

plo do caleulo de i!m[ -’-15! , Gue da " e nao zero,

M-+

como uma utilizacao descuidada da calculadora ou com-
putador poderia sugenr ([M12], pag. 186),

3. Determinacao das raizes reais de
polinomios de coeficientes reais.

A diferenca entre o estudo deste assunto nos "antigos” e
nos "novos” programas reside essencialmente na possibi-
lidade que agora se tem do uso de calculadoras graficas
sofisticadas. No fimdo 9° ano, os conhecimentos sobre po-
lingmios e equacaes dos alunos de hoje sao (teoricamen-
te....) iguais aos de ha vinte anos: nocao de polinamio,
operacoes com polinomios (excluindo a divisao inteiral,
casos notavels da multiplicaciao e factorizacao em casos
simples, resolucao de equacoes do primeiro e do segundo
prau {estas Oltimas pela formula resolvente). Nos progra-
mas "antigos”, os polingrmios surgiam no 10° ano, integra-
dos no capitulo "Expressoes designatdrias”; nos "novas"
programas, sao estudados tambeéem no 10° ano, mas num
contexto algo diferente, de estudo de funcdes; no Terma Il
(Funcdes e grificos-Generalidades. Funcdes polinomials,



Funcdo modulo). As diferencas, se excluirmos as devidas
ao uso das calculadoras, sao, no entanto poucas, confor-
me se pode constatar consultando os manuais existentes:
depois do estudo da divisao inteira de polinomios, com
particular incidéncia na divisao por v - o feita na pratica
pela regra de Ruffini, segue-se o Teorema do Resto’ e a
decomposicao de polinamios em factores em casos sim-
ples (estudo completo para polindmios quadraticos; para
graus superores apeanas se estudam cascs em que seja
possivel descobrir facilmente rafzes ou se possam aplicar
os casos notaveis da multiplicagao) e, esporadicamente,
alguns assuntos um pouco mais avancados, como a nocao
de multiplicidade de uma raiz ou o teorema que diz que
um polinamio de grau » nao pode ter mais que n raizes’.
Métodos mais sofisticados de calculo de raizes, como as
formulas resolventes para equacoes do 3° e do 4° grau,
nao eram abordades nos programas "antigos™ e continuam
a nap o ser nos "novos”. A nivel de 12" ano, costuma fa-
zer-se uma referéncla ao metodo da bisseccao quando do
estudo do Teorema de Bolzane, mas nag e dada, em ge-
ral, grande relevancia ao assunto. Mo 12" ano via ensino,
resolviam-se alguns problemas de separacao de zeros, a
propasito do teorema de Rolle e seuws corolaros, o que
ja mao se faz actualmente, dado que este teorema nao
figura nos "noves” programas. Embora muitos desses pro-
blemas ate se possam resolver par consideracoes simples
de monotonia estudada atraves do sinal da derivada, eles
pura e simplesmente deixaram de "estar na moda®, por
mativos abvios.

10 resto da divisio do palindmba ple) por o & pfo)

4 Em [P1], pag. ¥, refare-se uma versdo do Teorema da rarz racional, {se
p & um zero inteiro de um polinomio de coeficlentes intedros, p divide
o termg constante), mas o assmbo lem sido praticaiments ignorado nos
marnsals. Yejam-se [MA] ou [RA1] para mnds detalhes.

5 Ha por vezes falhas "estranhas'™ experimente-se resolver a squacao
wh=01 mama TI-83,

& Algans modelos, comao a CASIO CFX-9850G, tem menus para a resolucao
directa ¢e equaches do segundo e terceiro grau, apresentando inclusive
raipes complexas; hi ainda a hipdtese de recorrer bs capacidades de
programacac destas magiines para resslver o problema, como e pode
wer am [TI] .

T Mo vamos aborder aqul ob problemas que esta disoretizacio por veres -
sa; 0 leftor Interessado pode constiltar [CM] para wm estudo detalhadio.

Com as calculadoras actualmente existentes no mer-
cado, a situacao mudou: & possivel, pelo menos em
principio®, obter facilmente as raizes reais de um poli-
namio, com grande aproximacac. De um modo gemlf'.
o utilizador comeca por definir o chamadoe rectangulo
de visualizagao, uma versao discreta (ou, de forma tal-
vez mais expressiva, pixelizada...) do rectingulo de 75’
[sminsmax]x[vmin,ymax], onde os parametros smin, smax,
vmin & ymax t&m significades dbvios, @ depois a calcula-
dora determina os Zeros gue estao entre smin € vnew. 5,
por acaso, nao detectar zeros no intervalo [xminxmax],
emite uma mensagem apropriada, como "Mot Found"
(CASIO CFX-9850G) ou “ERR: MO SIGN CHNG" (TI-83), £
pois muite conveniente dispor de um processe que nos
permita, a partida, escolher um intervalo [xminsmax)
fque contenha todos os possivels zeros, Repare-se que, em
principio, o intervalo [yminymax] & relativamente irrele-
vante, se [xminxmax] estiver bem escolhido: desde que
O=]vminymux], o grafico exibido no ecra exibira a regiao
em torno do zero & sabendo xmin & xmax, a maquina de-
termina automaticamente valores para vmin € vmax, que
podem ser depois refinados manualmente. Uma respaosta
excelente a questae da determinacao de [xmin.smax] foi
dada na seccao Consultorio Matematico do n.” 36 do Bole-
tim da Sociedade Portuguesa de Matematica, seccao essa
gle na altura era de responsabilidade do Prof. Armando
Machado. E essa resposta ([MA]) que passamos a referir.

Antes de mais, repare-se que nada se perde ao supor
que o polindmio em causa & monico: se nao for esse o
caso, basta dividir ambos os membros da equacao pelo
coeficiente principal do polingmio, Temos entao a seguin-
te proposicao:

Proposicao
Sejam n Um nlmero natural e, para cada s tal gue 1 =i =n,
a = . Seja M =0 o maior dos 1 numeros lu | Para cada

x& IR tal que x" + o st g v+ a =0, tem-se entao

=T
gue || =M + 1, por outras palavras, podemos tomar snun

=_-M-Texmix=M4+ 1.



Demonstracao

Seja x um numero real solucao da equacao dada. Podemos
desde ja supor que |v|=1, pois nada ha a provar se esta
desigualdade nao se verficar. Yem entao

-1
= |1.'" = |nt_1" F ool g, | L

ety oty |

:H“ ¥ +[af &1 ;-:H'll”

{repare-se que a soma dentro do paréntesis & a soma dos n

primeiros termos de uma progressao geomeétrica de razao

|«] & primeire termo 1). Segue-5e gue

" < pekd !

|'I.|—

donde

| 1_|Ir i 1
n

[rl=1=a
b

=M

e tem-5e o resultado.

Observacoes

1. Esta proposicio aparece enunciada sem demonstracao
na brochura de Funcoes para o 10° ano ([F10]), bem
coma nalguns manuais escolares ([CRM], por exemplo).

2. Pensamos que a proposicac acima deve ser enunclada
no 107 ano de escolandade e demonstrada no Tema (Il
do 117 ano (Sucessdes). Com efeito, nessa altura os
alunos ja adguiriram todos os conhecimentos necessa-
rios (essencialmente, saber trabalhar com modulos e
utilizar formulas das progressbes geométricas) e esta
regra & um exemplo feliz da "simbiose™ entre os me-
todos classicos e as novas tecnologlas: ao pretender
resolver-se um problema classico por meio das calcu-
ladoras; somos conduzides a outro prablema que por
sua vez & resolvido por metedos mats tradicionais.

4. A regra de Ruffini,
ha vinte anos e actualmente

A forma de apresentacio da regra de Ruffini &

igual nos dois programas que temos vindo a considerar:
estidada ne 10° ano (com demonstracac), ela surge como
uma maneira pratica de efectuar a divisao de um poli-
nomia por um binomio do tipo v - @, sendo utilizada com
frequéncia em questoes como a decomposicao de poli-
namios em factores e a determinacio de raizes. Vamos
nesta seccao indicar algumas aplicacoes menos vulgares
da regra de Ruffimi, que nos parecem ser especialmente
adequadas aos novos programas.

1% aplicagido: uma versdo simplificada do Teorema da
rafz racional

Como se sabe, este teorema afirma que se ply = uwl."’ 1
a ¥V ' +va (& +a,_eum polinomio de coeficientes intei-
10s COM a, @ a_Nao nulos, qualquer raiz racional de p(x)
pode ser escrita na forma ply, com p e g inteiros primos
entre si, sendo p divisor de a_e 4 divisor de a,.

O resultado gue nos propomos provar @ o seguinte:
"Se & um zero intefro do polindmio de coeficientes in-
teiros piv) = g + o’ !
muilos, entao ¢ divide o termo independente u”"
a nota 4 do presente trabalho e [P1]. pag. 54).

Para o provar, recordemos o enunciado e uma dermons-

Foat M, gL :’I”, com iy e :’IH nao

(vejam-se

tracao usual da regra de Ruffini:

5 bl #-1 L
"‘Sejarn lr;l'l.r_:lul +d X b ra uim pnlinumiu
de grau n, eyix) = .';Ur” Lt 111.1.‘” T 4, 1 & K 0 quociente
-0 resto da divisao de ply) por v - g, respectivamente,
Entao, tem-se gue
i = g
i1 =titfg 1ty

- =y _3 * i,y
R, *,

Demonstracao (da regra de Ruffini)
Como plvi={x-alg(vi+ K, efectuando as operagoes e iden-
tificando os coeficientes dos termos de 1gual grau nos dois

membros, segue-se que



g =
ify = il + iy
» Coma desejavamos.,
Hu—1 = Wiy 3 Tl 4
R=dg,4+d,

Demonstragdo (da versdo simplificada do Teorema da

raiz racional)

Suponhamos que o polinomia pix) = " + :J].'.'”" el

+ a _tem coeficientes inteiros, com a ea_nao nulos e seja
- i 1 z
¢ Um sed zero (nteiro. Sejam gic) = L,luuf' + qru."" kg

e i 0 quociente e o resto da divisao de plv) por x - a. Pelo
Teorema do Resto, & =0 & vém entao

do =19
gy =ty +dq

do =g
iy = dtify + oy

W=t = 0y -3 F Eyq

i _':.Irn—f} =iy,

T =03 + [P

O=ug, (+a,

donde se segue que todos os coeficientes de giv) sao inte-
ros e a divide u,, como queriamos.

Pensamos que o resultado acima pode serapresentado
como corolano da justificacao da regra de Ruffini precon-
Zada no programa em vigor.

2" aplicagdo: economia de operagbes e ganho de pre-
cisao

Hos "novos” programas do 117 ano ([P1], pag. 27), surge
a seguinite Indicacdo Metodoldeica, a proposito do estudn
das funcoes racionais:

"...0 aluno devera ser capaz de transformar expressoes
) 3 N+3

coma 2 em -1+ — ou |a-r='r1+L e observar
| x+1 541 x41

gue, do ponto de vista computacional, normalmente se

ganha em precisan, pois se efectua um ndmero mais redu-
Zido de operacoes.”.

O problema da economia de operacoes, praticamente
ignorado nos programas "antigos", & um assunto perti-
nente em calculo numérico e a sua abordagem nos "no-
vos" programas @, em nossa opiniao, positiva. Sucede, no
entanto, que & possivel refen-lo de forma mais natural e

completa a nivel de 10° ano. Com efeito, seja p(v) = a" +
" ke xe 0 um polinémio e suponhamos que pre-
tendemos calcular o seu valor num certo ponto a. Se nos
limitarmos a substituir o valor de a na expressao anternor,
teremos de efectuar um total de » adicdes (algébricas) e
2m-1 multiplicagoes. Ora, pelo Teorema do Resta, o resto
da divisao de piv) por x - a & precisamente pla) e como
este resto pode ser obtido pela régra de Ruffini com »
adicoes e » multiplicacdes, temos assim uma econamia
consideravel de calculo; para um exemplo concreto, pode
consultar-se [GM]. Meste contexto, a regra de Ruffini cos-
tuma ser conhecida como algoritme de Harner.

3* aplicagao: que sucede se aplicarmos repetidamente
a regra de Ruffini?

A titulo de exemplo, consideremos o polindmio p(y) = 3y’
+ 22 v+ 1e dividamo-lo pelo binémio + - 1; em seguida,
dividames par v - 1 o quociente obtido e assim sucessiva-
mente. Obtemos o seguinte esquema:

3 2| -1 1
1 3 5 4

3 5| 4 5 | =R
1 3 8

3 8| 12 =R,
1 3

3| 11| =R,
1

3| =R,

Surge entao a questac: qual a relacao (se alguma existe)
entre o dividendo imicial, o divisor  os sucessivos restos?

Sabemos que o primeiro resto & p(1); verifica-se imedia-
tamente q.:erﬁz =p'(1}, que ﬂ'a =p"(1)/2le que R, =p™(1 JAal,
Para manter a exposicao a mivel do 12" 'ano, analisaremos
apenas o caso do segundo resto #,, deixando ao cuidado do
leitor os restantes (sugestao: formula de Taylor).

Concretamente, vamos demonstrar ‘o seguinke resul-
tado:



"Sejam piv) um polindmio de grau maior ou igual que 1 &
a um numero real qualquer. Pondo

q,lx) = quociente da divisao de piy) pory-a

i, = resto da divisao de pix) por .y - o

q,{¥} = queciente da divisao de g, (v) por v- a

#, = resto da divisao de 4, (v) por x -,

tem-se que R, = o)

Demonstracao
Sabe-se que

ple) = (x- .:}q1l|'_|.'b+ﬂ'l
gylr) = (v - alg,(x)+R.;

se derfvarmos em ordem a x a primeira igualdade, vem
Fllx) = {x-
a, obtem-se p*la) = g,(a) (1)

aly' (x)+q,(x). Fazendo nesta expressao v =

Por outro lado, fazendo x = o na igualdade g,le) =
= ak;.;{.lr]i-f{z, VeI ¢ {a) = R? (2); o resultado segue-se
imediatamente das igualdades (1) e {2).

Para concluir, vamos utilizar esta dltima proposicao
para fazer uma "ponte” entre o Ensine Secundario e o Su-
perior, aplicando-a a um problema de calculo numérico.

Um dos metodos mais conhecidos para determinar
raizes de equacoes nao lineares & o processo iterativo
conhecido como Método de Newton: se pretendemos de-
terminar um zera de uma funcao f, definida num intervalo
[a.5], tomames v S[a.i] e definimos uma sucessao (x ) por
meio de

Ay =

Em condigées nao muito restritivas, prova-se que a su-
cessao assim definida converge para o (Unico) zero de f em
[a.i]{veja-se, por exemplo, [VM], paes. 39 a 43). Este me-
todo tem, no entanto, um Inconveniente: exige em cada
iteracao o calculo do valor da derivada, o que pode ser
aborrecido se a expressac da derivada for complicada ou

o calculo dos seus valores pouco eficiente comparade com

o calcule de valores da funcao. Uma solucao e substituir

a derivada f (1 ) pela razao incremental ﬁﬁ'—fh[

abtendo-se o conhecido método da secante
LA
,fr ) jq Ty 1:
LT |
No entanto, se estivermos apenas interessados no cal-

Y] = Ty =

cula de raizes de polindmias, a proposicac anterior da-nos
um metodo muite eficaz de calcular fixv ) e f'(r ): basta
aplicar duas vezes a regra de Ruffini, com o dividendo ini-
cial fix) & o divisar (v - X, | Esta observacao muito simples
& a base de um algoritrmo para calculo de raizes de polino-
mios conhecido como método de Bierge-Viéte.
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Paulo Ventura Araujo

Dicionario de Matematica Elementar,

de Stella Baruk (traducao de Maria do Ceu Pereira da Silva, Maria Elisa de Lima Mirra e Maria de
Fatima Sousa Ribeiro, 2 volumes, Edicoes Afrontamento, Porto, 2005)

recensao critica por Maria Teresa Viegas, Escola Secundaria Fontes Pereira de Melo e Faculdade de

Ciencias do Porto

Em 1992 foi publicada em Franca a obra de Stella Baruk
Dictionnaire de Mathématiques Elémentaires; no subtitulo
lia-se Pedagogie, Langue, Méthode, Exemples, Etymalogie,
Histaire, Curiosités, Treze anos mais tarde, aparece a obra
em portugués com uma apresentacao simples e de muito
bom gosto, numa traducao que, nas palavras das tradutoras,
procurou ser, "na medida do possivel, literal”, Assim, o
titulo & Diclondrio de Matemdtica Elementar e mantém-se,
como subtitulo, as palavras Pedagogia, Lingua, Método,
Exemplos, Etimologia, Historia, Curiosidodes. Reconheci-
dos que faram o valor e a utilidade do original em Franga,
importa divulgar esta tradugao, dar uma opiniao sobre a
sua qualidade & comentar a oportunidade da sua publicacao
agora junto do plblico portugués.

Para tentar responder a estas questoes de maneira
a gue o leitor possa entender o gue vai ser dito sem ter
tico acesso & obra, torna-se opottuno referir nao 5o a que
publico se dirge como tambem fazer uma descrican, ainda
que breve, do conteddo & da forma como e51a organizada.
Comecare! portante por ai, adiantando 1a algumas apre-
ciacoes ou criticas, se tal vier a propasito.

A quem se dirige o Diclonario?

A obra destina-se primeiramente aos "Pedro” (Claude,
na versao original ), um aluno do ensina basico, personagem
abstraida dos muitos alunos que passaraim pela vida da au-
tora enguanto professora dos ensinos basico e secundarnio.
Um Pedro que, "enquanto crianca, enfrentou a escrita
dos nimeros e o sentido das operacées: depois mening,
se debateu com as percentagens e as fraccoes; e hoje, no

ensino basico, num face a face desigual com as grandes
figuras de Tales ou de Pitagoras; e, mals tarde, Pedro no
secundario, interroganda-se sobre as funcoes (...] ou so-
bre os logaritmes. " Um Pedro que levanta questoes, "gus
responde e pergunta, exclama e comenta, escandaliza-se e
ironiza, justifica-se e surpreende-se” e que tantas vezes ja
fol quase posto de lado e julgado como incapaz de apren-
der matematica por professores que consideraram os seus
"erros grosseiros” ou as suas "perguntas absurdas”, mas
gue, apesar disso, nao deixa gue a sua inteligéncia seja
facilmente paralisada. Pedro consta como entrada neste
dicionano e al & explicade de quem verdadeiramente se
trata. Mas, na Introducao, a autora conta como nasceramo
"Pedro” e a idefa de elaborar este diclondrio: uma resolucas
dum exercicio que lhe foi dada por um aluna seu, "perfei-
tamente ignorante em matematica”, mas "alias excelente
aluno" que, depois de se ter dado conta de que "as palavras
ou os sinais podiam ter sentide™, se atreveu a resolver so-
zinho e com exito um exercicio de geometria, decifrando
o significado de cada termo novo através dum dicionario
de lingua francesa. Pouco tempo depois de ter recebido
este presente ("um dos mais "gratificantes” gue recebi no
exercicio da minha profissao”), a autora interrogou-se: "e
se os alunos dispusessem, em matematica elementar, de
um dicionario que [hes fosse acessivel, como o poderia ser
um dicionario de russe ou inglés, isto &, que, falando-lhes
a sug lingua, lhes desse os meics para falar e escrever
uma outra; nao poderiam eles, entao, ficar apetrechados
eficazmente para captar o sentido de um texto matemati-
co?" Catorze anos depois, ficou pronta esta abra, de inicio



pensada ingenuamente como podendo substituir "um ser
viva" (o professor), mas que, acs poucos - reconhecendo
essa impossibilidade -, passou a um instrumento dirigide,
em primeiro lugar, a "um ser vivoe” (o "Pedro™).

Sendo o "Pedro™ pensado pela autora como o principal
destinatario, nao deixa o dicionano de ter particutar inte-
resse para outras pessoas: pais que, tendo alguma formacao
matermatica, pretendam ajudar os filhos de maneira segura,
professores de matematica que quetram colher uma suges-
tao didactica para introduzir um tema, ou, simplesmente,
pessoas curiosas em retomar o contacto com a linglagem
matematica de que somente tém uma vaga ideta. E, nesse
aspecto, ele contém sugestdes didacticas, curiosidades,
referéncias historicas, que se l&em quase sem querer e que,
por vezes, nos podem fazer esquecer de que afinal apenas
o consultamos para saber o significado duma palavra.

Conteudo e organizacgio

Depois duma Introducao escrita pela autora - que nao é
certamente dirigida ao Pedro -, o Modo de Utilizacao explica
claramente o significade dos simbolos e letras utilizades
para que s possa Hrar o maior partido do dicionario. O
dicionario tem cerca de 500 entradas, distribuidas por 22
capitules cujas "aberturas" sae "ornamentadas com letros
desenhadas em ~diving proparcgo- pelo monge matemdtico
Luea Paciall”. Embora nem todas as entradas fornecam o
mesma tipo de informacao, ha quase sempre a pregrupacan
de dizer algo sobre a etimologia da palavra, de a classificar
gramaticalmente, de apresentar os seus significados em
portugues (com exemplos de frases onde aparece), e de dar
uma definicac matematica a um nivel elementar (tambem
ilustrada com exemplos). Em certos casos (ver por exemplo
Aresta, Critério, Defeito, Faixa, Raso), pouco mais se ficaa
saber {ou nem tanto), embora, em algumas situacoes, seja-
mos remetidos para outras entradas onde pode haver mais
informacaes. Porem, outres ha em gue o que esta escrito
& tao cativante que corremos o risco de nos apanharmos
quatro ou cinco paginas adiante lendo coisas que nada téma
ver coma entrada que nos levou ao dicionano. Por exemplo,

<& o leftor for ver o que consta sobre Aresta, sera pouco
pravavel que resista a entrar em Aritmética, que vem logo
aseguir, A, para além do esperado, sentir-se-a certamente
curioso com a nota historica em que encontra referéncias
as primeiras "moedas’ que podiam ser "tanto canstituidas
por cabecas de gado (Gregos, Romanos, Hebreus) comeo
por racdes de cevada (Sumérios, Babildnios) ™, ficara com
a idela de quanto a aritmetica, encarada como "iniciacao
nos prablemas praticos, ou pressupestos como tal (...)
atormentaram geracoes de estudantes™ a partir de 1882
(guando, em Franca, o ensino se tarnou obrigatorio para
criancas dos & aos 13 anos), e ainda pedera inteirar-se de
gual & a famosa conjectura de Goldbach, que, enunciada
em 1742, até hoje nao foi nem provada nem refutada,
apesar da inocéncia do seu enunciado,

Consultando o indice, talvez se fique surpreendido pela
falta de algumas entradas: encontrando na seccao destina-
da a letra H a palavra Hipotenusa, € de estranhar gue em
C nao esteja Caoteto; uma vez que em L consta a entrada
Limite, por que sera que em A nao esta Assimptota? Em
contrapartida, palavras que nac parecem fazer parte do
vocabulario especifico da matematica elementar (como
Conservar, Constatar, Reiterar, Desenho, Direito, Idaode,
idealidade ) constam como entradas na letra respectiva. E
se esta segunda surpresa apenas pode fazer comque o leitor
fique curioso e acabe por constatar que "afinal até vema
propasito®, ja no que diz respeito a primeira, a desilusao
causada por tais faltas pode leva-lo a desconfiar gue o
diclonario & muito incompleto, pois a palavra que procura
- & que & elementar - "afinal nao esta la". O interessante
& que, em geral, ela & tratada no dicionaric a propésito
doutra palavra. E se, nalguns casos, € facil adivinhar onde
encontrar uma referéncia (para Cateto, e natural procurar
em Tridngulo recténgulo), para outros pode nao acertar as
primeiras tentativas {para Assimptota & possivel que tente
Hipérbole - que nao consta como entrada mas esta defini-
da em Cone - e 50 um segundo palpite o levard a entrada
Funcdo, onde efectivamente ha uma referéncia ao que
pretende ). Julgo ser agqui que posso apontar um defeito



{talver o Unico) ao diclonario: a falta de um indice remis-
sival Tal indice nao 50 colmataria falhas como as que refen,
como também tornara a comnsulta do dicionano mals facil
& proveitosa, convertendo-o, logo a um primeiro contacto,
nagquilo em que ele na verdade ja &: muito mais do que um
dicienarnio de matematica elementar, como alias as palavras
do subtitulo deixam antever. Para ilustrar o que acabei de
afirmar, vejamos o seguinte exemplo. Suponhamos que o
leitor procura o significade de Regulor. Encontrara essa
entrada na p.1104 e podera ficar a saber, por exemplo, que
se trata dum adjectiva, criado no secula XVIl, que deriva
do latim regularis, de regula, a qual em portugueés significa
regra. Depois de alguns exemplos de frases em portugués
em due o termo aparece naturalmente, tera a possibilida-
de de ver duas acepcdes da palavra em matematica, uma
em algebra e outra em geometra (sendo aqui remetido
para outras entradas como Poligonos e Poliedros). E ainda
pode ficar a saber que, na opiniao da autora (e no que
toca ao significado geométrico), "regular™ € uma palavra
que se revela bem econdmica quando se pensa que, para
sigmificar essa propriedade de um poligono, os geometras
gregos utilizavam o que para nos € a sua definicao, ouseja,
que eles "especificavam que ele era isopleuro e isdgono
ou, por outras palavras. equilatero e equiangular.,” En-
tretanto, & muito pouco provavel gue nac veja a entrada
gue se segue: Reiterar. Atrevo-me a conjecturar gue nao
esperava encontra-la e que tera cunosidade em prosseguir
na leitura (mesmo que em diagonal ) do que a autora diz
a seu respelto: para além de poder confirmar que & uma
palavra de ongem latina que significa recomecar, ao entrar
na matematica depara-se com uma serie de exemplos de
refteractes "particularmente espectaculares” de que até §a
pode ter ouvido falar, como a expressao do numero de ouro
a custa de fraccdes continuags, da sucessdo de Fibonacci e
do tridngulo pedario dum trigngulo dado.

Pequenos reparos
Disse acima que talvez o Onico defeito desta obra seja
a ausencia dum indice remissivo. Ho entanto ha afirmacoes

em que podem ser feitos alguns reparos, Como {lustracaon
focarei apenas trés. A proposito da entrada Numerdvel,
surge no final que "o "inumeravel matematico’, 1sto &, ndo-
numerdvel, 'comeca’ como continuo, to é, com o "ndmero
de pontos' de uma recta, ou mesmo de um segmento, por
outras palavras, com o conjunte R dos nimeros reais™,
Apesar do salvaguardar das palavras pelas aspas inglesas
simples, 1sto pode dar a impressao de que, em nlmero
de elementos, B vem logo a seguir a N. No entanto, esta
nao @ aideia da autora, podendo apenas ser considerada
como uma forma de expressac menaos feliz, A guestao vem
exposta com clareza nas paginas consagradas a entrada In-
finito, infinita, infinidade, onde apenas & de lamentar que
todo o protagonismo relative a prova da indecidibilidade
da chamada hipotese do continuo seja dado a Paul Cohen,
esquecendo-se a grande contribuicac de Kurt Godel mais
de vinte anos antes.

E interessante ler o que a autora diz sobre a recente
mudanca no significado de frocodo, palavra surgida em
1187 que entrou na matematica em 1520 para substituir a
designacac de nomero quebrado ique contudo permaneceu
ate ao fim do século XVIll). Antes dessa mudanca, uma
fraccao era pensada como sendo um nlumero, resultante
de unidades "partidas” em partes iguais; depeis, foi "de-
terminado pela instituicao matematica esvaziar a palavra
"fraccan” de todo o seu sentido quantitative ou numeérico,
para a reduzir a traducao duma simples eserita”. Perdendo
o caracter de ente matemdtico e vendo-se reduzida a um
nome, um desenho, detxam abwviamente de fazer sentido
expressoes como somar fraccies ou a questac de saber
se uma fraccdo € maior ou menor do gue outra: a conti-
nuarem a ser usadas, terdo que ser consideradas abusos
de linguagem. O motivo pelo qual chamo a atencao para
o assunto & essencialmente a data da mudanca apontada
pela autora: "por volta de 1980". A menos que eu esteja
a interpretar mal, seriam de descontar quase vinte anos
a esta data; como "cobaia” da experiéncia inovadora de
ensino ligada aoc movimento da matematica moderna,
lembro-me da insisténcia na distincao entre designacdo e



desigrodo, sendo quase um pecado dizer somar fraccdes
emvez de somar niimeros representados por fraccoes. Isto
passol-se em 1966 e nao ful das primeiras cobatas! Alias,
esta importancia dada a distincao entre numeral e ndmero
& caricaturada em O Frocasso do Matematica Moderna,
livro de Morris Kline surgide em 1973, NHo gue me toca,
fiquei tao marcada pela insisténcia nesta distincao gue,
ainda hoje, ao ouvir da bora dos meus alunos expressoes
como Somo estas fraccbes?, sinte um arrepio analogo ao
que se sente ao raspar a unha na parede e respondo Sim,
soima g os nimeros representados por essas fraccoes, Em
suma: uma marca deixada em mim por Bourbaki de que
nao abdico totalmente: nao digo... mas deixo dizer.

E, ja que falo de abusos de linguagem, fiquel admirada
com a naturalidade comque a autora utiliza o artigo defi-
nido em vez de indefinido quando se refere, por exemplo,
a equacoes de rectas, circunferéncias, parabolas etc.
Aparece, um pouco por todo lado, "a equacan cartesiana
da recta” em vez de "uma equacao cartesiana da recta"
e outras frases do mesmo tipo. Talvez a minha costela
bourbakista me tenha tornadoe sensivel a este género de
abuso que nunca utilizo e, confesso, nao gosto de ouvir.
Permsei que, a este proposito, a autora nada diria, mas en-
ganei-me. Na pagina 429, a autora afirma que "o abuso de
linguagem™ gue consiste em falar da equacao cartesiana
durma recta pode ser tolerado”, explica porgué e acaba até
por dar uma definicao de equacan cartesiana de uma figura
segundo a qual a utilizacao do artige indefinido deixa de
ser um abuso de linguagem. Concorde-se com esta posicao
ou nao, e de louvar gue tenha havide a preccupacac de
chamar a atencao para o assunto; a sensacao que fica e a
de que, neste dicionario, nada & deixado ao acaso,

Resposta as questdes iniciais

Espero gue ja tenha ressaltado do que vemn sendo dite
que a minha opiniac sobre esta obra e muito favoravel.
& cada passo fui lendo frases que eu propria poderia ter
dito ou escrite, resultades de inumeras reflexdes que nao
esperava encontrar relatadas em parte alguma.

Um aspecto que seria imperdoavel nao referir € a boa
gualidade da traducao. Nos poucos casos em gue pus em
divida a sua fidelidade, consulte) a versao francesa; em
todos eles pude verificar que as tradutoras respeitaram
cuidadosamente o sentido das frases, fazendo apenas as
adaptacoes indispensavels para que se adequasse a lingua
portuguesa. Mesmo sem motivo para "desconfiar™, i o
gue me pareceu suficiente na versao original para poder
afirmar, com fundamento, que se trata duma boa tradugdo,
E, mesmo tendo em conta as semelhancas de estrutura
gramatical das duas linguas, foi com certeza necessario um
grande esforco para levar a cabo um trabalho tao dificil
como este, do qual, felizmente, tambem resultou uma obra
escrita em bom portuguss,

Dito isto, falta falar da utilidade e oportumidade da
publicacao da obra em Portugal. Dividirei a minha opiniao
em trés partes, sendo cada uma consagrada aos principais
destinatarios deste dicionario: aos "Pedros”, aos pais dos
"Pedros” e aos professores de matematica dos "Pedros”.

4os "Pedros”

Tanto no que diz respeito a linguagem usada como aos
contetdos tralados que se dirlgem aos "Pedros”, este dicio-
nano servina bem a realidade portuguesa. Infelizmente, &
minha opiniao que a maiorfa dos nossos "Pedros™ nao sera
sensivel a uma obra como esta, contentando-se em tentar
aprender as partes dos manuais em que os professores
mals insistem, e quase sempre porgue "vem para o teste”.
Poucos serdo os cunosos que, mesmo tendo acesso a esle
dicionario (par exemplo porque ele existe na biblioteca da
escola), recorrerao a ele por iniciativa propria. Mo entanta,
alguns "Pedros” serac certamente levados a consulta-lo se
foremincentivados pelos pais e pelos professores.

Aos pals dos "Pedros”

Suponho que ainda e vulgar, nas familias com uma certa
formacao academica, que os filhos pecam ajuda aos pais
nos trabalbos de casa. Também pode acontecer que surja
uma conversa sobre um tema gue se esteja a debater na
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escola ou sobre um episodio que tenha ocorrido em aula.
Este dicionario pode sugerir formas "caseiras" de fazer com
que uma crianca entenda o que nao percebeu ao ouvir o
professor (e continua a nao entender por mais que tente ler
na livra), & até ser usado como tira-teimas em discussoes
familiares. Imaginemos um pai, convencido de que conse-
gue tirar uma divida ao filho sem qualguer dificuldade (pois
o que sabe de matematica transcende largamente o que &
elementar}, vendo-se cenfrontado com uma pergunta tao
inccente como "0 que & um quadrilatero?™:

Par; O que? Tu ndo sabes o que & um guadrilaters? E um poligono
com quatro lados, {Desenha um exemplo particular: guatro pontos
fa papel - cuja dispesicac esta bom longe de ser 40 acsso - & as
unices "naturais” desses pontos dols a dois. |

Fitho: Mas izz0 & uma linha & pedem-me a areal

Pal: AR, pols.... E abvia gue & o gue esta "dentro”... (Sombrela
Qinteraor |

Fitho: Entao & isso... unem-s2 os quatro pontos dois & dois! E se
4 o8 Unisse assim? (Desenba um paligens cruzado, | Isto tambem
& um quadriiaters ou sao dois trigngules unidos por um vertice? E
se o5 pontos estiverem assim? (Coloca quatro pontos que, unidos,
[imitam um poligano céncave. )

Pgi: Bem.., ey acho que, .. tens razée.., boa pergunta... nessesca-
50%... N&o 521, Mostra ca o livro... nao diz nada sobre isso... Amanha
pergunta ao professor ou consulta o dicionario na escola,

Seja isto uma caricatura ou nac, a resposta a pergunta
inicial, que ainda tem que se lhe diga, esta na pagina 1007.
E possivel que nem tudo seja directamente entendivel pelo
filho; mas talvez passe a sé-lo depots de lido e explicado

pelo pal.

Aos professores dos "Pedros™

E chegou o momento de exprimir a opintao que formei
ao longo do tempe gue dediguei a recensao desta obra: a
quert eu acho que ela poderd ser mais Util € exactamente
a nos, professores de matemdtica. Consultando-a, pode-
remos aceder a sugestoes de como tratar umassunto a um

nivel elementar {gue até dominamos dum ponto de vista
matematico superiar), aprofundar matérias com gue apenas
liamos apelando a intuigao e cujos alicerces matematicos
nao sao tao fortes quanto gostariamos, ficar a saber um
pouco da histdria de algum grandioso método, conhecer a
origem das palavras que usamos como termos técnicos...
Se me fosse permitido pormencorizar e exemplificar o va-
lor desta obra, correria o risco de escrever Uma recensan
critica em trés volumes, duma traducao em dois volumes
duma obra que nasceu apenas num! Como tal & impensavel,
deixo apenas aqui a ideia de que se trata, para nos, duma
obra muite Otil, nada fora de moda, que & optimo ter 2 mao
pois a oportunidade de a consultar surge frequentemente e
quando menas se espera. E, se nao & natural que os nossos
alunos a possam ter em casa & disposicao, ja connosco a
situacao e diferente. Mesmo numa altura em que parece
gue qualquer divida se desfaz pressionando meia-duzia
de teclas num computador ligado a rede - ideia inocente
de quemainda nao tem consciéncia de que para se avaliar
da qualidade cont que um assunto @ ai tratado @ preciso
ter muitos conhecimentos sobre ele ou entao indicagdes,
nem sempre faceis de obter, de sitios fidedignos - ter este
dicionario em casa representa uma mais-valia para qualouer
professor de matematica. Se, por outro lado, ele tambem
estiver, como se impoe, a disposicao dos alunos nas biblio-
tecas escolares, talvez, por nossa intermédio, os “"Pedros™
o comecem a consultar como consultam um dicionario de
portuguss ou duma lingua estrangeira. S5eria uma forma
de tentarmos que os "Pedros” portugueses comecassem
a ganhar uma autonomia, em matematica, que o nosso
sistema de ensino teima em nao Lhes fornecer.

Esta seccao propoe-se pablicar recenstes aprofundadas de fvros de
Matematica editados recentemente em portuguss, dandoe prefe-
réncia a livres que interessem a um piblico alargadao.
Agradecemes ao lellores da Gazets de Matemditica o envio de
sugestdes de Uvros gue julguem merecedores da nossa atencao.
Cantacto do editor da seccao: Paulo Ventura Aradja (FCUPE
e-mail: paraujoEic.up.pt
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PARABOLAS E PARABOLICAS . Nuno Crato

Memorias da Matematica

Uma das principais riguezas da Sociedade Portuguesa de
Matematica & a sua historia. Temos o privilegio de ter
tido entre os nossos fundadores pessoas como Bento Jesus
Caraca & Antanio Aniceto Monteiro, Temos a honra de ter
tido, entre os nossos colaboradores; matematicos do calibre
de Mira Fernandes, Ruy Luis Gomes e Sebastiao e Silva.
Tivernos entre os nossos socios honorarios Maurice Fréchet,
Ermmdio Guerreiro, Jose Morgado e Alfredo Pereira Gomes, E
contamos orgulhosamente comMana do Pilar Ribetro, nossa
associada numero 1, que esteve presente na Assemblela de
fundacao, em 12 de Dezembro de 1940, assim como com os
distintos professores Dias Agudo e Campos Ferreira.
Temos também algumas das mais antigas publicactes
portuguesas: a Portugalioe Mathematica, fundada em 1937,
& hoje a mais antiga e praticamente a Unica revista cientifica
portuguesa sobrevivente com caracter internacional, assim
como a propria Gozeta de Matematica, fundada em 1940.
O nosso patrimonio histérico precisa de ser tratado. 4
SPM lancou recentemente o projecto -Memaria da Mate-
matica=, com o qual conseguimas registar em video horas
de entrevista com alguns importantes matematicos. Alfredo
Pereira Gomes, por exemplo, tem um longo relato de vida
gravado em formato digital, a ser em breve transcrito para
DVYD. Temos organizado conferéncias, palestras, livios e
numerss especiais do nosso Boletim, incorporands estudos
e relatos sobre alguns dos nossos mais importantes ante-
cessores. Este ano, nas comemoracdes do centenario de
Antamio Aniceto Monteiro, lancamos uma fotobicgrafia e
desenvolvemos estudos sobre essa grande figura da clencia

portuguesa.
Mas muito mais precisa de ser feito. Lamentavelmente,

nao temos sequer fotografias decentes dos mais Impor-
tantes matematicos portugueses. So recenternente, por
exemplo, conseguimos obter uma boa fotografia de Pedro
José da Cunha, o primeiro presidente da Sociedade.

Talvez mais grave ainda que a auséncia de imagens seja
a randade dos documentos. As cartas, o5 manuscritos de
artigos, as actas de reunides, tudo isso pode ser precioso
para se perceber como se desenvolveu a 5PM e a matema-
tica portuguesa. Sem esses documentos Nao conseguimos,
por exemplo, perceber as atitudes dos matematicos pe-
rante o desenvolvimento da ciéncia nem a forma como se
transmitiram conhecimentos e atitudes.

Faltam-nos coisas ainda mais elementares. Temos ar-
quivados quase todas as nossas publicagaes, mas ha alguns
numeros antigos, da época em que o regime nos impediu
de existir legalmente, que nos faltam.

Seria importante gue todos os associados e amigos da
Sociedade colaborassem num esforco de recuperacac do
nosso passado. A SPM nao pretende arquivar documentos
pessoais, fotografias e objectos, embora esteja disposta a
fazé-lo ou ajudar a fazé-lo. Podemos, por exemplo, pro-
mover o arquivo e tratamento de espolios valiosos noutras
instituicoes competentes, como a Biblioteca Nacional e a
Fundacao Mario Soares. Nestas duas instituicoes estao de-
positados, respectivamente, os espolios de Hugo Baptista
Ribeiro e de Bento Jesus Caraca., Ou podemas simplesmente
digitalizar documentes a guarda de familiares ou de ami-
gos. O importante € que a informagao Nao se perca nem
se limite a bibliotecas e arquivos pessoais, por mais bem
organizados que estejam. Seria bom que o que & patrimanio
de todos fosse util a todos.
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Inquérito:
O estatuto do professor

Mos Gltimos tempos a imprensa tem sido farta em noticias
que interessam aos professores. A esse proposito, Luisa
Araujo (Professora de Ciéncias da Educacao ) diz, no Plblico
de 78 de Marco de 2007, que o ritmo com que o Ministério
da Educagao anuncia medidas atras de medidas tem um
efeito curioso: ninguém discute as implicacées que cada
uma delas e todas elas, no seu conjunto, podem ter no
nosso sistema educativo.

De entre as novidades citemos trés: {a) a criacao da
categoria de Professor Titular, (b} a ideia de organizar a
preparacao dos professores de modo a habilita-los a ensinar
todas as disciplinas nucleares do 1" ao 6” ano (tema tratado
no artigo referido), {c) o velho problema da autoridade dos
professores em conjugacao com a indisciplina {veja-se o
Diario de Hoticias de 3 de abril de 2007).

Com o objectivo, nao de conseguir conclusdes com
relevo estatistico, mas somente de auscultar guem tem
experiéncia, provocar a meditacas e fomentar a discus-
sao, a Gazeta de Matematica pos as seguintes perguntase
solicitou respostas sucintas:

Questoo 1° Que acha da criacdo da categoria de Professor
Titular?

Duestdo 20 E que pensa dos critérios de promacao? Nbo sdo
demasiado burccrdaticos (contagem do nimero de faltas,
etc.) em vez de se basearem na qualificacio e desempenho
cientifico e pedagogico dos pretendentes?

Cuestdo 4 Devem preparar-se os professores para ensinar
todas as disciplings do 19 gté oo 6% ano ou é preferivel pre-

parar professores especializados em areas razoavelmente
restritas do conhecimento?

Questdo 4 Quante a indiscipling (e mesmo vielénhcla na
Escola) acha que se deve dar mais autoridade aos profes-
sares ou antes pelo contrdrio?

Cuestdo 50 Devem atribuir-se mals resporsabilidades aos
adolescentes, inclusivamente considerando-os mais capa-
zes no plano ético? Por exemplo, quando um adolescente
nde se interessa pela Escola ou despreza o conhecimento
ou € indisciplinado, a gual dos pontos se deve dar mais
énfase: (1) a cousa reside no professor {ou na Escola ou nas
infra-estruturas) porque nio sabe motivd-lo, (2) a causa
deve procurar-se no adolescente que ndo assume as suas
obrigacoes e jd tem jdade para issa?

Anténio Celesting Lima dos Santas,
Instituto de Odivelas

Questdo 1: Com a instituicac de professores titulares,

querer-se-a estabelecer uma distingao entre professores
de primeira e professores de segunda? Com que critéros?
E quais as funcoes de tais titulares? Sera o professor titu-
lar, "um glorificado professor delegado™ em cada area de
ensina? Do mal o menos, mas entao sera determinante a
elaboracao de uma grelha ande conste a descricao do seu
conjunta de tarefas, salvaguardando, ao mesmo tempo,
uima sa camaradagem, num espirito de entreajuda,

Mo seria mais til a criacio de professores de recupera-



cao/objectivos minimos para ajudar os alunos com maiores
dificuldades?

Questdo 2: Os critérios de promocao de professores deve-
rao sobretudo basear-se em qualificacoes & provas dadas
de aptidao cientifico-pedagdgica e assiduidade. Porém, a
obtencao inequivoca de tais provas requer por vezes es-
tratégias de dificil consolidacao. Por favor: culdado com
as opinioes de pais e alunos.

Ja nao me repugna a critica construtiva do conjunto da
tnformacas gue os professores fornecem de uma forma
vinculativa, atraves de fichas formativas, testes de avalia-
cao e outros materiais, 8m conjuncan, com a apreciacan
criteriosa (mais outra dificuldader) dos resultados obtidos,
como medias e percentagens de positivas. Mas tudo contra
um pano de fundo de 58 camaradagem e entreajuda.
Duestio 3 EmFranca, a opcao por um professor Unico ate
ao 5° ano de escolaridade, parecer ter um grande sucesso.
Mo entanto naquele pais os critérios de admissao & a pre-
paracao dos alunos-mestres sao altamente exigentes.
Cuestan 4+ Os professores deverao ter mals autonomia e
autoridade e os procedimentos disciplinares deverdo ser
mais céleres e simples.

Cuestan 50 Havera sempre modos adequados de envolver
os alunos no processo educativo. Mas nada de empolar
os "direitos dos alunos™ nem de propor passagens de ano
gratuitas ao estilo do que a se fez na Italia. 5im a criacao
de saidas vocacionais para alunos sem apeténcia para
curriculos académicos,

Branca Maria Ruas,

Escola Secundaria Amélia Rey Colago, Linda-a-Velha

(Questao 1; Nao concordo.

Uestan 2: Discordo do principlo da aplicacao de quatsquer
criterios dos quais os docentes nao tinham conhedmento e
de incidirem apenas sabre parte da carreira. Os professores
nao sabjam que poderiam vir a ser penalizados por terem
"$(” dado aulas nos tiltimos 7 anos.

Mao concordo com certos critérios, principalmente os
que se referem ao desempenho de alguns carges, que, na
minha opiniao, nao contribuem para melhorar a qualidade
da funcao docente.

& qualificacao e o desempenhe cientifico e pedagogico sao
determinantes mas nao se podem dissociar do profissiona-
lisma e sentido de responsabilidade. Assim, penso gue faz
sentido ter em conta o nimere e ¢ tipe de faltas dadas por
um docente, em cada ano lective, ao longo detoda a sua
carrefra mas nao apenas nos Ultimos 7 anos,

Um professor que, num ang lective, nao tenha dado faltas,
deveria ter uma pontuacao diferenciada.

Questao 3: Discorde completamente de uma formacao
generalista. Os professores tém que gostar maunito do que
fazem e das materias que leccionam, por isso defendo uma
formacao especlalizada, por disciplina, o que nao significa
inexisténcia de interdisciplinaridade. Os programas tem
de ser elaborados de forma a permitir que ela se possa
efectuar de uma forma natural e nao forcada.

Sendo professora de Matematica, receio as consequéncias
gue esta medida venha a ter no futuro, pois estou certa
que nac ira diminuir o insucesso,

Crestan 4 Deve ser dada mais autoridade aos professo-
res e dignificar a profissao docente. Os Encarregados de
Educacao devem participar, como parceires, no processo
educativo dos seus educandos. E fundamental que nas Esco-
las exista um clima de respeito entre todos, em particular
na sala de aula, A indisciplina contribui para o insucesso
dos alunos.

Questao 5 Os adolescentes devemn ser mais responsaveis
e o5 encarregados de educacao devem ter um papel fun-
damental neste processo.

Existem muitas outras causas, & maior parte delas exterio-
res a Escola, para este problema.

Os dois pontos (1) e (2} nao podem ser colocados em al-
ternativa.

Professores, alunos e encarregadeos de educacao devem
reflectir sobre as causas possivels desse desinteresse e
assumir as suas responsabilidades.



Maria do Céu Silva,

Escola Secundaria Alexandre Herculano, Porto

Cuestdo 1) Embora pareca prematuro prever o impacto que
a criacao da categona de professor titutar pode vir a ter
na oreanizacao do novo sistema escolar, uma colsa & certa,
alguns itens da sua concepcao sao profundamente injustos.
Se outras razdes nao existissem, bastariam as duas que
refiro em seguida: o facto de apenas serem considerados
os Ultimos sete anos de uma carreira que pode ascender a
mais de 30 e a desvalorzacao em termos de pontuacao de
um candidato que, embora tendo efectivamente exercido
funcoes docentes, o tenha feito num estabelecimento
publico de emsino superior. Parece natural esperar que,
concebida tal como esta, a criacao da categoria de pro-
fessor titular condicionara a atitude critica do professor
& promovera o individualismo e a competitividade, com
prejuizo do trabalho em equipa.

Cuestin 2. Mao tepho dividas que o critério gue primeiro
deve pesar na progressao da carreira de um professor
deve ser o da sua competéncia clentifica e pedagogica,
emsimultdnec e na mesma proporcas. Tambem nao tenho
dividas sobre a importancia da assiduidade (dos profes-
sores e de lodas as classes profissionais! ). Mas parece-me
extremamente injusto gue alguem seja penalizado por usar
um privilegio que a le1 lhe concede: poder ac longo do ano
lectivo utilizar uns poucos dos dias de férias a que tem
direito para tratar de algum assunto pesscal inadiavel.
Questso 3: E indiscutivel que, quanto mais diversificada
for a preparacac de um candidato a professar melhor serd
a sua prestacac enguanto tal. Mas isso nao significa que
ele nao deva ter uma especializacao em alguma area do
conhecimento e que seja nela que exerca a sua actividade
docente. Justamente por isso, parece-me que nao pode
haver vantagem em implementar um sistema de ensino em
cue os dois primeiros ciclos sejam Lotalmente confiados a

um professor. Afigura-se-me gue, nestas condicoes, alem
de ficar privado de crescer na diversidade do contacto com
métodos de trabalho diferentes, o aluno fica ainda sujeito
a um tipo de ensino mais superficial (acredito que sao raros
o5 exemplos de super-professores). Por 1sso, entendo que
na formacéao basica devem existir professores diferentes,
cobrindo as seguintes areas disciplinares: ciéncias, letras,
educacac fisica e educacae artistica.

Ciest o 4 Estou convencida que o factor mais importante
para o sucesso do processo de ensino-aprendizagem esta
directamente relacionado com a autoridade do professor
Parece-me, no entanto, que essa autoridade nao pode ad-
quirir-se por decreto. Ela val sendo conquistada a medida
que a seciedade for reconhecendo a importancia do papel
do professor na sua formacao e transformacao; e essa
tarefa e, naturalmente, da incumbeéncia do Ministério da
Educacao.

CQuiestio 50 Embora nao sejam de excluir casos em que a
causa da indisciplina reside no professor e/ou na Escola,
parece-me que & sobretudo no comportamente do adoles-
cente e na atitude das familias que ela deve ser procurada.
Por um lada, vivermos numa socledade demasiado permis-
siva {também com os adolescentes), em que muitos pais se
demitem da sua tarefa de educadores, remetendo-a quase
intetramente para a Escola. Por outre lado, nos ltimos
anos criou-se a ideia gue aprender deve ser algo que se
realiza sem esforco. Estes dois erros crassos traduzemese
na desresponsabilizacac dos alunos, com as consequentes
atitudes de indisciplina que todos conhecemos. Para fazer
da Escaola um espaco agradavel, onde o processo de ensino-
aprendizagem seja possivel, & necessario instituir e fazer
cumprir regras de boa convivéncia entre todos os interve-
nientes no processo educativo, o gue torna indispensavel
responsabilizar os alungs, adequande, naturalmente, essa
responsabilidade a faixa etaria em que se enquadram.



Nas seus tempos de estudante houve algum livro de que gostasse especialmente e ao
qual ainda recorra se precisar de verificar qualquer coisa na area que ele abrange?

General Topology » s. willard

O livro mais usado, na minha estante, & General Topoiogy, de S, Willard e publicado pela Editora
Addizon-Wesley. Mum sentido estrito, a sua indicacao naoc responde a pergunta, ja que so fol
publicado logo apds o meu doutoramento. Contudo, como livro de referéncia, acho-o extrema-
mente Gtil. Embora nao seja um livro para quem inicia o estudo da Topologia, comeca, mesmo
assim, pelas nogdes basicas e desenvolve a teoria até um nivel bastante avancado,

Duas caracteristicas especificas sao uma coleccao muite completa de contra-
-exemplos e a existéncia de muitas notas, acompanhadas de referéncias, sobre rames da teona
que nao fazem parte do corpo principal do livro. O autor usa um largo numero de exemplos
para ilustrar os conceitos & mostrar até que ponto podem ser desenvolyidos. Ok exercicios,
frequentemente, contém indicacoes gue apontam para novos rumos. Embora apresentadas con-
cisamente, segui-las e preencher as lacunas @ muito instrutivo para o estudante. Na realidade,
leccionei cursos de Mestrado em que os estedantes eram conduzidos, atraves das suas notas 2
exercicios, a uma area substancial da Matematica. Possuo este livio ha guase guarenta anos
e, para mim, ndo perdeu nem interesse nem valor.

Sheila Carter
School of Mathematics
University of Leeds U.K.

Estante



A Quadratura dos Poligonos

O celebre problema da gquadratura do circulo pede uma con-
strucan com régua & compasso que permita, dado um circula,
construir um guadrado com a mesma area.

Este problema e impossivel, come mostrou Lindemann em
1887, ja que 7 & um numero transcendente, isto &, nao & raiz
de nenhuma equacda polinomial com coeficientes inteiros.

O prablema de que nos ocupamos haje, pelo contrario, @
passivel. E até facil de resolver,

Dado um poligeno, serd possivel corta-lo em pedacos, com
golpes rectiliness de tesoura, de forma a que estes possam ser
reorganizados na forma de um quadrade?

A solucao vai ser apresentada passo a passo.

|- Qualguer poligono pode ser visto como constituido por
tridngilos.

—
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|I- Todos os tridgnguios podem ser transformados em rectdngu-
los, usando cortes de tesoura.
Tracando uma paralela 4 bate que contenha os pontos me-
dios dos outros, a construcas fica evidente (2scolhemos para
base um lado refativamente ac gual a altura do triangulo

esta dentro deste),

- Qualguer rectangula pode ser transformade num gquad-
rado.
Se o4 lados do rectdngulo forém a e b, o quadrade vai ter
tado [[ah).
Ista toma evidente onde marcar os pontos de separacao nos
lados maiores do rectdngulo. (Supomos a < b < 4, caso
contrario partimos o rectingulo ao meio e empilhamos as

duas pecas o numera de vezes necessariol.

I¥: Para cada par de quadrados temos uma construgan que nos
permite farmar um quadrado com a area dos dois juntos,
Propomes aos leitores a verificacio da validade do processo.
A {defa chave consiste na escalha do ponto na base que val
definir a separacac dos pedacos.

Esta construcao previa permite evidenciar que tal ponto
esta numa eircunferéncia de gue o sepments que une o3

vertices dos quadrados ariginais & didmetro.



Agora basta cortar, colorir e reagrupar...

Lishoa

O processo esta terminado: dado um peligone, comecamas por dividi-lo em tridngulos,

de C¥encias da Universidade d

cada um destes transformames num rectangule; cada rectangulo num com proporgoes
aceitaveis {lado maior mais curto que quatre vezes o mener) e, finalmente, cada par de
guadrados da origem a um so quadrado.

jrmilvaical, berkeleyw edu
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Faculdades

Clamo que este processo, e bem gue infalivel, usa decomposicées em muitas pecas.

Qual sera o menor numero de pecas em que @ neceseario cortar o dodecagono regular

de forma a gue estas se regrdensm na forma de um guadradal

Mota: A solugdo do problema do ultime nimere pode ser encontrada em

htteps A udioumcopg MR probl



http://ludicum.org/MR/probl

As XXV Olimpiadas Portuguesas de Matematica

Joana Teles

Departamento de Matematica, Universidade de Coimbra

Bodas de Prata das Olimpiadas de Matematica

0 ano de 2007 ficara para sempre recordado como um ano
multe especial na histdria das Olimpiadas de Matematica
em Portugal. Em primeire lugar porgue s comemoram os
25 anos das Olimpiadas de Matematica com um ambito
nacional & em segundo lugar porgue Portugal acolhera,
pela primeira vez, uma competicao de nivel internacional;
as Olimpiadas |bero-Americanas de Matematica. Jovens
talentos e professores dos 22 pafses Ibero-Americanos e de
Mocambique, este Gltimo como nasso convidado especial,
juntar-se-ao em Coimbra em Setembro de 2007 para um
pericdo que todos nds tentaremos tormar Inesquecivel,
qguer a nivel de exceldncia academica, quer ao nivel do
convivio e da partilha de experiéncias gue uma semana
em conjunto proporcionam.

E o culminar de um movimento que se iniciou em Colm-
bra no ano de 1980. Alnda nesse ano, durante o ano lectivo
1979/1980, a SPM lancou as primeiras olimpiadas de Mate-
matica, chamadas mini-Olimpiadas porgue s abrangiam a
regiao do pais correspondente a —
Delegacio Regional do Centro. S—

A primetra Comissao Organiza-
dora era constituida por Ana lsabel
Rosendo, Ana Maria Justino, Antd-

MEEMISICAR
. ! o
nio Leal Duarte, Dina Maria Santas, - || r’

Jaime Carvalho e Silva, Joao Carlos
Climaco, Jodo Filipe Queird, Manusl
Rolao Candefas, Maria Emilia Miran-
da, Maria de Lurdes Yieira e Maria
Manuela Sobral.

Vencedores das Olimpiadas de 1983 (1 GHM)
& 1984 27 OMM)

Depols de trés Mini-Olimpiadas, no ano lectiva de
1982 /1983 tiveram lugar as primeiras Olimpiadas Nacionals
de Matematica, que em 2000 mudaram o nome para Olim-
piadas Portuguesas de Matematica. Em 1989 em Macau (a
data sob administracao portuguesa) comegou o mavimento
olimplco que deu orlgem as Olimpiadas de Matematica de
Macau, com forte contributo e apoio da SPM.

Para comemaorar o5 25 anos das Olimpiadas Portuguesas
de Matematica (OPM), a Socledade Portuguesa de Mate-
matica (SPM), com 0 apoio do Pavilhdo do Conhecimento
- Ciéncla Viva, concebeu uma exposicao que conta a his-
toria de um guarto de século desta competicao e dos seus
intervenientes. Nesta exposicao & possivel saber o que &
feito dos antigos vencedores, que profissées abracaram
& 58 a Matematica continua a fazer parte das suas vidas.
& historia de cada uma das edicdes das Qlimpiadas pode
ser percorrida e podem ser experimentados os madulos
interactivos gue representam alguns dos desafios que nos
Ultimes 25 anos foram colocados a todos os participantes.
Esta exposicao encontra-se no foyer do Pavilhao do Co-

nhecimanto ate dia 14 de Maio e

‘ ﬁ depaois ira percorrer o pais.

q OLIMPIADAS
7 RORT®SUE®S

Ainauguracao desta exposicao
decorreu no Pavilhao do Conheci-
mento no dia 24 de Marcointegra-
da no programa da Final Nacional
das XXV OPM. Antigos vencedores
olimpicos, colaboradores, cria-
dores de problemas, correctores
de provas, orzanizadores, amigos
e socios da SPM foram convida-



dos a assistir a esta cerimonia
que contou com a presenca do
Ministro da Cigéncia, Ternologia e
Ensino Superior, Professor Mariano
Gago. 0s momentos vividos pelos
participantes das Olimpiadas nas
finais nacionais foram recordados
nos depoimentos de dois partici-
pantes de geracoes distintas. Foi
feita uma homenagem as escolas
e aos alunos que mais se destacaram nesta competicao. A
ocasiao fol, tambem, aproveitada para o lancamento do
Volume 1 dos livros "Olimpiadas de Matematica - Categoria
A" e "Dlimpiadas Portuguesas de Matematica - Categoria
B" organizados por Paulo Eduardo Oliveira e lorge Picado
e editados pela Texto Editora e pela SPM. Estes Uvros
retnem todos os enunciados e resolucdes dos primeiros
10 anos das OPM e podem ser ferramentas essenciats na
preparacdo e melhoria de resultados quer pelos alunos
auer pelas escolas.

A sessao terminou com a fotografia (possivel) de todos
os vencedores presentes e com uma visita a exposicao
comemorativa.

Final Nacional das XXV Olimpiadas Portugue-
sas de Matematica

& primeira etapa (dita eliminatdria) das Olimpiadas de
Matematica realizou-se em Novembro de 2006 em perto de
1000 escolas por todo o pais num total de 25 000 partici-
pantes, Os que deram provas de capacidades na resolucao
dos problemas propostos puderam continuar para a segunda
etapa (eliminatoria) que decorreu em Janeiro de 2007,
Apos esta etapa apenas 60 "magnificos™ atingiram a Final
Nacional: 30 da categoria A (B" e 5° anos de escolaridade)
e 30 da categoria B {107, 1™ e 12° anos), distribuidos
uniformemente pelas regioes norte, centro e sul. A Gltima
etapa {a Final Nacional) no trilho de uma medalha olimpica
decorreu entre os dias 22 e 25 de Marco em Lisboa sendo a
Escola Secundaria Jose Gomes Ferreira a escola escolhida
para acolher este evento. Os 60 jovens chegaram a Lisboa

no dia 22 de Marco, quinta-feira,
tendo sido recebidos no Pavilhao
do Conhecimento no Parque das
Nacoes. As duas provas que cons-
tituem esta final decorreram na
escola nas manhas de sexta-feira
e sabado. As tardes destes doiz
dias foram aproveitados para pas-
sear e visitar a cidade de Lisboa,
nomeadamente o Castelo de Sao
Jorge e o Oceanario foram pontos por onde todos passaram.
Mo Sabado ao final da tarde todos os olimpicos estiveram na
sessdo comemorativa dos 25 anos das Olimpladas de Mate-
matica e a noite assistiram a um espectaculo da Companhia
Nacional de Bailado que decorreu no Teatro Camoes.

O momento mais aguardado por todos, a sessao de
encerramento e entrega de prémios, decorreu no Domingo
de manha no auditorio da Fundagao Calouste Gulbenkian.
Esta cerimonia contou com as seguintes presencas: Profes-
sor Marcal Grilo em representacao da Fundacao Calouste
Gulbenkian; Ministra da Educacao, Professora Maria de
Lurdes Rodrigues: Professor Nuno Crato, presidente da
SPM; Professor Jodo Fillpe Queiro, professer do Depar-
tamento de Matematica da Universidade de Caimbra e
um dos pioneiros das Olimpiadas em Portugal e Doutor
Manuel Esperanca, presidente do Conselho Executivo da
Escola Secundaria Jose Gomes Ferreira. O Professor Joao
Filipe Queird fez uma breve apresentacao intitulada "Nos
28 anos de Olimpiadas de Matematica™, numa alusao acs
trés anos anteriores em que decorreram umas "Mini-
Dlimpiadas de Matematica™ na regiao de Coimbra. Apds
ter sido feito um pouco de histdria e de terem sido apre-
sentadas algumas historias curiosas, chegou o momento
de conhecer o nome dos medalhados. Certo era que os
presentes ja eram vencedores pois atingiram a final de
entre os muitos concorrentes iniciais. O suspense habitual
foi mantido. Um a um, os participantes foram chamados
a0 palco, com os medalhados Com o ouro a Serem os mais
sofredores. uma vez que primeire foram chamados os nao
medalhados, depois os bronzes, em seguida as pratas e
por fim os oures. A lista de todos os medalhados nas duas
categorias & a seguinte:






