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"...queremos levar ao conhecimento do publico interessado tudo o que de
melhor se vai fazendo na divulgagdo da Matematica em Portugal..."

No ultimo ntimero afirmamos que as alterages que extraordindrias de mobilizacio e motivacdo de
gostarfamos de trazer a Gazeta de Matemdticase jovens estudantes para, por meio da resolugio de
podiam traduzir em duas palavras: mais problemas, aprenderem Matemética. E com o maior
Matemaética. O feedback que obtivemos quanto as prazer que a Gazeta de Matemadtica acolhe uma
alteragdes introduzidas foi, em média, muito positivo.  colaboragdo do Projecto Delfos que, nas suas palavras,
Queremos levar ao conhecimento do publico ‘"serd regular e duradoura se a vida for como as
interessado tudo o que de melhor se vai fazendo na  intengées”.
divulgagdo da Matemédtica em Portugal. Dai o inicio Asecgio O queé... é umnovo desafio. Especialistas
da colaboragdo regular do projecto Atractor explicam, em duas péginas, conceitos mateméticos
(http://www.atractor.pt/) uma das singularidades do  mais ou menos sofisticados. O gue é... terd em cada
espectro da divulgacio da Matematica em Portugal, numero o complemento directo e o autor em aberto.
com a Gazeta, bem como a coluna Na Linha de Frente, Neste nimero de abertura Gustavo Granja, do
da responsabilidade de Fabio Chalub, com noticias Instituto Superior Técnico, explica o que é o grupo
quentinhas da linha da frente na investigagdo em fundamental. De novo, a Gazeta orgulha-se de contar
Matematica. com esta colaboracao, esperando apenas que futuros
Em termos de contetidos, no entanto, nemtodasas  autores ndo se sintam intimidados pela elevadissima
alteracbes (talvez felizmente!) se conseguiram qualidade dotextode Gustavo Granja.

realizar na primeira edi¢do. Temos assim o maior Neste ntimero, por razdes editoriais, a publicagio
prazer em anunciar o inicio de mais duas secgées a  do artigo convidado teve que ser adiada; aquilo que
partir destenumero. podemos assegurar aos leitores é que vai valer a

O Canto Délficosurge nasequéncia de uma pena esperar. E queremos deixar uma palavra final
colaboragdo entre a Gazeta e o Projecto Delfos. Como de reconhecido agradecimento para onosso
afirmamos, a Gazeta pretende divulgar aquilo que de  colaborador Paulo Ventura Aratijo, que depois de
melhor se faz em Portugal no ensino da Matematica. E  muitos anos de um trabalho 4rduo e meticuloso
como quem ja passou pelaexperiéncia de fazer decidiu colocar um ponto final na secgio Livros
Matematica de algum tipo, ela aprende-se fazendo.O  Contados.

Projecto Delfos, da Universidade de Coimbra
(http://www.mat.uc.pt/~delfos/) tem qualidades Boaleitura. Boa Matemaética.!'!
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webMathematica no Atractor

O Atractor tem instalado no seu site, desde Julho de
2007, o webMathematica, que permite disponibilizar
um conjunto de contefidos interactivos poderosos e
diversificados, com grande potencial de uso
didactico. Isto é conseguido porque as paginas do site
podem comunicar com o Mathematica, instalado no
servidor do Atractor, tendo assim acesso ao poder de

calculo simbdlico e numérico desse software.
Por exemplo, o utilizador pode, sem precisar de

instalar no seu computador qualquer programa
especifico, obter os graficos dos polinémios de Taylor
de uma fungdo a escolha, num ponto qualquer do

Graficos de polinémios de Taylor da fungdo seno.

dominio [1]. Ou pode produzir um applet [2], em vez
de ter um grafico fixo, e guardar esse applet para
depois o utilizar, sem necessidade de ligagdo a
Internet. Ao arrastar o ponto, observar-se-a em tempo
real como variam os graficos dos polinémios de
Taylor no ponto. Outro exemplo: pode criar
numerosos applets [3] - obtidos truncando poliedros
platénicos, ou encolhendo, estrelando, reentrando,
esburacando as suas faces, ou compondo estas
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Atractor

Pares estereoscopicos.

diversas operagdes - e utilizar depois esses applets,
criando uma pagina no seu sife. Esses applets podem

representar pares estereoscopicos.
Vejamos com algum detalhe um exemplo que foca

um aspecto porventura menos divulgado:odoraiode
convergéncia da série de Taylor de uma fungéo freal
de variavel real, definida pelo quociente de dois
polinémios P e Q (que podemos supor sem zeros
comuns), sendo Q ndo constante. Neste caso, o
dominio de fs6 ndo contém os eventuais zeros reais de
Q e ésabido que: i) para cada ponto 2 do dominio def,
o conjunto de todos os pontos onde a chamada série de
Taylor defem a é convergente é um intervalo limitado I,
centrado em a (intervalo aberto, fechado ou semi-
aberto); e ii) nesse intervalo, a soma da série coincide
com f. Uma pergunta natural é: como depende dea a



http://www.atractor.pt

Atractor

[IwebMathematica no Atractor]

semi-amplitude
desse intervalo? A

. Vo

resposta € simples
de deduzir se forem
conhecidos os
resultados
elementares sobre as

" séries de Taylor no
. /\ [, _/‘/ 4
plano complexo. E

essa resposta
simples é a seguinte:
i) a semi-amplitude
de I, é uma fungio
continua de a2 e o

/"\ grafico dessa fungéo
Xr P

Raio de convergéncia: grafico de F.

F é uma reunido

finita de arcos de

hipérbole,
segmentos de recta e
semi-rectas
(podendo estar representadas s6 uma ou duas destas
trés categorias); ii) os (eventuais) «bocados»
rectilineos fazem um angulo de 45° com o eixo dos xx e
estdo agrupados dois a dois, da forma que as figuras
ilustram (as hipérboles tém também assimptotas com
igual inclinagdo). As figuras ao lado foram obtidas em
[4], que é uma espécie de laboratdrio experimental, no
qual podera testar este comportamento com uma
fungdo f a escolha e descobrir o aspecto do gréfico da
fung@o F correspondente (ou, melhor ainda, comegar
por conjecturar esse aspecto e verificar
experimentalmente a correccdo da conjectura). O
grafico é, na verdade, um applet animado, que se pode
parar com duplo clique, arrastando depois
lentamente o ponto para uma melhor compreensao
do que se passa: o valor de F em # é o raio do maior
circulo centrado em a que ndo contém no seu intetior
nenhum zero de Q. Conforme o0s zeros que estdo no
bordo sdo reais ou complexos, assim temos no grafico

partes rectilineas ou arcos de hipérbole.
Seguem-se breves referéncias a mais alguns

exemplos:

O enderego geral do webMathematica é http://www.atractor.pt/webM/wm/

¢ em [5] pode-se observar deformagdes de familias
de superficies (2 escolha), um dos exemplos pré-
definidos sendo uma deformagdo entre a helicdide e a
catendide;

Deformagdes de familias de superficies.

* em [6] vé-se o comportamento dindmico dos
iterados de um ponto varidavel por uma fungido a
escolha, mostrando simultaneamente os gréficos de
algumasiteradas dessa fungao;

X

Comportamento dindmico.

¢ em [7] pode-se fazer zooms do grafico de fungdes
a escolha, permitindo comparar a derivabilidade num
ponto com o cardcter aproximadamente rectilineo do
grafico de um zoom suficientemente forte no ponto

correspondente do grafico.
¢ em [8] ha possibilidade de comparar graficos de

até seis fungbes, F, ..., F;, com grande versatilidade na
escolha dessas fungbes. Com escolhas adequadas de
F, F; F, Fs; F, pode-se comparar o grifico de
qualquer F; com os dos seus primeiros restos ou

polinémios de Taylor num ponto variavel, etc.

Os enderegos referenciados no texto obtém-se acrescentando a este enderego geral os seguintes complementos:
[1] taylor/poltaylor.jsp [3] poliedros/poliedros.jsp [5] superficie/familiaSup1.jsp [7] funcoes/zoom.jsp

[2] taylor/poltaylor2.jsp [4] taylor/intconvijsp
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[6] funcoes/iterarApplet jsp [8] funcoes/funcoes2.jsp
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Recreio

A Visita da Velha Senhora

Para estimular a aprendizagem matematica, Artmas
Martin fundou em 1877, nos Estados Unidos da
América, uma publicagdo periddica dedicada
exclusivamente a problemas, The Matematical Visitor.
Neste jornal, que se publicou até 1896, colaboraram,
para além de muitos amadores, matematicos de

renome como B.Piercee].]. Sylvester.
Esta tradi¢do que os americanos assim

importaram da Europa revelou-se um dptimo veiculo
para partilha de ideias, se bem que também tenham
sido publicados muitos problemas rotineiros, cujas
solugGes eram solicitadas por pessoas que, muitas

vezes, delas de factonecessitavam.
Apesar de néo existirem entdo calculadoras nem

computadores, foram propostos e resolvidos nas
paginas desta revista problemas como o de
determinar uma aproximacéo de /2 com 100 casas
decimais, ou determinar uma solugéo, em inteiros, de

x2-9781y2=1 (o menor valor positivo de x tem 156
digitos)!

A editora Mathpro Press publicou em boa hora
todos os problemas e todas as solugbes, com as
ilustragbes originais (Problems and Solutions from The
Mathematical Visitor, MathPro Press 1996). E deste belo
livro que retiramos os exemplos que se seguem.
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O primeiro problema do primeiro nimero do

Visitor é aqui proposto aos leitores:

Dois comboios, um que mede a metros e o outro que
mede b metros circulam em linhas paralelas. Quando
vigjam em sentidos contrdrios demoram m segundos a
cruzar-se, mas quando o mais rdpido ultrapassa o mais lento
fo-lo em n segundos. Quais sdo as velocidades dos
comboios?

Outro, mais arrebicado, é o problema 230, que
pede as primeiras 100 casas decimais de ¥Z .o
solucionista diz que usou uma regra conhecida para
gerar uma aproximagio iterativa. A partir de uma
fracgdo proxima do valor procurado, a/b, obtém uma
aproximacéo melhor dada por

a(a’+4°) _
2b(a® +b°)

D
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2
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Recreio
[A Visita da Velha Senhora]

Partindo do valor inicial 5/4 a primeira iteracédo ja
da 5 casas decimais correctas, a segunda mais de 50, a

terceira tem o problema resolvido (a méao!).
Terminamos com dois problemas de geometria. O

91, que pede para mostrar que, na notacio da figura,
se P é um ponto qualquer na base de um tridngulo

isosceles, entdo AP*+BPxPC é constante.

Finalmente, o problema 109:

Temos um campo com a forma de um tridngulo
rectiingulo cujos catetos medem 200 e 40 metros. Um cavalo
estd preso por uma corda ao vértice B. Qual o comprimento
desta corda para que o cavalo possa pastar em metade do

campo?
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Sobre as questdes do nimero anterior: na

perseguicdo, se o policia se aproximar ingenuamente
do ladrdo este podera fugir repetidamente. Contudo,
se o policia fizer a triangulagao indicada, e s6 depois
selancar atras doladrao, vai apanha-lo pela certa!

Jogando primeiro a equipa pode ganhar como
ilustrado na figura (lances impares). Os pontos negros
ndo podem evitar trés em linha brancos no préximo

movimento.
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por Fernanda A. Ferreira e Flavio Ferreira

[Escola Superior de Estudos Industriais e de Gestio, Instituto Politécnico do Porto]

Equilibrio de Nash Versus Optimo de Pareto

(Racionalidade Individualista Versus Racionalidade Altruista)

O equilibrio de Nash, utilizado muitas vezes para solugdo de um jogo, nao é
necessariamente a "melhor solugdo” ou a que fornece o "melhor resultado”.
Em muitas situagdes, todos os jogadores melhorariam os seus resultados caso
pudessem, de alguma forma, acordar estratégias diferentes das do equilibrio

de Nash

1.Introdugio

Podemos definir a Teoria dos Jogos como a analise
matematica formal de situagbes (jogos) que envolvem
conflitos de interesses. Para o estudo desses jogos,
recorre-se a modelos matematicos que descrevem
interacgbes competitivas sujeitas a um conjunto de
regras, onde o objectivo principal é encontrar as
estratégias' racionais 6ptimas em situagdes onde os
resultados dependem também das estratégias
escolhidas pelos outrosjogadores.

Nos ultimos vinte anos assistimos a um
desenvolvimento significativo da Teoria dos Jogos em
trés importantes aspectos: (i) a investigacio cientifica
tem levado a um grande aumento de aplicagdes em
imensas areas do saber, com os resultados publicados
tanto em revistas especializadas como em livros; (if) o
ensino da Teoria dos Jogos passou a integrar-se nos
curricula de varios cursos de Licenciatura, de
Mestrado e de Doutoramento; (iii) junto da opinido
publica, a divulgacdo da Teoria dos Jogos surgiu com
a atribuicdo do Prémio Nobel da Economia, em 1994, a
trés dos seus principais criadores (John Nash,
Reinhard Selten e John Harsanyi) e, especialmente,
através da publicagdo em filme, em 2001, da biografia
deNash, Uma Mente Brilhante.

Neste trabalho, pretendemos fazer uma reflexao
sobre a diferenca entre dois instrumentos de anélise
muito utilizados em Teoria dos Jogos: Equilibrio de
Nash e Optimo de Pareto. Séo instrumentos que se tém
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"Plano de acqoes que especifica, para um determinado jogador, que acgado tomar em todos os momentos em que tenha de decidir o que fazer.

revelado muito titeis na andlise de comportamentos e
resultados a esperar em situagdes de interacgdo entre
dois ou mais agentes, situagOes particularmente
muito frequentes em Economia e nas Ciéncias Sociais
em geral. O entendimento destes conceitos leva-nos a
compreensdo das diferengas entre resultados obtidos
quando impera o individualismo e os resultados
obtidos quando impera o colectivismo. O jogo do
Dilema do Prisioneiro sera utilizado para melhor
compreensao dos conceitos supra referidos.

2. Comentario historico sobre Teoria dos Jogos

Podemos dizer que a Teoria dos Jogos enquanto
ciéncia nasceu em 1944, com o livro Game Theory and
Economic Behaviour de John Von Neumann
(matematico) e Oskar Morgenstern (economista) [1].
Ai estabeleceram as bases do que hoje se designa por
Teoria dos Jogos Cldssica. Ha, no entanto, alguns
antecessores que nos finais do séc. XIX e principios do
séc. XX tinham ja produzido algumas ideias chave na
Teoria dos Jogos; por exemplo, os matematicos Borel e
Zermelo e os economistas Cournot e Edgeworth. Na
criagdo da Teoria dos Jogos moderna, nos anos 50 e 60,
destacam-se trés nomes: John Nash, que introduziu os
conceitos de equilibrio (de Nash) para jogos nio-
cooperativos e solugdo de negociagio em monopdlio
bilateral; John Harsanyi, que efectuou uma analise
das situagdes com informagdo incompleta através da
nogao de jogos bayesianos; e Reinhard Selten, que







