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Este nimero da Gazeta de Matemitica correspondeu a
uma oportunidade tnica: gragas a intervengdo do
Prof. José Francisco Rodrigues, membro do Conselho
Editorial da Gazeta, publicamos nesta edigdo um
longo e magistral artigo do Prof. Bernard Hodgson, da
Universidade de Laval, no Quebeque, que
proporciona um olhar histérico sobre aquilo a que
Descartes chamava a quinta operagéo: a extracgéo de
raizes quadradas.

Quantos alunos, ou mesmo professores, do nosso
Ensino Secunddrio conheceréo hoje algum algoritmo
de extracgdo da raiz quadrada? Numa época em que,
tantas vezes erradamente, os raciocinios algoritmicos
sdo desvalorizados “porque hoje temos
calculadoras”, e a extraccdo de raizes quadradas é
atirada para o caixote do lixo das artes perdidas, o

Prof. Hodgson proporciona uma viagem intelectual
fascinante sobre este problema milenar encontrado
por matematicos mesopotamicos, gregos, indianos e
chineses. A tradugdo do francés foi uma tarefa ardua,
realizada com grande empenho pela Prof. Suzana
Népoles, aquem a Gazeta esta muito grata.

Asrestrigdes de espago levaram a que este niimero
tenha uma estrutura um pouco diferente da habitual.
Assim, ndo contamos com algumas des secgbes
habituais (Livros, Inquérito) e sdo publicados apenas
dois artigos propostos. Mantém-se no entanto as
restantes secgOes, que esperamos sejam tdo
interessantes como de costume.

Boaleitura. BoaMatematica.

Sobre a Capa

A tidbua YBC 7289, da Yale
Babylonian Collection, datada
do periodo entre 1200 e 1800
A.C,, é o registo mais antigo de
aproximagdo de uma raiz
quadra: proporciona uma
aproximagio de V2 com cinco
casas decimais correctas (note-
seque o sistema de numeragéo
é de base 60). A imagem ¢é
reproduzida com a gentil
autorizagdo de Bill Casselman,
e pode ser encontrada, tal como
fotografias da sua autoria de
outras tdbuas mesopotamicas,
em http://www.math.ubc.ca/
~cass/Euclid/ybc/ybc.html
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Atractor

Iguais e Distintos - a Matematica da Classificagao

matematita € um centro inter-universitario destinado a
comunicagdo e aprendizagem informal da
matematica (http://www.matematita.it/) que ha
alguns anos propde, entre outras iniciativas,
exposigdes diversas em Itdlia dirigidas ao grande
publico.

A primeira delas
(Simmetria, giochi di specchi)
foi reproduzida em Portugal
pela Associagdo Atractor,
com quem o centro
matematita mantém uma
frutuosa colaboragdo desde
ha algum tempo. A préxima
amostra terd inicio a 23 de
Outubro em Génova, no
ambito do Festival della
Scienza, um evento que
desde hé alguns anos atrai a
Génova um vasto publico.

O Festival em Génova
langa em Dezembro de cada
ano uma competicdo com
um tema dado por uma
palavra-chave, e os varios
eventos propostos pelo
Festival do ano seguinte
devem estar de algum modo
associados a esse mote. A
palavra deste ano é
“diferenca”... e para a
matematica ela constituiu
uma excelente
oportunidade!
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A exposigao Iguais? Diferentes! — a oficina do
matemdtico propde-se deixar claro ao visitante como
uma operagdo de classificagdo esta de algum modo
sempre “subentendida” em qualquer procedimento
de abstracgdo (e cada um de nds esta bem habituado a
fazé-los — desde que comeca a falar!); e, assim, uma
das primeiras operagdes que o matematico leva a cabo
quando analisa uma situagéo é a de classificar os seres
que sdo objecto da sua pesquisa, com método
adaptado ao objectivo previamente estabelecido. Ora
a diferenca entre dois objectos ndo surge como uma
propriedade que lhes seja intrinseca; pelo contrario,
depende de pardmetros seleccionados para os
estudar, e a realidade pode apresentar aspectos
distintos que dependem fortemente do modo como
elaéindagada.

A amostra
proposta distribui-
se por diversos
niveis; o primeiro é
um percurso de
leitura de cartazes
que contam ao
visitante adulto
algumas belas
“histérias” de
resultados
matematicos sobre
classificagdo (do
programa de
Erlangen sobre
superficies
algébricas, da classificagdo da simetria dos mosaicos a
classificagdo das superficies topolédgicas, passando
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pela geometria projectiva e a aritmética modular); o
segundo nivel é o sugerido pelo subtitulo “oficina do
matematico”: o termo “oficina” (que se refere aos
estabelecimentos medievais onde os aprendizes se
instrufam gracas a pratica supervisionada por um
mestre) tem intengdo de convidar o visitante a imitar o
matematico no seu trabalho, apresentando-lhe
diversas situagdes (ajustadas a faixa etdria, das
criangas ao publico adulto) nas quais ele deve decidir
(de maneira arbitraria, mas coerente!) quais os
critérios de semelhanga e distingdo a usar para
classificar alguns “objectos”. Desse modo pode
reconhecer 0 mau fundamento de um dos
preconceitos mais generalizados sobre a matematica,
o de que é uma ciéncia dogmatica e monolitica,
verificando que, pelo contrario, “fazer matematica”
pode ser uma experiéncia de grande liberdade e
criatividade.

As figuras queilustram estas paginas referem-se a
duas das actividades de laboratério propostas: a
primeira comega por considerar cerca de quarenta
esculturas em madeira, de dimensdes pequenas, nas
quais se pede ao visitante que assinale quais sdo
esferas (vistas “com os olhos” da topologia), quais sdo
toros, quais sdo duplos toros. Em duas caixas estd uma
dezena destas esculturas ja subdivididas em esferas e
toros, e ao lado um estrado com uma vintena de pecas
misturadas, entre as quais alguns bitoros e uma
superficiede genus5.

A segunda actividade coloca a disposi¢do do
visitante 16 desenhos que sdo mosaicos apoiados
numa grelha quadrada de 4 grupos distintos (p4m,

p4g, P4, pgg); as imagens sdo obtidas de 4 fotografias
diferentes (através da animagdo “Gerador de padroes”
que é parte do DVD “Simetria, uma apresentacdo
dindmica”, criado pela Associagdo Atractor) e podem
portanto classificar-se de (pelo menos) dois modos
distintos; esta até disponivel para uso do publico uma
caixa de espelhos quadrada, com varios modelos
quadrados extraidos dos 16 desenhos, que ajuda
numa primeira diferenciagdo entre os dois primeiros
tipos de grupos (que se obtém numa caixa de espelhos
quadrada) e os outros dois (que, pelo contrario, nio se
podem construir por este processo).

Exposigdo ao cuidado de Alessandra Brena,
Daniela Della Volpe, Francesca Lazzaroni
(colaboradoras jiniores do centro matematita).

Ver mais informagdes em: http://www. festivalscienza.it/it/programma/evento.php?id=484
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Par ou Impar

Vamos propor trés problemas que podem ser muito absorventes e complicados, mas que nao resistem a uma
abordagem simples.
1. AAraeoBreu disputam o seguintejogo. H4 100 moedas dispostas numa fila sobre amesa.

Usam-se moedas de 1, 2, 5, 10, 20 e 50 céntimos, bem como de 1 e 2 euros. A distribui¢do inicial é aleatéria. A
Ara, quejoga primeiro, retira uma moeda de uma das extremidades. O Breu, a seguir, retira uma moeda de uma
das (novas) extremidades. E assim sucessivamente, até as moedas estarem na posse dos jogadores (50 para
cada). Pede-se para mostrar que a Ara, se for esperta, nunca fica mais pobre que o Breu. E se se partisse de 101
moedas?

Podem experimentar este jogo com meia diizia de moedas e constatar que as estratégias 6ptimas néo sdo
sempre ficeis de determinar...

2. Consideremos os trinta e seis primeiros niimeros primos
235711 1317 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97 101 103
107 109 113 127 131 137 139 149 151.
Sera que é possivel dispd-los numa matriz 6x6 de maneira a obter um quadrado mégico? Relembramos que
num quadrado mégico asomadaslinhas, columas e diagonais é amesma.

Caderno_1_AF
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3. Considere um tabuleiro de xadrez com a particularidade de ter uma sé casa negra, no canto superior

esquerdo.

Pode alterar-se a cor das casas do tabuleiro, desde que se mudem todas de uma linha ou todas de uma
coluna. Combinando estas duas operagdes (alterar cores de linha ou de coluna) podera obter-se o tabuleiro com

todas as casas pintadas de branco?

Sobre as questdes do niimero anterior: Seja x a velocidade do comboio mais répido e y a do mais lento. Os
dados dao imediatamente a+b=m(x+y) e a+b=n(x-y) donde, resolvendo o sistema, se obtém x=(a+b)(m+n)/2mn e
y=(a+b)(n-m)/2mn.

No problema do tridngulo isosceles, tracemos a altura AD.

Na notaggo da figura temos BP=BD-PD, PC=BD+PD. Multiplicando ordenadamente, obtemos BPxPC=BD’-
PD’. Somando a ambos 0s membros AP’ e usando o Teorema de Pitagoras, vem AP*+BPxPC = AP*+BD*-PD)’ =
AD*+BD’=AB’, que é constante.

Quanto ao problema do cavalo, marquemos os pontos D e E, bem como o segmento DB.

Sejaxamedida de BE (ede BD)e a0 angulo DBE.
Em termos de areas tem-se o seguinte. Area de BCD = 100 x sin a, drea de EBD = x a/2, drea de ABD=20x

cos a. Assim, a condigio do problema traduz-se por
100 x sin a - x* @/2=2000 e 20 x cos a +x’ a/2 = 2000
sistema que, quando resolvido, nos da um valor aproximado de x de 60,92.
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Uma Breve Historia da Quinta Operacgao

1. Introdugdo

Por muito que se recue no tempo em matematica, a extracgdo da raiz quadrada suscitou sempre muito
interesse. Claramente de alcance geométrico — trata-se, conforme o seu nome alids indica, da aresta de um
quadrado de area dada —, a raiz quadrada é de um ponto de vista aritmético, uma operagio com uma
complexidade de célculo que n3o é banal. Pelo menos para Descartes, a extracgao de rafzes (nomeadamente
quadradas) ocupaum lugar privilegiado em aritmética, na companhia das quatro operagGes usuais:

"(...) toda a aritmética é apenas composta por quatro ou cinco operagdes, que sdo: a adigdo, a subtracedo, a multiplicagdo,
a divisdo e a extracgdo das raizes, que pode ser entendida como uma espécie de divisdo (...)"  ([3,p.1])

Esta observagdo de Descartes encontra-se mesmo no principio de La Géometrie, numa secgio em que ele
explica «como o cdlculo aritmético se reporta ds operagOes da geometria». Seguem-se comentarios em que Descartes
indica como efectuar com régua e compassonio apenas a adigio e a subtracgdo, mas também a multiplicagio e a
divisdo — com ajuda de tridngulos semelhantes bem escolhidos — e a extracgio da raiz quadrada. Neste tiltimo
caso, também usa tridngulos semelhantes construidos através do tracado de uma perpendicular ao didmetro de
um semi-circulo, como se indica na figura 1. Notemos que esta construgao se encontra duas vezes nos Elementos
de Euclides, na proposigdo 13 do Livro VI, quando se pretende construir o meio proporcional entre dois
segmentos de recta dados e também na proposigio II.14, quando se pretende «quadrar» uma figura poligonal
dada, istoé, transforma-la num quadrado com a mesma area.

Nos nossos dias, uma simples calculadora de bolso torna o calculo de uma raiz quadrada absolutamente
banal — na medida em que a precisdo desejada ndo ultrapasse o niimero de algarismos que comporta o seu ecra.
Mas ¢ evidente que isso nem sempre aconteceu. Através dos tempos, introduziram-se varios métodos para
calcular uma raiz quadrada ou, através de algoritmos aproximados, determinar um valor aproximado com a
precisdodesejada.

Esta ideia de cdlculo por aproximagdes sucessivas ocupa um lugar importante neste texto. Ela foi expressa
por d'Alembert num artigo de1'Encyclopédie (segunda metade do século XVIII) comosegue:

Nota: Uma primeira versio deste texto foi publicada em francés no Bulletin AMQ. Vol XLVI, n-2. Maio 2006. A presente
reprodugdo foi amavelmente autorizada pela Association Mathématique du Quebec. Traduzido por Suzana Népoles -
Faculdade de Ciéncias, Universidade de Lisboa.
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Se um ntimero ndo é um quadrado perfeito, néio se pode esperar exprimir a sua raiz quadrada exacta através de nimeros
racionais, inteiros ou fracciondrios; neste caso, é preferivel recorrer aos métodos de aproximacio, e contentar-se com um
valor que difere muito pouco do valor exacto da raiz quadrada.

(Citadoem [1, pp. 227-228])

Neste texto pretendemos sobrevoar algumas técnicas de
extraccdo de raiz quadrada. Os métodos que apresentamos foram
desenvolvidos em diversos lugares e momentos da histéria da
matematica e julgamos que ilustram bem a riqueza e engenho dos
pontos de vista que foram adoptados nas varias épocas. O nosso
périplo leva-nos primeiro a Mesopotdmia, onde veremos valores

Figura 1
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aproximados que podem ser justificados através de um argumento
geométrico; depois a Grécia, com os célculos por aproximagdes
sucessivas que resultam do célebre método de Herdo; este algoritmo
é um caso particular do método de Newton-Raphson, em que
intervém a derivada de uma fun¢do determinada; em seguida veremos como um valor de vz presente na
tradicio matematica indiana se pode explicar mediante uma dissecacdo astuciosa de dois quadrados;
importaremos entdo da tradicdo chinesa uma aproximacio geométrica levando ao algoritmo do tipo «algarismo
a algarismo» ainda ensinado ha algumas décadas nas nossas escolas primarias, antes do advento das maquinas
de calcular; finalmente terminaremos com uma técnica que se pode ligar a equacio de Pell-Fermat.

2, Araiz quadradanaMesopotimia

A nossa primeira paragem leva-nos a Mesopotidmia (actual Iraque) alguns séculos antes da nossa era. A
matematica desenvolvida nesta civilizagdo chegou até nés através de pequenas tdbuas de argila — foram
inventariadas vdrias centenas — e algumas contém inscri¢des relativas a raizes quadradas (por exemplo,
procura-se o lado de um tridngulo rectdngulo, conhecendo os outros dois). Encontram-se assim como valores de

osnumeros
M
60
S0, 51 10 @
60 60° 60

(relembremos que 0s Mesopotidmios usavam um sistema de numeragio sexagesimal, isto é, de base sessenta).
Esta tiltima aproximag@o, que é aproximadamente igual a 1,41421296, em que as primeiras cinco casas decimais
sdo exactas, encontra-se na tdbua YBC 7289 da coleccio da Universidade de Yale (Yale Babylonian Collection).!

Figura 2

'As duas fotografias da figura 2 s3o retiradas do cybersite de Bill Casselman, University of British Columbia, Vancouver —ver

www.math. ubc.ca/%7Ecass/Euclid /ybe/ybe.html
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Esta tdbua mostra-nos um quadrado com lado 30 no interior do qual se podem ler os dois niimeros

24 51 10 25 35
o 42+ —+—-. Como
60 60" 60 60 60
30x| 1+E+1+£ = 42+§+3—5
60 60° 60 60 60
) 24 51 10 N .
conclui-seque 1+—+—=+— éumaaproximagdodadiagonaldeumquadradodeladol.

Nio se conhece o raciocinio que terd levado os matemadticos da Mesopotimia aos valores (1) e (2). No caso da
. ~ 25 . . . .
aproximagéo I + 0’ podemos imaginar que se procedeu simplesmente por tentativa e erro elevando ao

quadrado determinados niimeros. O historiador Victor Katz propds como plausivel a explicagdo seguinte do
processo que os Mesopotdmios poderdo ter seguido para chegar a estes valores. Baseando-se em afirmagbes que
figuram em alguma tibuas, Katz afirma (ver [9, p. 28]) que se trata de um método “para o qual existe alguma
evidéncia textual”.

Aproximacaode Jk a partir de um valor por defeito

Falando de um ponto de vista geométrico, o cilculode +/k pode serencarado como a procura de um quadrado
com drea k. Podemos procurar incluir nesse quadrado o maior quadrado possivel com lado conhecido — para o
efeito pode-se usar uma das numerosas tdbuas de ntimeros elevados ao quadrado que os Mesopotimios
possuiam. Chamemos 4 ao lado do quadrado assim introduzido, e ¢ ao pequeno
segmento que é necessario juntar a 4 para obter o lado do quadrado com dreak, isto

43 & a+c= k.

A determinagio de um valor &' mais préximo de Vk no é mais do que encontrar
uma boa aproximagéo de ¢, o que pode ser feito examinando a regido em forma de
«L» reflectido que envolve o quadrado de lado a — por analogia com o estilo de um
relégio de sol ou ainda com um esquadro, esta regido era chamada gnémon pelos
antigos gregos (ver a defini¢do 2 do Livro II dos Elementos de Euclides, onde esta
expressdo é introduzida em associagdo com um paralelogramo).

Este gndmon tem evidentemente drea igual a k- a’, Mas observemos queelese pode
decompor em dois rectdngulos de lados a e ¢, mais um "pequeno” quadrado de lado

Figura 3
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(Este tipo de argumento geométrico, baseado em dissecacbes elementares de
figuras, estd inegavelmente ao alcance dos povos da Mesopotdmia. Mas existe
certamente um anacronismo na notagéo algébrica que nés utilizamos para exprimir estes factos geométricos.)
Para simplificar a discussdo, pode-se desprezar o quadrado de lado ¢, obtendo assim a aproximagio
2ac =~k —az, istoé
k—a?
2q

Resulta que um melhor valor para Jk (emrelagioaovalor de partida 4) é obtido tomando para aproximagio de
a+cadquantidade

c=

2a ()]

Pondo ¢'= k-
2a

observa-se que aaproximagdo ¢ # ¢ é umaaproximagdo por excesso (¢™>c): com efeito, uma

vez que 2ac’ (¥)k - a 2, esté-sea supor que os dois rectingulos com lados ae ¢' tém em conjunto a mesma drea que
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o gnémon, obrigando assim a um valor de ¢’ superior ao de c. Resulta que a aproximagéo (3), 2 =a+¢', com base
num valor de partida a tomado por defeito (isto é, </ k ), é ela prépria uma aproximac&o por excesso (4 >y k.
Adesigualdadea > Jk pode poisser justificada elevando ao quadrado cada um dos seus membros.

2 4 52 12 .2 2_
a”+k temos, com efeito, que a2 =12 +2a7k +k” ~4a k=(a k)z

Como g'=
2a 4a“ 442

2 . . e =
e assim 4" - k> 0 uma vez que o numerador e o denominador do membro da direita da tltima igualdade sdo
ambos estritamente positivos.

Veremos na secgdo 2.4 um argumento geométrico mostrando que o aproximante 4' toma sempre um valor por
excesso.

Chamando b a diferenga entre as dreas dos dois grandes quadrados da figura 3, isto éb=k -4, o método de
aproximagdo em questio pode reescrever-sena forma

[ _ 4
a‘+bw~a . (C3]

Trata-se de uma férmula de aproximacdo que se encontra regularmente ao longo dos tempos.
Aproximacio de Jk a pattir de um valor por excesso

O que aconteceria se em vez de um quadrado de lado a situado no interior do quadrado de 4rea k, toméssemos
um quadrado que o contivesse?
Tem-se entdo que a- ¢ ~Vk . Além disso, o gnémon que contorna o quadrado

a com area k, cuja drea é agora dada por a - k, decompde-se em dois rectingulos de

vE lados a-c e c mais um "quadradinho” delado c. Temos assim que 2(a- c)c + E=d-k.

Resulta que2ac-c =a -k (esta tltima expressao interpreta-se facilmente sobre
o gnémon). Desprezando de novo o quadrado de lado ¢, obtém-se a aproximagéo ¢'

talque2ac'=a -k, istoé,

a%-k
2a

Figura 4

Caderno_1_AF

Segue que, neste caso, se obtém um melhor valor de Vk tomando para
aproximagdodea-caquantidade

L -
a=a-c=a- p % (5)

E interessante constatar que a "férmula de aproximago” decorrente é exactamente a mesma (comparar as
linhas (3) e (5)) seja o valor de partida a inferior ou superior a v . Resulta que a aproximagio da raiz quadrada
quando baseada sobre um valor de partida a tomado por excesso (a >+/k ) é também ela por excesso (a'
(Poderiamos igualmente justificar esta afirma¢do notando que no caso em que a >y k a aproximagdo de c por ¢’ se
faz agora por defeito: ¢' < ¢. Com efeito, supomos que os dois rectingulos com lados 4 e ¢' tém em conjunto a
mesma 4rea que o gnémon, obrigando assim a que ¢’ seja mais pequeno do que ¢, uma vez que o gnémon é
formado por dois rectingulos com lados 4 e ¢ menos o quadrado de lado c. Consequentemente a' é por excesso,
uma vez que na expressio 4 - ¢, se subtrai de s uma quantidade por defeito.)

Assim, o método geométrico introduzido nas seccdes 2.1 e 2.2 conduz sempre a uma aproximagio por
excesso, pelo que a tinica excepgdo possivel decorre da escolha do valor inicial, que quem pretenda aplicar o
método podera eventualmente escolher por defeito. Na discussdo seguinte ndo perdemos pois generalidade
restringindo-nos ao caso de aproximagdes por excesso.
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Como anteriormente, pode introduzir-se a diferenca b entre as 4reas dos dois quadrados grandes da

figura 4 que, no caso, é b =a - k. A equivalente da férmula de aproximacio (4) € entdo

Va’-k=~a- (6)

2q

Se aplicarmos este método no calculo de N partindodo valor1+a (superior a V2 ), encontramos

. e - A ; . 24 51 10
directamente limitando-nos a uma precisdo com trés "casas sexagemais” a expressio 1+==+ +— da

tdbua YBC 7289. Deixamos os pormenores de cdlculo ao cuidado do leitor. 60 60 60
Uma novainterpretagio geométrica

Fazendo fé no anacronismo inerente a tal manipulagéo, simplifiquemos alegremente (e algebricamente!) a
2

24

; obtém-se assim facilmente
l a+ E
2 a (7)

No célculo de vk , esta nova forma de escrever coloca a tdnica sobre os niimeros a e — , onde 4 pode ser
a

"férmula mesopotamica" 4 -

tomado como um valor aproximado de Jk (pouco importa a forma como ele foi obtido). E vemos ainda que

£]
estamos na presenca da média aritmética destes doisndmeros, 2‘(“ =l
Esta visdo da lugar a uma nova interpretagio geométrica. A determinagéo do lado do quadrado com érea k

k
podeser feitasubstituindo este quadrado porumrectingulodelados 4 e —, portanto ele também com area k —
a figuraseguinteilustrao casotipicoa >

k
O rectingulo com area k e lados 4 e — constitui assim uma aproximacio do
quadrado com amesma rea.

Toma-se em seguida a média aritmética a‘=l(a +£\\ dos dois lados deste

pm rectdngulo, obtendo-se assim um novo valor ' que, pelo menos no plano intuitivo,
constitui uma "melhor aproximagéo” do lado do quadrado.
E ébem o caso! Assim, na situa¢do ilustradana figura 5 tem-se porumladoa' <a

Vi

k k
(uma vez que a média ' esta situada entre os valoresa e — com — <4) e, por outro
a a

Figura5 lado, j4 vimos que que 4' é sempre maior do que Jk . Resulta entdo que Jk <a'<a,

Caderno_1_AF

pelo que aaproximagdoa' é mais proximade vk doquea.
Um método excessivo, como salta & vista!

A interpretacio geométrica da sec¢do 2.3 conduz a uma prova visual® de que o valor obtido pelo método
mesopotdmico € sempre por excesso, quer o niimero 4 seja inferior ou superior a Jk. Consideremos, por

*Convem insistir sobre o facto de que a visdo em termos de média aritmética dos dois niimeros a e k/z ndo se encontra
explicitamente nos documentos conhecidos provenientes da época mesopotamica.
*Esta demostragio foi-me sugerida pelo meu colega Frédéric Gourdeau, a quem agradego.
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exemplo, o caso tipicoa> vk. Coloquemos um quadrado delado ¥ dentrodo rectingulode ladosae k
a
. | 1,k & s média aritmt k
e consideremos em seguida o quadradodelado 4'=~=[a+—=| , Comoa'éamédiaaritméticaentreae —, olado

deste dltimo quadrado estd precisamente a meio caminho entre os comprimentos 2 e — . Constatando a
a

congruéncia das duas regiGes sombreadas da figura 6, vemos imediatamente que o quadradodelado 4’ tem 4rea

k

; . - cen g 2 . . .

superior a area do rectiangulo com lados a e — , isto é, 4™ > k. Deixamos ao cuidado do leitor o tracado de uma
a

figura semelhanteilustrandoo casoa<

Até agora foi abundantemente usado o resultado seguinte:
Lo Independentemente do facto do valor a constituir uma aproximagio de Jk por

. L k-a< 1 ( kY.
defeito ou por excesso, aaproximagdoa' = @ + ——— = =| g + = | & sempre por

ka excesso, istoé, a'>k.
Com efeito, além da prova visual que acabdmos de usar, lembremos que este
- p resultado foi primeiro estabelecido através de um raciocinio geométrico apoiado
1gura z ~ I3 1
& nos gnémons (secgdes 2.1 e 2.2), e que demos também uma prova algébrica na
seccdo2.1.
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Gostariamos agora de abordar este mesmo resultado sob um outro ponto de vista.
Demédiaem média

Prolongamos nesta secgio a interpretagio do método mesopotdmico baseado na nogao de média aritmética.
Por interessante que esta visdo seja, e convém insistir de novo neste facto, ela nio se encontra explicitada nos
documentos da época. Contudo, faz intervir no¢des completamente no espirito dos matematicos gregos da
Antiguidade: além da média aritmética de dois nimeros dados, trata-se efectivamente aqui da sua média
harmoénica. Recordemos a propésito que os Pitagoricos consideravam diversos tipos de "médias” (ver [5, I, pp.

85-89]), de que destacamos em particular amédiaaritmética —(y + v) ,a média geoméirica J uv e amédia harménica
2

2yv s . = . (o
uts de dois nimeros # e v. Supomos na discussio que segue que a = - pois, caso contrdrio, o problema da
determinacio de \/k estaria resolvido!

Uma forma simples de nos convencermos da validade da desigualdade ' > k é apelar para um facto
"classico"” em matematica elementar, a desigualdade média geométrica — média aritmética. Mas na realidade estamos
afalar de média geométrica porqué?

O facto de substituir o quadrado de 4rea k por um rectingulo com a mesma area e com lados a e o como

ilustra a figura5, corresponde certamente aigualdade k = 4 k .
a

Masentédo olado do quadrado, que é araiz quadrada procurada, pode-se escrever na forma

NE
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encontrando-se no membro da direita a média geométrica dos niimeros a e — . Ora, vimos na secgdo 2.3 que a
aproximagédoa'é precisamente a média aritmética destes dois nimeros. a

Dito de outra forma, podemos reinterpretar o método mesopotadmico como consistindo em aproximar a raiz
quadrada de um miimero k, que pode ser encarado como a média geomélrica de dois nimeros a e — , através da média
aritméticadestes niimeros.

Mas isto ndo é tudo: hd uma outra média em jogo. Com efeito, uma vez obtida a aproximago 4', podemos ser
levados a continuar o processo de aproximagio considerando um novo rectidngulo com 4rea k, mas desta vez
comladosa'e — . Notemos que, uma vezque 4'> k. setem obrigatoriamente que

a
k
=<k <a ®

Esta observagao decorre directamente da igualdade a' — = k : quando se considera um produto de dois

factores, esses factores situam-se forcosamente de um lado e do outro da raiz quadrada do produto.
Oranotemos que
2(:1 -
k k a

l(a_'_EJ a+£
2 a a

sendo esta dltima expressao exactamente a média harmonica dos ntimerosa e —.
a

Somos assim levados a debrugar-nos, de um modo geral, sobre a relagio entre a média harménica, a média
geométrica e a média aritmética de dois ndmeros. E é aqui que intervém uma desigualdade célebre (que
designamos de forma abreviada pela sigla MH-MG-MA): a média harménica [resp. geométrica] de dois
niimeros nunca ultrapassa a sua média geométrica [resp. aritmética].

Desigualdade MH-MG-MA
Dados dois niimeros reais ndo negativos u e v, tem-se que
2uv

1
u+v< uv<E(u+v)

sendo as igualdades satisfeitas quandou =.

Existem numerosas demonstra¢tes deste resultado bem conhecido. Para o leitor interessado neste assunto,
apresentamos algumas no Apéndice 1 deste texto.
Transpondo para o caso que nos interessa, a desigualdade MH-MG-MA toma a forma

o __
Y4 [EL1 [ k
——<Ja—<—=|a+-
k a 2 a
istoé,
—<k<a
a
k
Sendo aigualdade a= = posta de parte por trivialidade, decorre directamente a desigualdade (8):

—<«ﬁc <a'
a
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Assim, ndo apenas o lado 4' do novo rectdngulo de aproximagdo, que é amédia aritmética deae —, ésuperior
a\/ k, mas oseu outrolado p é for¢osamente inferior a \/ k, tratando-se, além disso, da média harménicade v e —.
a
. s g k :
Se repetirmos este processo, a nova aproximacédo 4" serd enquadrada por — e 4’ — trata-se, com efeito, da
a

sua média aritmétical — e certamente 4" é superior a Vk . Os ntimeros a’e — constituem pois um
. a
enquadramento mais finode vk:

k k
—<—<+k<a"<4a
a a
O mesmo acontece evidentemente para as etapas seguintes 4™, etc. Mas hd mais. Como 4' é a média
aritmética entre — e g4, o ponto 4’ situa-se precisamente no meio do intervalo separando estes dois pontos. O
a

valor procurado, N/ k, encontra-se pois na metade esquerda deste intervalo. O mesmo acontece nas etapas de
aproximacao seguintes.

Este método de aproximar a raiz quadrada é por vezes chamado método da média aritmética-harménica. E
utilizadoem[12, p.43]".

3. A raiz quadrada por aproximacées sucessivas: 0 método de Herdo

Tanto quanto sei, ndo se encontra explicitamente nos mesopotdmios a ideia de repetir sistematicamente a
sua iniciativa, isto é, retomar o célculo a partir de cada novo valor obtido para encontrar sucessivamente uma
melhor aproximagdo de Vk. Mas estaideia de itera¢Bes sucessivas é claramente expressa pelo matematico grego
Herdo de Alexandria (século I da nossa era).

Aexpressdo — a4 + — | foi proposta por Herdo como aproximacio de Jk noLivrol da sua obra Métricas —

obra essa perdida e reencontrada em 1896. Herédo apresenta no inicio deste livro diversos problemas aritméticos
sobre tridngulos (cdlculo da 4rea e da hipotenusa do tridngulo rectdngulo com catetos dados, drea do tridgngulo
isosceles com lados dados etc.) e é levado, no problema 8 ([6, pp. 18-25]), a um método geral para o cilculo da
drea A dotridngulo de que se conhecem os tréslados 4, b e c. E entdo que introduz a célebre férmula que tem o seu
nome — apesar deelaja ser provavelmente conhecida por Arquimedes (cf. [5, II, p. 322]):

A=sls- a)s- b)s-c) 9

1 ; S ia . . <z
onde s==(a+b+c) é o semi-perimetro do tridngulo. O problema 8 do Livro I termina alids com uma

"demonstragdo geométrica” (segundo as palavras do préprio Herdo) da férmula (9).

Mas anteriormente Herdo aplica, neste mesmo problema, a sua férmulano casoa=7,b=8e c=9, pelo que
tem que calcular+/12x5x4 x3 = /730 (nos problemas anteriores os comprimentos foram escolhidos de formaa
que a extrac¢do das raizes quadradas sejaimediata: \[25,4/64,/144). Herdo escreve entdoo seguinte:

‘Veremos na préxima secgdio que o matematico grego Herdo de Alexandria propds um método para o calculo de raizes
quadradas em que intervem a média aritmética (7). As no¢des de médias aritmética, geométrica e harmdnica, como referimos
anteriormente, remontam & escola pitagérica, portanto mais de quinhentos anos antes de Herdo. Contudo, trata-se sem
ddavida de uma maneira simultaneamente elegante e inspiradora de abordar o método do alexandrino. Alem disso,
mencionamos no Apéndice 1 os textos gregos antigos de onde se podem extrair liga¢Ges entre estas médias como a expressa
pela desigualdade MH-MG-MA. Masndo € de forma alguma claro que tal visdo pudesse ter servido de inspiragio a Herdo.
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"Uma vez que 720 ndo tem lado racional, vamos extrair o lado com uma diferenca muito pequena da forma seguinte.
Como o primeiro mimero quadrado maior do que720 6729, que tem por lado 27, divida-se 720 por 27, fica26 e2/3, junta27 e

2 11 11 1
fica 53 3 toma a metade, que é 26 23" Com efeito, 26 23 multiplicado por sipréprio dé 720 36 pelo que a diferenca

1
(nos quadrados) é 3_16 . Se queremos tornar essa diferenga ainda iviferior a 31_6' colocamos 720 3% acabado de encontrar no

lugar de 729 e, procedendo da mesma formd’, encontraremos que a diferenca (nos quadrados) é muito mais pequena do que —.

36

(Citadoem [1, p.231])

Este texto de Herdo menciona explicitamente a ideia de repetir o cdlculo a partir do valor obtido, de forma a
aproximar tanto quanto se desejar o valor procurado. Vemos assim surgir uma sucessdo (teoricamente
ilimitada) de valores #;, #,, a5, ..., obtidos por iteragdo da "férmula de Herdo" e aproximando-se de \/ k , cada

aproximagdosendoligada a anterior pela relagdo

. .k (10)

Assim, ¢ praticamente no decorrer do processo que Herdo introduz a férmula —| 4 + — | , e ndo diz nada

2 a
quanto a maneira como chegou a esta expressdo. Serd que se trata de um raciocinio geométrico como o invocado
na secgdo 2.3, onde se aproxima um quadrado por rectingulos com a mesma drea? Serd que ele via esta

_ TR k ; .
expressdo simplesmente como a média aritmética dosnumeros e —? Ou ainda sera uma expressdo importada
3a

de textos mais antigos ou pertencendo ao "folclore matemético" do seu tempo? Nao o sabemos.

4.A procura de umaraiz de uma equagio algébrica: 0 método de Newton-Raphson

Se Jk se interpreta geometricamente como o lado de um quadrado com area k, algebricamente trata-se de
uma solugdo da equacéo x* - k = 0. Esta passagem a um quadro onde o interesse se centra nas raizes de um
polinémio permite colocar em jogo um método geral de procura dos "zeros" de uma fungdo f isto é, valores da
varidvel x que sdo raizes da equagdo f(x) =0. O leitor que guardou algumas lembrangas da sua primeira cadeira
de célculo diferencial - a presente visdo decorre simultaneamente da dlgebra e da andlise — reconheceu aqui o
contexto de aplicagio do método de Newton-Raphson, um tema cldssico nesse quadro. Este método foi
introduzido por Isaac Newton em cerca de 1670 e em 1690 simplificado pelo seu colega Joseph Raphson nas
férmulas iterativas que se usam hoje em dia. Serd apenas algumas centenas de anos depois que se insistird sobre
o0 aspecto geométrico do método — donde a denominagédo "método da tangente" frequentemente utilizada —,
analogamente sobre as consideragdes de convergéncia (ver [1, Chap.6]).

Seja entdo fuma fungio «bem comportada» — no nosso caso é suficiente supor que fé duas vezes derivivel, o

que é evidentemente o caso da fungdo f{x)=x -ka que vamos aplicar Newton-Raphson. Vamos ainda supor que
encontramos um certo intervalo onde se encontra uma raiz da equagéof{x) =0, por exemplo através do estudo da
variagdo de sinal da fungdo f. O método de Newton-Raphson consiste em tomar um valor arbitrario 4 situado
"préximo" da raiz procurada, e tomar em seguida como aproximagéo desta raiz o ponto 4' resultante da
intersecgdo com o eixo dos x da tangente d curvano ponto f{a).

*Por outras palavras, trabalhando com o «lado» 26—— em vez de 27. Lembremos de passagem que a notagio 26 —— significa
26+1/2+1/3.
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Uma vez que o declive desta tangente se exprime, através da fungao derivadaf,
naforma

obtém-se facilmente a relagio seguinte paraa":

f@)
f@)

De novo a ideia é de proceder por aproximagdes sucessivas, obtendo-se assim
uma sucessdo de valores 4, 4,, 4, ..., que se aproximam cada vez mais do zero da

Figura 7 fungdof.
Quandoaplicada 4 fungdof(x)=x -karelagio que exprime a'toma aforma
a-k 1,k
—la+—
24 2 L a
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onde se reconhecem simultaneamente a férmula mesopotamica e, bem entendido, a de Herdo.

Um dos interesses de ligar tanto a técnica mesopotamica como a de Herdo ao método de Newton-Raphson é
que se podem tirar deste quadro informagdes preciosas sobre a eficacia destes algoritmos. Com efeito, pode
demonstrar-se com bastante facilidade que o método de Newton-Raphson converge de forma quadrdtica. Isto
significa que que o erro cometido na (i+1)- ésima etapa—isto é, a diferenga e;,; =x;,; - x entre a (i+1) aproximagio
X;,, € o zero de f, x — exprime-se em fungdo do quadrado do erro ¢; da etapa anterior. (Este tltimo resultado é

objecto do Apéndice 2 deste texto.)
Entdo se nos situamos numa "boa vizinhanga" da raiz procurada, por exemplo com um erro da ordem de

3 - ; A = . 6 .
10", uma nova aplicacdo do método mesopotamico ou de Herdo dard um erro da ordem de 10°, duplicando
assim o niimero de casas decimais exactas. Vemos assim que estes métodos de aproximagéo da raiz quadrada,
apesar dasuasimplicidade, sdo de uma eficicia notavel.

5. A raiz quadrada através de manipulacdo geométrica

Vamos buscar a tradi¢do indiana o nosso préximo exemplo de extraccdo de uma raiz quadrada. Os
Sulbasutras constituem um anexo a um conjunto de textos religiosos (os Védeas) e remontam a 800-600 a.C. A
palavrasulbasignifica «corda»: encontram-se nos Sulbasutras instrugGes para a construgao de altares para rituais
religiosos, servindo a corda para medir as dimensées dos altares.

Propdes-se nos Sulbasutras o método seguinte para o cédlculo de V2 (provavelmente relacionado com o
projecto de construcio de um altar cuja drea duplique a de um altar dado): "Aumenta a medida da sua terca
parte, e essa terca parte da sua prépria quarta parte menos a trinta e quatro-ésima parte desse quarta parte.” ([10,
p-40]). Utiliza-se pois como aproximagdo de V2a expressao

1 1
—+ —_
3 3x4 3x4x34 (11

Esta aproximacdo ronda 1,414215686, sendo as cinco primeiras casas decimais exactas. Tal como acontece no
caso do método mesopotamico ou no de Heréo, os autores dos Sulbasutras ndo forneceram qualquer indicagdo
sobre os raciocinios que os levaram a este valor para V2.

Uma visio possivel da expressido (11) é retomada por Joseph [7, pp. 234-236] (com base nos trabalhos de B.
Datta). O argumento assenta no facto de serem dadas duas c6pias de um quadrado com &rea 1 e de ver como
«reunir» estas figuras de maneira a formar um quadrado com 4rea 2, do qual se procurard em seguida calcular o
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lado. Bem entendido que uma solugéo geral de um problema de adigio de dreas é fornecida pelo teorema de

Pitdgoras: o quadrado construido sobre a hipotenusa de um triingulo rectdngulo tem exactamente por drea a
soma das dreas dos quadrados construidos sobre os dois lados do &ngulo recto. Mas uma tal aproximagao, por
mais elegante que seja no que diz respeito a ideia de adicionar dreas, ndo é minimamente 1til quando se
pretende obter um valor numeérico do lado do quadrado. O argumento que encontramos em [7] assenta sobre o
"bricolage” geométrico seguinte, no qualintervém a figura 8.

Consideremos os quadrados ABCD e PQRS, ambos com drea um. Comegamos por decompor um dos
quadrados dados em trés bandas idénticas. Duas destas bandas (regifes 1 e 2) podem ser colocadas sobre os
lados do outro quadrado. Dividindo entéo a terceira banda em trés quadrados, tomamos um deles (regido 3)
para o colocar no "canto”, junto as regiGes 1 e 2. Resta pois colocar 4 volta do quadrado ABCD (assim aumentado)
os dois tltimos quadrados, vestigios do segundo quadrado de partida. Com esse fim, dividimos cada um dos
dois "quadradinhos" em quatrobandas idénticas (regides 4 a 11) que colocamos como é indicado na figura 8.

(%)

Ty
1T

Figura 8

Neste momento o primeiro quadrado ABCD foi transformado num grande quadrado AEFG com lado
1,1 _.5
3 3x4 12 12)

Contudo, a drea deste grande quadrado excede o dobro da drea de ABCD, uma vez que o quadradinho
sombreado situado junto ao vértice F ndo foi coberto por fragmentos provenientes do quadrado PQRS. Ora este

2
quadradinho tem drea igual a (L] E pois necessério, para equilibrar o todo, "repartir” este quadradinho ao
longo doslados do quadrado AEFGrecortando-o.
Com essa finalidade, imaginemos que tiramos trés bandas estreitas, cada uma de largura x do quadrado

AEFG —por exemplo, tiramos uma primeira banda ao longo de AG e outra em baixo, ao longo de AE. Supomos,

2
bem entendido, que estas duas bandas totalizam uma areaiguala (3—13 de forma que
\oX4,

Zx(1+1+_1_]- x2 =(_1
3 3x4 3x4

)

Desprezando o termo x , esta tltima equagdo, depois de simplificada, conduz a x ~
pretendiamos.

Observemos que a analise geométrica anterior é apenas valida para o caso de v2. isto é, quando se procura
duplicar a drea de um quadrado.

a , tal como
aX =X

quintafeira, 4d D z mbrod 2008 16:5 :




Cad mo_2_AF

Katz [9, p. 28] propde outra interpretagio da aproximacdo (11) para 2 . Tomando como ponto de partida o
2

5 -
valor 15: que figuraem (12), ele aplica a aproximagdo mesopotimica a'=a - a-k_ verem (5) —, obtendo

assim directamente a aproximagdo indiana de J2:

172 1
17 [E) T g4 171
12, 17 12 34 12 3x4x34
12 12
Alids, Neugebauer escreve a este respeito: "Ndo me parece de excluir a possibilidade de que tanto o termo
principal como a correcgio subtraida sejam, em tiltima instincia, baseados nas duas aproximacoes babilénicas."

(111, p.35])
6. A raiz quadrada "algarismo a algarismo": visfes geométrica e algébrica do algoritmo usual

O préximo exemplo de método de extraccdo da raiz quadrada leva-nos para os lados da antiga China. O
livro Os nove capitulos sobre os processos matemdticos (em chinds, Jiuzhang suanshy — ver [2], [8]) figura entre os
principais textos de matematica da Antiguidade chinesa. Esta obra, que remonta a época da dinastia Han (-206 a
220), foi escrita por volta do principio da era comum (d.C.) e consiste numa recolha de conhecimentos
matematicos desenvolvidos durante o milénio precedente. O contetido matematico dos Nove capitulos é
apresentado de forma sumadria e sem justificagdes, sob a forma de problemas com respostas e de processos para
encontrar essas respostas. Contudo, esta obra, um dos «cldssicos» da China antiga, foi ao longo dos séculos
objecto de comentarios explicando e justificando esses algoritmos. Para o nosso propésito sdo particularmente
interessantes os comentarios de Liu Hui (263), que ddo uma interpretagdo geométrica bastante limpida do
método proposto nos Nove capitulos para a extracgio da raiz quadrada.

Uma visdo geométrica

Pretendemos agora ilustrar o funcionamento do algoritmo chinés para a raiz quadrada e fornecer uma sua
motivacio geométrica baseada nos comentérios de Liu Hui. Para isso usamos como caso tipoo célculo de /55 225
que é um dos exemplos numéricos tratados nos Nove capitulos (problema 12 do Capitulo 4). O facto de este
ntimero ser um quadrado perfeito ndo retira nada 4 generalidade do objectivo, o algoritmo que d4, um a um, os
algarismos da raiz quadrada, qualquer que seja o seu valor posicional. A discussdo que segue podia assim ser
facilmente transposta para o caso de uma raiz quadrada ndo inteira. Esta constatagdo encontra-se alids nos
comentdrios de Liu Hui, que fala explicitamente da continuagio da extraccgo da raiz para 14 da unidade, "na
parte decimal” ([2, p.365]): Liu Hui menciona que os algarismos obtidos sucessivamente sdo entdo tomados
comonumeradores, enquanto que 10, 100, ... intervém como denominadores. E ele exprime claramente que cada
vez que se calculam mais algarismos decimais, mais as frac¢des correspondentes sdo "finas", de forma que
apesar do quadrado de partida ndo ter sido completamente esgotado, a parte ("superficie") desprezada torna-se
tdo pequena que "nio valea pena falar dela"([2, p. 365]).

Sem surpresa, Liu Hui vé o cdlculo de uma raiz quadrada como a procura do lado de uma quadrado dado.
Contudo, em vez de proceder a uma decomposi¢do do quadrado "a maneira da Mesopotimia", faz uma
dissecgdo que se aproxima muito da numeragio em base dez. Sublinhemos simplesmente, a propdsito da
numeracdo chinesa, que os Chineses utilizavam entre eles um sistema decimal posicional, bastante préximo do
nosso: o sistema dos pauzinhos para calcular.

A figura 9, retirada dos comentarios de Liu Hui (ver [2, pp. 323 e 801] e [8, p. 207]) serve de suporte aos
argumentos geométricos que subentendem o processo dos Nove capitulos para a extracgdo da raiz quadrada. A
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figura deve serlida etapa a etapa, enquanto se procura "esgotar” o quadrado de drea dada por quadrados de drea

cada vez maijor — Liu Hui utiliza mesmo a cor para ilustrar os seus propdsitos, onde nés usamos o sombreado.
(Esta figura ndoestd, evidentemente, a escala.)

E preciso comegar por observar que /55225 é um ntimero que expresso

a 102 510 ¢ na forma decimal é constituido por trés algarismos: este facto decorre facilmente

.10

- da observagio dontimero de algarismos das primeiras poténcias de 10. Em base 10,

o numero /55225 é pois da forma abc (ou, se preferirmos a x 10° + b x 10+ c).
Calculemos agora, um a um, cada um dos algarismos 4, b e ¢, por ordem. Para
tornar mais clara a discusséo, reproduzimos a figura 9 em cada etapa do calculo,
destacando os elementos pertinentes a essa etapa. No entanto o raciocinio pode ser
efectuado sobreumaso figura9.

Etapa I: O algarismo das centenas

Procuramos em primeiro lugar o maior valor que o algarismo das centenas, 4,

pode ter de forma que o quadrado de lado 4 x 10° caiba no quadrado com area
55225, isto é,

Pigura 9

Cad mo_2_AF

(a ><102)2 <55225 (13)

a 10-

a-10’

Figura 10

Resulta que 4 = 2. Observemos o gnémon a volta deste quadrado de lado 200; ele tem &rea igual a
55225-200° =15225.

EtapaIlL: O algarismo das dezenas.

Seguidamente procura-se o maior valor que o algarismo das dezenas, b, pode ter de forma que dois
rectingulos de lados 200 e b x 10, mais um quadrado de lado b x 10 caibam no gnémon com &rea 15225, isto

2x200xb x10+ ( x10) <15225 (14)
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200

Figura 11

Como2x200x3x10+(3x10)*=12900e2x 200 x 4x 10+ (4x 10)*=17 600 conclui-se queb=3. Obtemos entdo
oquadrado delado230 rodeado por um gnémon com drea 55225 - 230°=2325

Etapalll: O algarismo das unidades

Procuramos agora o maior valor que o algarismo das unidades, ¢, pode ter de forma que dois rectingulos
comlados230e ¢ mais um quadradodelado ¢ caibamnum gnémon com drea 2 325, isto é

2x230xc+c2 <2325 (15)

230 I3

230

Figura 12

Conclui-se facilmente que c =5 — que verificaa igualdade em (15) — e assim Jm =235.

E de salientar que, contrariamente aos métodos analisados nas secgbes anteriores, o processo dos Nove
capitulos fornece um a um os algarismos de uma raiz quadrada, cada etapa de cdlculo fornecendo uma nova
posicdo decimal (por ordem decrescente de grandeza). Foi por este processo que, no calculo de /55225, se
obtiveram sucessivamente os valores 200, 230 e 235. No caso dos algoritmos anteriores, cada etapa permite em
geral obter vdrios algarismos da raiz — ndo esquegamos que estes métodos estdo todos englobados no algoritmo
de Newton-Raphson, que converge quadraticamente.
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6.2. Ligacio entre o algoritmo chinés e o algoritmo usual

Ha apenas algumas décadas, ensinava-se na escola primaria um método para calcular a raiz quadrada. Esse
algoritmo era evidentemente introduzido como um conjunto de regras para aplicar praticamente as cegas, sem
qualquer justificacdo. Gostariamos de mostrar aqui que este "truque de cdlculo” nio é mais do que uma
disposi¢do coémoda das manipula¢des numéricas que se executam usando um processo como o dos Nove
capitulos. Observemos a propésito que esta obra propde uma certa disposi¢do em forma de quadro dos niimeros
intervenientes neste cdlculo — trata-se da representagdo dos niimeros com o auxilio de "barras de calcular” (ver
[2, p.324] e [8, p. 207]). Mas a forma de juntar os niimeros € diferente da que segue.

Etapa 0': O niimero de algarismos da raiz quadrada

Comegamos por dividir o nimero do qual se extrai a raiz quadrada em grupos de dois algarismos
andando para a esquerda a partir da virgula decimal. (Se existe uma parte decimal faz-se o mesmo para a
parte decimal andando para a direita a partir da virgula.)

5 52 25

A raiz quadrada de 55 225 € assim composta por trés algarismos (na sua parte inteira.)
Etapal': O algarismo das centenas

Procuramos o maior algarismo a talque 22 < 5, Tem-se entio que a=2, ¢ elevamos ao quadrado:2x2=4,
quesubtraimos de5, restando 1.
55225
4 2x2

1
EtapaIlI': O algarismo das dezenas

Baixamos o grupo seguinte, 52. Seguidamente cortamos o produto 2 x 2 (que ja ndo serve), e duplicamos 02
paraobter4.

552252
4 2%
152 4

Procuramos agora o maior algarismo b tal que o nimero que se escreve na forma "4b" seja tal que
multiplicado por b caibaem 152, isto é, tal que (2x20+b)xb <152 . Encontramos b=3. Calculamos: 43x 3, que
subtraimos a 152, restando23.

552 25
4 2>
152

129
23
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EtapaIII': O algarismo das unidades

Baixamos o grupo seguinte, 25. Seguidamente cortamos o produto 43 x3 e duplicamos 23, obtendo 46.

552 25|23

4 2x2

152 43 %3

129 46
23 25

/55225 = 235,

552 25| 235
4 2%x2
152 43 %3
129 465x5
23 25
23 25

0

desigualdades (13), (14) e (15) com os produtos que dai resultam.)

5 52 35| 235
4 00 00 | 266x266-
152 25
129 00 [436=36
23 25
23 25 | 465x25
0

6.3. Uma visido algébrica

repetida daidentidade fundamental

(u + v)z =u?+ (2uv+ 02)

seguida como esta identidade intervém nos clculos em questao.
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Procuramos agora o maior algarismo c tal que o nimero que se escreve na forma "46¢" seja tal que
multiplicado por ¢ caibaem 2 325, isto &, tal que (2 x230+ ¢)x¢ <2325 . Encontramos c=>5. Calculamos: 465x5=
2325 de forma que o resto seja zero. A raiz quadrada estd  vista, em cima a direita da grelha de cilculo:

O "mistério" envolvendo etapas do estilo "duplica-se o niimero que aparece na linha de cima, na parte da direita da
grelha de cdlculo” desvanece-se completamente se pensarmos na ligagdo com a decomposigdo geométrica do
quadrado inicial em rectdngulos e quadrados de diferentes tamanhos, tal como foi proposto por Liu Hui. Alids,
as varias manipulac¢es efectuadas para a aplicagdo do algoritmo "algarismo a algarismo" tornam-se mais claras
se nos dermos ao trabalho de escrever os zeros necessarios para completar todas as posi¢gdes decimais no
decorrer do célculo. (Podemos aproveitar para alinhar os cdlculos intermédios correspondentes as

De um ponto de vista algébrico, o algoritmo usual tratado na secgdo anterior pode ser visto como a utilizagdo

(pode-se evidentemente fazer a mesma ligacdo com o processo de Liu Hui). Indicamos sumariamente em
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EtapalI": O algarismo das centenas

Para encontrar o algarismo das centenas a utiliza-se a desigualdade (13), (a ><102)2 <55225, cuja
interpretagio € a mesma num contexto algébrico.

Etapa II": O algarismo das dezenas
Considere-se agora o algarismo das dezenas b. Neste caso a identidade fundamental (16) toma a forma
(200 + b x10) = 2002 +(2 x200xb x10+ (b xlo)?)

Ora, os dois tltimos termos que se encontram do lado direito desta igualdade constituem o membro da
esquerda da desigualdade (14) e podem ser escritos na forma (2 x 200+ b x 10) x b x 10. Procura-se entdo o maior
valordebtal que

(2200 +b x10)xb x10 <15225

Obtém-se b=3, de forma que a desigualdade anterior toma a forma 430x 30 =12900 <15225 , 0 que
corresponde a segunda parte daetapall'.
Quando expressa em termos gerais, conservando o simbolo 4 para algarismo das centenas, esta etapa diz

respeito 3 expressio (2x ax 10°+bx 10) x b x 10,que se vislumbra facilmente nas manipulagdes da secgio 6.2.
EtapaIII": O algarismo das unidades
No caso do algarismo das unidades ¢, aidentidade fundamental (16) toma a forma
(230 +c) =2302 +(2><230>< ¢ +c2)
Mais uma vez os dois termos a direita da igualdade referem-se a uma desigualdade da sec¢do 6.1, mais
precisamente a desigualdade (15). Reescrevendo os seus termos na forma (2 x 230 +¢) x ¢, volta-se a encontrar o

célculo dadltima parte da etapaIlT, da secgdo 6.2.
No caso a interpretagdo algébrica desta etapa reporta-se a expressao

Zx(a x102 +b ><10)>< c+c? =(2><(a x10% + bx10)+ c)xc
queintervém nos cdlculos da secgio 6.2.
7. Alguns caminhos alternativos

Opresente texto néo pretende minimamente ser exaustivo no que diz respeito ao desenvolvimento ao longo
dos tempos das técnicas de extracgdo da raiz quadrada. Outras contribui¢Ses teriam merecido ser apresentadas
e limitamo-nos a sublinhar brevemente trés delas.

1. Cerca do ano 370 da nossa era, Tedo de Alexandria utiliza como suporte geométrico para os seus calculos a
parti¢do candnica do quadrado deladoa +b em dois quadrados e dois rectingulos— reportando-se a proposigio
1.4 dos Elementos de Euclides para essa decomposigdo. Tedo estd entdo a comentar o Almagesto de Ptolomeu e
pretende explicar como caleular,/4500 da qualeste Gltimo deu o valor sem justificagdo. A figura que acompanha
o raciocinio de Tedo (ver [14, p. 471]) é, em todos os pontos, idéntica a de Liu Hui (figura 9), e o algoritmo
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resultante é muito préximo do algoritmo "algarismo a algarismo" que tratimos anteriormente. Pode-se
encontrar a tradugdo do texto de Tedo em [1, pp. 233-234].

2.Este algoritmo "algarismo a algarismo" estd presente em numerosas obras de cdlculo da Idade Média. O
matemadtico marroquino Ibn al-Banna (século XIII) dd uma explicagdo deste algoritmo que fornece, com base na
numeragdo posicional, uma descrigido do processo a seguir para a extrac¢io de uma raiz quadrada (ver [1, pp.
235-237]).

3. Encontramos na Antiguidade grega um método completamente diferente para calcular+2 . Assenta na
constatagdo, conhecida dos Pitagdricos, de que o quadrado construido sobre a diagonal de um quadrado dado
tem uma drea que duplica a do quadrado inicial. No entanto, a irracionalidade da razdo entre a diagonal do
quadrado e o seu lado teria levado os Pitagdricos a introduzir o processo denominado dos niimeras laterais e
diagonais para obter valores aproximados desta razdo (isto é, em linguagem moderna, do niimero./2).0
processo em causa pode ser visto como consistindo em trabalhar com razdes sucessivas de racionais, mas tais
que o quadrado de um dos membros de uma dada razdo difere apenas de uma unidade do dobro do quadrado
do outromembro.

Numa obra intitulada Exposigdo dos conhecimentos matemdticos iiteis para a leitura de Platdo ([15]), o filésofo
Tedo de Smyrne (século Il da nossa era) introduz duas sucessdes de niimeros inteiros satisfazendo uma relagdo
deste tipo. Mais precisamente, pondo ¢; =d, =1, define duas sucessoes {c,} e {d, } através dasigualdades

Cpi1=Cytd, e dy1=2c,+d,

Obtém-se assim ¢,=2,d,=3,¢,=5,d,=7, ¢,=12, d, =17, etc. Tedo menciona que o quadrado de cada niimero
«diagonal» d, difere de uma unidade do dobro do quadrado do niimero "lateral” correspondente ¢, — estas
diferencas tomam alternativamente os valores—1 e +1. Com efeito tem-se a relagdo

4% =22 + (- 1) (17)

quese verifica facilmente com as notagbes modernas: uma vez que

2
dy - 2cy = (ch—l "'dn—l)2 - 2(Cn—l +dn—1) =2y1-8p1= '(dn-l' 2Cn-l)

cada passagem de uma etapa para outra limita-se a introduzir uma mudanga de sinal, o que da o resultado
pretendido quando se observa que dy - 202=-1.

De um ponto de vista geométrico, os niimeros laterais e diagonais podem ser interpretados como segue.
Partindo de um losango de lado 1 e tal que uma das suas diagonais também tenha comprimento 1 — tem-se,
com efeito, que ¢;=d, =1 — istoé, um losango cujos dngulos medem 60° e 120°, cada etapa de iteragdo consiste
entdo em substituir um losangodado — digamos deladoc, e tendo d, como uma das suas diagonais — porum

d
. . . s . ~ n
maior (deladoc,, e de diagonal d,.,) e cuja forma se aproxima cada vez mais de um quadrado. As razbes < que
n

tomam sucessivamente os valores —,—, etc. que tendem entio para+v?2, alternativamente por defeito

12’3

—
12
e por excesso, como mostra alids aigualdade (17) quando reescritana forma

4

=2+ (18)
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Por outras palavras, se ¢, é encarado como o lado de um quadrado, entio d, fornece uma aproximagao da sua
diagonal. Notemos que a aproximagéo € tanto melhor quanto maiores sdo ¢, e d, — esta observagio decorre
imediatamente da igualdade (18), ou pode ser vista como ligada ao facto de a diferenca entre d,, e 22 ser
sempreigualal.

O comentador Proclus (século V) indica que o processo dos nimeros laterais e diagonais, que associa
explicitamente aos Pitagéricos, pode ser visto geometricamente como resultando da proposicio 11.10 dos
Elementos de Euclides (proposigio essa conhecida muito antes da época do préprio Euclides), cuja interpretacdo
algébrica pode ser traduzida pelaigualdade

(2x+ y)2 - 2(x+ y)2 = 2x2 v
(ver[16, pp. 138-139)).

A igualdade (17) — com n par — é um caso particular da equagio de Pell-Fermat. Mais geralmente,

. - 2 - - " - .
consideremos a equagdo x - my” =1, em que m é um niimero inteiro positivo que nio é um quadrado perfeito.
Esta pode ser reescritana forma

de forma que quandoy é "grande”, a fracgio — fornece umaboa aproximacio racional para v'm
y

8. Conclusido

Quando estd em questdo uma raiz quadrada, antes detudo o que estd em causa é a relagdo
2_
P =1

Mais do que uma téenica de célculo, é ela que traduz a prépria esséncia de uma raiz quadrada. A partir dela
podem ser ultimadas técnicas de aproximagdo numérica. Se, por exemplo, dispomos de uma calculadora com a
teclax (mas sem a tecla./)) a sequéncia de cdlculos seguinte permite procurar as primeiras trés casas decimais de

V2. Aideia presente é de "ensanduichar" 2 entre dois quadrados de forma cada vez mais fina, aumentandouma

casa decimal de precisdo em cada etapa do célculo.

12 <2< 22
1,42 <2< 1,52
1417 <2< 1422
14142 <2 < 14152

Apesardasuasimplicidade, este algoritmo "algarismo a algarismo" ndo é menos fundamental.

Os diferentes métodos apresentados neste texto trazem uma luz diferente sobre a extracgio da raiz
quadrada. Pretendemos em particular colocar a tdnica sobre os métodos que se baseiam numa interpretacio
geométrica, visdo que, segundo nos parece, esta muito frequentemente ausente doensino actual.

Virios destes métodos tém uma eficicia notavel — pensemos na convergéncia quadratica do método de
Newton-Raphson, que estd por detrds de vérios dos algoritmos aqui estudados. Seria provavelmente
interessante, quando se trabalha com alunos no final do ensino secundério que participam em programas onde
a informdtica ocupa a parte principal, leva-los a programar Newton-Raphson e permitir-lhes ver a rapidez da
convergéncia.

Isto poderia proporcionar a ocasio para reflectir sobre o que se passa "nas entranhas” da calculadora
quando se apoia sobre a tecla /. Newton-Raphson estard provavelmente subjacente... ou qualquer coisa do
género!
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Apéndice1: A desigualdade MH-MG-MA

2uv 1

= <Juv<—(u+

o <Y<ty

it nulos), sendo a i ifi d .0 é

evidente se um destes niimeros fornulo.

Demonstragio geométrica

Consideremos um semi-circulo de didmetro u +; a perpendicular CD levantada a partir do ponto C de
encontro dos dois (de i pecti u e v) tem por comprimento +/uv.E este

comprimento ¢ claramente limitado pelo raio OD do semicirculo, cujo comprimentos é igual a %(u +9). Por

outro lado, verifica-se facilmente que a perpendicular CE baixada sobre OD determina um segmento DE que

amédia ica de u e v, isto &, de Zz" E DE é também limitado por CD. O caso
v
Timi ponde i situaga endo os pontos Ce O coinci tem DE=CD=0D.
D
Demonstragioalgébrica

Aideia é recorrer a uma equagio algébrica bem escolhida da qual decorrerd a desigualdade MH-MG-MA.
do Los de tai 5 N i ; d

« Observemos que

(u+ o) = duv+ - of 19)
deforma que
(u+of >duo 20)
Segue-se que, porumlado
2Ww<ut+o
eporoutrolado

Cademo_2_AF
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4uy 414202

—— <1 e consequentemente
@+o (u+ o)

comigualdade quandou=v — porquenesse caso (1- v)’=0.

<uv

* Umavez que (x - y)2 > 0, tem-se que

22+ y? >0y
verificando-se aigualdade quando x=y. Os resultados seguem tomando =ue y2 =U.
Observacio

Tanto quanto sei, a desigualdade MH-MG-MA nio foi formulada de maneira explicita na literatura da
Antiguidade — poderfamos dizer que nio estava provavelmente no "espirito” da época. No entanto as ideias
encontram-se disseminadas por varios textos. Assim, Heath ([4, II, pp. 185-186]) salienta que tanto a proposigio
V.25 dos Elementos de Euclides como a proposi¢io VI.27 conduzem i desigualdade MG-MA como caso
particular. A proposi¢do V.25 interpreta-se como segue, falando de um ponto de vista algébrico: se as
quantidadesa, b, c e d satisfazem as proporgdes

asb=c+d
(sendoa a quantidade maior e d amais pequena), entdo

a+d>b+c

Seb=c, entdo b é amédia geométrica deaed, e a proposigdo V.25 afirma que esta é limitada pela média aritmética
destes dois niimeros. Quanto a proposi¢io V1.27, a desigualdade MG-MA pode ser vista como o resultado de
uma discussio sobre areas de paralelogramos, no contexto daquilo a que se chama habitualmente a «algebra
geométrica».

A figura 13 que acompanha a demonstragio geométrica anterior encontra-se tal e qual na sec¢do 11 do Livro
11T da Colecgio Matematica ([13, pp. 50-51]) de Pappus da Alexandria (século IV). Pappus interessa-se entdo pelo
problema da representa¢io num semicirculo das médias aritmética, geométrica e harmonica.

Finalmente observemos que a identidade (19) é conhecida hd muito tempo e corresponde a proposigio I1.5
dos Elementos de Euclides que, visto como resultado de dlgebra geométrica, pode ser interpretado directamente

u+v
— =uv+

Aidentidade (19) é susceptivel de uma prova visual tal como as desigualdades (20) e (21) verfigura14.

Figura 14
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Apéndice 2: A convergéncia quadraticado método de Newton-Raphson
Revisdo: Os desenvolvimentos de Taylor

Dada uma fungdo f — tendo em conta os objectivos da discussdo, consideramos uma fungio de uma
varidvel — , uma ideja base em anélise é a de utilizar fun¢bes simples, habitualmente polinémios, para
aproximar f, Por exemplo, poderemos procurar um polinémio P coincidindo com fe algumas das suas derivadas
num ponto dado — ndo se trata evidentemente da Gnica forma de determinar um polinémio aproximante, mas
este processo € de grandeimporténcia, tanto do ponto de vista histérico como prético.

Verifica-se sem grande dificuldade (consulte o seu curso de calculo preferido) que se fé uma fungio
possuindo derivada de ordem n num ponto 4, existe um finico polinémio P de grau

2@)= £G), P@)=£G) P'@)-£G). .. PPE)-FOG)

ondeP%e f(’ ) designam aj-ésima derivadade P e def, respectivamente. Escrevendo o polinémio na forma geral

P(x)=ag+ay(x- a)+az(e- aff + -+ ay(x- a)'

cada coeficiente s; satisfaz entdo aigualdade

)
] il
Obtemos assim o polindmio de Taylor de grau nno ponto a para afungio f:

Paa @)= £+ F@Ne- apr L8 e a1t L gy
Consequentemente a fun¢dof podeser representada sob. aforma deum desenvolvimento de Taylor,
16)= 50 s @e- a)r L .. L26)
em queotiltimo termo d& o erro que se introduz na aproximacéo de fpelo polinémio P,, .°
Aplica¢io ao método de Newton-Raphson’

Utilizamos agora a nogdo de desenvolvimentos de Taylor para ajuizar da eficicia do método de Newton-
Raphson na procura dos zeros de uma fungéo.

Seja entdo f uma fungdo possuindo, num certo intervalo, um zerox (tem-se entdo por hipbtese f (x)= 0),
e consideremos a fungio auxiliar

exprimindo o processo iterativo de célculo das raizes da equagao f(x) = 0) pelo método de Newton-Raphson.
Efectuando o desenvolvimento de Taylor de grau 2 de g numa vizinhanga do ponto *, obtém-se’

‘Por exemplo, se suposermos que a derivada f {n+1) existe, a versaodita de Lagrange do erro deaproximagao é da forma

W(x- u)"+1, comcentredex.
"Agradeco ao meu colega Jean-Jacques Gervais o ter-me chamado 2 atengdo para esta demonstragio da convergéncia
quadrética do método de Newton-Raphson.

*Necessitamos que a fun¢do g seja duas vezes derivavel no intervalo em causa, 0 quearrasta condicdes andlogas para f No caso
quenos interessa, o cilculo da raiz quadrada vk a funcio fé da forma f{x) =x* - k, estas condi¢Bes ndo levantam evidentemente
quaisquer problemas.
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- J?)2 +Epx (x)

Uma vez que, por hipdtese, setem f (x)=0, entiog (x) = x (supomos neste caso que f'{x)=0, o queequivale
a eliminar as raizes duplas da equacéo f{x) = 0. Por outras palavras, X é um ponto fixo da fung¢do g. Além disso
verifica-se sem grande dificuldade que g (J_C)= 0. Com efeito, um simples exercicio de derivagio conduz a

g (x)=g()+ g ®)a- %)+

§ )1

[ &)F

I3

de forma que
g (x)= 1- .['ﬂ’lﬁﬂz'_o =0
[ &)
Resulta entdo que
istoé

Pondo x =x, a i-ésima iterada na aplicagiio do método de Newton-Raphson, tem-se que g (xi) = x,,,, de forma
queaexpressao (*) toma a forma

(i- xJ

X - X =
Y

Ora as expressdes x,,1 - X ex, - x {que designamos respectivamente pore,, e e) representam os erros de

aproximagfo nas (i+1) - ésima e i - ésima etapas. Além disso, o factor § '(x) é constante. A expressio (**) é pois
daforma 21

€41 = ctex e,-2

0 que exprime que em cada iteragdo o erro da aproximagdo varia com uma poténcia 2. Diz-se entdo que o
processo de Newton-Raphson € de convergéncia quadrética, ou de convergéncia de ordem 2. Isto significa grosso
modo que o niimero de casas decimais de precisdo duplica em cada etapa de iteragio. Assim, se o erro e. € da
ordemde 10% ¢, é da ordem de 10°, Newton-Raphson é pois um método potencialmente eficaz!
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O Pentagrama...

Caro Leitor,

Desde o tempo do mito ao da racionalidade, para
pitagoricos e eleatas, para astrologos, astrénomos e
matematicos de todos os tempos, para simples
mortais como nds, o pentagrama foi e é um simbolo
magico. Para uns esta presente no culto de coisas
ocultas. Para os matematicos é mais um simbolo do
poder do conhecimento, da imaginagdo e do
raciocinio.

O pentagrama foi o logotipo da Escola Pitagorica.
De facto, o simbolo é bem mais antigo: Pitagoras (c.
569 AC c. 475 AC) té-lo-a trazido do seu périplo pela
Babilénia, onde a estrela tinha ja um valor mistico.
Muito se vai dizendo sobre a impossibilidade de
comparagao racional entre o lado e a diagonal dum
quadrado, mas essa fatalidade pitagérica é uma
caracteristica marcante do préprio diagrama das
cinco pontas. Afinal, a incomensurabilidade que tanto
atormentou a Escola esteve sempre pendurada na sua
portadeentrada.

Sabia que Kepler descobriu um pentagrama no
céu? Vamos explicar onde e como. A figura 1
representa as Orbitas da Terra e de Vénus, duas
circunferéncias centradas no centro do Sol. Nesta
figura plana, os dois planetas movem-se em redor do
Sol, no sentido directo, com velocidade angular
uniforme. A Terra descreve a circunferéncia exterior e
o seu movimento angular é mais lento que o de Vénus;
dito em ntimeros, o periodo orbital da Terra é 365.256
dias, e o de Vénus 224.701 dias.

quinta-feira, 4 de Dezembro de 2008 16:59:39

Figura 1

Problema1l

Imagine que, em certo momento inicial, representado
por “1” nafigural, Terrae Vénus estio em conjungio (isto
¢, Vénus estd no segmento que une os centros do Sol e da
Terra). Quanto tempo decorrerd até a proxima conjuncdo?

56 Ihe damos a resposta no proximo niimero, pois
queremos que chegue a ela e nos informe disso. Mas
damos uma pista geométrica: a conjungao a seguir a
1" ocorre na posigdo “2”, a conjungdo seguinte na
posicdo “3”, e assim sucessivamente. E 14 esta o
pentagrama: 1-2-3-4-5-6....
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Note o pequeno desvio da posicio “6”
relativamente a posigdo “1”. Elas deviam coincidir se
os deuses tivessem tido mais cuidado a fazer o
mundo.

Problema?2

Quando a Terra chega a posigio de conjuncio "6”, a
quedistinciaangular se estd da posigdo de conjungdo “1”?

Kepler sabia bem deste atraso espacial (e avango
temporal) da sexta conjungdo Terra-Vénus, que lhe
serviu para determinar, com grande rigor, a
periodicidade dos transitos de Vénus — aqueles
momentos magicos, como o de 8 de Junho de 2004, em
que Vénus se vé como bolinha negra atravessando
lentamente o disco solar.

Sao frequentes as visitas de Kepler ao pentagono e
ao pentagrama, como ilustra a figura 2 extraida dasua
obra Harmonice Mundi, de 1619, com trés dos seus
mosaicos estranhos a que chamou “monstros”, talvez
pela aparente irregularidade e a ocorréncia de
decagonos siameses. E interessante notar como este
trabalho de Kepler, com quase quatro séculos de
idade, inspirou de forma decisiva a teoria dos
mosaicos aperiédicos que Roger Penrose iniciou nos
anos de 1970.

Figura 2
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A figura 3 mostra uma sequéncia de pentagonos e
pentagramas regulares.

Figura 3

Problema3

(a) Mostre que cada dois segmentos de recta
representados na figura fazem entre si dngulos miltiplos de

n
5.

(b) Mostre que é isosceles cada um dos tridngulos
desenhados a cheio nafigura.

(c) Estdo tragados (a cheio, e com extremidades bem
identificadas) muitos segmentos de recta. Sejam c,c,, ¢, ...
os comprimentos distintos de todos esses segmentos.
Supondo o0s comprimentos ordenados por ordem
decrescente, ¢,> ¢,> ¢, > ..., determine, para cada i a razdo

()
[

Sugerimos que utilize as alineas (a) e (b) para
resolver (c). Pode também utilizar as seguintes dicas
na resolugdo do problema 3, ou, reciprocamente, usar
o que digeriu na sua resolugio para compreender o
que vamos dizer agora. Sejam d, e d,a diagonal e o lado
do pentagono regular maior da figura 3; sejam d, e d,a
diagonal e o lado do segundo maior pentagono
regular da figura 3, sejam d, e d;a diagonal e 0 lado do
terceiro maior pentagono regular dafigura 3; etc.. Nao
édificil ver que

dy=d +d,
d=d,+d,
d,=d;+d,

dy=d,+d;, etc,etc..
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Aquilo a que chamamos divisdo inteira de niimeros
pode ler-se geometricamente, a moda dos gregos da
Antiguidade: toma-se um segmento S de
comprimento d, e outro, T, de menor comprimento d,;
extrai-se T de S tantas vezes quantas as necessdrias
para obter, como resto, um segmento de comprimento
menor que 4, ; essas “tantas vezes” sdo o quociente.

Como d, < d,, a primeira equac¢do representa a
divisdo inteira de d, por d, com resto d,e quociente 1. E
cada uma das restantes equagOes representa uma
divisdo. As sucessivas divisbes determinam um
algoritmo, dito de Euclides, mas conhecido muito antes
de Euclides. Nesse tempo sabia-se, também, que o
facto de um dos restos d, ser nulo equivale a
comensurabilidade dos segmentos de comprimentos
d, e d;. Mas nenhum dos nossos segmentos tem
comprimento zero, ergo...

Saberia disto Hipaso de Metaponto, o pitagorico
da incomensurabilidade entre o lado e a diagonal
dum quadrado?

Uma forma interessante de construir um
pentagono é tomar uma tira comprida de papel, com
bordos paralelos entre si, e fazer com ela um né de
modo a chegar a uma dobragem com o aspecto da
figura4.

Figura 4
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A coisando é de todo facil, pois ndo pode dobrar-se
a tira sem mais nem menos, logo no inicio. D& um nd
bastante lasso e vd puxando as pontas para o apertar;
va calcando o papel assim enrolado sem se
comprometer com dobras muito vincadas; puxe e
calque mais um pouco, e va iterando a manipulagdo
até uma dobragem definitiva.

O processo ficarda matematicamente completo
quando em cada um dos vértices A, C, D, E,
convergirem 3 segmentos dos bordos da tira, e no
vértice B convergirem 4.

Problema4

Responda ao seguinte com um argumento rigoroso:
serd o pentdgono ABCDE sempre regular, ou haverd
maneira de conduzir o processo manipulativo de modo a
obter um pentdgono ndo regular?

De passagem, repare que, na figura 4, o pentagono
ndoéregular!

Vendo o nd a transparéncia, os bordos da tira
desenham um pentagrama e o seu pentdgono
envolvente, com todos os 10 lados, excepto um... nem
tudo no mundo é perfeito!

Envie as suas solugdes para

Projecto Delfos
Departamento de Matematica
Universidade de Coimbra
3001-454 Coimbra.
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Na Linha de Frente

A Meia-Vida das Palavras

No principio era o verbo. Um verbo irregular. Mas o tempo passou e ele
tornou-se regular. Como pode a matematica ajudar a entender a lingua nossa
de cada dia? Um projecto inovador mostra em detalhe como a linguagem

evolui—doirregular aoregular.

Verbos irregulares sdo um inferno. Tanto para as
criangas quanto para os estudantes de uma lingua
estrangeira. Mesmo adultos fluentes e bem educados
por vezes tropecam em conjugagdes exoticas. Se o
préprio nome faz-nos supor que tais estruturas sdo
mais excepgio do que regra, porque, entdo, os verbos
mais comuns (ser, estar, ter, haver) sdo irregulares?

Esta questdo tem intrigado os linguistas ha muito
tempo. Recentemente, um grupo de matematicos e
biblogos de Harvard resolveu tirar a questdo a limpo
com técnicas muito distantes das que sdo
normalmente usadas no estudo da lingua [1]. Tal
equipa, liderada por Martin Nowak, do Programa de
Dinamica Evolutiva, tem aplicado modelos
matematicos simples para tudo aquilo que evolua:
genes, pessoas, paisese, porquenio?, linguas.

Assim, classificaram tantos verbos irregulares em
inglés quanto foram capazes de encontrar na
literatura classica e recente: desde Beowulf (século VII
a IX) até a literatura contemporanea, passando pelos
Contos da Cantudria (Canterbury tales), de 1200. No
inglés arcaico do primeiro livro, havia 177 verbos
irregulares. Ja no medieval, apenas 145. Hoje resistem
98. Portanto, ndo ha duvidas, as linguas evoluem —
gostem ou nao os amantes da excepgao!

Como se da esta evolugao? O que faz um verbo
resistir a sua regularizagdo e outros ndo? Em inglés, é
bom lembrar, a regra basica é que a forma passada de
um verbo faz-se pela adigdo de “-ed” em seu final.
Rarissimas vezes um verbo regular torna-se irregular
(como “sneak” - esgueirar-se, em uma tradugio livre

34a
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cujo passado modificou-se de “sneaked” para “snuck”).
O caminho comum ¢ o inverso, e é disto que trata o
artigode Liberman.

Para quantificar esta mudanga, os autores
tomaram emprestado um conceito da fisica nuclear: a
“meia-vida”. A “meia-vida” de uma substéncia
radioactiva é o tempo necessdrio para que a sua
actividade diminua pela metade. Assim, os verbos
foram divididos em seis grupos de acordo com o sua
frequéncia de uso. No primeiro estavam os dois
tnicos verbos cujo uso é superior a um em dez (10™):
“be” e “have”. Em seguida vinham os que tém uso

1,00E-008 1,00E-005 1,00E-004 1,00E-003 1,00E-002 1,00E-001

Relagdo entre a meia-vida dos verbos e a sua frequéncia de
uso, em escala logaritimica. Os quatro primeiros numeros
sao calculados; os dois tltimos estimados.




entre 10" e 10°. Este grupo inclui “come”, “do”, “find”,
“get”, “give”, “go”, “know”, “say”, “see”, “take” e
“think”. Os dez verbos mais comuns em inglés sdao
todos irregulares e estdo num destes dois grupos. A
divisdo continua, em mais quatro grupos marcados
por poténcias sucessivas de 10. O grupo a que cada
verbo pertence ¢ definido pela sua frequéncia actual
de uso, pois ndo ha disponibilidade confidvel de
dados equivalentes para épocas passadas.

Os dois primeiros grupos (os de uso mais
frequentes) ndo tiveram nenhuma regularizagio
desde a época de Beowulf. No terceiro grupo, 10% dos
verbos deixaram de ser irregulares. No quarto e no
quinto grupos 43% e 72% dos verbos foram
regularizados pelo uso, respectivamente. Finalmente,
na categoria dos infrequentes, 91% dos verbos
irregulares em inglés antigo ja nédo o sdo.

O tamanho de cada grupo diminui no tempo,
tornando possivel associar uma meia-vida para os
verbos de cada categoria. Para os verbos cujo uso esta
entre 10° e 10°, a meia-vida foi estimada em 300 anos.
Desta forma, “wreak” (vingar) mudou da forma
passada “wrekan” para a regular "wreaked”. Uma
categoria acima, o tempo caracteristico para a
regularizagdo obtido foi de 700 anos, tempo suficiente
para o passado de “mourn” (lamentar) mudar de
“mournen” para “mourned” mas insuficiente para
“drove” (passado de dirigir) tornar-se “drived”.
Subimos uma categoria e a meia-vida sobe para 2000
anos. Mais um pouco, e temos 5400 anos, fazendo com
que verbos regularizados como “help” se tornem,
neste grupo, mais uma excepgao do que uma regra.
Finalmente, nas duas categorias de topo, encontramos
tempos caracteristicos de 14.400 e 38.000 anos,
fazendo com que as mudangas nestes dois grupos
sejam tdo raras que provavelmente nunca ocorrerao.
Podemos até dizer que antes de “be” e “have” virarem
regulares a propria lingua inglesa ja terd deixado de
existir.

Se nao houve nenhuma regularizagao nestas duas
categorias mais altas, como € possivel saber a vida
média de seus componentes? Usa-se um processo
chamado “extrapolagdo”. A partir das quatro
categorias onde esta conta é possivel chega-se a uma
lei surpreendente pela sua simplicidade: a meia-vida
da forma irregular de um verbo é proporcional ao
inverso da raiz quadrada da sua frequéncia de uso.
Isto permite-nos obter, por extrapolagdo dos
resultados, a frequéncia de ocorréncia de

Frente
[A Meia-Vida das Palavras]

regularizagdes em grupos de palavras onde aindanao
aconteceu nenhuma regularizagio. E, sem surpresa, o
tempo caracteristico € muito maior do que o tempo de
observagao desta investigagao.

Aidéia de que as palavras menos usadas s3o mais
rapidamente regularizadas é antiga. Aquilo que mais
usamos esta mais forte na nossa memoria; além disto,
alterar uma forma que usamos muito pode prejudicar
a comunicagio — portanto somos mais conservadores
exactamente nestas palavras.

Outro estudo, publicado no mesmo nimero da
Nature e que compara a velocidade de alteragio das
palavras em Inglés, Espanhol, Grego e Russo reforga
esta ideia: 0 que usamos menos muda mais rapido [2].
E por este motivo que quando se compara duas
linguas, as primeiras palavras a ser estudadas sdo um,
dois, noite, morrer etc., palavras cuja ma comunicagao
pode ser fatal e que, por serem das que menos se
alteram, melhor permitem estabelecer relagdes entre
asvariaslinguas.

E no portugués? Temos muito mais riqueza de
conjugagdo, cada pessoa exigindo uma terminagao
verbal especifica. Muitos verbos (aceitar, eleger,
expressar, imprimir, fritar, matar, prender, suspender
etc.) tém dois participios — um irregular, geralmente
derivado directamente do latim, e um regular,
frequentemente a forma mais recente, mostrando
uma tendéncia préxima aquela descrita acima.

Uma curiosa consequéncia deste resultado é
poder fazer uma previséo para o futuro. De acordo
com Lieberman e colegas, o préximo verbo a ser
regularizado é “wed” (casar). Assim, estamos a assistir
o fim da época dos “newly-wed” (recém-casados) e
entrando na época dos “newly-wedded”. Uma réapida
pesquisa na internet mostra que a nova forma,
regular, ja estd muito corrente.[!!

Referéncias
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Apanhados na Rede

O Teorema Mais Famoso

Toda a gente conhece o teorema dito «de Pitdgoras». Mas sabe o leitor porque

é verdade para TODOS os tridngulos rectangulos? Como podemos ter a

certeza ABSOLUTA? E como foi descoberto? Foi mesmo Pitagoras quem o

descobriu? Quem primeiro o demonstrou?

O «teorema de Pitagoras» €, sem qualquer duvida, o
resultado matematico mais conhecido. A
simplicidade do enunciado, conjugada com o facto de
ser uma observagao bastante subtil sobre uma curiosa
relagdo entre figuras geométricas simples —
nomeadamente trés quadrados construidos sobre os
lados de um tridngulo rectangulo -, fazem com que
este resultado apele a um certo sentido estético
abstracto que os seres humanos possuem, mesmo
aqueles que nédo gostam de o admitir.

Ha muitas e variadas maneiras de demonstrar o
teorema de Pitdgoras. Em 1968 Elisha S. Loomis
publicou um livro, ha muito esgotado, intitulado The
Pythagorean Proposition, contendo nada mais, nada
menos do que 367 demonstragdes! Algumas séo
pequenas variagbes de outras, sendo dificil dizer
exactamente quantas sio essencialmente distintas.
Para ter uma ideia do tipo de argumentos, sugere-se a
consulta da pdagina mantida por Alexander
Bogomolny, e que contém 79 demonstragdes’.

Porqué tantas demonstragbes? Afinal, uma
demonstragio nio é s6 um argumento que mostra a
validade de um resultado matematico, de modo a que
nio restem quaisquer davidas? Assim sendo, ndo
basta uma? De facto, ndo é bem assim.. Em
Matemadtica ndo se quer apenas decidir a validade ou
falsidade de certas proposigdes, mas também perceber
afundo os resultados que se vao descobrindo e as inter-
relacdes entre os diferentes «entes» matematicos.
Assim, argumentos distintos sdo muitas vezes uteis

‘http://www.cuttheknot.org/pythagoras/ index.shtml

para dar diferentes perspectivas de um mesmo
resultado, servir para o generalizar de diversos
modos e para mostrar diferentes conexdes entre
alguns assuntos.

Uma pequena curiosidade: a quinta
demonstragdo na lista de Bogomolny € atribuida a
James Abram Garfield (1831--1881), o vigésimo
presidente dos Estados Unidos da América’.

A pégina Matemdtica sem Palavras’ do site
«ATRACTOR: Matematica Interactiva», mantido pela
Associagdo Atractor, contém trés demonstragdes com
applets interactivos, a primeira das quais §&,
essencialmente, a minha favorita — uma das mais
simples e elegantes, e que pode ser resumida do
seguinte modo: dado um tridngulo rectangulo,
coloquem-se quatro copias dele numa caixa quadrada
cujo lado € igual a soma dos comprimentos dos dois
catetos, do modo indicado na imagem esquerda da
figura 1. Usando o facto da soma dos &ngulos internos
de um tridngulo rectdngulo ser igual a dois angulos
rectos, é facil concluir que a area livre na caixa tem a
forma de um quadrado cujo lado é a hipotenusa do
tridangulo rectangulo dado.

Rearranjando, na mesma caixa, os quatro
triangulos do modo sugerido na imagem direita da
figura 1, para o que basta transladar dois dos
tridngulos, do modo indicado na imagem do meio, é
facil ver que a drea livre é agora igual a soma de dois
quadrados cujos lados sdo precisamente os catetos.
Como se trata da mesma caixa e dos mesmos quatro

’0 segundo presidente americano a ser assassinado, pelo que ocupou a Casa Branca por apenas seis meses.
*http://www.atractor.pt/mat/sem_palavras/ entrada_pitagoras.htm
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Uma demonstragdo muito simples do

Teorema de Pitagoras.

tridngulos rectdngulos, as areas livres nas duas
situagOes tém de ser iguais e portanto: num trigngulo
rectdngulo, o quadrado da hipotenusa ¢é igual 4 soma dos
quadrados dos catetos!

Curiosamente, uma ligeira variante deste
argumento fornece uma demonstracio® da férmula de
adicdo do seno: ver «Seno da soma» na pagina do
Atractor acima mencionada.

J4 vi muitos alunos do ensino secundario
realmente perplexos por lhes ter observado que as
férmulas seguintes sdo consequéncias directas do
teorema de Pitagoras:

1. a chamada férmula fundamental da
trigonometria:

sen’x+cos’x=1

56N (X)

CoS (X)

2. aférmula para a distancia euclidiana entre dois
pontos, P = (x, y,) e Q = (x,, ¥,), do plano cartesiano,
nomeadamente:

AP, Q) =0y - x1)' + (Y2 - 11)°
3. a equagdo cartesiana de um circulo’ de raio 7 e
centroC=(g, b):

(x-af+@y-bP=r

Quando se ensina estas matérias ndo se devia
nunca deixar de notar e de realgar estas ligagoes, que
ajudam o aluno a melhor compreender os assuntos
leccionados e a integrar os seus conhecimentos numa
perspectivamais completa.

O site «Histéria da Matemadtica — histéria dos
problemas», mantido por Maria Jodo Lagarto, contém
uma pégina intitulada Problemas Pitagéricos® onde se
dé&o varios exemplos de problemas curiosos, retirados

*Que, tanto quanto sei, se deve a Volker Priebe e Edgar A. Ramos, que a publicaram como uma «demonstragio sem

palavras» na revista Mathematics Magazine 73 (2000), p. 392.

°Esta é, de facto, uma consequéncia imediata da férmula anterior.
*htip://www.malhatlantica.pt/mathis/Problemas/Pitagoras/Pitagoricos.htm
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de textos antigos e de vdrias proveniéncias, que
envolvem o uso do teorema de Pitagoras.

A descoberta do teorema de Pitagoras perde-se
nos primoérdios do periodo histérico da nossa espécie,
havendo algumas evidéncias do seu conhecimento
nas primeiras grandes civilizacGes, mas as duvidas
sd0 muitas e as certezas muito poucas. O papel que
Pitagoras tera tido neste assunto é muito mais incerto
do que o leitor possa imaginar. O nosso conhecimento
dessa figura quase mitica é relativamente escasso e,
como se isso ndo bastasse, impregnado de lendas,
contradi¢des e documentos forjados. De facto, e

38
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contrariamente ao que se possa pensar, ndo ha
nenhuma evidéncia histdrica fiavel de que Pitagoras
setenha sequer dedicado a Matematica! Ver:

http://plato.stanford.edu/entries/pythagoras/

Deixamos para a proxima rubrica algumas
consideragdes sobre este assunto, assim como
especulagbes sobre as possiveis origens deste
resultado basilar de muita matematica, com
incontaveis e importantissimas aplicagoes.



http://plato.stanford.edu/entries/pythagoras/
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Poligonos Circulares Descendentes e Ascendentes

Introdugio

Cada vez mais o caminho do ensino conduz a uma utilizaggo sistematica das novas tecnologias, quer ao nivel
dos tiltimos anos do ensino secundario quer ao nivel dos primeiros anos do ensino superior.

O uso do computador e de poderosas ferramentas cada vez mais ao nosso dispor — concretamente
programas como MatLab ou o Mathematica, as calculadoras graficas, o surgimento das chamadas e-
actividades, actividades interactivas apoiadas nas calculadoras — imp&em que o professor, elo essencial, quer
numa fase preparatoria de elementarizagéo do saber quer no processo de ensino/aprendizagem esteja atento as
possibilidades que se abrem e faga uso delas.

O uso de tecnologias, em particular a ferramenta que utilizamos — MatLab — , pode revelar-se de grande
importancia nos primeiros anos do ensino superior. Este instrumento pedagoégico possibilita a execugéo de
actividades de investigagdo/exploragdo as quais contribuem de modo significativo para o desenvolvimento de
capacidades essenciais, designadamente a auto-confianga, a autonomia, o raciocinio e o pensamento cientifico.
Fomentando a investigagéo, desenvolve-se no aluno o espirito critico e contribui-se para criar um outro gosto
pela Matematica. E importante que o aluno aprenda a sentir que esta ciéncia ndo ¢ algo de imutavel e cujo
desenvolvimento estagnou ha muitos anos, mas, muito pelo contrdrio, entender a Matematica como algo
constantemente a ser desenvolvido, inclusive por si préprio, aluno, no decorrer das suas aulas e das suas tarefas
de investigacao. Independentemente da importancia efectiva da sua contribuigdo para o enriquecimento do
conhecimento matematico colectivo, esta é essencial ao desenvolvimento individual do futuro matematico
profissional.

Este trabalho constitui um exemplo de como com ferramentas matematicas acessiveis a alunos dos dois
primeiros anos do ensino superior e com o apoio do programa MatLab se podem realizar actividades de
investigagao/exploragdo matematica.

Utilizando a nogéo de poligono regular, introduziremos os conceitos originais de poligono circulante
descendente e poligono circulante ascendente.

Antes de apresentarmos as defini¢des e desenvolvermos os processos que levam a obtengao dos poligonos
circulantes, vamos referir o que se entende por matriz circulante e pseudo-inversa ou inversa generalizada de
uma matriz.

n-1

A matriz quadrada C= , onde c, €R, i=1,..,n, que denotamos por circ(cy, Cy,..., C,,),

40-
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chamamos matriz circulante ([3]).
1/ 1
Vi Vs 0

Neste texto é relevante a matriz circulante circ { ¥/, y ,0 )— 01 2 /9
1 1
%Boh

Em termos geométricos, o produto da matriz C =circ{¥,, ¥,, 0,---,0) pela matriz cujas linhas sido as
coordenadas dos vértices de um poligono é uma matriz cujas Imhas sédo as coordenadas dos pontos médios dos
lados desse poligono. A unido destes sucessivos pontos médios d4 origem a um outro poligono, “filho”, em
relagdo ao original, “pai”.

Atnica matriz que verifica as seguintes quatro equagdes de Penrose, AXA=A; XAX=X; (XA) =XA;( AX)T=
AX, é designada por pseudo-inversa ([2]) ou inversa generalizada da matriz A e é denotada por A' . Esta nogdo
estende o conceito de inversa de uma matriz quadrada ndo singular a matrizes quadradas singulares e a
matrizes rectangulares. No nosso caso, as matrizes circulantes envolvidas sdo quadradas e singulares quando
530 de ordem par. Nesta situagdo, como as matrizes ndo sdo de caracteristica méxima, ndo temos férmulas para a
inversa generalizada ([2]). Aqui procedemos ao cdlculo de uma aproximagao da inversa generalizada usando a
fungao PINV do programa MatLab. A funcao PINV, X =PINV(A), calcula uma matriz X da mesma dimenséao de
A, e oseu célculo é baseado no processo de decomposi¢do de uma matriz em valores singulares ([1]).

2.Poligonos Circulantes Descendentes e Ascendentes

Apresentamos os conceitos de poligonos circulantes descendentes e ascendentes de primeira ordem e de
qualquer ordem. As matrizes circulantes e as suas inversas generalizadas desempenham papel fundamental.
Para poligonos descendentes, temos:

v
e x , v, - . L .
Defini¢io 2.1-Dado o poligono G, = den vértices V;,i=1,2, .., n,n>3 eum inteiro positivo k, chamamos
V.

poligono circulante descendente de ordem k ao poligono G, = C'G,onde C e a matriz circulante
C=circ(¥5,Y,,0,--,0) deordemn.

0
Exemplo 2.2-Dado o tridngulo G, ‘jgé ,de vértices (1,0), | - }é, /2 )" }/,- */% ],obtém—se

1/ A3
% %
os tridngulos circulantes descendentes de 12 ordem e de 5* ordem seguintes

0.25 0433

10
Gy=CGy=cire(¥5, 14, 0)|- % 45/2 05 0
025 -0.433
AR
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1 0.0156 -0.0271
G5=C5G0=circ(}/ A ,of 0.0156 0.0271

_% _\/% -0.0313 0

equesadoilustrados naFigura 1

Poligone 5

Foligont Descendante

Figura 1

De uma maneira similar ao estabelecido para poligonos circulantes descendentes, temos agora para
poligonos circulantes ascendentes:

1A
Defini¢do 2.3- Dado o poligono G; de n vértices V,, i =1, 2, .., n, n > 3 e um inteiro positivo k,

V,

n
chamamos poligono circulante ascendente de ordem k ao poligono G, = (CT ) G,, em que C'é a inversa
generalizada damatriz circulante Cde ordemn.
-0.25 -0.25
025 025 ..
Exemplo2.4- Dado o quadrado G, 025 025 |” de vértices (-0.25, -0.25), (0.25, -0.25), (0.25,0.25),

-0.25 025

(-0.25,0.25), os quadrados circulantes ascendentes de 12 ordem e de 3° ordem, G_; e G_3 sdo definidos por:
025 0257 [-05 0 ]

' 025 -0.25 0 -05
G,= CT)@():(arC(%’%,o,o)) 025 025 05 0
025 025 0 05

Caderno_3_AF
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025 0257 [0 1

025 -0.25 -1.0
=(ct = 1/ 1
G=(€ )3G° ((C"c(/Z,A,OIO)j 025 025 0 -1
-0.25 025 10
esdorepresentados na Figura 2.

Potlgonc Ascendente Gi
Pahigene G

Poligonao Ascendente (3

-

Figura 2

3. Aplicagdes a Geometria
Apos termos estabelecido as defini¢des de poligonos circulantes, vamos agora utiliza-las na construgéo de
outras figuras: o fractal de Sierpinski, tapetes circulantes e espiral poligonal.

3.1-Fractal de Sierpinski

E bem conhecido o fractal de Sierpinski, a repeti¢io sucessiva de tridngulos encaixados. Usando as
defini¢bes descritas é possivel efectuarmos a construgéo desse fractal.

Tomemos o tridngulo G, de vértices A = (0,1), B = (1,0) e C = (1,1). Construamos o tridngulo circulante

descendente de 1- ordem G, de vértices D=.., /é) ,E= (}/2,1) e F= %, é ) .Na Figura 3 apresentamos os

tridangulos anteriores.

Tridrgnakr Gﬂ

Tranguto GI

Figura 3

Caderno_3_AF
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Repetindo o processo, mas agora em relagéo aos tridngulos A[ADF|,A[DBE] e A[FEC], obtemos os seus
descendentes de 12 ordem que sdo apresentados na Figura 4.

] E

Figura 4

Procedendo como anteriormente, e a custa de tridngulos descendentes de 12 ordem, vamo-nos aproximando
do conhecido fractal de Sierpinski.

3.2-Tapetes Circulantes
Nas proximas construgbes, que intitulamos tapetes circulantes, iremos utilizar poligonos circulantes

descendentes de vérias ordens, com os quais construiremos os tapetes circulantes.
Aprimeira construgdo seré feita utilizando tridngulos e os seus descendentes circulantes.

1 0
Sejaumtridangulo G, |-0.5 0.866 | (devértices A, B, Crespectivamente). Calculemos o seu descendente
-0.5 -0.866

circulantede 1? ordem, G, (de vértices D, E, F respectivamente)

1 0 025 0433
G, = circ (y ,%,,0)|-05 0866 |=|-05 0
0.5 0.866 25 -0.433
queérepresentadona Figura 5.

Figura 5

s bado, 6 de Dezembro de 2008 0:3 :




Caderno_3_AF

De seguida tomemos os tridngulos circulantes descendentes de 12 ordem dos tridngulos A[ADF|, A[DBE] e
A[FE C ] que se formaram (respectivamente de vértices N, O, P; G, H, Ie], L, M)

1 0 0.625 0.2165

Grpavrr- cire (35,14, 0)[025 0433 =025 0
025 0433 | | 0.625 02165

0.25 04337 [-0.125 0.6495
G, [ppgy— circ (}él }/ , |-05 0.866|~ —0..; 0.4;)‘3 ’
05 0 -0.125 0.2165

" 0.25 -0433] [-0.125 -0.2165 |

Gy pecy = cire (yZ’%’ 0) -0.5 0 ~ -05 -0.433
05 -0.866] | 0.125 -0.6495

quesdo representadosnaFigura 6.

&Eal

Figura 6

Calculemos agora o descendente circulante de 2¢ ordem do tridngulo A[ABC], G,, e os tridangulos

circulantes descendentes de 1® ordem que restam

1 0 | [-0125 02165
G, = circ (}/ Y ,0)2 0.5 0866 |~|-0.125 0.2165
05 -086| | 025 0

O processo continua sempre do mesmo modo. Colorindo somente os tridngulos que nao sdo descendentes
circulantes de nenhum outro, obtemos o tapete circulante triangular que é representadonaFigura7.
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Figura 7

A proxima construgao foi efectuada recorrendo a tridngulos e quadrados e seguindo um processo em tudo
idéntico ao anterior.
Tomemos o quadrado Gy=[ABCD] e calculemos o seu descendente circulante de 12 ordem G, =[EFGH].

Formam-se, ap6s o calculo do quadrado circulante descendente de 12 ordem, quatro tridngulos:
A[EBF] , A[FCG] , A[GDH] e A[HAE] .Calculamos seguidamente os descendentes circulantes de 12 ordem
destes quatro tridngulos, usando a matriz circulante circ ( ~1*/~s V1 e que sao representados na Figura 8.

Figura 8

Calculado o quadrado descendente circulante de 22 ordem do quadrado inicial, passamos ao calculo dos
tridngulos circulantes descendentes de 1- ordem que entretanto se formaram, e assim sucessivamente. De cada
vez, vamos obtendo mais tridngulos e quadrados circulantes descendentes dentro da figura. Colorindo de preto
os tridangulos que ndo s@o circulantes descendentes de nenhum outro, obtemos o tapete circulante
quadrangular que é apresentadona Figura9.
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Figura 9

Se, no inicio da construgéo, em vez de um quadrado tomdssemos um pentagono, iriamos obter, por um
processo semelhante, um tapete circulante pentagonal. Na Figura 10 apresentamos um exemplo do tapete
anterior.

Figura 10

Se o poligono inicial for um hexagono, construimos o tapete circulante hexagonal. Na Figura 11 ilustramos
um tapete circulante hexagonal.

Caderno_3_AF
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Figura 11

Os tapetes circulantes apresentados nas figuras 7, 9, 10 e 11 constituem alguns exemplos dos intimeros
tapetes que se podem obter seguindo o processo de construgéo que utilizamos.

3.3 - Espiral Poligonal

Utilizando as figuras construidas na secgio anterior, encontramos um outro tipo de poligono — a espiral
poligonal. Basta para tal colorir os tridangulos adequados a composigao da espiral poligonal. O tridngulo inicial
pertence a cada um dos poligonos circulantes originais com que iniciamos a construgéo do tapete e a partir dai
passamos para os seus descendentes sucessivos, como é ilustrado na Figura 12.

Figura 12
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A medida que o nimero de vértices do poligono inicial vai aumentando, a espiral poligonal aproxima-se
cada vez mais da curva espiral que conhecemos.

4. Notas Finais

A necessidade, cada vez mais premente, de se investir no desenvolvimento cientifico do pais e o facto de
“(...) diversos estudos em educacdo terem mostrado que investigar constitui uma poderosa forma de construir
conhecimento (...) ” ([5]) s@o factores de incentivo ao recurso, por parte do professor, a actividades de
investigacdo/exploracao na sala de aula, em todos os niveis de escolaridade.

A implementagdo deste tipo de actividades na sala de aula ja comega a ser uma realidade, especialmente ao
nivel do ensino ndo superior, em parte porque os programas oficiais assim o exigem.

O trabalho que apresentdmos pretende ser um contributo no sentido de motivar os professores dos
primeiros anos do ensino superior (e em qualquer curso que contemple no seu plano de estudos uma disciplina
de Algebra Linear) para a utilizagio de actividades de investigagio/exploragio nas suas aulas.

O estudo feito recorre a ferramentas de Geometria e de Algebra Linear e serve como exemplo de uma
actividade possivel de desenvolver com alunos dos primeiros anos do ensino superior. Entendemos ser de
destacar a interligagdo nele efectuada entre estas duas dreas da Matemadtica, bem como o papel desempenhado
pelatecnologiano apoio quer a conjectura quer a obtengao dos resultados.

Terminamos fazendo uma breve referéncia ao aspecto estético da Matematica, dada a beleza dos tapetes
circulantes e das espirais poligonais obtidos.

Agradecimento

Expressamos aqui o devido agradecimento ao Professor Doutor José Vitéria da Faculdade de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade de Coimbra, pelas suas sugestoes, reparos e disponibilidade com que sempre nos
ajudouna elaboragao deste artigo.

Agradecemos ainda as sugestdes do referee que nos permitiu melhorar a forma final deste artigo.

Referéncias
[1] Ben Israel, A.; Greville, T.N.E., (2003). Generalized Inverses. Theory and applications, Segunda Edigao,
Springer-Verlag, Novalorque.

[2] Cline, Randall E. (1979). Elements of The Theory of Generalized Inverses for Matrices, The UMAP Expository
Monograph Series, EDC/UMAP, Newton, Mass.

[3] Davis, Philip J. (1994). Circulant Matrices, AMS, 2*°Edi¢ao, Novalorque
[4] Meyer, Carl D. (2000). Matrix Analysis and Applied Linear Algebra, SIAM, Filadélfia.

[5] Ponte, Jodo P. etal. (Org.) (2002). Actividades de Investigacio na Aprendizagem da Matemitica e na Formagio de
Professores, Secgao de Educagao e Matematica da SPCE, Lisboa.

s bado, 6 de Dezembro de 2008 0: :




Caderno_ _AF

50

O Que E

O Bilhar?

O “problema da bola de bilhar” foi introduzido por
Birkhoff ([3], 1927), que o concebeu como um modelo
para a chamada dindmica Hamiltoniana. Trata-se de
considerar o movimento de uma particula (massa
pontual) que se desloca livremente numa regido
convexa D do plano, limitada por uma curva fechadae
diferenciavel B (o “bilhar”) e de modo que a particula
se reflicta elasticamente ao chocar com B de acordo
com a lei: “o dngulo de reflexéo é igual ao dngulo de
incidéncia.” Em cada instante o estado da particula é
determinado pela posigdo em que se situaem D e pela
direcgdo do movimento. A sua dindmica reduz-se
portanto a uma questao de geometria elementar (ver a
figura). A partir do movimento definido acima,
introduz-se a “aplicagdo bilhar” T: M=B x [0, n] > M
que descreve a dindmica de uma colisdo a colisdo
seguinte. Como entre dois impactos consecutivos a
particula move-se em linha recta, uma 6rbita de T fica
especificada pela sequéncia das suas posi¢Oes e
direc¢bes imediatamente apds cada impacto. A
posigdo em B serd parametrizada pelo comprimento
dearcos, médulo L, em que L é o comprimento total de
B. O conjunto M = B x [0,n], chamado “espago de fase”
do bilhar, tem como coordenadas o par (s,&) em que
a.e [0,7] € 0 Angulo que o vector unitario da velocidade
ap0s o impacto faz com o vector tangente a B no ponto
decoordenadas.

E também usual considerar os pares (s, p),
p=cos(a), para representar os pontos de M e neste caso
M = [0,L)x[-1, 1] que, face a periodicidade de s, se
identifica, topologicamente, com uma faixa cilindrica.

Uma 6rbita de T consiste, portanto, numa sucesséo
de pares (s,, p,,) obtidos apds os impactos da particula
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com B a partir da “condigdo inicial” (s, pp). A
dindmica discreta da aplicagao bilhar fica definida
pela fungio T (5, Pp) = (1 Ppy) € POde-se
demonstrar que, nas coordenadas (s, p), ela preserva
area e orientagdo, embora haja problemas a analisar

3

no que toca a sua diferenciagio nos pontos das
componentes da fronteira da faixa cilindrica (ver [5],
p-343).

O estudo qualitativo das o6rbitas da aplicagéo
bilhar T pode nao s6 conduzir a situagGes previsiveis,
no sentido de que pequenas mudangas nas condigbes
iniciais provocam pequenas mudangas na 6rbita, bem
como a situagdes nao previsiveis em que pequenas
mudangasnas condig¢es iniciais provocam alteragGes
radicais na érbita perturbada e, em certos casos, as
duassituagdes podem ocorrer simultaneamente para
diferentes escolhas das condigdes iniciais.

Existem trés casos em que a Orbita pode ser
analisadano espago de fase:

1°) Um conjunto finito de N >> 1 pontos distintos

po) 61, 1) - - -+ (SN_1 Pn_y) Tepete-se apos N
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impactos, isto é, T (sy_1, Pn_1) = (Sp Pp)- Neste caso a
oOrbita de T diz-se “periddica” de periodo N e na faixa
cilindrica fica determinado um conjunto discretode N
pontos. Se N=1, istoé, se T (s,, pg) =(S¢, Pp), Obtem-se o
que se chama um “ponto fixo” de T

2°) As iteradas de uma condicgo inicial (sp pp)

preenchem uma curva denominada “curva
invariante”, isto é, T transforma essa curva nela
propria sem que nenhum ponto da curva seja
transformado nele mesmo. Isso ocorre, por exemplo,
no caso em que T é “integravel” no sentido de que
existe uma constante do movimento na forma de uma
fungdo real F(s, p) que assume o mesmo valor em
todos os pontos da Orbita, isto é, as curvas de nivel de F
sdo as curvasinvariantes.

“npr

3°) As iteradas de (sy pg) preenchem uma “area”

da faixa cilindrica. Isto acontece quando a 6rbita ndo
admite constantes de movimento e passa a evoluir de
uma forma “cadtica”.

Observemos, inicialmente, que obilhar circular (B
é uma circunferéncia) é integravel com a constante de
movimento F(s, p) = p e, portanto, o espago de fase é
coberto por curvas invariantes paralelas a direcgdo s,
excluindo-se, desdeja, 0 3° caso acima mencionado.

Berry [1] mostra trés deformagdes de um bilhar
circular, passando inicialmente por um bilhar em
forma de estadio ([1], fig.4) em que para quase toda a
condigio inicial (sy, p) as iteradas (s, p,;) comportam-
-se de forma “ergddica”, isto é, tais iteradas passam
arbitrariamente préximo de qualquer ponto do
espaco de fase, para n suficientemente grande. A
seguir, deforma o bilhar circular numa elipse e obtem-
-se o resultado descoberto por Birkhoff de um bilhar
integravel com uma forma explicita para a constante
domovimento. Neste ponto convém ainda mencionar
([3], 1927) que Birkhoff afirmou desconhecer bilhares
integraveis que nao fossem os circulares ou os
elipticos. Também é de observar que as folheagbes do
espaco de fase sdo muito distintas (topologicamente)
nestes dois casos integraveis conhecidos:

i) nos bilhares elipticos ([1], fig.7) parte do espago
de fase é folheada por curvas invariantes zero-
-homotépicas (todo o lago dessa parte pode ser
deformado continuamente nolago trivial, ver [4]),

if) no caso do bilhar circular todas as curvas
invariantes sdo ndo zero-homotdpicas.

Numa terceira deformagdo do bilhar circular
obtém-se certas “ovais” que sao genéricas no sentido
que os bilhares correspondentes apresentam
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simultaneamente os varios tipos de orbitas acima
mencionados ([1], p.97).

Lembremos agora que o bordo de M é o conjunto
dos pontos (s, p) € Mem que p=+1. Sobre a questao da
existéncia ou ndo de outros bilhares integraveis
distintos dos circulares e dos elipticos, ha que
enunciar a seguinte Conjectura de Birkhoff: “Se uma
vizinhanca do bordo de M é folheada por curvas
continuas fechadas, invariantes e ndo zero-
homoétopicasem M, entdo Béumaelipse.”

Um notavel e esclarecedor resultado é devido a
Bialy ([2], Theorema A, 1993): “Se todo o espago de
fase M da aplicagdo bilhar T, correspondente a um
bilhar B, é folheado por curvas continuas, fechadas
invariantes e ndo zero-homotopicas, entdo B € uma
circunferéncia.” Sobre esta e outras contribuicdes de
Bialy, bem como de Rychlik ([6], 1989) é de grande
interesse a leitura do artigo de Wojtkowski ([7], 1994).
Finalmente, para maiores consideragdes sobre o
problema do bilhar ha que consultar o capitulo 9 do
livro de Katok e Hasselblatt [5].
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Rosetas

Coroas circulares decoradas com diferentes padrdes, que lhes dao a

aparéncia final de rosas ou estrelas, sao motivos ornamentais muito

apreciados desde a antiguidade. A riqueza e variedade geométrica destes

padrOes sugerem-nos uma viagem que nos levara da Pompeia destruida a

vila de Alpedrinha.
Introdugio.

Um motivo ornamental relativamente comum
consiste numa coroa circular preenchida com
diferentes padrdes geométricos que lhe dado a
aparéncia final de uma rosa ou estrela. Em geral,
designaremos por roseta qualquer figura com estas
caracteristicas. A atracgdo de muitos arquitectos e
artistas pelas rosetas pode eventualmente ser
explicada pela énfase visual que estas proporcionam
sobre o seu centro. A respeito do uso de rosetas em
arquitectura, recomendamos aleitura de[4].

No presente texto, iremos encetar uma digressao
por certos tipos de rosetas, ndo deixando fugir a
oportunidade de aproveitar um motivo ha muito
apreciado em arte e arquitectura para ilustrar alguns
conceitos geométricos, tais como os de inversdo e
conformalidade. Em particular, inspirados por [2],
tomaremos como ponto de partida as rosetas de
rombdides, como aquela que mostramos na Figura 1.
Um exemplo deste tipo de roseta pode ser encontrado
como adorno da orla de uma janela circular no
Mosteiro de Santa Maria de las Cuevas (La Cartuja)
em Sevilha. No seguimento, abordaremos o
problema de construir uma roseta andloga a da
Figura 1, mas utilizando para tal k bandas de rombos
(losangos), em vez de rombdides. Veremos como a
roseta de rombos esta intimamente associada a um
outro tipo de rosetas, as rosetas logaritmicas (Figuras 7
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e 8), construidas a partir da espiral homénima. O
impacto visual das rosetas logaritmicas nédo difere
muito daquele proporcionado pelas rosetas circulares
(Figura 10), bem mais faceis de construir. Retornando
ao ponto de partida, rosetas de rombdides podem ser
obtidas porinversdo a partir de rosetas circulares.

Figura 1 - roseta com k = 3 bandas de rombéides

Rosetas e simetria. O grupo de simetria de uma
figura F no plano é constituido por todas as
isometrias que deixam F invariante. Recorde-se que
existem precisamente quatro tipos de isometrias no
plano: reflexdes, translagbes, rotagdes e reflexdes
deslizantes (reflexdo numa recta seguida de uma




translacdo com a direcgdo dessa mesma recta). Cada
uma das rosetas que vamos construir admite o grupo
diedral D, como grupo de simetria. D, tem 2n

elementos (n reflexdes, n-1 rotagbes e a transformagio
identidade) e é gerado por uma rotagao de angulo
2n/n em torno de um ponto O e uma reflexdo em
relagdo a uma recta passando por esse mesmo ponto,
isto é, podemos obter qualquer elemento de D, por

composicao destas duas isometrias.

Constru¢io de uma roseta de rombdides. Para
construir uma roseta como aquela da Figura 1, com k
bandas de rombéides, podemos proceder do modo
que ¢ indicado em [2]: dadas duas circunferéncias
concéntricas, dividimos ambas em 7 partes iguais e
enumeramo-las de igual forma; tragamos segmentos
que unam a divisdo i da circunferéncia interior as
divisdes i + k e i - k da circunferéncia exterior, para
cada i = 1, 2, .., n. O valor de n devera ser
suficientemente grande de forma a evitar que os
segmentos intersectem a circunferéncia interior. A
Figura 2 ilustra este procedimento parak=3en=20.

Figura 2

Constru¢io de uma roseta de rombos.
Consideremos agora o problema de construir uma
roseta com k bandas de rombos semelhantes. Este
problema admite uma solugéo elementar quando o
raio da circunferéncia exterior néo é fixado a partida.
Com efeito, nesta situagdo basta comecar por dividira
circunferéncia interior em n partes iguais e construir a

primeira banda de rombos utilizando um valor
arbitrdrio para a razdo entre os semi-eixos dos
mesmos; de seguida, prolongar os lados destes

rombos para formar a segunda banda de rombos,
repetindo sucessivamente este processo até obter as k
bandas, como aFigura 3 sugere.

Figura 3

Figura 4

Denotemos por k, e d, as medidas dos semi-eixos
dos rombos que estdo sobre a banda i (ver Figura 4).
Seja r o raio da circunferéncia interior. Uma
propriedade fundamental das rosetas que acabamos
de construir reside no facto da progressao d,, d,, d,...
ser geométrica. Com efeito: uma vez que os rombos
em cada sector circular de &ngulo o = 2n/n sdo
semelhantes entre si, vai existir uma constante c tal
que h/d;=c, para qualqueri=1, 2, ..., k; por outro lado,
temos
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o_ n
2 r+d, r+2d,+d,

® r+2d, +2d,+---+2d,  +d,’

denotando t=tg— por simples manipulagdo
algébrica obtém-se
rt
c-t

e por indug@o € entdo possivel concluir (deixando os
detalhes ao cuidado do leitor) que

para qualqueri=1,2, ..., k; ou seja, os semi-eixos d., d,,
d, .. obedecem a uma progressdo geométrica de

. Cc+t
razao —
C_

Suponhamos agora que os raios das duas

Figura 5 - roseta com k = 4 bandas de rombos.

circunferéncias sdo dados. Para determinar os
vértices dos rombos que a vao preencher, faremos uso
daquela espiral pela qual Jacob Bernoulli no século
XVIIse deixoufascinar.

A espiral logaritmica é uma curva no plano que, em
coordenadas polares (p, 8), é dada por uma equagao
dotipo

p@ =r,e™

Trata-se de uma curva que corta todas as rectas

Figura 6 - espiral logaritmica.

radiais segundo um mesmo angulo B = arctg m
(ver Figura 6), tal como as curvas loxodrémicas em
relagdo aos meridianos na superficie esférica ou, mais
simples, uma recta cortando um feixe de rectas
paralelas. Na realidade, as projeccdes estereograficas
das curvas loxodrémicas sdo precisamente espirais
logaritmicas (ver [3], por exemplo). De outro ponto
de vista, que iremos explorar mais a frente, uma
espiral logaritmica é a imagem de uma recta obliqua
no plano pormeio da aplicagdo (x, y) - (e°cosy, e'sen y).
Paraiguais incrementos no angulo 6,
0,=0,0, =0, 8,=2a, 0;=3q, ...,
os correspondentes valores de p vao ser

Po =T PL=1€™ P, =1o(€™ ), ps =1y (e™)’, ..
e, portanto, obedecem a uma progressdo geométrica.
Os dados estdo pois lancados: inevitavelmente as
espirais logaritmicas estdo relacionadas com o

problema que nos ocupa. Vejamos como proceder.
Sejam r e R os raios das circunferéncias interior e
exterior, respectivamente. Sem perda de
generalidade, vamos fixar r = 1 de maneira a nédo
sobrecarregar as notagdes. Comecemos por dividir
ambas as circunferéncias em n partes iguais e
enumeremo-las de igual forma. Denotamos por 6; o

angulo polar da radial correspondente a divisédo i e
pomos a = 2n/n. Para cada i =1, 2, ..., #, unimos a
divis@o i da circunferéncia interior com as divisoes
i+ ket -k da circunferéncia exterior por meio dos
segmentos de espiral obtidos por uma rotagéo de 6,

radianos a partirde
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p@)=e =, 0<0<ka e p@)=e ~. *ka<0<0,

respectivamente. Obtemos assim uma roseta
logaritmica’ :

in

15
f

Figura7-n=20ek=5

Figura8-n=8ek=9

Sobre cada um dos segmentos radiais que
dividem em partes iguais a nossa coroa circular
existem precisamente k + 1 pontos de intersecgio com
as espirais logaritmicas. Para um desses segmentos,
denotemos os respectivos pontos de intersecgdo por
Py, P,, .., P; 4, em ordem crescente relativamente as
suas distdncias a origem. Estas distancias obedecem a
uma progresséo geométricaderazioR'":

1, R¥* rR¥* R¥* R

Paracadai=1, ... k, tracemos o rombo L, cujos vértices
sdo P; e P;,;, juntamente com os pontos de intersec¢io
da mediatriz do segmento P;P;; com as radiais
definidas pelos dngulos 6, + /2 e 6; - a/2, tal como a

figura seguinte ilustra:

Figura 9

Denotemos por k; e d; os semi-eixos do rombo L; (ver
Figura4). Como

R -1
e €

d,=dR

o0s semi-eixos dy, dy, d3, ..., ;1 obedecem também a

uma progressio geométrica de razéo RY Um célculo
longo mas directo mostra-nos que

h Rl/k_l

1

T efo

Assim, os rombos L, com i =1, ..., k, sdo semelhantes

entre si. Repetindo este procedimento para todas as
radiais 8, com:=1, ..., n, obtemos entéo a roseta com k

bandas de rombos semelhantes.

Rosetas circulares. Para a construgéo deste tipo
de rosetas podemos repetir o procedimento ja
familiar: dadas duas circunferéncias concéntricas, de
centro em O, dividimos ambas em 7 partes iguais e
enumeramo-las de igual forma; para cada i
consideremos a circunferéncia que passa pela diviséo
i da circunferéncia interior, I, pela divisdo i+ k da

'Um exemplar de roseta logaritmica foi encontrado num pavimento durante escavacdes nas ruinas da cidade de Pompeia
e neste momento pode ser admirado no Museo Nazionale Romano, em Italia [4].
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[Rosetas]

56]

circunferéncia exterior, E;, e pelo centro O; tracamos
o arco desta circunferéncia compreendido entre I; e
E,,;; por reflexao, unimos também I; a E; ;, por meio de
um arco de circunferéncia; o resultado final sera uma
roseta como adaFigura 10.

Figura 10 - roseta circular com n=20 e k=3.

No Batistério di San Giovanni em Florenga pode
ser encontrado um exemplar de tal motivo [4]. Outro
exemplar, é certo que ndo tdo sofisticado, encontra-se
no 6culo da fachada principal da Igreja Matriz da vila
de Alpedrinha (Concelho do Fundao).

Figura 11 - roseta circular na fachada principal da
Igreja Matriz de Alpedrinha.

Embora para um observador desprevenido o
efeito visual da nossa roseta circular possa parecer
idéntico ao de uma roseta logaritmica, a diferenca
entre as duas pode ser facilmente detectada, uma vez

que na roseta logaritmica os “rombdides curvilineos”
séo todos semelhantes entre si, ao contrario do que
acontece com as rosetas circulares. A razéo para a
maior popularidade das rosetas circulares admite
uma explicacdo simples: do ponto de vista do
executante sdo bem mais faceis de construir, por
muito profundas que sejam as pretensGes misticas do
arquitecto.

Rosetas e Inversdes. Consideremos um ponto P
no plano e seja C uma circunferéncia de raio r e centro
O. Suponhamos que O e P s@o pontos distintos. O
inverso de P relativamente a C é o tinico ponto P’ sobre
asemi-recta com origem em O que passa por P tal que

0P| -[OP1=1?

A inversio na circunferéncia C é a transformacao T
do plano que a cada P # O faz corresponder o seu
inverso relativamente a C. O centro O é também
designado porpélodainversio T.

Figura 12 - O ponto P e o seu inverso relativamente
a circunferéncia C.

E claro que T é involutiva, isto é, o inverso do
inverso de um ponto € o préprio ponto. Temos ainda:
se Pestaem C entdo P'=P; o inverso de um ponto no
interior de C € um ponto no exterior de C e o inverso
de um ponto no exterior de C ¢ um ponto no interior
de C. As seguintes propriedades das inversdes, que
irdo ser relevantes na nossa analise, ndo sdo tdo ébvias
(para detalhes consultar [1], por exemplo): o inverso
de uma recta que nao passa pelo pdlo de inversdo O é
uma circunferéncia que passa por O; oinverso de uma
circunferéncia D que nio passa em O ¢ ainda uma
circunferéncia que ndo passa em O (se D tem centro
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em O, entdo a sua circunferéncia inversa também tem
centroem O).

. . I 0

A imagem de uma espiral logaritmica p(0) = rye”
por meio de uma inversio em relagdo a uma
circunferéncia de raio R, e centro na origem é ainda

uma espiral logaritmica, a saber, aquela de equagéo

2
o = e

Assim, se invertermos uma roseta logaritmica em
relacdo a uma circunferéncia com o mesmo centro,
obtemos umanova rosetalogaritmica.

Consideremos agora uma roseta circular com
centro em O. Os segmentos de arco que a formam
pertencem a circunferéncias que também passam por
O. Assim, ao invertermos em relacdo a uma
circunferéncia centrada em O, estes arcos de
circunferéncia sé@o transformados em segmentos de
recta, de onde concluimos que a roseta circular vai ser
transformada numa roseta de rombéides.

Rosetas e conformalidade. Consideremos de
novo a fungdo f:] - —1 *definida por

f(x,y)= (e"cosy, e"seny)
Esta fungdo transforma: a recta horizontal y = 6, na
semi-recta radial correspondente ao angulo 8 ; a recta
vertical x = Ry na circunferéncia de raio R, e centrona
origem; a recta obliqua x =my+r,, com m #0, na espiral

logaritmica p(0) = roe"'e . Assim, f transforma a grelha

da Figura 13 numa roseta logaritmica com k = 4
bandas derombos.

Mais podemos dizer sobre a fungdo f: uma vez que
qualquer circunferéncia corta os seus raios
perpendicularmente e as espirais logaritmicas, como
ja observamos atras, cortam todas as rectas radiais
segundo um mesmo angulo B = arctg m, podemos
concluir que f* é uma fungéo conforme em todo o seu

dominio. Em geral, uma fungdo de R? em R diz-se
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A SPM, o Ensino Superior e a Investigacao Cientifica

Um dos objectivos principais da SPM é, desde a
sua fundagdo em 1940, promover e dinamizar a
actividade matematica no ambito do Ensino Superior
e da Investigagdo Cientifica. Tendo tomado posse no
passado dia 14 de Julho de 2008, a Direc¢do da SPM
para o biénio 2008/2010 estd empenhada em reforgar o
papel que a Sociedade ja desempenha neste ambito.
Nesse sentido, propde-se concretizar um conjunto de
iniciativas, das quais se destacam:

A nova Direcgéo da SPM.
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- Reforcar a presenca da Sociedade nos
organismos internacionais a que pertence,
intensificando a colaboragdo com a European
Mathematical Society e continuando a apoiar a
Comissdao Nacional de Matematica e, por seu
intermédio, a participagao de Portugal na International
Mathematical Union.

- Continuar a apoiar a publicacio da Portugaliae
Mathematica e os esforgos para a tornar uma revista de
qualidade cientifica cada vez maior na comunidade
matematica internacional.

- Organizar, com a Real Sociedade Matematica
Espanhola, o IIT Encontro Ibérico de Matematica, a ter
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lugar na Universidade do Minho, em Fevereiro de
2010. Como nos dois encontros anteriores, o objectivo
é estreitar relagdes entre Portugal e Espanha em
dominios da investigagdo em Matematica.

- Concretizar a ideia ja existente de criar um
Gabinete do Ensino Superior e Investigagdo (GESI),
constituido por professores universitarios e
investigadores em Matematica. O GESI fara sugestoes
e recomendagdes a Direcgdo da SPM, que assim,
através de um conhecimento mais sistematico dos
problemas, procurara intervir da forma mais coerente
eeficazjunto das entidades ptiblicas competentes.

- Continuar a apoiar, em parceria com o CIM, a
organizacdo das tardes de trabalho SPM/CIM, que
tém constituido uma ocasido privilegiada de
intercAmbio cientifico entre os matematicos
portugueses.

- Apoiar os encontros e publicagdes organizados
pelo Seminario Nacional de Histéria da Matematica,
nomeadamente aqueles que estdo associados as
Comemoragoes da Vida e Obra do Prof. Mira
Fernandes.

Estas iniciativas, como quaisquer outras que
venham a ser propostas, s6 sdo possiveis e fazem
sentido com a participagdo activa da comunidade
matematica nacional. A SPM agradece a todos os que
tém colaborado e irdo colaborar na sua realizagéo.




