
visite a loja spm em www.spm.pt

NoviDaDes!

Jogos Didáticos

N. 0167

Publicação quadrimestral da Sociedade  PortugueSa  de  MateMática            ano LXXiii   |  Jul. 2012   |  4,20€

Gazeta de

atemática

do Pequeno  
teorema de Fermat  
às Famílias gerais  
de congruências
CRistiNa seRpa

Conversa com 
Jorge Buescu 
isabel s. labouRiau 

Auxiliares de Cálculo  
no Ensino de Ontem  
e de Hoje
aNa eliete Reis



A Gazeta de Matemática continua a ser, tal como 
acontece desde a sua fundação em 1939, o prin-

cipal elo de ligação da Sociedade Portuguesa de Ma-
temática com a comunidade matemática portuguesa.

A Gazeta de Matemática é uma publicação essen-
cialmente de divulgação da cultura matemática. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matemática 
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela 
matemática.

A Gazeta de Matemática publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e secções 
permanentes.

Incentivamos os nossos leitores a enviarem textos 
para publicação na Gazeta de Matemática. Damos 
preferência a artigos curtos (4 a 6 páginas) sobre temas 
que tenham interesse para o nosso público: algo rela-

cionado com um tema de investigação que possa ser 
explicado à comunidade matemática em geral, algum 
aspecto curioso de matemática menos conhecido, uma 
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor 
ou simplesmente algo que tenha uma ligação com o 
mundo matemático. 

Os artigos poderão ser submetidos à apreciação de 
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um 
parecer sobre a sua adequação para publicação na Ga-
zeta de Matemática.

Os textos podem ser submetidos em  
LateX ou em Word (com uma versão em PdF). No 
caso de o documento conter muitas fórmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereço:  
gazeta@spm.pt.

A SPM disponibiliza na página http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informação sobre emprego e carreira 
para matemáticos. As pessoas interessadas em incluir anúncios neste site devem enviar um email com os dados para  
imprensa@spm.pt

assiNatuRa Da Gazeta para o aNo 2012
preço 

de Capa 
(avulso) + 
portes de 

envio

assinatura 
assinatura 
para sócios 

SpM

assinatura 
de apoioportugal Europa

Guiné-Bissau 
S. Tomé e príncipe

Timor Leste

resto do 
Mundo

4.2€ 12€ 15€ 12€ 17€ 0€ ≥ 17.5€

sociedade portuguesa de matemática  •  av. da república 45, 3º esq.  •  1050-187 Lisboa  •  Telf.: 21 793 97 85  •  Email: spm@spm.pt

ViSiTE o SiTE Da soCieDaDe poRtuGuesa De matemátiCa

www.spm.pt

E o Da Gazeta de MateMática

www.gazeta.spm.pt

polítiCa eDitoRial Da Gazeta De matemátiCa:

FUNDADA POR:   antónio Monteiro • Bento caraça • Hugo ribeiro • J. Silva Paulo • M. Zaluar Nunes



36 o TEorEMa DE GaUSS-BoNNET

ÍNDiCE

Do pEqUENo  
TEorEMa DE  
FErMaT 
ÀS FaMÍLiaS GEraiS  
DE CoNGrUêNCiaS

14 30 aUXiLiarES  
DE CÁLCULo 
No ENSiNo 
DE oNTEM  
E DE hoJE

ÍNDiCE

46 UM proBLEMa 
DE LUGarES 
GEoMéTriCoS

02  eDitoRial | Rogério martins

03  atRaCtoR 
recuperação matemática do património

08 ReCReio | Jorge Nuno silva
puzzles algorítmicos

10    CaNto DÉlFiCo | Alexander Kovacec
Comparar áreas sem cálculos: o Teorema de Bolyai-Gerwien

14 Na liNHa De FReNte | Fabio Chalub
Matemática à mesa do jantar

artigo de capa
16    Do pequeNo teoRema De FeRmat 

Às Famílias GeRais De CoNGRuêNCias
Cristina serpa

24 apaNHaDos Na ReDe | António machiavelo
primos de outros mundos

26 auXiliaRes De CálCulo No eNsiNo 
De oNtem e De Hoje
Ana Eliete Reis

34 peRGuNtas simples, Respostas
suRpReeNDeNtes  |  manuel silva e pedro J. Freitas
Um problema de matrizes com favos de mel

36 o teoRema De Gauss-boNNet
José Natário

42 Novas HistÓRias 
Da matemátiCa aNtiGa   |  Bernardo mota
Traduzir, entender, anotar, e amaldiçoar Diofanto

45 baRtooN | Luis Afonso 

46    um pRoblema De luGaRes GeomÉtRiCos 
David mesquita

54 CoNveRsa Com ...   |  Isabel Labouriau
... Jorge Buescu

58 NotíCias

64 CaRtas Da DiReÇÃo | sílvia Anjos
SpM 2010/2012 e rumo ao futuro

54 CoNVErSa CoM... joRGe buesCu



02 Gazeta De matemátiCa  • 167

RogéRio MaRtins
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EDiToriaL

Porque é que não há mais candidatos aos cursos de matemá-
tica? Na verdade não é assim tão raro encontrar estudantes 

que assumem que gostam de matemática, com boas médias… 
E na hora da verdade, preferem medicina, engenharia, econo-
mia, etc. Não conheço nenhum estudo sério sobre o assunto, mas 
quando perguntamos a alguém que estuda ou estudou mate-
mática qual a razão para ter escolhido matemática, algumas das 
respostas mais típicas são: “escolhi porque um professor do se-
cundário me chamou à atenção para essa possibilidade”, “escolhi 
porque conhecia alguém, familiar ou amigo, que é matemático” 
ou “escolhi porque gostaria de ser professor de matemática”,  
e geralmente esta última razão tem implícita a existência de um 
professor que o inspirou. Creio que este estado de coisas se deve 
em grande parte à imagem (ou simplesmente à ausência dela) 
que a sociedade tem das carreiras ligadas à matemática. Deveria 
ser claro para a sociedade em geral que existe todo um mundo 
de carreiras que começam com uma licenciatura em matemática. 
O ideal seria que víssemos mais pais dizerem “o meu filho vai 
concorrer para matemática” com a mesma frequência e o mesmo 
orgulho que os vemos a dizer “o meu filho vai concorrer para me-
dicina” ou “o meu filho vai concorrer para direito”. Não porque 
defenda a pressão dos pais sobre os filhos para realizarem um 
determinado curso superior, mas porque esta vontade é uma boa 
medida da imagem que uma dada carreira tem na sociedade em 
geral. Embora possa parecer uma ideia fria e calculista, a verdade 
é que seria excelente que o número de candidatos a licenciaturas 
em matemática excedesse largamente o número de vagas. 

A verdade é que a profissão de matemático é uma das mais 
gratificantes a vários níveis, por exemplo, o já bem conhecido 

Careercast (http://www.careercast.com) tem classificado muito 
bem as profissões relacionadas com a matemática. Por exemplo,  
no ranking de 2012 e entre 200 profissões, a profissão de atuário 
aparece num fantástico 2.º lugar, em 10.º lugar aparece matemá-
tico e em 18.º, estatístico. Por outro lado, é bem sabido que em 
geral não tem havido grandes problemas de empregabilidade 
dos recém-diplomados em matemática, seja porque o mercado 
absorve estes diplomados pelos seus conhecimentos específicos,  
seja porque embora não estejam na realidade a desempenhar ta-
refas diretamente relacionadas com a matemática, esta aparente-
mente forneceu-lhes uma maior capacidade de adaptação.

Seguramente que uma licenciatura em matemática não é fá-
cil, mas há outros cursos que também têm fama de difíceis e não 
têm falta de candidatos, na verdade o que não falta é adolescentes 
que não se intimidam com a dificuldade de um curso superior. 
Tipicamente, a área de matemática não dá salários milionários, 
mas outras áreas também não e não têm falta de candidatos. O 
que é que falta, então, à matemática? Falta um conhecimento da 
sociedade em geral de que uma licenciatura em matemática pode 
levar a uma parafernália de outras atividades profissionais: pro-
fessor, investigador em matemática e em outras ciências, finan-
ças, atuariado, indústria, informática, estatística, etc. Na verdade, 
atualmente o caminho mais curto para muitas atividades não 
diretamente relacionadas com a matemática é mesmo uma licen-
ciatura em matemática, por exemplo carreiras de investigação em 
outras áreas científicas, o problema é que pouca gente sabe disto. 

Já agora, se conhece alguém que gosta de matemática e que vai 
concorrer ao ensino superior nos próximos tempos, não se esque-
ça de perguntar: E porque não matemática? 

Será que devemos resignar-nos à ideia de que é normal os candidatos chega-
rem à justa para cobrir os numerus clausus dos cursos de matemática em Portu-
gal, ou para o facto de, em geral, os cursos de matemática serem um dos cursos 
com média mais baixa de entrada em cada uma das universidades?  

É uRGeNte Criar UMa imaGem  
DaS pRoFissões LiGaDaS À matemátiCa 
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ReCupeRaÇÃo  
matemátiCa Do patRimÓNio

    Há alguns anos foi tirada uma fotografia a um painel de azulejos existente na Igreja de S. Do-
mingos, em Viana do Castelo, para ilustrar uma palestra sobre os grupos de simetria de padrões 
duplamente periódicos no plano. Qual não foi o espanto, quando, ao tentar classificar o que se 
julgava ser uma região representativa de um tal padrão, se verificou que não se encontrava a 
esperada regularidade na colocação dos azulejos.        

Uma imagem dessa fotografia está na figura 1. Note-se 
que, logo no início da primeira linha, surgem as duas 

configura ções indicadas na figura 2. Há no painel dois tipos de 
azulejos diferentes, A e B, repre sentados na figura 3 e é essa di-
versidade que permite que haja uma grande variedade de confi-
gurações, que numa primeira análise podem não ser detetadas. 

Suponhamos que temos dois eixos, um horizontal e outro 

Figura 1: Painel de Azulejos

Figura 2

Figura 3: A e B

vertical, e queremos colocar quatro azulejos, um em cada qua-
drante, de forma a que cada um desses azulejos, de tipo A  
ou B, encoste à origem o seu vértice que, na figura 3, aparece à 
esquerda, em baixo. Por exemplo, começando no 1.º quadrante 
e correndo os restantes no sentido contrário ao dos ponteiros de 
um relógio, as configurações mostradas na figura 2 correspon-
dem às escolhas dos azulejos BAAA e ABAB, respetivamente.  
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Figura 4

Figura 5

Figura 6 
Padrão usando 

só azulejo A: 
AAAA  

(442 ou p4)

As possibilidades são em número de 16 (palavras em A e B de 
quatro letras) e, destas, 10 estão representadas no painel (ver fi-
gura 41),  o que não abona muito a favor do modo como se pro-
cedeu à colocação dos azulejos! 

Seria difícil proceder à retificação do verdadeiro painel da 
parede da igreja, mas o Atractor apresenta aqui um exercício, 
que consiste em mostrar como se poderia utilizar o seu progra-
ma GeCla [1] para proceder a um restauro virtual do painel. Esse 
exercício servirá de pretexto para destacar a relação entre sub-
g rupos do grupo de simetria e regiões funda mentais (motivos) 
que lhes estão associadas.

Comecemos por fixar, entre as dez configura ções represen-
tadas no pai nel, uma que só utiliza um dos dois tipos de azu-
lejos: AAAA (1.ª linha, 4.ª coluna). E imaginemos que o painel 
se obtém a partir da imagem quadrada (figura 5) assim criada 
com os quatro azulejos iguais, efetuando sucessivas translações 
ho rizontais e verticais do quadrado. Cada bordo é colado por 
uma pequena translação ao seu bordo paralelo. Ora, colando 
entre si bordos paralelos de um quadrado, obtém-se um toro 
e, usando esse toro como carimbo, o GeCla permite obter o pa-
drão desejado. Esse padrão está representado na figura 6. Este 
seria porven  tura o melhor candidato a padrão para usar num 
restauro do painel da igreja, com aquele tipo de azulejos. Usan-
do agora o mesmo procedi mento, mas partindo da configu ração 
inicial BAAA (1.ª linha e 1.ª coluna, ver 1.ª imagem da figura 2), 
chegaríamos ao padrão represen tado na figura 7. Há uma dife-
rença impor tante, do ponto de vista do tipo de simetria, entre os 
padrões representa dos nas figuras 6 e 7. As únicas simetrias do 
segundo são as translações. No primeiro caso há, além destas, 
simetrias de rotação de graus 2 e 4, com centros nos chamados 
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centros de giração2, assinalados na figura 8 respetiva mente com 
os símbolos  e . De onde é que surgiram estas simetrias adi-
cionais no primeiro caso, se só usámos translações em ambos 
os casos? Uma simples análise das figuras permite encontrar 
a resposta: o desenho no quadrado de quatro azulejos usado 
no primeiro padrão tinha, ele mesmo, uma simetria de rotação 
de grau 4 com centro no próprio centro do quadrado. Isso im-
plicou que o padrão tivesse como simetrias, não só as rotações 
de grau 4 com centros em todos os transladados, mas também 
outras rotações resultantes da existência daquelas e das transla-
ções (ver figura 8).

No segundo exemplo, o quadrado escolhido corresponde a 
uma região funda mental do seu grupo de simetria – que coin-
cide neste exem plo com o das translações do padrão – e esse 
quadrado pode ser escolhido como motivo básico para o padrão 
correspondente. Mas no primeiro exemplo, o quadrado que usá-
mos não é uma região fundamental para o grupo de simetria 
do padrão da figura 6, é-o apenas para o subgrupo (próprio) do 
grupo das translações do padrão. Portanto, não pode ser esco-

1 Nessa figura, está, para cada conjunto de 4 azulejos, também a palavra em H e 
V, que descreve, para cada quadrante e junto à origem, se é a curva horizontal 
ou a vertical que está por cima. Configurações idênticas têm a mesma cor de 
fundo para mais fácil identificação e contagem.

2 J. Conway usa esta terminologia para aludir a centros de rotação que não 
estão situados em eixos de simetria (de reflexão).

Figura 7: BAAA (o ou p1)

Figura 8: Centros de ordem 2 e 4

Figura 9: Regiões fundamentais de formas diferentes (442 ou p4)

lhido como um motivo para o padrão, pois aquele quadrado não 
é uma região minimal tal que a partir dela se possa reconstruir 
todo o padrão usando apenas isometrias pertencentes ao grupo 
de simetria. (Na frase anterior, a seguir a “pois”, poder-se-ia tirar 
ambas as palavras em itálico, mas não só uma delas. Porquê?) 
Para encontrarmos um motivo, vamos procurar uma região mais 
pequena, uma vez que, além das translações, dispomos de outras 
simetrias. Não há unicidade na escolha: na figura 9 estão indica-
das três escolhas, entre uma infinidade de formas pos síveis. As 
cores nos bordos indi cam quais os pontos que se corres   pondem 
por alguma das simetrias (a rotação referida, uma translação ou 
uma composta da rotação com translações). Procedendo às cola-
gens dos bordos, pela forma sugerida por essas cores, obtemos 
nos três casos um duplo triângulo retângulo isósceles. 
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Essa “al mofada triangu lar” é caracterís tica desse tipo 
de sime tria, designado por p4 ou 442, conforme o sistema 
de notações, e pode ser utilizada como uma espécie de 
carimbo para obter todo o padrão (ver [1]). A figura 10 
mostra diversas fases na formação do carimbo referido.

       Os casos BAAA e AAAA, que acabámos de ver, apa-
recem quatro vezes cada no painel da igreja. Vejamos o 
que sucede com os outros 12 dese nhos. ABAA, AAAB 
(duas vezes cada), e AABA (uma vez) correspondem a 
três desenhos  diferentes, todos sem simetria, que con-
duzem a padrões só com translações, tal como em BAAA. 
As configurações ABAB e BABA (duas vezes, cada) têm 
dois eixos de simetria em direções perpendiculares, um 
vertical e outro horizontal: regiões fundamentais são, 
aqui, de forma perfeitamente determinada. A figura 11 
mostra o desenho dos quatro azulejos e o carimbo corres-
pondente, formado por um azulejo com bordo espelha-
do. A figura 12 mostra o padrão correspondente a BABA.  
As configurações ABBA e BAAB (para BAAB, ver figuras 
13 e 14)  têm dois desenhos dife rentes, mas com o mes-
mo tipo de simetria: um eixo vertical de simetria, que traz 
como consequência que os bordos do quadrado que lhe 
são paralelos também sejam eixos de simetria; uma re-
gião fundamental é um dos dois retângulos em que o eixo 
divide o quadrado. Nesse retângulo, os lados verticais 
são espelhados e os horizontais devem ser colados (por 
uma translação), dando origem a um carimbo, que é um 
cilindro com os bordos espelhados. A figura 15 mostra 
algumas fases na formação do cilindro (com bordos espe-
lhados, que “carimbam” os eixos de simetria do padrão). 

Quanto à configuração BBAA, tem também apenas um 
eixo de simetria, mas horizontal.

Figura 10: Formação da almofada triangular (triângulo retângulo isósceles – p4 ou 442)

Figura 11: ABAB e BABA

Figura 12: Padrão correspondente a BABA (*2222 ou pmm)
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3 O programa GeCla guarda, além do padrão gerado, a informação sobre as 
simetrias criadas pelo carimbo utilizado, e só essas! Por isso, o utilizador deve 
escolher, como motivos, imagens que não tenham simetria. Caso contrário, são 
ignoradas pelo programa as simetrias que resultem da imagem usada e não das 
propriedades do carimbo. Esta “exigência” do programa é perfeitamente natural 
e coerente com a matemática envolvida.

Figura 14: BAAB (** ou pm)

Em resumo: nos 20 quadrados de quatro azulejos  (figuras 
1 e 4), temos 10 palavras diferentes, mas estas 10 palavras só 
definem, aplicando o método indicado, padrões com quatro 
tipos diferentes de simetria. E as seis palavras que faltam na 
parede? São elas AABB, ABBB, BABB, BBAB, BBBA, BBBB. 
Deixa-se ao leitor como exercício a verificação de que todas 
elas determinam, pelo processo indicado, padrões de três dos 
quatro tipos de simetria já encontrados.

O exercício de restauro poderia continuar, se variássemos 
as regras que impusemos no início...

ReFeRêNCias

[1] GeCla3, pode ser importado de  http://www.atractor.pt/mat/
GeCla

Figura 13: BAAB
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JoRge nuno silva

Universidade de Lisboa
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pUzzLES alGoRítmiCos
A Oxford UP publicou em 2011 mais um livro de matemática recreativa, 
Algorithmic Puzzles. Desta vez os seus autores, Anany e Maria Levitin, 
apresentam uma coleção de quebra-cabeças, alguns clássicos, outros originais, 
enfatizando os respetivos métodos de abordagem. Desta obra selecionámos 
alguns problemas que nos atraíram particularmente.

As questões propostas neste livro evidenciam a ne-
cessidade de elaborar, ainda que de forma implíci-

ta, procedimentos claros para a resolução de problemas. 
Aliás, um dos propósitos desta obra, na palavra dos seus 
autores, é promover o pensamento algorítmico, ainda que 
informalmente, longe da utilização das ferramentas de 
programação.

Entre mil barris de bom vinho, um contém veneno que mata em 30 dias.

1. O rei de um país distante foi informado de que 
um dos seus 1000 barris de vinho contém veneno.  
O veneno é tão forte que mata sempre quem prova 
do respetivo barril em exatamente 30 dias. O rei está 
disposto a sacrificar 10 dos seus escravos para deter-
minar qual dos barris está contaminado. Será que esta 
tarefa pode ser levada a cabo antes da festa planeada 
para de hoje a cinco semanas? Poderá o rei resolver o 
seu problema sacrificando somente oito escravos?
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Ao retirar um dos clips centrais de uma cadeia de seis,  
obtemos cadeias de comprimentos 1, 2 e 3.


Exemplo a partir da distribuição 6–4 de dez pontos. 

Em cada passo ordenámos as colunas por  
cardinalidade decrescente.

Don Adams como Maxuell Smart,  
um grande espião da célebre série “Get Smart”.   

2. Num jogo de computador há um espião que se 
move ao longo de uma reta. A sua posição inicial, no 
instante 0, é a. Em cada intervalo de tempo unitário o 
espião move-se b unidades para a direita se b é positi-
vo (ou nulo) e |b| unidades para a esquerda se b < 0. 
Ambos a e b são inteiros fixos, mas desconhecidos. Co-
meçando no instante 0, a cada intervalo de tempo pode 
adiantar um palpite sobre a localização do espião, cap-
turando-o em caso de o palpite ser certeiro. Será que o 
apanha em tempo finito?

3. Comece com n moedas, onde n é um número 
triangular (n = 1 + · · · + k). Divida-as por s colunas da 
maneira que entender. Agora aplique repetidamente a 
seguinte operação: retire uma moeda de cada coluna, 
formando uma nova coluna com as moedas retiradas. 
Prove que este processo estabiliza, após um número 
finito de iterações, numa configuração de k colunas 
contendo 1, . . . , k moedas, respetivamente.

4. Considere uma cadeia de n clips. Qual é o menor 
número de clips individuais que deve retirar da cadeia 
para que seja possível criar, a partir dos segmentos ob-
tidos, cadeias de qualquer comprimento (medido em 
número de clips) entre 1 e n?
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alexandeR Kovacec
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CompaRaR áReas SEM CálCulos: 
o teoRema DE bolyai-GeRwieN

Em tempos antigos, muito antes de a escola nos ter metido nas cabeças métodos pe-
nosos de contagem "um, dois, três, ... mil trezentos e dezasseis, ...", etc., pastores que 
queriam saber se o número de carneiros que tinham era igual ao das ovelhas, "casa-
ram" cada carneiro com uma ovelha. A resposta era sim, se e só se não sobrassem nem 
ovelhas nem carneiros. De forma algo semelhante, um carpinteiro, que não sabe usar 
fórmulas para calcular áreas, pode decidir se uma dada folha poligonal de ouro dá ou 
não para dourar a parede extravagante de um arquiteto do cubismo.

As primeiras páginas de um livro de história de mate-
mática como [1] convencem-nos de que os conceitos 

de comprimento, área, volume, são dos mais intuitivos, mais 
antigos e mais básicos de toda a matemática: "os registos mos-
tram que todos os povos antigos que consideramos sabiam 
como calcular as áreas de figuras simples e retilíneas". Poucas 
páginas depois, sabemos que os babilónios já conheciam o vo-
lume de uma pirâmide em termos de área de base e altura.

Na verdade, ao longo de toda a história da matemática 
o cálculo de áreas e volumes atraiu a atenção. Já os gregos, 
nomeadamente Arquimedes (287-212 a.C.) baseando-se em 
Eudoxo (408-355 a.C.), calcularam áreas de figuras limitadas 
por linhas curvas por um método a que chamaram "exaus-
tão". Hoje em dia, tais áreas são calculadas por cálculo inte-
gral inventado por Newton (1642-1727) e Leibniz (1646-1716). 
Estes autores ainda não tinham uma boa teoria dos números 
reais. Os gregos, sempre zelando pelo rigor das suas afirma-
ções, quando não foi possível doutra forma, deram estima-
tivas (para π, por exemplo) ou evitaram o cálculo explícito 

de limites usando raciocínio por absurdo: "se esta área fosse 
< 2/3, então ... contradição; se fosse > 2/3, então ... contra-
dição ... logo a área é 2/3." Os inventores do cálculo tive-
ram grandes dificuldades em justificar os seus argumentos.  
Procuraram refúgio em "quantidades infinitamente peque-
nas", "fluxões" etc. Mesmo quando Riemann (1826-66) for-
mula a sua definição de integral em 1853 ainda menciona tais 
quantidades. Para resumir uma história complexa: as últimas 
deficiências na fundamentação do cómodo cálculo integral 
acabam apenas depois da construção de uma teoria satisfa-
tória dos números reais, e de definições de continuidade e li-
mites de sucessões por Dedekind, Cantor, Weierstrass, Heine.

Devidamente interpretado todo este processo é exemplo de 
um dictum de Immanuel Kant: "Toda a cognição humana co-
meça com a intuição, passa daqui para noções e termina com 
ideias." Se olharmos mais de perto para o desenvolvimento do 
conceito de área, vemos outro exemplo.

Temos uma intuição de área adquirida em criança, fazemos 
cálculos semi fundamentados com noções como "superfície" e 
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"áreas" enquanto alunos, e só o homem que faz da matemática 
a sua vida aprende que pensadores anteriores cristalizaram 
o conceito numa ideia abstrata axiomatizando a "área" como 
sendo uma aplicação  que associa a certos subconjuntos A 
do plano (a cada "figura") um real  tal que são válidas as 
seguintes propriedades:

a) Toda a figura A tem uma área não negativa: ; 

b) Se A e B são duas figuras disjuntas, então  
   ; 

c) Se  é uma figura obtida por um movimento euclidia-
no (i.e., translações e rotações) partindo da figura A, então 

. 

d) Se a figura Q é um quadrado de lado 1, então .

Quando examina minuciosamente as subtilezas das proprie-
dades propostas, o homo mathematicus vê para seu espanto que 
não é possível atribuir uma área a todos os subconjuntos do pla-
no; a proposta levaria literalmente a contradições do tipo 1 = 0. 
Como vimos, para a indicação exata de áreas de regiões limita-
das por arcos, são precisos tipicamente números e processos que 
transcendem métodos elementares.

Mas figuras retilíneas? Será possível decidir a igualdade da 
área de dois polígonos sem ter de aprender primeiro estas pesa-
das teorias de integrais, reais, limites?

Esta questão foi resolvida de forma afirmativa por Farkas 
Bolyai, amigo de Gauss e pai do posterior co-fundador da geo-
metria não euclidiana Janos Bolyai (1832), e o oficial e matemáti-
co amador Gerwien em 1833. É objeto do presente Canto Délfico.

Por um poliedro (plano) en-
tendemos uma figura limitada 
e fechada do plano cuja fron-
teira é união de um conjunto 
finito de segmentos retilíneos. 
Pode ser uma figura descone-
xa e ter "buracos". Este tipo de 
poliedro é por vezes chamado 
polígono; mas frisamos que na 
abordagem presente é impor-

tante que o "interior" pertença à figura. Dois poliedros  
dizem-se equidecomponíveis se existir uma família finita de 
poliedros  que sujeitos a movimentos euclidianos 

 e  permitam tanto compor P como  sem 

que quaisquer dois dos  tenham pontos interiores em co-
mum. Esta exigência é mais fraca do que uma união disjunta 
e em vez do símbolo  utiliza-se o símbolo  para o efeito. 
Assim, temos  (ou ) 
e . Se P e  são equidecomponíveis, então 
escreve-se .

Através de uma série de exercícios e alguns lemas vamos 
mostrar o seguinte teorema.

teorema (Bolyai-gerwien). Dois poliedros são equidecom-
poníveis se e só se eles tiverem a mesma área.

É claro que a equidecomponibilidade de dois poliedros im-
plica que têm a mesma área: isto é consequência dos axiomas 
b) e c). O resto do ensaio é dedicado à demonstração de que 
dois poliedros da mesma área são equidecomponíveis.

exercício 1. Um qualquer poliedro pode ser decomposto 
em triângulos.

Exercícios mesmo sem o habitual "mostre que ..." ou algo 
semelhante são convites ao leitor para que demonstre o enun-
ciado; no caso atual sugere-se indução sobre o número de vér-
tices.

Lema 2. Equidecomponibilidade é uma relação de equivalên-
cia na família de poliedros. Isto é: Se  são poliedros, 
então temos as seguintes propriedades i), ii), iii) ditas reflexi-
vidade, simetria, e transitividade, respetivamente.

i) ;      

ii) Se , então ; 

iii)  Se  e , então .

Prova. As afirmações i), ii) podemos deixar como exer-
cícios. A afirmação iii) também não é difícil: por hipótese 
existem decomposições de  em poliedros  
e  tal que certos movimentos de  
dão P, e certos movimentos de  dão . Ora em  
podemos imaginar estas decomposições numa sobreposição 
que origina outra família de poliedros, a saber as interseções 

   (cuja união é ). Após um mo-
mento de reflexão, é claro que estas interseções podem por 
um lado ser movidas e recompostas de modo a obtermos P, e 
por outro lado tal que obtemos . Isto mostra  como 
queríamos.                
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Disto obtemos a congruência dos triângulos [DD'I']  
e [IBB']. Logo, as hipotenusas destes triângulo são iguais, i.e. 

 Logo   
Por isso podemos deslizar o triângulo [I'B'C] ao longo 
do segmento tracejado até que coincida com o triângu-
lo [DIC]. De forma análoga, podemos mover o triângulo 
[IBB'] até que coincida com [DD'I']. Desta forma criámos, 
partindo do retângulo [AB'C'D'] um quadrado [ABCD]. 
A solução do exercício seguinte acaba a prova do lema.

exercício 5. Demonstre detalhadamente as congruências 
usadas na prova e diga em que componentes devemos se-
gundo o argumento anterior decompor o retângulo [AB'C'D'] 
para obter o quadrado [ABCD].                        

O seguinte exercício sugere uma prova do teorema de Pi-
tágoras.

exercício 6. Dois quadrados disjuntos são equidecomponí-
veis com um único quadrado.

Sugestão. Considerem o contorno a cheio da figura. Esse in-
dica dois quadrados de lados , digamos; um ao lado do 
outro. O ponto U é escolhido de modo a dividir o segmento 
horizontal inferior na razão b : a. Os dois segmentos trace-
jados que partem de U definem o paralelograma tracejado. 
Porque é que este paralelograma é na verdade um quadra-
do, e porque é que é equidecomponível com o poliedro ori-
ginal formado pelos dois quadrados juntos?

corolário 7. Todo o poliedro é equidecomponível com um 
quadrado.

Prova. Seja P o poliedro dado. Pelo exercício 1 podemos 
decompô-lo numa família de triângulos. Pelo exercício 3, cada 
um dos triângulos é equidecomponível com um retângulo.  

exercício 3. Para todo o triângulo T existe um retângulo R 
que tem com T um lado comum e é equidecomponível com ele.

Pista: a decomposição mais natural dá a fórmula: 
  "área de um triângulo = (base × altura)/2."

Lema 4. Todo o retângulo é equidecomponível com um re-
tângulo em que a fração lado comprido/lado curto é   .

Prova. Sejam  os lados do retângulo dado.  
Se  não precisamos de fazer nada. Suponhamos agora 

 e s.p.d.g.1 que o lado comprido a é horizontal. Divida-
-se o retângulo em dois iguais através de um corte vertical 
que passa pelos pontos médios dos lados horizontais infe-
rior e superior. Ponha-se um destes retângulos no topo do 
outro. Obtemos um retângulo de lados  e .  
Diminuímos assim a razão entre os lados do retângulo por 
um fator 4: . Aplicando este processo repetidas 
vezes chegamos a um retângulo em que a mencionada razão 
está compreendida entre 1 e 4.                      

O seguinte lema é a parte central do argumento.
Lema 5. Um retângulo com lados a, b e tal que  

é equidecomponível com um quadrado de lado . 

CD

i

i’
D’

Ba B’

C’

U

Prova. Na figura acima vemos um quadrado [ABCD] 
de lado que se supõe ser  em sobreposição com um re-
tângulo [AB'C'D'] de lados   Num 
sistema cartesiano com origem no vértice comum A das 
duas figuras, e eixo xx contendo o lado [AB'] do retângulo, 
a equação da reta que passa por D e B' é .  
Em particular passa pelo ponto  Como 

, temos . Isto significa que 
o ponto I está dentro do retângulo. Portanto, a diagonal está 
dentro da área coberta pelas figuras. A parte do quadrado que 
sobressai do retângulo forma, ela mesma, um retângulo de la-
dos verticais .
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E pelo lema 4 cada um destes retângulos é equidecomponível 
com um retângulo em que os lados têm razão compreendida 
no intervalo [1/4, 4]. Pelo lema 5 estes retângulos são equide-
componíveis com quadrados. Aplicando o exercício 6 repeti-
das vezes, a família de quadrados obtida é equidecomponível 
com um único quadrado. Como, pelo lema 2, a equidecom-
ponibilidade de figuras é uma relação de equivalência, logo 
transitiva, obtemos a afirmação do corolário 7.

Do corolário 7 obtemos a prova do teorema de Bolyai-
-Gerwien, pois se  são dois polígonos com a mesma área 
A, então são ambos equidecomponíveis com um quadrado Q 
de lado . E assim  dá-nos , como querí-
amos mostrar.

Mencionemos ainda dois desenvolvimentos posteriores, 
intimamente ligados ao nosso tópico. Provavelmente, já sa-
bendo do teorema de Bolyai, Gauss lamentou junto do seu 
discípulo Gerling que a prova do teorema de que pirâmides 
triangulares da mesma altura e da mesma base têm o mesmo 
volume depende do método da exaustão. Esta observação foi 
mencionada por Hilbert na sua famosa palestra "Problemas 
Matemáticos" que viria a influenciar decisivamente o desen-
volvimento da matemática do século XX. No seu terceiro pro-
blema diz: "Parece-me que uma prova deste tipo [dado por 
Bolyai e Gerwien para poliedros planos] não é possível para 
[poliedros a três dimensões]". Este facto foi provado, já em 
1901, por Max Dehn; o terceiro problema de Hilbert tornou-
-se assim o primeiro resolvido. Provas muito mais simples 
e transparentes do que a de Dehn foram desenvolvidas por 
Sydler, Kagan e Boltiansky. Uma exposição extraordinaria-
mente legível é dada no livro [2].

Questões ligadas a volumes levaram também a famosos 
paradoxos. O paradoxo de Hausdorff-Banach-Tarski diz que 
quaisquer dois corpos tridimensionais de extensão finita e 
com interiores não-vazios são equidecomponíveis. Estas de-
composições, ao contrário das mencionadas acima, não são, 
no entanto, construtivas; a mera existência destas é uma con-
sequência do axioma da escolha, ver [3], [4].

Convidamos sobretudo professores e alunos de escolas 
secundárias a enviar soluções aos exercícios, observações e 
perguntas ao

projecto Delfos
Departamento de Matemática
apartado 3008,  E.C. Universidade

3001-454 Coimbra
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1 Sem perda de generalidade
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Na LiNha DE FrENTE

matemátiCa À mesa Do jaNtaR

Falar de matemática durante o jantar pode não ser a forma mais fácil de ga-
rantir uma boa digestão. Mas e falar de jantar na aula de matemática? Novas 
técnicas de análise têm elucidado a lógica por detrás das receitas culinárias ‒ 
não apenas o que comemos, mas como misturamos os vários ingredientes para 
produzir as mais deliciosas iguarias.

Nós somos o que comemos. Já ouviram falar disto?  
É uma frase tão repetida quanto misteriosa. Afinal eu 

não sou um prato de cereais, nem um copo de leite, apesar 
de os consumir todos os dias. No entanto, será que coletiva-
mente é possível identificar um grupo ou uma cultura com a 
sua culinária? Por exemplo, quando comemos um prato com 
molho de soja, muito provavelmente estamos a degustar uma 
receita oriental, pois poucas iguarias fora da Ásia são tempe-
radas desta forma.

Há várias razões pelas quais comemos o que comemos. A 
obtenção dos nutrientes adequados é provavelmente a mais 
importante de todas, mas isto depende de sua disponibilida-
de no meio em que vivemos. Também escolhemos alimentos 
e preparações que garantam que, ao nos alimentarmos, não 
estamos a engolir doenças em simultâneo. Questões éticas po-
dem ser relevantes (pensem nos vegetarianos). No entanto, há 
uma característica cuja importância histórica frequentemente 
esquecemos: o sabor!

O sabor não deve ser confundido com o gosto (determina-
do pelas moléculas que conseguem ligar-se aos recetores da 
língua), pois esta é uma característica complexa, que depen-
de dos odores, da textura, da consistência, da frescura e de 
muitas outras características do alimentos. No entanto, o mais 
importante dos constituintes do sabor é exatamente o gosto.

O facto de que o gosto pode ser compreendido quimica-
mente motivou os autores do estudo [1] a considerar a decom-
posição de cada um dos típicos ingredientes de uma receita 
culinária (cebola, leite, batatas, vinho branco etc) nas suas 
moléculas químicas conhecidas por ativar os recetores da nos-

sa língua. Assim, ao misturar um tomate no molho, devemos 
ter em conta que estamos a colocar o ácido metilpentanóico, 
também presente em qualquer receita que leve queijo parme-
são ou mesmo cogumelos. Em média, cada ingrediente possui 
cerca de 50 gostos.

Como é claro para quem cozinha, os ingredientes não são 
tudo numa receita. Ovos, por exemplo, são frequentemente 
introduzidos na composição de bolos não pelo seu gosto mas 
pela sua capacidade de gerar consistência mecânica. Também 
nada se diz do preparo: bater forte, introduzir primeiro isto, 
depois aquilo, levar a lume brando por meia hora, etc. No en-
tanto, deve começar-se por algum lugar.

Considerando os vários ingredientes usados na culiná-
ria mundial, Barabási (um dos mais renomados cientistas, 
especialista em teoria de grafos e que introduziu o concei-
to de scale-free networks, ou redes livres de escalas) e seus co-
legas montaram um grafo da seguinte forma: cada nodo é 
um ingrediente, e a ligação entre os vários nodos tem um 
peso proporcional ao número de gostos compartilhado entre 
estes ingredientes. Os vários ingredientes agrupam-se natu-
ralmente nos grandes grupos alimentares conhecidos (lati-
cíneos, carne, vegetais, etc); o importante aqui foi dar uma 
relação quantitativa entre estas ligações, intra e extra grupo, 
relativa exclusivamente aos gostos presentes (e não às suas 
características nutricionais, por exemplo). Veja a figura 1 para 
o grafo de todos os componentes e a figura 2 para a restrição 
a apenas duas receitas. (Para os fanáticos da culinária portu-
guesa – como eu! –, veja a frequência dos ingredientes nos 
pratos minhotos na figura 3.)
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Em seguida, os autores selecionaram mais de 50 mil recei-
tas divididas em cinco regiões geográficas (América do Norte, 
América Latina, Europa Ocidental, Sul da Europa e Oriente 
da Ásia). Teriam capacidade de verificar uma hipótese há 
muito difundida: que os ingredientes presentes numa mes-
ma receita devem, em geral, compartilhar um grande número 
de gostos (o chocolate e queijos azuis — como o gorgonzola 
— compartilham nada mais nada menos do que 73 gostos e 
por isto alguns cozinheiros modernos propõem esta mistura). 
Assim, ao considerar a composição de cada uma destas recei-
tas, é possível verficar se quando colocamos quaisquer dois 
ingredientes, estes partilham mais ou menos sabores do que a 
média de típicos elementos do seu grupo.

Desta forma, a hipótese considerada acima pode ser refor-
mulada em termos de características topólogicas de grafos!

E quais são as conclusões? A primeira é que nas culinárias 
da América do Norte e da Europa a hipótese foi verificada: 
ou seja, há uma tendência para utilizar conjuntamente numa 
receita ingredientes de gostos similares; para o caso da Ásia, 
encontrou-se exatamente o contrário. Os dados para a Améri-
ca Latina são inconclusivos (diferem dependendo do livro de 
receitas utilizado).

Uma questão metodológica relevante não passou desper-
cebida aos autores do estudo: sendo todas as coletâneas de 
receitas utilizadas de origem norte-americana (apesar de se 
referirem a outras tradições culinárias), não seria possível que 
os mestres cozinheiros tivessem uma visão parcial do que são 
as outras culturas? Para evitar este viés, utilizou-se também 
um receituário coreano e as conclusões desta análise acaba-
ram por validar aquelas obtidas anteriormente no que diz res-
peito às tradições do Oriente.

Há muitos outros estudos quantitativos sobre culinária: 
tanto os seus métodos (como descrito), como a sua história 
(deve considerar-se a evolução da culinária de vários páıses a 
partir do estudo histórico das suas receitas, considerando mo-
delos com mutação e seleção para os “genes” ‒ ingredientes), 
ou até mesmo sobre o que utilizar, quando, em cima da hora, 
se descobre que afinal acabaram os pimentos, e os convidados 
já estão a chegar!
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Figura 1:  À esquerda, vemos o grafo de todos os ingredientes usados nesta investigação. 
os links indicam que estes partilham gostos; quanto maior a ligação, maior o número de 
moléculas capazes de ativar as nossas papilas gustativas partilhadas. Note que apenas 
as ligações estatisticamente significativas estão representadas. Esta figura, assim como a 
figura 2 foi feita pelos autores do trabalho [1], sob a licença Creative Commons.

Figura 2: restrição da figura anterior a apenas duas receitas: moluscos temperados e 
camarão com molho de tomate.

Figura 3: ingredientes usados em receitas minhotas retiradas de http://www.portugal.
gastronomias.com. Note a prevalência de certos ingradientes, representada pelo corpo 
usado em cada palavra.
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Pierre de Fermat (1601-1665) deu um contributo valioso 
para o desenvolvimento da matemática. Não deu, no en-

tanto, grande relevância à publicação do seu trabalho, pelo 
que a maior parte dos resultados a que chegou foram torna-
dos públicos ou através de correspondência que mantinha 
com outros matemáticos ou pelas suas anotações, que vieram 
a ser reveladas postumamente. As demonstrações dos seus 
resultados e conjeturas foram matéria de muito estudo por 
parte de matemáticos mesmo até aos dias de hoje. De facto, só 
no final do século XX é que foi provado o seu último teorema, 
prova essa que envolve ferramentas matemáticas ainda não 
conhecidas à época de Fermat. Existe, pois, alguma especu-
lação à volta da eventualidade de Fermat não ter conseguido 
provar os seus resultados ou de que as suas provas não fos-
sem suficientemente rigorosas. O que é facto é que, de uma 
forma ou de outra, Fermat chegou a resultados surpreenden-
tes e tinha um gosto por fazer conjeturas.

1. o pequeNo teoRema De FeRmat

De entre as áreas da matemática em que Fermat se empenhou, 
a teoria dos números terá sido a que mais o envolveu. Foi nes-
ta área que ele descobriu um resultado que ficou conhecido 
como Pequeno Teorema de Fermat. Apesar de hoje serem co-
nhecidas várias provas, foi necessário quase um século para 
que fosse conhecida uma prova (através de Euler, em 1736). 
Apesar disso, terá sido Leibniz a prová-lo em primeiro lugar, 
num trabalho que não publicou. Este teorema foi escrito numa 
carta de Fermat para um seu correspondente, Bernhard Fré-
nicle de Bessy, em 1640, na qual referiu que não enviava a de-
monstração por recear ser demasiado longa (ver [1], [2]).

Neste artigo mostra-se como  
a congruência associada  
ao Pequeno teorema de Fermat 
admite versões muito mais gerais,  
que se podem demonstrar por 
métodos de sistemas dinâmicos  
e de combinatória.  
ilustram-se também as  
contribuições mais importantes  
para a obtenção destes resultados.

teorema 1.1. (Pequeno teorema de Fermat). Se p é um nú-
mero primo e a é um inteiro arbitrário não divisível por p, 
então p divide 

Este teorema pode ser demonstrado recorrendo a várias 
técnicas matemáticas e de várias áreas da matemática. Sendo 
um resultado de teoria de números, a prova mais natural é 
a que surge da manipulação da divisibilidade de números.

A primeira demonstração publicada é da autoria de Euler 
(ver [3]). 

Demonstração. Do teorema binomial resulta
 ,                        (1) 

pois, de facto,
,                                   (2) 

para . Subtraindo  de ambos os membros da 
congruência (1),

.                (3) 
Por indução, verifica-se, em primeiro lugar, que  é 

divisível por p.
Suponha-se que  é divisível por p. Logo por (3), 

 é divisível por p. Isto completa a prova por 
indução de

.                                    (4) 
Assim, multiplicando esta última congruência pelo inver-

so multiplicativo de a (modp), obtém-se o resultado na forma 
clássica

,                                  (5)
onde a e p são primos entre si.                                                    

 
 

Observação 1.2. Note-se que a formulação (4) é um pouco 
mais geral do que a original (5), pois neste caso não é neces-
sário que a e p sejam primos entre si, isto é, pode considerar-
-se um  qualquer. No entanto, não deixam de ser duas 
formulações equivalentes, pelo que por vezes o Pequeno Teo-
rema de Fermat é enunciado da forma (4).

Recentemente (2008) foi feita uma demonstração, da au-
toria de Bishop (ver [3]), que aplica técnicas já conhecidas à 
época de Fermat, mas que é original no sentido em que ainda 
não tinha sido dada esta abordagem.

Demonstração. Para a prova de (5) considera-se que p é pri-
mo e ímpar, pois para o único primo par a prova é trivial. Seja

.                                   (6)
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Fazendo o desenvolvimento em série de Taylor da função 
em torno de , obtém-se

 
                  

 (7) 

Note-se que esta série pode ser obtida aplicando o teorema 
binomial à expressão

                                   (8) 
Considerem-se, agora, os valores de x divisíveis por p. Para 

estes valores de  é igual a um múltiplo de p menos 1, 
logo não é divisível por p. 

Considere-se agora , com . En-
tão da equação(6) (mod p), resulta

.                             (9)
Logo, é apenas preciso considerar os valores de x tais que 

.
Agora utiliza-se a indução matemática para provar o teo-

rema. O caso base é . Note-se que  e por isso 
é divisível por p. Suponha-se que  é divisível por p, com 

  isto é,  é divisível por p. Veja-se que 
 é divisível por p.

Tem-se
            

.                 (10)
Como 

+
,        (11)

resulta que
.     (12)

Então,  é congruente com a soma duma progres-
são geométrica de razão −n, o que, utilizando a respetiva fór-
mula da soma, vem

.                        (13)
Fatorizando esta última congruência, obtém-se

.                   (14)
Como ,  não é divisível por p. Por hipó-

tese,  é divisível por p, o que prova o resultado por 
indução.                                              

Não obstante estas demonstrações não oferecerem gran-
de dificuldade, existe uma alternativa muito mais intuitiva 

e acessível (mesmo a não matemáticos) que advém de con-
tagem de objetos. De facto, foi em 1872 que Petersen (ver [4]) 
apresentou a demonstração que se transcreve.

Sejam p caixas, dispostas em círculo, para serem coloridas 
com a cores. Existem, ao todo,  formas de coloração pos-
síveis, e a formas de coloração se todas as caixas ficarem da 
mesma cor. As restantes possibilidades de coloração  
podem ser agrupadas em conjuntos de p elementos, uma 
vez que as p rotações possíveis destas colorações são todas 
distintas. Pelo que,  

Esta demonstração recorre a conceitos que hoje em dia são 
estudados de forma mais sistemática, com terminologia já 
estabelecida. Assim, os conceitos envolvidos são colares e pa-
lavras formadas por letras de um alfabeto. Aqui os colares re-
presentam classes de equivalência (rotações), as palavras re-
presentam formas de coloração e as letras são as cores dispo-
níveis na paleta (alfabeto). A noção precisa de colar apareceu 
explicitamente num artigo de MacMahon em 1892 (ver [5]). 
Estes objetos matemáticos surgem numa área da matemática 
relativamente recente, a combinatórica de palavras. Uma con-
tribuição decisiva nesta área veio dos volumes escritos sob o 
pseudónimo Lothaire, o primeiro dos quais [6] de 1983 e cujo 
terceiro volume [7] foi publicado em 2005. No entanto, como 
precursores desta temática estão os trabalhos de investigação 
de padrões de repetições em palavras feitos por Axel Thue 
(artigos [8] e [9] de 1906 e 1912). Para mais detalhes na história 
deste ramo da matemática ver [10].

Recentemente tem sido apresentada uma forma alterna-
tiva de demonstração recorrendo a sistemas dinâmicos (ver, 
por exemplo, [11], [12] e [13]). Em termos esquemáticos, a pro-
va dinâmica é a seguinte.

Figura 1: Ilustração da demonstração do Pequeno  

Teorema de Fermat por contagem de caixas.
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Demonstração. Considere-se a aplicação 
definida por 

  
     (15)

Figura 2: Gráfico da aplicação T3.

Outra demonstração possível vem da teoria de grupos em 
álgebra. Fundamentalmente, a ideia é análoga à demonstra-
ção acima, no sentido em que a ordem de um elemento de um 
grupo finito divide a ordem do grupo (ver, por exemplo, [14]).

Em síntese, estas três últimas demonstrações exploram 
uma forma de contagem de objetos matemáticos que podem 
ser agrupados em conjuntos de p elementos, onde p é um nú-
mero primo. Destas três, a prova elaborada por Petersen é a 
mais trivial e intuitiva possível.

2. GeNeRalizaÇões

Euler, autor da primeira demonstração do Pequeno Teorema 
de Fermat, também foi o autor da primeira e mais conhecida 
generalização, a qual é também usualmente referida como 
Teorema de Euler (ver, por exemplo, [1] e [15]). Nesse resulta-
do é usada a função de Euler (apresentada por volta de 1760).

Definição 2.1. Chama-se função de Euler à função  que 
conta o número de inteiros positivos , que são primos 
com m, isto é, m.d.c. (n, m) = 1.

teorema 2.2. (teorema de euler) Sejam a, n inteiros tais que 
m.d.c. , então

.                                 (16)
Note-se que, no caso particular de n ser primo, (16) é o Pe-

queno Teorema de Fermat. No entanto, o Teorema de Euler é 
válido para qualquer inteiro positivo n.

Demonstração (conforme [1]). Primeiro supõe-se que , 
com p primo,  e  e prova-se, por indução em k, que

.                              (17) 

1. Pierre de Fermat 
(1601-1665)

2. Leonhard Euler 
(1707-1783)

3. Julius Petersen 
(1839-1910)

É fácil verificar que sendo a um número inteiro positivo,  
tem a pontos fixos, por exemplo, por observação do gráfico da 
aplicação (figura 2).

Também não é difícil mostrar que , 
e em especial que   

Por outro lado, verifica-se que os pontos periódicos de perío- 
do p são os pontos fixos de . Daqui resulta que exis-
tem exatamente  pontos periódicos de  cujo período 
mínimo é p. E isto implica que  como pretendido.  

1 2 3
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Para , a expressão (17) reduz-se a , 
que é o Pequeno Teorema de Fermat.

Suponha-se que (17) se verifica para certo k. Veja-se que 
também se verifica para 

Por uma propriedade da função de Euler
   

tem-se                           

Por (17) sabe-se que existe um inteiro q tal que 
. Usando o teorema binomial, obtém-se

Mas , pelo que . Aplicando este resultado à 
última congruência, tem-se

                            (18)
que conclui a prova por indução de (17).

Considere-se  e a fatorização de n em nú-
meros primos . Para cada   
aplique-se a congruência (17): 

   .                              (19)

Como  é divisível por , pode elevar-se cada 
membro destas congruências a  e obter

.                                   (20)
Na medida em que os  são primos entre si, obtém-se 

                         (21)
que é o mesmo que (16).              

  

Um grande salto na generalização do Pequeno Teorema 
de Fermat foi dado por Gauss, que descobriu uma forma de 
construir congruências quaisquer que sejam os números in-
teiros positivos a e n. Agora já não é exigido que a e n sejam 
primos entre si. De acordo com Dickson [16] este resultado foi 
conhecido a partir de um artigo póstumo de Gauss publicado 

em 1863 que afirmava que se , onde  
são primos distintos, então

 
é divisível por N, para o caso particular de a ser primo. Nos 
anos 1882 e 1883 foram dadas quatro demonstrações diretas 
deste resultado por Kantor, Weyr, Lucas e Pellet. Porém, esta 
forma de apresentação não é nem muito elegante nem muito 
prática.

Na sua obra magistral Disquisitiones Arithmeticae 1,  
publicada em 1801 (ver [17] e [2]), Gauss é responsável pelo 
desenvolvimento da linguagem e de notações em teoria de 
números e, em especial, da álgebra de congruências. Esta 
obra começa com uma definição:

Se um número a divide a diferença entre dois números b 
e c, então diz-se que b e c são congruentes, caso contrário 
são incongruentes; e a é ele próprio chamado de módulo.

A notação usada por Gauss é a usada nos dias de hoje 
(neste exemplo, ) e possibilitou a construção 
de uma álgebra com a relação . Nos primeiros capítulos, 
Gauss introduz uma nova forma de cálculo, a teoria das con-
gruências, que rapidamente ganhou aceitação geral e a sua 
terminologia foi importante para a atual teoria dos números.

Um dos mais conhecidos alunos de Gauss foi Möbius (ver 
[18]). Foi seu estudante de astronomia teórica na Universi-
dade de Göttingen. Apesar de os seus principais trabalhos 
terem sido nas áreas da geometria analítica e da topologia, 
Möbius deu uma contribuição importante para consolidar a 
generalização feita por Gauss do Pequeno Teorema de Fer-
mat. De facto, conforme Dickson reporta em [16], foram dois 
os contributos relevantes (1832): a função de Möbius e a fór-
mula de inversão de Möbius. A primeira permite escrever 
o resultado com uma fórmula bastante mais compacta e a 
segunda foi importante no que se refere à construção de de-
monstrações que se baseiam na contagem de objetos.

Definição 2.3. Para , a função de Möbius 
 é definida da seguinte forma:

i) 

. . .
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ii) 

iii) 

Observação 2.4. A notação original desta função era .

teorema 2.5. (Fórmula de inversão de Möbius) Sejam F e f 
duas funções aritméticas relacionadas pela fórmula

                                 (22)

então, 
.            (23)

Com recurso à função de Möbius, o resultado de Gauss 
pode então ser expresso da forma seguinte (o resultado é vá-
lido mesmo que a não seja primo). 

teorema 2.6. Para quaisquer a, n inteiros positivos,
.                         (24) 

Curiosamente, esta formulação não foi realizada nem por 
Gauss nem por Möbius, mas sim pelo matemático austríaco 
Gegenbauer (1900).

A seguir apresenta-se uma demonstração (sugerida pelo 
Prof. Nuno da Costa Pereira).

Demonstração. Suponha-se, em primeiro lugar, que n é di-
visível por um único número primo p. Sendo  temos

Sabendo que , o número de inteiros 
em  primos com  é . Pode então 
escrever-se

.                    (25)
Se , pelo Teorema de Euler, tem-se  . 

Na hipótese de p ser divisor de a também   e como 
 segue-se que . Assim, em ambos os 

casos se conclui que  e portanto 
.                        (26) 

Passa-se agora ao caso geral em que n se decompõe num 
produto de fatores primos da forma . Fixado 

, seja . Para cada divisor d de  de-
signe-se . Tem-se, então,

e da parte do enunciado já estabelecida, resulta
                       (27)

se 
É pois

                         (28)

e, portanto, também
                          (29)

pois os  são primos entre si.             

Johann Gauss 

(1777-1855)

August Möbius 

(1790-1868)

Leopold  

Gegenbauer 

(1849-1903)

1 Foram feitas traduções em francês em 1807 (paris) e em inglês em 1966 

(Yale University press)
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Outras demonstrações conhecidas desta generalização 
do Pequeno Teorema de Fermat devida a Gauss-Gegenbauer 
envolvem a fórmula de inversão de Möbius. A ideia consiste 
em identificar relações entre funções de contagem de objetos 
com a propriedade (22). Daí, por (23), obtém-se a determina-
ção explícita da fórmula de contagem da cardinalidade de 
um conjunto de objetos que, à partida, se sabe que é possível 
agregar em grupos (ou classes de equivalência) de n elemen-
tos. Assim resulta a congruência módulo n. Exemplos de de-
monstrações deste tipo são as que recorrem aos colares e as 
que resultam do sistema dinâmico (15).

Este resultado também pode ser apresentado sob uma for-
ma combinatórica. Para isso introduz-se a devida terminologia.

Conforme a notação de J. Matoušek e J. Nešetřil [19] e de 
acordo com o exposto em [20] tem-se o que se segue.

Definição 2.7. Denota-se por  o conjunto de todos os 
subconjuntos de  com j elementos.

Assim,  é um conjunto de j elementos dis-
tintos de . Sem perda de generalidade, escreve-
-se  da forma , onde os , com 

, são os elementos de .

teorema 2.8. Sejam a e n inteiros positivos cuja fatori-
zação em números primos de n é  e seja 

. Então, 

     (30)
 

Demonstração. O duplo somatório é simplesmente uma 
soma sobre todos os divisores de P. Notando ainda que

 e que , este toma a for-
ma de

                                    (31)
Substituindo d por P/d, obtém-se o seguinte

 .                                      (32)

No entanto, como  se  e , este somatório é 
igual a

(33) .

Por (24) obtém-se o resultado pretendido.                            

exemplo 2.9. Para n = 105 tem-se a seguinte congruência, 
válida para todo o 

. (34) 
A vantagem desta última formulação é a de fornecer um al-
goritmo para construção de congruências. Este consiste nos 
passos:

1. Todas as parcelas têm o fator . Isto corresponde a 
diminuir em uma unidade o expoente de cada fator primo;

2. O expoente de cada parcela multiplica-se por um divi-
sor de P. Existem tantas parcelas quantos os divisores de P;

3. O sinal da parcela depende do número de fatores primos 
que foram multiplicados no passo 2. A parcela cujo divisor de 
P é o próprio P fica com sinal positivo. Com menos um fator 
primo troca-se o sinal. Por cada fator primo a menos, faz-se 
uma troca de sinal.

Como nota final é interessante salientar a diversidade de 
possíveis generalizações do Pequeno Teorema de Fermat. 
O livro de Dickson [16] sobre a história da teoria de núme-
ros é bem ilustrativo. Assim, quando o resultado de Gauss-
-Gegenbauer parece encerrar a questão da generalização do 
resultado, surgem também generalizações desta última con-
gruência.

Como exemplo de generalização do Teorema de Gauss-
-Gegenbauer existe um resultado de Axer, publicado em 1911, 
que inclui somas de polinómios em vez de somas de potên-
cias simples (ver [16]).
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apaNhaDoS Na rEDE

pRimos DE oUTroS muNDos

A noção de número primo, número natural maior do que um que não pode 
aparecer num produto sem estar presente nalgum dos respetivos fatores, 
pode ser estendida a outros universos numéricos. Encontram-se aí outros 
primos, ainda mais enigmáticos do que os usuais, constituindo toda uma 
fauna exótica habitando mundos recheados de aventuras empolgantes 
para os mais corajosos e destemidos.

Como muitas outras coisas subtis sobre números, tudo 
começou com Fermat e Euler. Num comentário1 a um 

problema de Diofanto, escrito na sua cópia pessoal da edi-
ção da Aritmética publicada por Bachet de Méziriac, Fermat 
escreveu:

Poderá haver, nos números inteiros, um outro quadrado, para 
além de 25, que aumentado de 2 faça um cubo? Isto certamente 
parece, à primeira vista, difícil de decidir; no entanto, eu posso 
mostrar, por uma demonstração rigorosa, que 25 é o único qua-
drado inteiro que é inferior a um cubo por duas unidades.

Por outras palavras, o que Fermat aqui afirma é que a 
única solução em números naturais da equação  
é dada por , em cujo caso 

Na sua obra Elementos de Álgebra2, Euler dá conta de uma 
sua ideia para lidar com o problema descrito no comentá-
rio acima citado, cuja solução Fermat não deixou escrita. É 
uma ideia arrojada: usar números complexos para resolver 
um problema sobre os números naturais!

Os números complexos não são mais do que uma estru-
tura algébrica que pode ser sobreposta ao plano euclidiano, 
uma maneira de somar e multiplicar pontos de uma for-
ma que captura alguns aspetos da geometria desse mesmo 
plano. Enquanto que a adição de complexos corresponde à 
soma de vetores, a multiplicação por um complexo corres-
ponde a uma rotação composta com uma homotetia. Estas 
operações têm todas as propriedades da adição e produ-
to usuais, sendo neste contexto o número correspondente 

ao ponto (a, b) designado por , onde i representa pois  
o ponto (0, 1). As operações são completamente determi-
nadas pela preservação das propriedades da adição e mul-
tiplicação reais, e pela relação  (a multiplicação por  
i corresponde a uma rotação de 90º no sentido direto).

A ideia revolucionária de Euler aparece descrita no ca-
pítulo XII da parte II da sua Álgebra. Consiste em conside-
rar o subconjunto  dos números 
complexos, que é fechado para a adição e a multiplicação, 
ou seja, a soma e o produto de dois quaisquer elementos 
de  é ainda um elemento deste conjunto.  é um exemplo 
daquilo a que se chama um anel — um conjunto munido de 
duas operações com as propriedades usuais, com a possível 
exceção da existência de inversos multiplicativos. O anel 
dos inteiros, , é o protótipo, o arqúetipo, de um anel.

A relevância aqui do anel  é que nele se tem

Euler raciocina então por analogia. Nos números inteiros, 
se dois números não tiverem fatores em comum, para além 
de 1, então só quando ambos são cubos é que o seu pro-
duto é um cubo. Isto é uma consequência da unicidade da 
fatorização em primos, que advém justamente do facto de 
os números primos não poderem surgir em produtos sem 
estarem presentes nos respetivos fatores. Assim, se em   
houver fatorização única em primos ‒ que seriam elemen-
tos atómicos, no sentido de não se poderem escrever como 
produto de outros mais pequenos, ou seja, mais próximo da 
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origem — e se os números  não tiverem 
divisores primos comuns, então cada um teria de ser um 
cubo. Portanto,

 

para alguns . Daqui resulta que

de onde se conclui, uma vez que 1 só pode ser escrito de 
duas maneiras como produto de dois inteiros, que  
o que mostra o resultado descoberto por Fermat.

Este argumento só mais tarde seria tornado rigoroso, 
como resultado de trabalhos de Gauss, Kummer, Krone-
cker e Dedekind, entre outros, trabalhos esses diretamente 
influenciados pelas ideias de Euler. Gauss, em particular, 
usou o anel  para deduzir algumas propriedades bem 
subtis dos números inteiros (para quem sabe o que é: a lei 
de reciprocidade biquadrática), pelo que é hoje denomina-
do anel dos inteiros Gaussianos.

O estudo destes anéis mais gerais, que contêm o anel dos 
inteiros, conduziu à descoberta da existência de três noções 
aritméticas distintas: 1) unidade: número que tem um inver-
so multiplicativo ou, equivalentemente, que divide 
todos os outros; 2) irredutível: número que, não sen-
do uma unidade, não se pode decompor como pro-
duto de dois números que não sejam unidades; 3) 
primo: número que não pode aparecer num produto 
sem que apareça num dos fatores. Por exemplo, i é 
uma unidade de , enquanto que se mostra que 
2 é irredutível em  mas não é primo, pois di-
vide , sem dividir nenhum dos 
fatores.

Há assim toda uma panóplia de anéis aritmé-
ticos, que colocam problemas interessantes, muitos dos 
quais por resolver, em particular o de saber quando é que 
os irredutíveis são primos. Uma outra questão, bem curio-
sa, é designada por “o problema do fosso Gaussiano”, e 
é a seguinte: na reta real, não se pode caminhar desde a 
origem até um primo arbitrariamente longe, colocando os 
pés apenas nos primos e dando passos de comprimento 
limitado. Isto porque, para qualquer , os números 

 
são n números compostos consecutivos. Será que no pla-
no euclidiano é ou não possível caminhar desde a origem 
até um primo Gaussiano arbitrariamente longe, com pas-
sos de comprimento limitado e usando apenas os primos 
Gaussianos? Não se sabe! Para mais informações sobre este 

intrigante problema, ver o artigo de Gethner, Wagon, and 
Wick, “A Stroll Through the Gaussian Primes”3, e pesquisar 
“Gaussian moat problem”.

Para saber mais sobre estes anéis exóticos e a sua arit-
mética, aconselha-se um breve passeio pela página http://
www.cut-the-knot.org/arithmetic/int_domain.shtml e páginas 
subsequentes, seguido de um mergulho no excelente texto 
da autoria de Keith Conrad disponível em http://www.math.
uconn.edu/~kconrad/blurbs/ugradnumthy/Zinotes.pdf. Para re-
laxar um pouco, nada como brincar com uma calculadora 
que fatoriza um elemento de  em primos Gaussianos: 
http://www.had2know.com/academics/gaussian-integer-factori-
zation.html

Para os mais corajosos, que queiram penetrar mais fun-
do nas densas e deslumbrantes florestas tropicais de novos 
mundos numéricos, recomendamos o livro sobre Teoria Al-
gébrica dos Números de Franz Lemmermeyer, inteiramen-
te disponível em: http: //www.fen.bilkent.edu.tr/~franz/ant06/
ant.pdf

A terminar, deixamos aqui duas imagens de dois desses 
universos novos, prontinhos a explorar pelos leitores mais 
audazes. Boas aventuras!

1 Ver Oeuvres de Fermat, vol. 3, pp. 269. Disponível na biblioteca digital Gallica, 

em http://gallica. bnf.fr e no internet archive, em http://archive.org.

2 Disponível em várias versões na Google Books, em http://books.google.pt/, 

assim como no internet archive, em http://archive.org.

3publicado no American mathematical monthly, vol. 105 (1998), pp. 327–337, 

e disponível em: http: //mathdl.maa.org/images/upload_library/22/Chauvenet/

Gethnerwagonwick.pdf

primos de  com coorde-

nadas em [−50, 50].

primos de  com coordenadas em  

[−50, 50], onde , uma raiz  

cúbica de 1.
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Seguir a evolução dos instrumentos de cálculo é uma aventu-
ra apaixonante. O início desta história perde-se no tempo: as 

mais antigas “máquinas de calcular” podem ter até 30.000 anos 
de idade. São achados arqueológicos do Paleolítico Superior: 
ossos de animais com uma ou mais séries de entalhes, com o 
tipo de contagem mais rudimentar – a cada entalhe corresponde 
uma unidade [1]. Avançando mais um pouco, até à civilização 
romana, Horácio (65 a.C. – 8 a.C.), nas suas Sátiras [2], descreve 

Quem não se lembra de esconder as  
mãos por baixo da mesa para calcular 
uma tabuada mais difícil? Ou de fazer 
risquinhos para ajudar a contar alguma 
coisa? Quase todos nós trilhámos esse 
caminho – o de procurar meios para 
rapidamente calcular um resultado.  
Esses meios, essas ferramentas, vão 
evoluindo com o passar dos anos.  
No entanto, antigos ou recentes,  
todos eles têm um princípio básico  
em comum: agilizar processos de cálculo. 
Neste pequeno artigo, viajamos através  
do tempo. Lembramos o que antes se  
fazia e espreitamos o que por cá hoje se 
faz, enquanto tentamos perceber o que  
se espera do futuro.

Figura 1: Livro da 1.ª Classe [5], ten-

do em atenção a nota de rodapé: “As 

tabuadas constroem-se à medida que 

forem necessárias para o desenvolvi-

mento da multiplicação e divisão.”

um estudante típico: “… a escola da vila, para a qual os rapazes, 
(…) costumavam ir com o saco dos livros e tábua de escrever de-
pendurados nos seus braços esquerdos.” Esta tábua de escrever 
não era mais do que um ábaco de cera, uma pequena prancheta 
de osso ou madeira, untada com uma fina camada de cera negra 
em que se delimitavam colunas e algarismos com um estilete 
de ferro. 

Transportando-nos para épocas mais atuais, a curiosidade 
leva-nos a procurar que materiais seriam usados nas nossas es-
colas, desde a implantação da República, em 1910. Assim, anali-
sando diversos programas curriculares para a disciplina de Ma-
temática, podemos constatar que em 1919 apenas se recomen-
dava, no campo dos materiais manipuláveis, o uso de materiais 
para contagem tais como botões, pedrinhas ou feijões [3]. O ob-
jetivo era melhor concretizar aprendizagens. No entanto, estas 
recomendações eram seguidas num número reduzido de esco-
las, pois na altura praticava-se um ensino mecanicista baseado 
na memorização de conceitos, regras e procedimentos abstratos 
e, neste ponto, a matemática consistia quase exclusivamente na 
repetição exaustiva de exercícios-tipo. Apresentava-se aos alu-
nos os conteúdos desta disciplina como um objeto acabado, a ser 
decorado, não estando sujeitos a dúvidas ou questões. Ao surgir 
a preocupação em adaptar os métodos de ensino aos estudan-
tes, passou a valorizar-se mais a compreensão das matérias em 
vez da memorização por repetição. Claro que a implementação 
sólida destas ideias demorou o seu tempo e, durante os 40 anos 
seguintes, houve poucas ou nenhumas inovações em termos de 
materiais usados para auxiliar o cálculo (fig. 1) [4].
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Figura 3: Material Cuisenaire.

Este material foi criado por um professor do 1.º Ciclo, o belga Ge-

orges Cuisenaire, tendo sido divulgado em 1953 à escala mundial 

por Cuisenaire e Caleb Gattegno, professor universitário londrino 

considerado o mestre do material Cuisenaire. Baseia-se num siste-

ma de relação entre cores e comprimentos, sendo composto por 

um conjunto de 241 barras de madeira coloridas, cujo comprimento 

varia de um a dez centímetros. A cada comprimento está associada 

uma cor e um valor. Por exemplo, existem 28 barras rosa de valor 

4, 20 barras amarelas de valor 5, etc.

Figura 2: Dons de Fröebel. 

O alemão Friedrich Fröebel (1782 – 1852), criador dos jardins-de-

-infância, inventou um material educativo constituído por círculos, 

esferas, cubos e outros objetos macios e manipuláveis. Denomi-

navam-se “dons” ou “presentes” e havia regras de utilização que 

precisavam de ser dominadas para garantir o aproveitamento pe-

dagógico. Os materiais de jogo, “dons” e “jogos”, popularizaram-se 

em todo o mundo no século XIX.

Figura 4: Cubos-Barras de Cor de Nabais.

Este material foi adaptado pelo padre Nabais, dando origem aos 

Cubos – Barras de Cor de Nabais. A primeira edição do material 

Cubos – Barras de Cor, pela Éduca Material Didáctico, ocorre em 

1967. Este material consiste numa adaptação do material Cuisenai-

re à Matemática Moderna. Ainda se pode encontrar à venda.

Figura 5: Material Multibásico de Dienes. 

É constituído por um conjunto de vários cubos, placas e 

barras de madeira e tem como objetivo auxiliar o cálculo 

nas bases 2, 3, 4, 5 e 10. 
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As mudanças palpáveis nos métodos e materiais utilizados 
deram-se com o aparecimento do Movimento da Matemáti-
ca Moderna, nos anos 60, que colocava o aluno como centro 
do processo de ensino-aprendizagem. Ao dar-se prioridade 
ao ensino por descoberta [6], as escolas recorriam cada vez 
mais ao uso de materiais manipuláveis, tais como os Dons 
de Fröebel (fig. 2), o Material Cuisenaire (fig. 3), o Calculador 
Multibásico e os Cubos-Barras de Cor de Nabais (fig. 4), o Ma-
terial Multibásico de Dienes (fig. 5) ou o Ábaco, como forma 
de auxiliar contagens e/ou para efetuar cálculos simples [7].

Recuando um pouco no tempo, e voltando a nossa atenção 
para o ensino da matemática em níveis mais avançados, de-
paramo-nos com cálculos complexos e demorados realizados 
com lápis, em papel, através de algoritmos. 

Assim, uma inovação muito bem-vinda foi a régua de cál-
culo (fig. 6), que permitia efetuar cálculos com grande rapidez. 
Sem dúvida que os resultados obtidos através de algoritmos 
eram muito mais precisos, mas eram também muito mais de-
morados. Desta forma, sempre que não fosse necessário um 
grande grau de precisão, a régua de cálculo era a ferramenta 
a escolher, nomeadamente, nas engenharias. Existia em ta-
manho de bolso, para uso pessoal, e em tamanho alargado, 
para demonstração nas salas de aula. A primeira referência 
feita a este recurso, em programas curriculares, aparece em 
meados dos anos 50 [8].

Este foi um método de cálculo privilegiado até ao apa-
recimento da calculadora. As primeiras calculadoras surgi-
ram nas universidades nos anos 70 (fig. 7) e, num piscar de 
olhos, tornaram obsoleta a régua de cálculo e dispensaram 
a consulta de tabelas de valores, como, por exemplo, tabelas 
trigonométricas ou tabelas de logaritmos, usadas até então. 
Depressa evoluíram, tornando-se uma ferramenta larga-
mente utilizada em todos os níveis de ensino. A calculadora 
apareceu em força no ensino e instalou-se nas salas de aula 
nos anos 80, apesar de só ser mencionada oficialmente nos 
programas curriculares em 1991 [9]. 

Esta ferramenta servia na perfeição a uma nova corrente 
de pensamento no ensino da matemática: a matemática expe-
rimental. Permitia que se trabalhasse com facilidade valores 
com várias casas decimais, abrindo a matemática mais ele-
mentar às exigências da vida real, aplicada a situações con-
cretas. Por exemplo, um problema tradicionalmente iniciado 
por “Uma sala tem dimensões 8 m x 5 m…” era agora formu-
lado “Mede a largura e o comprimento da tua sala de aula. 
Com os comprimentos que obtiveste ….”. As calculadoras de 
bolso vieram ajudar a testar teorias e hipóteses, a experimen-
tar várias formas de se chegar a um objetivo, com maior ra-
pidez e precisão, levando a uma matemática construída pelo 
aluno, onde este formulava hipóteses e as testava e procurava 
ele próprio respostas às suas interrogações.

Figura 6: Régua de Cálculo. Existin-

do desde meados do séc. XIX, per-

manece em uso até cerca de 1975, 

altura em que foi substituída pelas 

calculadoras eletrónicas de bolso. Fo-

ram concebidas várias versões, com 

escalas adaptadas para engenheiros 

de todas as especialidades.

Figura 7: Hewlett-Packard: HP-35 

(versão 1).
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Outra ferramenta hoje essencial em qualquer escola é o 
computador. É mencionado nos programas curriculares pela 
primeira vez em 1990, no Programa do Ensino Básico do 
1.º Ciclo [10], nomeadamente, a utilização da linguagem de 
programação LOGO. No entanto, as primeiras referências ao 
computador e à sua utilização em ambiente escolar (apesar de 
as escolas ainda não terem acesso aos mesmos) tinham já sido 
feitas em 1975, por José Sebastião e Silva: “… chegando a ser ne-
cessário resolver sistemas com mais de 100 incógnitas, o que seria 
impossível num prazo razoável, antes da era dos computadores.” [11]

Hoje em dia, o ensino da matemática já não dispensa o uso 
do computador. O estudo da estatística com recurso ao uso da 
folha de cálculo e o da geometria, com uso do GeoGebra (fig. 
8), são opções tomadas em quase todas as escolas. A calcula-
dora gráfica (fig. 9) é essencial para frequentar a disciplina de 
matemática no Ensino Secundário. Todas as máquinas fazem 
representação gráfica e estudo de funções, são programáveis 
e têm um modo estatístico. Atualmente já podemos encontrar 
modelos que contêm uma folha de cálculo e que permitem 
uma fácil ligação entre todas estas opções. 

Hoje, as tecnologias são bastante exploradas na sala de aula 
e todas as escolas têm acesso à Internet, o que traz imensas van-
tagens a nível de ensino. Há uma vastidão de recursos disponí-
veis online, nomeadamente aplicações (applets) que nos permi-
tem ir ao encontro das necessidades e expetativas dos alunos.  
O e-mail permite o envio e a receção de trabalhos, sugestões, 
comentários e a plataforma Moodle permite um ensino/uma 

Figura 8: Construção no programa GeoGebra.

Este programa de uso livre que pode ser facilmente obtido por qualquer 

pessoa com acesso à Internet, e que incorpora, ele próprio, uma folha 

de cálculo.

Figura 9: Calculadora gráfica. 

É obrigatória atualmente no Ensino Se-

cundário. 

aprendizagem à distância, com disponibilização de mate-
riais, submissão de trabalhos e esclarecimento de dúvidas.  
A Fundação Calouste Gulbenkian criou um portal para pro-
fessores de ciência, denominado Casa das Ciências, como um 
meio de integrar a utilização das tecnologias da informação 
no processo de ensino/aprendizagem. Podemos encontrar 
aqui materiais de apoio, assim como uma página com links1 
para diversas applets. No domínio das applets, é importante 
referir a NLVM2, uma biblioteca online de materiais mani-
puláveis, na qual podemos trabalhar, por exemplo, com os 
Base Blocks (versão virtual do material multibásico de Die-
nes) ou encontrar uma demonstração geométrica de alguns 
algoritmos de multiplicação (fig. 10). Existem, ainda, progra-
mas (online ou não) que apresentam uma forma interativa de 
aprender matemática, dirigidos a estudantes de matemática, 
que podem ser utilizados por uma turma, por alunos indi-
viduais numa escola ou por estudantes em casa. Promovem 
uma aprendizagem individualizada, ao ritmo de cada aluno, 
em que é este a escolher quando e para onde avançar. 

Relativamente a cálculos matemáticos mais avançados, 
o portal Wolfram|Alpha3 é uma ferramenta muito utiliza-
da, por exemplo, por estudantes, pois tem secções dedica-
das a diversas áreas da matemática, permitindo fazer desde 
cálculos elementares até à resolução de integrais, equações 
diferenciais ordinárias, fatorização em números primos, 
análise estatística e gráficos em 3D (fig. 11), entre muitas 
outras aplicações. Com a evolução das tecnologias, com o 
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Figura 10: Multiplicação em gelosia – méto-

do utilizado na Europa do séc. XII. 

É usada uma grelha quadriculada, dividindo-

-se os quadrados pela sua diagonal. Neste 

caso temos 25x23, logo teremos uma gre-

lha de 2x2. Em cada quadrado é colocado 

o produto dos algarismos que lhe corres-

pondem: na parte inferior coloca-se o al-

garismo das unidades e na parte superior 

o das dezenas. Para encontrar o produto 

final, basta adicionar os algarismos em cada 

linha oblíqua. Assim, 23x25=575.

Figura 11: Gráfico de f(x,y) = sin(x).cos(y)

uso em grande escala das calculadoras e dos computadores, 
ganha-se tempo para trabalhar o raciocínio, a interpretação 
e as possíveis soluções, deixando os cálculos morosos para 
as máquinas. Com o avanço e a modernização dos softwares/
programas de computador, há menor possibilidade de erro 
nas atividades de descoberta que, por vezes, conduziam a 
conclusões erradas. A tecnologia vem abrir uma infinidade 
de novas possibilidades.

Contudo, é preciso ter em atenção que, no uso da tecno-
logia, surgem por vezes resultados inesperados que é neces-
sário identificar e corrigir. Um dos erros mais comuns efe-
tuados com uma calculadora básica resulta da ordem pela 
qual são introduzidas as operações. Por exemplo, quando se 
efetua 2+3×3, a calculadora não apresenta o resultado 11, mas 
sim o resultado 15, pois não reconhece a prioridade da mul-

tiplicação sobre a adição. Também a calculadora gráfica pode 
induzir o estudante em erro: no estudo da função módulo, ao 
calcular o valor da derivada da função num ponto, a calcula-
dora apresenta um valor para a derivada em todos os pontos 
do domínio, inclusive no ponto de quebra de ramos, onde não 
existe derivada. No domínio dos computadores, no programa 
GeoGebra, ao se estudar a convergência da função, quando se 
pede a representação do gráfico de f(x) para valores de x até 
1014, surge um gráfico de uma função que, em vez de conver-
gir, diverge. 

Estes são alguns de muitos exemplos que é importante 
não deixar passar em branco, pois são uma oportunidade de 
aprendizagem única. Os percalços podem e devem ser apro-
veitados para despertar no aluno o espírito crítico, tão em 
falta nos dias atuais. É absolutamente necessário alertar os 
estudantes para a falibilidade das máquinas e mostrar-lhes 
que, para retirar proveito de todas as potencialidades que as 
novas tecnologias têm para nos oferecer, é conveniente saber 
mais matemática. É preciso ter o cuidado de não se perder o 
rigor matemático no meio das facilidades tecnológicas e de 
se fazer perceber aos estudantes o porquê e o como. É funda-

1 http://www.casadasciencias.org/index.php?option=com_weblinks&view=cate

gory&id=3670&Itemid=31&menu=5

2 http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html.

3 Em http://www.wolframalpha.com/examples/
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mental desenvolver o espírito crítico face aos resultados for-
necidos pelas máquinas, pois um utilitário não deve coman-
dar o caminho, mas sim melhorar as condições de trabalho.

Apesar de todo este boom tecnológico, assiste-se a um fenó-
meno interessante. Os materiais mais clássicos, como o mate-
rial multibásico, continuam a ser utilizados, evidenciando a 
sua importância nos processos de aprendizagem. Claro que 
as sugestões para a sua exploração têm um caráter mais mo-
derno, conjugando as suas potencialidades com os métodos 
de cálculo atuais, mas a sua essência não se perdeu. Assisti-
mos cada vez mais à procura de um equilíbrio entre o novo 
e o antigo, não só no nosso país, mas também à escala global. 
Por exemplo, na América do Sul, investe-se na recuperação 
de métodos de cálculo tradicionais como o Nepohualtzint-
zin, um modelo de ábaco de origem azteca [12]. Nas aulas 
das escolas estatais, as crianças estão a ser ensinadas a usar 
este instrumento, que permite trabalhar tanto num sistema 
de base 20 com 5 dígitos, como em base decimal. Para esco-
lher a base, basta alternar entre a posição vertical e horizontal  
(figs. 12 e 13). Esta simbiose de métodos surpreende não tanto 
pela ideia em si, mas pela eficiência com que estes materiais 
são usados para estimular as capacidades do ser humano. 
Mais um passo para o equilíbrio foi dado no novo programa 
de Matemática do Ensino Básico, em vigor desde o ano letivo 
de 2010/2011 [13]. Ali reforça-se a prática do cálculo mental, 
cuja importância foi diminuída com o aparecimento da cal-
culadora, assim como do treino de competências de cálculo.  
E o início desse treino faz-se, precisamente, com materiais 
manipuláveis. Para uma correta interiorização dos processos 
de cálculo é muito importante a criança, numa fase inicial, 

 Figura 12: Nepohualtzintzin atual, base 
20. As fichas do lado esquerdo valem 
uma unidade e as do lado direito valem 
5 unidades.

Figura 13: Nepohualtzintzin atual, adapta-

do à base decimal, representado o número 

30.020.706.000. As fichas de baixo valem uma 

unidade e as de cima valem 5 unidades.

poder manusear e sentir os números de uma forma concreta, 
e, neste momento, a nível de 1.º e 2.º ciclos, o uso da calculado-
ra recomenda-se apenas em situações pontuais. 

Ver cálculos mentais efetuados a uma velocidade estonte-
ante, com a ajuda de um ábaco imaginário4, é algo bastante 
motivador, assim como observar crianças a calcular somas 
em diversas bases sem a menor dificuldade, através do treino 
com material multibásico. Da mesma forma que é fascinante 
a rapidez e a eficiência com que se pode efetuar um estudo, 
e inferir conclusões, acerca de uma amostra estatística recor-
rendo a um programa adequado. Ao reforçar as bases, procu-
rar um equilíbrio e aprender a tirar o melhor partido de to-
das as tecnologias que temos disponíveis, podemos escolher 
o melhor recurso a utilizar em cada situação, construindo um 
caminho que contemple as partes benéficas e evite as que, 
comprovadamente, não obtêm os melhores resultados. 
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UM pRoblema DE matRizes CoM Favos DE mel
Aquilo que parecia ser um pequeno problema de matrizes veio a revelar-se uma fonte de 
inesperadas e profundas ligações entre diversas áreas da matemática. 

Ao contrário dos textos anteriores desta coluna, este 
terá necessidade de um conceito que em geral apenas 

se aprende no primeiro ano de um curso universitário: o 
conceito de valor próprio de uma matriz quadrada. Relem-
brando então, se A for uma matriz real ou complexa, com n 
linhas e n colunas, x for uma matriz coluna, não nula, com 
n entradas, e λ um número complexo ou real, então λ diz-
-se um valor próprio de A com vetor próprio x se Ax = λx. 
De um ponto de vista geométrico, se considerarmos as ma-
trizes coluna como vetores complexos, então A induz uma 
transformação de  em  através da fórmula ,  
chamada uma transformação linear. Deste ponto de vista,  
um vetor próprio é apenas um vetor que está numa dire-
ção invariante para esta transformação, é um vetor sobre o  
qual a ação de A é a de uma homotetia de razão λ.

Há várias transformações do plano e do espaço que estão 
associadas a matrizes, tais como rotações em torno da ori-
gem, homotetias com centro na origem ou projeções sobre 
retas ou planos. Neste artigo vamos examinar um tipo de 
matrizes, interessantes quer para físicos quer para matemá-
ticos, chamadas matrizes hermíticas, que são matrizes quadra-
das complexas que satisfazem . Estas matrizes têm 
uma propriedade crucial: todos os seus valores próprios são reais,  
o que permite, por exemplo, ordená-los.

Um problema famoso, e natural, acerca de matrizes her-

míticas, colocado por H. Weyl em 1912, é o de saber quais 
são os valores próprios da soma de duas matrizes hermíticas, 
sabendo os valores próprios das parcelas. Mais exatamen-
te, se nos forem dadas três listas de números reais  

  e  , que condições 
devem estas listas satisfazer para que existam matrizes her-
míticas A e B de modo a que λ sejam os valores próprios de A, 
μ os de B e ν os de .

Uma condição simples obtém-se calculando o traço de am-
bas as matrizes e sabendo que esse traço é a soma dos valores 
próprios:

Além desta relação imediata, são conhecidas relações clás-
sicas, devidas a Weyl (1912), que exigem que 
para . No caso de matrizes 2 × 2, estas desigual-
dades resolvem o problema, mas em geral não são suficientes. 
Algumas décadas mais tarde, foram descobertas as seguintes 
desigualdades, devidas respetivamente a Ky Fan (1949) e V. B. 
Liskii (1950): para ,

e, generalizando as anteriores, para todo o  
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Várias outras desigualdades foram depois descobertas, to-
das elas com o seguinte aspeto:

para conjuntos  com a mesma cardinalida-
de. Então, em 1962, Alfred Horn apresentou em [1], uma con-
jetura que descrevia completamente os conjuntos I,J,K que 
dariam desigualdades suficientes para resolver o problema. 
A construção é feita por indução na cardinalidade e é bastan-
te intrincada.

Até este ponto, algumas das demonstrações das fórmulas 
já tinham usado matemática exterior à teoria de matrizes ‒
por exemplo, a demonstração original das desigualdades 
de Liskii foi feita dentro da teoria de grupos de Lie. O resto 
da história deste problema viria a confirmar esta tendência.  
A própria caracterização de Horn torna-se mais simples 
quando se usam conceitos profundos de geometria algébrica, 
do chamado cálculo de Schubert. A demonstração final da 
conjetura de Horn foi feita usando esta teoria, por Klyachko, 
[2] e Knutson e Tao [3].

Neste último artigo de Knutson e Tao, é apresentada a 
noção de honeycomb, uma estrutura no plano, que faz uma 
descrição combinatória do problema à custa de linhas que 
produzem figuras semelhantes às paredes de um cortiço (ver, 
por exemplo, [4]). Os valores próprios são codificados pelas 
coordenadas das linhas que se prolongam no fim do padrão, 
nos sentidos sul, nordeste e noroeste. O padrão é obtido à cus-
ta de uma condição de equilíbrio nos pontos de intersecção 
(na imagem,   são os valores próprios de ).

Foram igualmente descobertas por Klyachko, Knutson e 
Tao relações destas desigualdades com a teoria da representa-
ção ‒ mais especificamente na descrição da decomposição de 
produtos tensoriais de representações irredutíveis de .

Assim, aquilo que parecia ser um pequeno problema de 
matrizes veio a revelar-se uma fonte de inesperadas e profun-
das ligações entre diversas áreas da matemática. Para mais 
informação, recomendamos a leitura dos excelentes artigos 
[5], [6] e [4].
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Qual a relação entre a geome-
tria de uma superfície fecha-

da e a sua topologia? Neste artigo 
descreveremos o Teorema de Gauss-
-Bonnet, que pode ser visto como o 
precursor dos grandes teoremas da 
geometria do século XX.

o defeito angular de um vértice, e provamos um teorema de 
Descartes que relaciona a soma dos defeitos angulares com a 
característica de Euler. Este teorema é usado na secção 4 para 
intuir o teorema de Gauss-Bonnet: a soma dos excessos angu-
lares de qualquer decomposição de uma superfície fechada 
em polígonos geodésicos depende apenas da sua caracterís-
tica de Euler.

2. a FÓRmula De euleR

A fórmula de Euler para poliedros convexos [1] é bem co-
nhecida:

onde V é o número de vértices, A é o número de arestas e F é 
o número de faces.

exercício 2.1. Verifique esta fórmula para os seguintes po-
liedros convexos:

1) Uma pirâmide cuja base é um polígono com n lados (in-
clui o tetraedro);
2) Um prisma cuja base é um polígono com n lados (inclui 
o cubo);
3) O sólido obtido colando duas pirâmides em 1) pela base 
(inclui o octaedro).

Existem muitas demonstrações da fórmula de Euler [2]. 
Um primeiro passo é reduzir o problema ao caso em que to-
das as faces são triângulos. De facto, se uma dada face é um 
polígono com n lados podemos sempre decompô-la em n tri-
ângulos acrescentando um vértice no seu interior. Desta for-
ma aumentámos V em uma unidade (porque acrescentámos 
um vértice), aumentámos A em n unidades (porque acres- 
centámos uma aresta por cada um dos n vértices do polígono) 
e aumentámos F em n − 1 unidades (de uma face fizemos n 
faces). A variação de  foi então de

e, portanto,  tem o mesmo valor para o novo poliedro.
Assumindo então que todas as faces são triângulos, ima-

ginemos que vamos retirando as faces uma a uma. Quan-
do retiramos a primeira face reduzimos F em uma unidade 
mantendo V e A inalterados. Portanto,  reduz-se 
em uma unidade. A partir deste momento existem faces com 
arestas “livres” (ou seja, que não são arestas de outras faces). 

1. iNtRoDuÇÃo

Não distinguimos superfícies que têm a mesma forma, ou ge-
ometria. Assim, uma superfície esférica numa dada posição 
do espaço é identificada com outra superfície esférica do mes-
mo raio noutra posição qualquer do espaço, mas não com a 
superfície de um elipsóide. Para estudar a geometria de uma 
superfície usam-se conceitos como comprimentos, ângulos, 
geodésicas (curvas de comprimento mínimo) e polígonos ge-
odésicos (polígonos cujos lados são arcos de geodésicas).

Como passo inicial para descrever as superfícies classi-
ficamo-las de acordo com uma semelhança mais grosseira, 
em que certos aspetos da sua geometria, como comprimentos 
e ângulos, são ignorados. Mais precisamente, dizemos que 
duas superfícies têm a mesma topologia se é possível defor-
mar uma na outra continuamente (isto é, sem rasgar nem co-
lar). Por exemplo, a superfície de uma esfera tem a mesma 
topologia que a superfície de um elipsóide. No estudo da to-
pologia de uma superfície usam-se certas quantidades, como, 
por exemplo, a característica de Euler, que são invariantes por 
deformações contínuas.

Neste artigo descrevemos de forma elementar o teorema 
de Gauss-Bonnet, que relaciona a geometria de uma super-
fície fechada com a sua topologia. Na secção 2 recordamos 
a fórmula de Euler para poliedros convexos, e definimos a 
característica de Euler de uma superfície fechada qualquer. 
Na secção 3 estudamos a geometria das superfícies dos polie-
dros: definimos o excesso angular de um polígono geodésico, 
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É intuitivamento claro, e pode provar-se rigorosamente1, que 
é possível ir retirando faces com arestas livres de forma a que 
em cada passo as arestas livres formem uma linha fechada 
simples (sem auto-interseções). Se retirarmos uma face com 
uma aresta livre, diminuímos F em uma unidade e A em uma 
unidade, mantendo V constante. Logo,  mantém-
-se constante. Se retirarmos uma face com duas arestas livres 
diminuímos F em uma unidade, A em duas unidades e V 
em uma unidade. Portanto, também neste caso  se 
mantém constante. Quando retiramos todas as faces até só 
restar um triângulo, temos  Logo, 

 para o poliedro inicial.
A superfície de qualquer poliedro convexo tem a mesma 

topologia que a superfície da esfera. Um poliedro com faces 
triangulares induz então uma triangulação da superfície da 
esfera, isto é, uma divisão da superfície da esfera em regiões 
com a topologia de triângulos, que se intersetam ao longo de 
arestas comuns. A demonstração acima pode ser facilmente 
adaptada para mostrar que qualquer triangulação da super-
fície da esfera com F triângulos, A arestas e V vértices sa-
tisfaz . Note-se que isto não tem de ser (e não 
é!) verdade para superfícies com outras topologias, como, por 
exemplo, a superfície de um donut (toro). Continua no entanto 
a ser verdade que para qualquer superfície fechada S o nú-
mero inteiro

não depende da triangulação usada para o calcular, e é o 
mesmo para todas as superfícies com essa topologia. Este nú-
mero chama-se a característica de euler da superfície.

exercício 2.2. Verifique que a característica de Euler do 
toro é zero.

exercício 2.3. Onde é que a demonstração acima de que 
a característica de Euler da esfera é 2 falha no caso do toro?

3. um teoRema De DesCaRtes

Para a fórmula de Euler, a geometria exata da superfície do 
poliedro é irrelevante. Por exemplo, qualquer pirâmide trian-
gular corresponde essencialmente à mesma triangulação da 
superfície da esfera, independentemente de as suas faces se-
rem triângulos equiláteros, retângulos ou de outro tipo qual-
quer. No que se segue, iremos olhar cuidadosamente para a 
geometria da superfície do nosso poliedro [3].

Na geometria habitual do plano, temos o conceito fun-
damental de segmento de reta. Um segmento de reta tem 
a propriedade de ser a linha de comprimento mínimo que 
une os seus dois extremos. Para a superfície de um poliedro 
qualquer (não necessariamente convexo) podemos definir 
um conceito análogo, a que chamaremos arco minimizante. 
O arco minimizante entre dois pontos é a linha desenhada 
sobre a superfície do poliedro que une os dois pontos e tem 
comprimento mínimo (pode existir mais do que um arco mi-
nimizante unindo dois pontos, mas ele é único se os pontos 
estiverem suficientemente próximos). Mais geralmente, cha-
maremos arco de geodésica a qualquer linha que coincida 
com o arco minimizante entre quaisquer dois dos seus pon-
tos, desde que suficientemente próximos. É evidente que a in-
tersecção de um arco de geodésica com cada face do poliedro 
é um segmento de reta (porque senão seria possível diminuir 
o seu comprimento), e que se o arco de geodésica cruza uma 
aresta então os ângulos opostos entre o arco e a aresta devem 
ser iguais (basta “desdobrar” a aresta, como se mostra na fi-
gura 1). Consideraremos apenas arcos de geodésica que não 
contêm vértices do poliedro.

Figura 1: Arco de geodésica num poliedro.
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O facto de as arestas poderem “desdobrar-se” mostra que 
estas, por si só, não introduzem qualquer diferença em rela-
ção à geometria do plano. Por exemplo, os ângulos internos 
de um triângulo geodésico (isto é, uma região do poliedro 
com a topologia de um triângulo cujas arestas são arcos de 
geodésica) que não contenha nenhum vértice do poliedro no 
seu interior somam sempre , mesmo que o triângulo inter-
sete arestas. As diferenças entre a geometria da superfície de 
um poliedro e a geometria do plano estão concentradas nos 
vértices: em geral, os ângulos internos de um triângulo geo-
désico que contenha um vértice no seu interior não somam π. 
Por exemplo, na figura 2 podemos ver um triângulo geodési-
co cujos ângulos internos somam  .

Chamaremos excesso angular de um triângulo geodésico 
à diferença entre a soma dos seus ângulos internos e π. Por 
exemplo, o excesso angular do triângulo geodésico represen-
tado na figura 2 é de  Chamaremos ainda defeito angular 
de um vértice do poliedro à diferença entre 2π e a soma dos 
ângulos do poliedro no vértice em questão. Por exemplo, o 
defeito angular do vértice contido no interior do triângulo 
geodésico da figura 2 é também de  Este facto não é uma 

coincidência: o excesso angular de qualquer triângulo geodé-
sico contendo um único vértice no seu interior é sempre igual 
ao defeito angular desse vértice. De facto, unindo o vértice do 
poliedro aos vértices do triângulo geodésico, como se mostra 
na figura 2, decompomos o triângulo geodésico em três triân-
gulos euclidianos (basta “desdobrar” as arestas apropriadas). 
Os ângulos internos destes três triângulos euclidianos so-
mam um total de 3π, que tem de ser igual à soma dos ângulos 
internos do triângulo geodésico mais a soma dos ângulos do 
poliedro no vértice. Por outras palavras, se  é o excesso an-
gular e  é a soma dos ângulos do poliedro no vértice, temos

exercício 3.1. Dê um exemplo de um poliedro contendo 
um vértice cujo defeito angular seja negativo. Será que este 
poliedro pode ser convexo?

Descartes [4] provou o seguinte teorema:

teorema 3.2. (descartes) Para qualquer poliedro com V vér-
tices, A arestas e F faces, a soma dos defeitos angulares de 
todos os vértices é igual a .

Demonstração. Por um lado, a soma dos defeitos angulares 
é igual a 2πV menos a soma de todos os ângulos do polie-
dro. Por outro lado, a soma de todos os ângulos do poliedro 
é igual à soma dos ângulos de todas as suas faces. A soma 
dos ângulos de uma só face é igual a π vezes o número de 
arestas dessa face menos 2π (ver exercício 3.3). Notando que 
cada aresta pertence a duas faces distintas, temos então que 
a soma de todos os ângulos do poliedro é também igual a 

. Portanto, a soma dos defeitos angulares é
                 

exercício 3.3. Mostre que a soma dos ângulos internos de 
um polígono convexo com n lados é igual a  (Suges-
tão: decomponha o polígono em triângulos).

Alternativamente, o teorema de Descartes pode ser formu-
lado em termos da soma dos excessos angulares de uma de-
composição do poliedro em triângulos geodésicos contendo 

1 Ver por exemplo a prova 13 em [2].Figura 2: Triângulo geodésico contendo um vértice de um poliedro.
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no máximo um vértice no seu interior. Esta versão pode ser 
generalizada para decomposições do poliedro em polígonos 
geodésicos quaisquer contendo um número arbitrário de vér-
tices no seu interior, onde definimos o excesso angular de 
um polígono geodésico com n lados como a diferença entre a 
soma dos seus ângulos internos  

teorema 3.4. (descartes) A soma dos excessos angulares 
de uma decomposição qualquer de um poliedro com V vér-
tices, A arestas e F faces em polígonos geodésicos é igual a 

Demonstração. Ver exercícios 3.5 e 3.6                                   

exercício 3.5. Mostre que o defeito angular do vértice de 
um poliedro é igual ao excesso angular de um polígono geo-
désico com n lados que contenha apenas esse vértice no seu 
interior.

exercício 3.6. Mostre que o excesso angular de um polígo-
no geodésico contendo vários vértices no seu interior é igual 
à soma dos defeitos angulares dos vértices.

Figura 3: Triângulo geodésico na superfície da esfera  

e geodésicas do toro.

4. o teoRema De Gauss-boNNet

Para superfícies curvas gerais é ainda possível definir arcos 
de geodésica. O teorema de Descartes pode então ser genera-
lizado para estas superfícies, aproximando-as por superfícies 
de poliedros2 [6, 7]. 

teorema 4.1. (gauss-Bonnet) A soma dos excessos angulares 
de uma decomposição qualquer de uma superfície fechada S 
em polígonos geodésicos é igual a 

Recorde que um círculo máximo na superfície da esfe-
ra é a interseção desta com um plano que passa pelo centro 
da esfera, como, por exemplo, o equador ou um meridiano.  
Os arcos de geodésica da superfície da esfera são precisamente 
os arcos de círculo máximo (exercício 4.2). É possível dividir 
a esfera em 8 triângulos geodésicos como o que se mostra na 
figura 3, cada um dos quais possui um excesso angular de .  
O excesso angular total é portanto  em conformi-
dade com o teorema de Gauss-Bonnet. 

exercício 4.2. Mostre que os arcos de círculo máximo são 
arcos de geodésica da superfície da esfera. (Sugestão: note 
que a esfera é invariante por reflexões em relação ao plano 
que contém o círculo máximo, e use o facto de que o arco 
minimizante entre dois pontos suficientemente próximos é 
único).

exercício 4.3. Mostre que os “meridianos” e o “equador” 
do toro (figura 3) são formados por arcos de geodésica, e ve-
rifique a validade do teorema de Gauss-Bonnet para esta su-
perfície.

No limite em que os polígonos ficam muito pequenos, a 
soma dos excessos angulares reduz-se ao integral de superfície

onde K é o excesso angular por unidade de área, dito a cur-
vatura da superfície. O teorema de Gauss- Bonnet escreve-se 
então [8]

exercício 4.4. Calcule a curvatura da superfície de uma 
esfera de raio R. (Sugestão: note que a esfera é invariante por 
rotações).
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exercício 4.5. Mostre que em qualquer superfície com a to-
pologia da esfera existem pontos onde a curvatura é positiva.

exercício 4.6. Mostre que a curvatura de uma superfície 
com a topologia do toro não pode ser positiva em todos os 
pontos.

O teorema de Gauss-Bonnet relaciona uma propriedade 
geométrica local (curvatura) com uma propriedade topológi-
ca global (característica de Euler). Ideias deste género revela-
ram-se extraordinariamente férteis, tendo inspirado não só 
as muitas generalizações do teorema de Gauss-Bonnet, que 
vão da teoria das classes características ao teorema do índice 
de Atiyah-Singer, mas, indiretamente, muita da geometria 
do século XX.
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Apresento em baixo duas traduções possíveis da proposi-
ção 8 do livro 2 da Aritmética de Diofanto que fiz a partir 

da edição do texto grego de Paul Tannery. Acrescentei a am-
bas, com numerais árabes, os passos do algoritmo proposto 
pelo matemático grego; o texto original (imagem na página 
seguinte) apresenta o texto corrido sem distinguir as diferen-
tes etapas do argumento.

1. Decompor um quadrado proposto em dois quadrados
2. Proponha-se, pois, decompor o 16 em dois quadrados. 
3. E ponha-se o primeiro N 2 1.
4. Então, o outro será U16 ‒ N 2 1.
5. Então, restará que U16- N 2 1 são iguais a um Q.
6. Formo o Q a partir de N (quantos-quisermos) ‒ U 

(tantas-quantas-é-o-lado-das-U16).  
Seja N2 ‒ U4.

7. Então, o próprio quadrado será N 2 4 U16 ‒ N16.
8. Estes [são] iguais a U16 ‒ N 2 1.
9. Acrescente-se em comum o que está em falta e de 

iguais, iguais.  
Então, N 2 5 [são] iguais a N16. E o N fica 16 quintos.

10. Um será 256/25; o outro 144/25.
11. E os dois juntos fazem 400/25, ou seja, U16. E cada um é 

um quadrado.

1. [enunciação] 
2.  [dados] 
3.  [posição 1, 2]    
4.  [3]        
5.  
6. [5, posição] 
7. [6] 
8. [5,7] 
9. [8]    

  
10. [3, 4, 9]        

 
11.      

     

Algumas expressões visam produzir em português um 
efeito semelhante ao do grego dos manuscritos, e precisam de 
ser descodificadas. Eis a Pedra de Roseta:

1) aBrEViaTUraS. “Q” = ”quadrado” (nos manuscritos, 
a palavra surge muitas vezes abreviada); “U” = “unidades”, 
(o termo monades aparece normalmente abreviada para “M” 
com um pequeno círculo sobreposto); “N” = “número” (vis-

A Aritmética de Diofanto continua, direta ou indiretamente, a promover 
investigação original por parte de matemáticos modernos. Basta lembrar 
que a famosa conjetura enunciada por Fermat à margem de uma edição 
de Diofanto apenas foi demonstrada em 1994. Estamos em boa altura para 
mostrar as dificuldades envolvidas na tradução para português do texto 
original. 
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to que arithmos surge abreviado na maior parte das vezes); 
“N 2 1” = “1 potência”, o texto grego apresenta a expressão 
“D y 1”, que significa “1 dynamis” e é apenas utilizado para ex-
pressar o quadrado da incógnita. As abreviaturas dos manus-
critos correspondem, portanto, à parte literal dos nossos mo-
nómios e o numeral (que em grego é representado por uma 
ou várias letras), ao nosso coeficiente. Eis como a filologia 
ajuda a explicar um pouco de história dos símbolos matemá-
ticos. No entanto, é preciso notar: o manuscrito mais antigo 
de Diofanto é do século XIII e não podemos confirmar se o 
próprio Diofanto escrevia desta maneira.

2) opEraçõES. O símbolo que representa a subtração é, ao 
que parece (nem tudo o que diz respeito à cultura antiga é cer-
to), uma abreviatura da palavra “falta/redução” (em grego: 
leipsis). “Quatro menos dois” 
será, em grego, algo como 
“quatro com falta/redução de 
dois”. A soma não tem símbo-
lo, os elementos a adicionar 
são justapostos: a expressão 
“N4 U2” significa “ ”, ou 
“quatro números e duas uni-
dades”. As frações estão escri-
tas como nós as escrevemos, 
mas com o denominador em 
cima e o numerador em baixo.  
A igualdade não tem símbolo; 
a expressão “é igual a” (isos estin, quando o sujeito é arithmos), 
quando abreviada, limita-se a perder a forma verbal “é” (há 
expressões alternativas para indicar resultados: “a soma é...”, 
“o número fica...”).

3) apLiCação DE LEiS aLGéBriCaS. “Acrescente-se em co-
mum o que está em falta e de iguais, [tire-se] iguais” = “Some-
-se a ambos os membros os termos negativos e reduza-se os 
termos semelhantes”. Por vezes, Diofanto não as explicita.

4) oUTroS aSpEToS LiNGUÍSTiCoS. A linguagem é, por 
vezes, geométrica, daí a utilização de termos como “lado”, 
para “raiz”. Mantive artigos, onde o português os não usa: 
“decompor o [número] 16”.

Façamos uma experiência de leitura (passo 6): “Formo o 
quadrado a partir de tantos números quantos quisermos me-
nos tantas unidades quantas é o lado das 16 unidades. Seja 
dois números menos quatro unidades”.

Traduzir, já está. Entender a solução não parece compli-
cado: o passo fundamental é o sexto, no qual Diofanto for-
ma um quadrado a partir da expressão ; a partir 
daqui, é fácil.

O problema é que Diofanto não apresenta justificação 
para este passo, por mais evidente ou trivial que possa pa-
recer. Não conhecemos o seu método de descoberta; não 
conseguimos reconstruir as etapas do desenvolvimento 
histórico desta solução particular, não temos a certeza de 
ter percebido bem a razão por que a solução funciona sem-
pre. Geometricamente, o problema reduz-se a transformar 
um gnómon num quadrado, o que se pode fazer (e demons-
trar) facilmente recorrendo a Elementos 2.14 (quadratura de 
um paralelogramo), depois de se ter transformado o gnó-

mon num retângulo (por meio de cons-
truções elementares do livro primeiro 
dos Elementos e do teorema quinto do 
livro segundo). Diofanto, no entanto, 
não faz geometria e, no seu argumen-
to, limita-se a criar uma posição (o que 
isto significa para ele é discutível; outro 
tipo de posição corresponde ao passo 
3). A sensação para quem lê é mais ou 
menos a mesma que ler um problema 
dos Elementos que só apresenta a parte 
da construção e não a da demonstração. 
O assunto não é menor. Provavelmente 

depois de ter perdido muitas horas a tentar entender ou 
explicar o passo, um comentador do século XIII não aguen-
tou mais e desabafou noutra nota famosa que permanece 
à margem do manuscrito de Madrid da Aritmética (Codex 
Matritensis 48): “A tua alma esteja com Satanás, Diofanto, 
por causa da dificuldade dos outros teoremas e, principal-
mente, deste teorema aqui.” Não sei se Fermat tinha a solu-
ção para a sua conjetura. O que sei é que há os que tentam e 
desesperam e há os que tentam e estabelecem uma agenda. 
E também fica claro que a magia da matemática antiga não 
está, às vezes, nos resultados que deixa bem estabelecidos, 
mas nos que deixa em aberto.

Já agora, aqui fica a nota de Fermat, como consta na pá-
gina 61 da edição da Aritmética de Diofanto de 1670), com 
cada expressão traduzida para português, para cumprir o 
título deste pequeno artigo de forma mais completa:
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Cubum (um cubo) autem (por outro lado) in duos cubos (em 
dois cubos), aut (ou) quadratoquadratum (um quadradoqua-
drado) in duos quadratoquadratos (em dois quadradoqua-
drados) et (e) generaliter (em geral) nullam (nenhuma) in 
infinitum (até ao infinito) ultra quadratum (maior que o qua-
drado) potestatem (potência) in duos (em dois) eiusdem (do 
mesmo) nominis (nome) fas est (é possível) diuidere (dividir) 
cuius (deste) rei (facto) demonstrationem (uma demonstra-
ção) mirabilem (extraordinária) sane (verdadeiramente) de-
texi (descobri). Hanc (esta) marginis (da margem) exiguitas 
(a estreiteza) non (não) caperet (poderia conter).

Tradução corrida: “Por outro lado, não é possível dividir 
um cubo em dois cubos, ou um biquadrado em dois biquadra-
dos, nem, em geral, uma potência maior do que o quadrado, 
até ao infinito, em duas do mesmo nome [= em duas potências 
com o mesmo expoente]. Descobri uma demonstração verda-
deiramente admirável deste facto, mas a estreiteza desta mar-
gem não a poderia conter.”

É ou não verdade que o latim confere a tudo um toque mais 
clássico?
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onde se deve colocar  
o leitor para que  

um amigo seu o veja  
de uma determinada maneira?  
a geometria oferece  
muitos exemplos concretos  
deste tipo de questão,  
bastante antiga,  

mas sempre atual.

1. iNtRoDuÇÃo

Durante o meu trabalho como bolseiro do programa Novos 
Talentos em Matemática, corria o ano de 2009/2010, foi-me 
proposto o seguinte problema de geometria euclideana ele-
mentar:

Problema 1.1 Dados um ponto P e uma rotação  de centro 
 determinar o lugar geométrico dos pontos X tais que 

X, P e  são colineares.

Uma vez resolvido, o trabalho seguiu no sentido de arran-
jar generalizações que o enquadrassem, e assim nasceu este 
artigo. Aqui, propomo-nos estudar a seguinte variante, que, 
numa formulação geral, pode ser enunciada como se segue:

Problema 1.2 Dados no plano euclideano, , um pon-
to P, uma transformação geométrica f e uma amplitude 

, determinar , o lugar geométrico dos pontos X 
do plano tais que .

Assumimos que todos os ângulos são orientados no sen-
tido dos ponteiros do relógio, como usual. Restringiremos 
o nosso estudo ao caso em que f é uma isometria do plano: 
uma transformação geométrica tal que para todos os pontos 

 se tem . 

Figura 1: A imagem de um triângulo  é congruente  

com o mesmo (LLL).

Figura 2: Preservação e reversão da orientação de ângulos.

Na fonte bibliográfica, o leitor poderá confirmar que as 
isometrias do plano estão totalmente classificadas, dividin-
do-se nos seguintes quatro tipos: translações, rotações, reflexões 
e reflexões deslizantes, cuja descrição veremos resumidamente 
no decorrer deste artigo. Usualmente, costuma chamar-se às 
primeiras duas, as isometrias positivas, e às duas últimas, as 
negativas. Esta nomenclatura lembra justamente uma analo-
gia com a operação de multiplicação de números positivos e 
negativos: se compusermos (multiplicarmos) duas isometrias 
com o mesmo sinal, obtemos uma isometria positiva, caso 
contrário, uma negativa. As primeiras preservam os ângulos 
e a sua orientação, ao contrário das segundas, que a rever-
tem. Em particular, dados três pontos no plano, A, B e C, 
temos , se f for uma isometria posi-
tiva, e  se for negativa, como se 
mostra na figura 2, abaixo.

Veremos que os lugares geométricos  associados aos 
elementos das isometrias positivas é o mesmo: arcos de cir-
cunferência, em geral, determinados pela isometria dada. No 
caso das isometrias negativas, os lugares geométricos estarão 
contidos em hipérboles equiláteras: aquelas cujas assíntotas são 
perpendiculares. Em qualquer das situações, eventualmente, 
estes lugares poderão compreender retas ou seus subconjun-
tos: segmentos, semirretas, uniões destes, etc. Vamos usar 
duas abordagens diferentes: na primeira parte, no caso das 
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isometrias positivas, recorremos às ferramentas da geometria 
sintética, fazendo uso sistemático do Teorema do Arco Capaz 
e explorando as propriedades das transformações em causa. 
Na segunda, entrando no mundo das cónicas, optaremos  
pelas técnicas da geometria analítica para a determinação e 
a classificação dos lugares . Para que este artigo não fique 
muito extenso, deixaremos, em certos casos, ao cuidado do 
leitor, a determinação do lugar  (o primeiro dos quais é 
aquele em que f = identidade), bem como a verificação cuida-
dosa de algumas afirmações. Para finalizar esta introdução, 
advertimos que os ângulos  devem ser con-
siderados como definindo um só ângulo, que identificamos 
pelo representante pertencente ao intervalo 

2. o teoRema Do aRCo Capaz

Começamos o nosso estudo, recordando um dos primeiros re-
sultados da geometria euclideana, o Teorema do Arco Capaz:

teorema 2.1 A amplitude de um ângulo inscrito numa cir-
cunferência é igual a metade do arco por ele subentendido.

A figura 3 sugere uma linha de demonstração que o leitor 
poderá ter interesse em seguir, mas não vamos aqui adian-
tar-nos mais relativamente a este teorema. Um tratamento 
detalhado pode ser encontrado na fonte bibliográfica. Muito 
importante para este artigo é a seguinte consequência, que 
em si é já um problema de lugares geométricos, e que lhe vem 
frequentemente associada.

corolário 2.2 Dados dois pontos distintos   
e , o lugar geométrico dos pontos X tais que

é um arco de circunferência de extremidades P e Q, dito  
o arco capaz de ângulo  relativamente a P e Q.

Note-se que, estando a trabalhar com ângulos orientados, 
isto define um e apenas um arco de circunferência, e não 
dois, como seria o caso se medíssemos o ângulo de outra ma-
neira. Na fonte bibliográfica, esta é a situação considerada, e 
também aí o leitor pode encontrar a demonstração cuidada 
do corolário respetivo, o que aqui não faremos. A represen-
tação gráfica destes arcos, para diversos valores de , pode 
ver-se na figura 4.

Figura 3: Teorema do Arco Capaz.

Figura 4: Arcos Capazes.

Como se pode visualizar, cada ponto do plano pertence a 
um e a um só arco capaz. Por simplicidade de notação, deno-
taremos por  o arco capaz de ângulo  relativamente aos 
pontos P e Q subentendidos. Observe-se que aqui importa 
a ordem em que os enunciamos: dizer “... relativamente a P 
e Q não é o mesmo que dizer “...relativamente a Q e P”, mas 
ao longo deste texto usaremos sempre a primeira formu-
lação. Em geral, dada a isometria f e o ponto P, tomaremos 

. Sem considerar complicações circunstanciais 
que possam existir, o resultado acima diz-nos onde se deve 
colocar um observador no plano para ver um determinado 
segmento sobre um certo ângulo, uma situação do quotidia-
no donde pode advir este tipo de questões. Vamos então ver 
como a partir deste primeiro problema de lugares geométri-
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Como o leitor pode adivinhar, pretenderemos reduzir o 
nosso problema em qualquer uma das isometrias positivas 
ao Teorema do Arco Capaz. Para isso, quer num caso, quer 
noutro, penso que é natural assegurarmo-nos de que algu-
ma quantidade angular, a determinar, permaneça constan-
te, independentemente do ponto do lugar geométrico  que 
consideremos. Pois bem, ela existe, e pode até ser obtida da 
mesma maneira, quer f seja uma translação ou uma rotação: 
fixada a isometria f consideramos a seguinte função:

.
Creio que a introdução desta função traz algumas van-

tagens estéticas a uma abordagem caso a caso e, sobretudo, 
permitirá estabelecer um paralelo interessante entre os dois 
tipos de isometria, como o leitor poderá constatar. O seguinte 
resultado, sugerido pela figura 5, contém a informação prin-

cos, se podem obter outras variac õ̧es que lhe estão ligadas. 
No texto seguinte, quando nos referirmos ao Teorema do 
Arco Capaz, estamos a focar especialmente este seu corolário.

3. tRaNslaÇões

Nesta secção, vamos estudar a resolução do problema no caso 
mais simples das isometrias positivas depois da identidade: 
aquele em que f é uma translação dada por um vetor , não 
nulo, ou seja, . Sem mais demoras, vejamos a 
resposta.

teorema 3.1 Nas condições do problema 1.2, se f for uma 
translação definida como acima, então o lugar geométrico  
é o arco capaz .

cipal para a resolução deste problema, pois diz-nos exata-
mente como  se comporta para as translações.

Figura 5: Arco Capaz associado a  e .

Figura 6: Simetria Central de centro M.

Lema 3.2 Sejam f uma translação diferente da identidade  
e  dois pontos quaisquer. Então, .

Prova: Seja M o ponto médio do segmento , que tam-
bém é ponto médio do segmento . Considere-se ain-
da , a rotação de centro M e amplitude . Sendo uma isome-
tria positiva,   preserva os ângulos e a sua orientação, donde

e portanto concluímos que .             

Diz-nos este lema que, independentemente da translação 
tomada e dos pontos escolhidos,  toma sempre o mesmo 
valor. É um resultado forte, pois só pedíamos que  fosse 
constante para cada translação, mas obtivemos mais: é cons-
tante igual a 0 para todas! Arranjamos assim a tal quantidade 
angular invariante, ficando só a faltar a sua relação final com 
o problema. Não falta muito. De facto,  é a ponte para a mar-
gem do Teorema do Arco Capaz, o que permite demonstrar o 
teorema 3.1 assim:

 
Prova: Usando o lema anterior, para um ponto genérico do 
plano, X, temos que 

.
Pelo Teorema do Arco Capaz, concluímos então que 

.                 

A função  resolve o nosso problema no caso das isome-
trias positivas, pois, como veremos, sobre certas condições,  
é também constante quando f é uma rotação.
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4. RotaÇões

Nesta secção, veremos o caso em que f é uma rotação de ângu-
lo  (no intervalo ) em torno de um centro O. Deixamos 
ao cuidado do leitor a análise dos lugares  quando o centro 
da rotação é o próprio ponto P. Assumimos então, de agora 
em diante, que é diferente, e uma vez que 
tem-se também . Relembro o leitor que .

teorema 4.1 Nas condições do problema 1.2, se f for uma ro-
tação definida como acima, o lugar geométrico  é o arco 
capaz .

a demonstração deste lema, deve o leitor recordar-se das se-
guintes duas identidades: dados quatro pontos distintos dois 
a dois A, B, C, D, no plano, valem

               (1)
.                        (2)

Talvez possa ser útil pegar num papel e desenhar os pon-
tos, por exemplo um quadrilátero direitinho A B C D e uma 
disposição  tal como abaixo. 

Figura 7: Arco Capaz .

A figura acima sugere uma situação possível e também 
uma possível linha de prova: é verdade que a imagem de 
uma reta por uma rotação é outra vez uma reta, e ainda que 
o ângulo entre estas está bem relacionado com o ângulo de 
rotação. Por exemplo, na figura é exatamente igual ao ângulo 
de rotação, pois tomamos uma rotação de ângulo inferior a 

. Haveria contudo certos cuidados a tomar no caso geral, e 
dispenso-me de os tomar aqui, pois seguiremos por outra 
via. Pretendemos, à semelhança da secção anterior, avaliar a 
função . Eis a resposta:

Lema 4.2  Sejam f uma rotação de ângulo  em torno de 
O, e  dois pontos tais que  Então

.

Tal como atrás, a função  é também constante se fixar-
mos a rotação e considerarmos que , pois de 
outro modo seria . Contudo, aqui a constante depende 
da rotação, e transparentemente! Antes de seguirmos para 

Figura 8: Identidades

Por exemplo, no caso da segunda identidade, podemos 
imaginar um observador em  a olhar para . Seguida-
mente, roda sobre si próprio de modo a olhar para : rodou 

. Repetíamos o argumento mais duas vezes, de acor-
do com a identidade, e no final o observador ficava a olhar 
para  outra vez. No total, é como se não tivesse rodado, ou 
rodado 0 radianos. Passamos então à demonstração do lema.

Prova: Considerando, na primeira identidade, os pontos 
O,  B,  A,  f(B), e na segunda, os pontos O,  A,  f(A),  f(B), temos, 
respetivamente,

.
Somando as duas equações, e fazendo algumas observações 
convenientes, tais como

donde procede o cancelamento de alguns termos, ou 
, concluimos, como queríamos, que 
 exceto se tivermos verificado que os pon-

tos são distintos 2 a 2! De facto, não têm de ser, mas a hi-
pótese exigida no lema de que  deixa apenas 
como trabalho extra, a verificação quando  ou ,  
o que não deve constituir dificuldade alguma para o leitor. 

Concluimos a prova do teorema 4.1 analogamente ao caso 
das translações,



51um pRoblema De luGaRes GeomÉtRiCos  •  David mesquita

Prova: Na notação do lema anterior, para cada ponto 
 do plano, temos , ou seja,

Portanto, pelo Teorema do Arco Capaz, .               

A título de curiosidade, deixo como corolário o caso par-
ticular que motivou todo o artigo, precisamente aquele em 
que consideramos  conjuntamente, pois isto traduz 
a colinearidade em causa.

corolário 4.3 Dados 2 pontos distintos O,P e uma rotação f de 
ângulo  e centro O, o lugar geométrico dos pontos X tais que 
X, P e f(X) são colineares é:

• a reta PQ, se ;
• a circunferência que passa por P, O e Q, caso contrário;

pomos ser o eixo dos , e que o ponto P é o ponto de coor-
denadas (0, 1). Com esta notação, a reflexão em r é a aplicação 

teorema 5.1 Nas condições do problema 1.2, se f for uma re-
flexão simples definida como acima, o lugar geométrico  
está contido numa hipérbole equilátera que passa por P e Q.

Uma descrição mais precisa de  vai ser dada mais adian-
te em termos analíticos. Para relacionar algebricamente o ân-
gulo  com a posição dos pontos de , optaremos pela fór-
mula do produto escalar:

  . cos( ).                 (3)
Fixado  e o ponto P,  estará contido no conjunto dos 

pontos que satisfazem a equação 3. Devido ao facto de a fun-
ção cosseno ser par, a equação 3 contém não só , como tam-
bém . Por conveniência computacional, trabalharemos 
antes com o quadrado desta equação que incluirá também 

 e . Com isto em mente, passamos à demonstração 
do teorema acima.

Prova: Seja  um ponto genérico de . Defi-
nindo , o quadrado de (3) traduz-se em (verificar!)

.        (4)
Podemos simplificar a equação acima relembran-

do a identidade de Lagrange, da Teoria dos Números: 
, para a,b,c,d . 

Assim, a equação (4) traduz-se em
.            (5)

Há um caso na equação (5) que merece uma menção espe-
cial. Se , ou seja, se , esta reescreve-se como 

. Portanto, aqui o conjunto solução é constitúıdo pe-
los eixos coordenados dos  e dos :  consiste no eixo 
dos  e no segmento [PQ] e  no eixo dos , excluindo 
este último segmento. Nos restantes casos, (5) admite uma 
forma equivalente mais conveniente,

.
Pela lei do anulamento do produto, resta-nos verificar 

quando os fatores se anulam. Sem nos determos mais nos 
cálculos subsequentes, informamos apenas que as equações 
resultantes conduzem efetivamente a hipérboles equiláte-
ras. Pode verificar-se que elas são simétricas relativamente 
ao eixo dos , ambas contendo os pontos P e Q, como a  

Figura 9: Ilustração do corolário para 

Observe-se que o nosso lugar procurado é, em virtude do 
teorema 4.1, justamente . A razão pela qual estas 
duas curvas formam ou uma circunferência ou a reta PQ é 
precisamente porque  condição necessá-
ria e suficiente para o propósito:  e  formam ou uma cir-
cunferência ou a reta PQ se e somente se .

5. ReFleXões

No caso das reflexões simples, agora no mundo das isome-
trias negativas, vamos obter lugares geométricos de um 
tipo diferente: porções de ramos de hipérboles equiláteras. 
Para o determinarmos, vamos usar as técnicas da geometria 
analítica. No referencial cartesiano xOy, supomos que f é a 
reflexão sobre a reta r que, sem perda de generalidade, su-
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figura 10 ilustra.Podemos investigar ainda em qual das 
hipérboles o nosso lugar  assenta. É deixado ao cui-
dado do leitor verificar que se trata da hipérbole , de 
equação , sendo que:

• se 
• se , onde Q  

designa o i-ésimo quadrante.
Com isto, quase concluímos o nosso estudo do pro-

blema 1.2 para o caso das reflexões. Faltaria ver a situa-
ção na qual o ponto P pertence à reta r, caso que deixa-
mos como exercício verificar que o lugar procurado é em 
geral retilíneo (qual?...).

Figura 10: Os 4 lugares 

Figura 11: Os 4 lugares 

6. ReFleXões DeslizaNtes

Este caso é muito semelhante ao anterior, pelo que o apresenta-
remos resumidamente. Uma reflexão deslizante  sobre uma 
reta r é a composta  de uma reflexão (simples) R, sobre r, se-
guida de uma translação T de vetor , não nulo, segundo 
a direção de r. Mais uma vez, se suposermos, sem perda de ge-
neralidade, que r é o eixo dos , e portanto,    
podemos descrever a reflexão deslizante como a aplicação 

teorema 6.1 Nas condições do problema 1.2, se f for uma refle-
xão deslizante definida como acima, o lugar geométrico  está 
contido numa hipérbole equilátera que passa por P e Q.

Usando uma mudança de coordenadas apropriada do nosso 
referencial, dada por  e , poderíamos proceder 
literalmente como na secção anterior e obter o mesmo tipo de 
conclusões. Assim,  apresento aqui apenas uma figura ilustrati-
va do resultado final (figura 11).

O lugar  está contido numa porção de hipérbole, desta vez 
transladada da posição canónica que, de resto, tem uma descri-
ção semelhante às hipérboles do caso anterior.
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xou escola. Depois dele, a Universidade esteve 30 anos sem 
cátedra de Matemática. De resto, a relação dele com os Desco-
brimentos tem sido, por ingenuidade ou por ideologia, muito 
mal interpretada: ele foi um cientista puro, e as suas maio-
res descobertas matemáticas (os crepúsculos, a descrição da 
curva loxodrómica, o nónio) são completamente irrelevantes 
para a navegação. Muito provavelmente, Nunes nunca pôs o 
pé num navio. O que ele fez foi matemática pura, tal como 
nós fazemos. Se souberes que um teorema teu tem uma apli-
cação prática na indústria ou na produção, ficarás satisfeita, 
claro. Mas a tua motivação era intelectual, era quebrar aquela 
noz matemática, dar resposta à questão matemática. O teu 
interesse intelectual provavelmente terminou quando aca-
baste a demonstração, escreveste QED e mandaste o artigo 
para publicação. É hoje claro que Pedro Nunes funcionava 
assim ‒ como um matemático.

iSaBEL Um amigo dos meus pais estudava um inseto que 
transmite uma doença tropical e dizia “Eu faço investigação 
pura em um animal aplicado”. Acho que é isso que você quer 
descrever.
Sobre o Pedro Nunes ‒ tanto quanto sei, ele foi mesmo uma 
singularidade, como matemático, mas não foi uma singulari-
dade cultural: ele viveu em um período de florescimento cul-

apReseNtaÇÃo

JorGE BUESCU é meu “irmão matemático” ‒ tivemos o mes-
mo orientador no doutoramento ‒ mas Jorge saiu mais ao 
“pai” e, além de investigação, faz divulgação da matemática 
que os leitores da Gazeta conhecem bem. Conversar com ele é 
um prazer. Divagamos sobre vários temas e os assuntos pare-
cem nunca terminar. Concordamos sobre muitas coisas, mas 
não sobre a quantidade adequada de gerúndios, nem sobre 
ortografia. Nesta conversa, cada um de nós usa aquela em 
que se sente mais confortável, o que é uma boa maneira de 
representar um sotaque lisboeta em conversa com um sota-
que carioca.

CoNveRsa

iSaBEL Uma vez F. Hirzebruch (que infelizmente morreu em 
junho deste ano) me perguntou quem eram os grandes nomes 
da matemática em Portugal. Eu respondi “Pedro Nunes” e 
expliquei quem era. Do século XX dei mais uns exemplos. Ele 
então perguntou o que tinha acontecido nos intervalos, por 
que eram tão poucos? E eu fiquei baralhada para responder. 
Acho que você sabe alguma coisa sobre esses intervalos.

JorGE Pedro Nunes foi um grande matemático, o maior da 
Península Ibérica no século XVI, mas foi uma singularidade. 
Não foi produto de uma plêiade de matemáticos, nem dei-

isabel labouRiau CoNVErSa CoM

joRGe buesCu
Jorge Buescu não precisa ser apresentado aos leitores da Gazeta de Mate-
mática. Esta conversa sobre as suas preocupações com a matemática em 
Portugal serve como aperitivo para o seu mais recente livro.
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tural, em que além de descobrimentos acontecia muita coisa. 
Minha ignorância ainda dá para dar como exemplo a botâni-
ca (Garcia da Orta) e a literatura. Em épocas assim, quem tem 
potencial para fazer bem alguma coisa, tem uma chance alta 
de ter sucesso.

JorGE Sim, embora a matemática tenha uma característica 
altamente diferenciadora: o seu carácter cumulativo. É pos-
sível ser poeta sem ter lido os clássicos, é possível estudar 
escrupulosamente a História do século XIX tendo apenas 
uma vaga ideia sobre as invasões bárbaras, é possível ser um 
bom músico desconhecendo Bach (aliás, J. S. Bach foi virtual-
mente esquecido após a sua morte, tendo sido redescoberto 
por Mendelssohn no século XIX, mas não deixaram de surgir 
génios como Mozart ou Beethoven!).

iSaBEL Acho que essa história do esquecimento de Bach é um 
mito urbano. Li que ele continuou a ser conhecido. Todos es-
tudavam Bach como exercício de execução e de contraponto, 
mas não o tocavam em público. Como agora nos conservató-
rios estuda-se Czerny ‒ e às vezes o velho João Sebastião re-
cebe o mesmo tratamento. A ”redescoberta” de Mendelssohn 
foi mostrar que a música de Bach continuava a ser um grande 
espetáculo. Mas isso não invalida o seu argumento.

JorGE No entanto, não é possível integrar fracções racionais 
sem saber dividir polinómios, nem fazê-lo sem saber a regra 
de Ruffini, e por aí abaixo até ao algoritmo da divisão (intei-
ra!). É tão errado, a tantos níveis, dizer-se que os meninos [do 
1.º ciclo] já não precisam de aprender a dividir porque agora 
há calculadoras!

iSaBEL E podem até não aprender a dividir (eu não concor-
do, mas, enfim, suponhamos que possam), mas não podem 
deixar de aprender a pensar e a lidar com a abstração. Os 
meninos precisam disso como formação do cidadão, e todos 
precisamos que isso aconteça para termos a possibilidade de 
ter cientistas, em particular para criar o ambiente que facilita 
ter bons matemáticos.

JorGE A inexistência de matemática de altíssimo nível em 
Portugal até ao século XX (com duas excepções, Anastácio da 
Cunha e Gomes Teixeira, que são apenas mais duas estrelas 

cadentes que aterraram 
aqui) é reflexo, por um 
lado, da mediocrida-
de histórica do siste-
ma educativo e, por 
outro do facto de essa 
mediocridade ser em 
matemática implaca-
velmente cumulativa e 
indisfarçável. É esta a 
tese essencial do meu 
ensaio “Matemática em 
Portugal: uma questão 
de Educação”. Mas o 
atraso é histórico e im-
pregna todo o sistema 
de ensino. Em Portu-
gal, em 1881, a taxa de 
analfabetismo era 80%; na Alemanha, Inglaterra, Noruega e 
Dinamarca, variava entre 0% e 1%. A 4.ª classe só se tornou 
universalmente obrigatória há meio século!
Muitas vezes me dizem que Portugal tem um problema com 
a matemática. Eu acho que a matemática só é um problema 
para todos porque é a ponta mais visível do icebergue. Todos 
os alunos têm Matemática até ao 9.º ano, e todos, excepto os 
de Humanidades, até ao 12.º ano. O verdadeiro drama não 
está na Matemática- disciplina, mas na Educação.

iSaBEL “Ter Matemática” não é o mesmo que ”aprender mate-
mática”, mas pelo menos é a possibilidade de aprender.

JorGE É verdade. Todos devem aprender matemática! Mas 
não podemos ceder à tentação do facilitismo se queremos 
atingir a excelência. O talento matemático é algo que vai para 
além da mera aprendizagem. Por um lado, está distribuído 
de forma igualitária do ponto de vista geográfico. Não é, à 
partida por se ser filho de um pastor ou ter nascido nos antí-
podas que se é mais ou menos dotado a priori. Mas atingir a 
excelência matemática exige cumulativamente várias condi-
ções: um ensino não-superior exigente para todos, acoplado 
a um sistema de detecção e selecção precoce dos verdadeiros 
talentos, a quem será dada uma preparação específica para 
nutrir adequadamente o talento.

Jorge Buescu 
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iSaBEL A matemática nisso tem uma vantagem: é mais in-
dependente do contexto cultural. Música ou literatura, por 
exemplo, são mais dependentes de contexto.

JorGE Dou no meu ensaio o exemplo das Medalhas Fiel-
ds de 2010. Em 2010 os distinguidos foram o francês Cédric 
Villani, o vietnamita de escola francesa Ngô Báu Châu,  
o russo Stanislav Smirnov e o israelita Elon Lindens-
trauss. A sua origem revela bem que o talento matemático 
não é genético, parecendo, pelo contrário, uniformemente  
distribuído do ponto de vista geográfico (Vietname, Rússia, 
França, Israel).

iSaBEL Bem, o seu exemplo não é tão uniforme, são todos 
do Hemisfério Norte, mas claro que estão muito espalhados 
pelo planeta.

JorGE O verdadeiro talento matemático tem de ser detecta-
do muito cedo e treinado de forma muito específica com mé-
todos de élite para se conseguir resultados muito excepcio-
nais. Isso aconteceu com todos os medalhados de 2010. Em 
França, onde estudaram Villani e Châu, os alunos especial-
mente talentosos são recrutados muito cedo pelas chamadas 
classes préparatoires, programas de élite para jovens dotados. 
Diz Villani: “Há um ‘antes’ e um ‘depois’ das classes pre-
paratórias. Aprende-se muitíssimo, de forma extremamente 
intensa. Guardo uma recordação fantástica dos preparató-
rios; o que se trabalhava! Era muito motivador.” Lindens-
trauss é um graduado do Talbiot, um programa de élite da 
Defesa Israelita para jovens, que selecciona 50 cadetes entre 
mais de 10.000 candidatos que tenham demonstrado talen-
to excepcional em ciências e matemática. E Smirnov é um 
produto da escola russa, que desde os tempos da URSS sem-
pre esteve na vanguarda da detecção e do desenvolvimento 
precoce do talento matemático, por exemplo, com os clubes 
matemáticos especiais para jovens criados por Andrei Kol-
mogorov e Dmitri Egorov no início do século XX.

iSaBEL Havia a escola secundária criada por Kolmogorov, 
que acho que ainda existe. E o Vietname teve por muito 
tempo uma escola especial para estudantes que gostavam 
de matemática. Olhando para os resultados, acho que ainda 
deve ter.

Voltando à História, não sei o que se passou com Anastácio 
da Cunha, mas Gomes Teixeira também não deixou escola, 
que eu saiba. Logo a seguir, começou alguma efervescência 
matemática na primeira metade do século XX, que foi inter-
rompida de repente. Novo crescimento a partir dos anos 70...

JorGE Anastácio da Cunha teve um percurso pessoal muito 
complexo, morrendo aos 39 anos. Foi afastado da universi-
dade e a sua obra, em que antecipava Lagrange e Cauchy, 
foi escrita em português, desconhecida da Europa culta e 
apenas traduzida e publicada em Paris em 1811, pelo que ele 
foi infelizmente quase desconhecido pela comunidade cien-
tífica. Gomes Teixeira, entre os séculos XIX e XX, não deixou 
escola directa, mas deixou sementes, nomeadamente mos-
trando com o exemplo a importância da internacionalização 
para a profissão (mais de 100 publicações internacionais!) e 
fundando o Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronomicas, a 
primeira publicação científica portuguesa. E num certo sen-
tido foi o precursor da simultaneamente brilhante e dramá-
tica Geração de 40, a que dedico todo um capítulo do ensaio.

iSaBEL Ele era tão internacional que o seu “Traité des Cour-
bes Spéciales Remarquables”, de 1908, foi reeditado em 1971 
pela Chelsea e em 1995 pela Jacques Gabay. 
De modo que, mesmo com tantas interrupções, agora temos 
matemáticos. Quantos matemáticos ativos há hoje em Portu-
gal? No meio dos anos 80, eu tinha uma estimativa otimista 
de 100 matemáticos, agora há departamentos inteiros desse 
tamanho, com a maioria ativa em investigação. Faz-se ma-
temática de primeira, e até exportamos matemáticos, mas 
muitas outras coisas não mudaram.

JorGE É muito difícil fazer uma estimativa! Recordo-me de 
que no final dos anos 90 a EMS1 (que faz agora 20 anos) tentou 
estimar o número de matemáticos activos na Europa dando 
uma definição de matemático activo no ano n uma pessoa 
que nos cinco anos precedentes tivesse publicado pelo menos 
três artigos revistos nos Mathematical Reviews ou Zentralblatt 
für Mathematik (ou ambos, evidentemente). Essa definição se-
ria implementada pelas sociedades científicas de cada país  
e a contabilização feita pela EMS. Tanto quanto sei, no en-
tanto, esse projecto nunca chegou a ser concretizado, o que 
dificulta estas estimativas.
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iSaBEL A IMU (International Mathematical Union) publicava 
periodicamente um “World Directory of Mathematicians”, 
feito consultando academias de ciências de vários países 
e usando uma definição como essa, que foi variando com 
o tempo, e que permitia uma pequena porcentagem de ex-
ceções. Lembro que eu tentei entrar para a lista quando era 
muito principiante e os artigos estavam aceites, mas não pu-
blicados. Ainda tenho a carta em que me recusaram a entra-
da [risadas]. Depois de 2002 a IMU desistiu disso, porque a 
lista estava ficando enorme e não valia a pena. Substituiu a 
lista por uma recomendação de que todo matemático tenha 
uma página web2. Eles têm também uma lista de endereços 
de páginas web de matemáticos3. Só que a lista é de entrada 
voluntária, de modo que é muito pequena: 2017 pessoas, 27 
de Portugal. Eu estou, você não está! A verdade é que essas 
listas ficaram menos importantes, porque é mais fácil googlar 
o colega para encontrar a página.

JorGE Que vergonha! Eu estava no World Directory of Ma-
thematicians, e agora não estou nessa! Tenho de corrigir isso 
depois da publicação desta entrevista! Nestas condições, 
uma estimativa só pode ser uma educated guess. No entan-
to, há uma verdade incontornável: nas duas últimas déca-
das foram realizados progressos extraordinários no ensino 
e na prática da ciência em Portugal. Houve em particular 
um grande investimento na profissionalização e na interna-
cionalização da ciência. Consultando as Mathematical Re-
views, as páginas de muitos dos nossos departamentos de 
matemática, e tendo em conta a fracção de matemáticos por-
tugueses que, por várias razões, optam por não regressar 
(dois dos mais bem-sucedidos, a Ana Rita Pires, que está em 
Cornell, e o André Neves, que está no Imperial College, são 
oradores convidados do ciclo “Matemática, a Ciência da Na-
tureza” a decorrer na Fundação Gulbenkian até dezembro), 
a minha estimativa actual seria 300. Como no filme baseado 
no comic do Frank Miller!
No entanto, temos de ser prudentes. Tudo isto é muito recen-
te e frágil. E de facto estamos ainda longe de um patamar 
superior de qualidade e visibilidade para a comunidade ma-
temática portuguesa: vencer grandes prémios internacionais,  
vê-la sistematicamente representada nos corpos editoriais 
das melhores publicações e júris... Esse é um salto qualitativo 
que, se seguirmos as melhores práticas de ensino e investi-

gação, talvez possa ser dado pela próxima geração. Talvez se 
na altura ainda houver reformas, possamos assistir a isso to-
mando uma cerveja, Isabel?

iSaBEL Acho que já escapamos do karma dos 300 espartanos. 
Meu chute é à roda dos 500 para residentes em Portugal. Mas 
claro que não espero que o número quintuplique ou mesmo 
triplique nos próximos 30 anos. Acho que não vou estar em 
condições de tomar cerveja nessa altura, é melhor irmos to-
mando as cervejas sem esperar tanto. Esse crescimento não 
foi só em Portugal, como se vê pela desistência da IMU, mas 
acho que aqui foi especialmente grande.

JorGE Sem dúvida, e essa é uma falácia que muitas vezes se 
ignora ao apresentar estatísticas oficiais de crescimento em 
bruto. Registar a evolução em Portugal ignorando que o mun-
do exterior também cresceu é um erro básico. Numa estima- 
tiva rápida, verifiquei que entre 1990 e 2010 o número de pu-
blicações matemáticas com autores portugueses cresceu por 
um factor de 5. Mas nesse período o número de publicações 
matemáticas a nível mundial cresceu por cerca de um factor 
de 2 (fonte: Maths Reviews). Portanto o crescimento relativo 
foi apenas de um factor de 2,5. Acredito que números corres-
pondentes utilizando outros indicadores sejam semelhantes. 
Um crescimento real, mas bastante longe da euforia anuncia-
da oficialmente.

iSaBEL O tal salto qualitativo precisa ter base estatística 
para acontecer, e agora começamos a ter. O perigo são as 
interrupções.

JorGE Sim, continuamos com fragilidades estruturais pre-
ocupantes, uma das quais é a dependência quase total da 
actividade de investigação matemática do mundo académi-
co, e portanto de vontades políticas e económicas, e outra, a 
virtual inexistência de matemática aplicada e/ou industrial. 
Uma interrupção por falta de vontade política pode ter efeitos 
dramáticos.

1 European Mathematical Society

2 http://www.mathunion.org/MPH-EWDM/ 

3 http://www.mathunion.org/ewdm/memberlist.php
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NoTÍCiaS

eXposiÇÃo itiNeRaNte  
CELEBra 30 aNos DE olimpíaDas  
poRtuGuesas De matemátiCa

A exposição “Olimpíadas Portuguesas de Matemática - 30 anos”, 
inaugurada na final nacional das 30.as OPM no passado mês de mar-
ço, está agora disponível para requisição de escolas, bibliotecas ou 
outras entidades que promovam a divulgação científica e que pre-
tendam dinamizar atividades para incentivar o ensino e a apren-
dizagem da matemática. Esta exibição faz uma retrospetiva dos 30 
anos de existência das OPM, que envolvem cerca de 55 mil partici-
pantes todos os anos, assinalando os momentos mais marcantes da 
sua história e os pontos altos atingidos pelos olímpicos portugueses 
aquém e além fronteiras. A exposição apresenta também uma com-
ponente mais prática, com um conjunto de problemas matemáticos 
com diferentes graus de dificuldade usados em várias edições das 
OPM e das diversas competições internacionais (Olimpíadas Inter-
nacionais, Ibero-Americanas e CPLP). As resoluções dos problemas 
podem ser consultadas nos sites da SPM e das OPM. Além da expo-
sição dedicada às OPM, a SPM disponibiliza mais duas exposições 
itinerantes: “A Matemática de Escher” e “Medir o Tempo, Medir o 
Mundo, Medir o Mar”. Mais informações sobre as exposições da 
SPM em www.spm.pt. 

Gazeta De 
matemátiCa  
TEM NoVo site 

A Gazeta de Matemática tem um novo 
site. Com um grafismo renovado e 
um arquivo mais atualizado, o site  
www.gazeta.spm.pt permite realizar 
pesquisas de uma forma simples e 
eficaz por artigo, autor ou secção. 
Os conteúdos disponibilizados no 
novo portal poderão ser consul-
tados por todos os utilizadores, 
com exceção das edições mais re-
centes cujo acesso é reservado aos 
assinantes da revista impressa.  
O objetivo central do site é dispo-
nibilizar, no futuro, todos os núme-
ros da Gazeta de Matemática, desde 
a sua primeira edição. 
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bRasil rECEBE EM JULho  
a seGuNDa eDiÇÃo  
DaS olimpíaDas De  
matemátiCa Da Cplp

Entre os dias 20 e 28 de julho, a cidade de Salvador,  
na Bahia, Brasil, recebe a segunda edição das Olimpíadas 
de Matemática da Comunidade dos Países de Língua Por-
tuguesa (CPLP). David Tavares Martins, Diana Macedo, 
João Rocha e Miguel Torres são os participantes que com-
põem a equipa portuguesa. As Olimpíadas da CPLP envol-
vem jovens da comunidade dos países que partilham a lín-
gua portuguesa: Angola, Brasil, Cabo Verde, Guiné-Bissau, 
Moçambique, Portugal, São Tomé e Príncipe e Timor-Leste. 
Esta competição dá continuidade às Olimpíadas da Luso-
fonia, realizadas pela primeira vez em Coimbra, em 2011, 
e organizadas em conjunto pela SPM e pelo Departamento 
de Matemática da Universidade de Coimbra.

equipa poRtuGuesa Na aRGeNtiNa  
para parTiCipar NaS olimpíaDas iNteRNaCioNais

Francisco Andrade, João Lourenço, Luís Duarte, Miguel Moreira, 
Miguel Santos e Nuno Arala Santos são os seis olímpicos que re-
presentam Portugal nas Olimpíadas Internacionais de Matemá-
tica (IMO), que este ano se realizam em Mar del Plata, na Argenti-
na, entre 8 e 15 de julho. A equipa é a mais jovem de sempre, com 
dois alunos do 9.º ano, um do 10.º, dois do 11.º e um do 12.º ano.  
Os participantes foram selecionados a partir de um grupo de 24 me-
dalhados das categorias A (8.º e 9.º anos) e B (do 10.º ao 12.º ano) das 
30.as e das 29.as Olimpíadas Portuguesas de Matemática (OPM). As 
expetativas para a prestação da equipa são elevadas depois de Por-
tugal ter conquistado a sua primeira medalha nas IMO no ano passado.  
A participação portuguesa nesta competição é organizada pela SPM, e a se-
leção e a preparação dos alunos está a cargo do Projecto Delfos, do Depar-
tamento de Matemática da Universidade de Coimbra. Em setembro, outra 
grande competição internacional contará com a presença de uma equipa de 
olímpicos portugueses: as Olimpíadas Ibero-Americanas de Matemática, que 
têm como país anfitrião a Bolívia.
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joRGe buesCu laNÇa  
MateMática eM PortuGal  —  
uMa Questão de educação

Matemática em Portugal - Uma Questão de Educação, 
da autoria de Jorge Buescu, é o mais recente título 
da coleção de ensaios da Fundação Francisco Ma-
nuel dos Santos. Neste livro, Jorge Buescu parte de 
uma análise de alguns momentos históricos particu-
larmente relevantes para a matemática em Portugal 
para demonstrar que a debilidade do ensino das ci-
ências no nosso país tem sido o principal entrave ao 
sucesso luso no panorama matemático e científico.
O livro está já disponível na Loja SPM. Jorge Buescu 
é autor de vários livros, entre os quais Casamento e 
Outros Desencontros (2011), O Mistério do Bilhete de 
Identidade e Outras Histórias (2001), Da Falsificação de 
Euros aos Pequenos Mundos (2003) e O Fim do Mundo 
Está Próximo? (2007). Para além destas obras (duas 
delas publicadas internacionalmente), o antigo di-
retor da Gazeta de Matemática é autor de mais de 
uma centena de artigos dedicados à divulgação da 
matemática.

EXpoSição “FoRmas e FÓRmulas”: 
qUaNDo a GEoMETria E a ÁLGEBra SE UNEM

O Museu Nacional de História Natural e da Ciência da Univer-
sidade de Lisboa (MNHNCUL) acolherá até ao dia 28 de abril de 
2013 a exposição “Formas e Fórmulas”. Esta exibição mostra como 
imagens e conceitos da geometria e da álgebra interagem, relacio-
nando fórmulas matemáticas com modelos geométricos, objetos 
de uso comum e formas de arquitetura. A instalação “Formas e 
Fórmulas” integra também um módulo da exposição “Imagina-
ry”, conhecida pela sua componente lúdica e interativa.       
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esColas De veRÃo Na FCt-uNl  
E Na FCup para aLUNoS Do  
eNsiNo seCuNDáRio
Os alunos que frequentem o ensino secundário e que 
tenham interesse pela matemática têm à sua disposi-
ção duas escolas de verão onde podem pôr à prova os 
seus conhecimentos sobre esta disciplina: a MatNova, 
na Faculdade de Ciências e Tecnologia da Universidade 
Nova de Lisboa (FCT-UNL) e a EVMAT 2012, na Fa-
culdade de Ciências da Universidade do Porto (FCUP). 
Com o tema “Uma celebração da Matemática”, a Esco-
la de Verão da FCUP decorrerá de 2 a 7 de setembro e 
tem inscrições abertas até dia 20 de julho. O EVMAT irá 
conciliar um programa científico com cursos, palestras 
e trabalhos de grupo que serão complementados com 
atividades de lazer no final de cada dia. Para se inscre-
ver consulte o site http://cmup.fc.up.pt/cmup/evmat/2012/. 
A Escola de Verão da FCT-UNL decorrerá de 4 a 8 de 
Setembro. A MatNova tem como objetivo introduzir no-
vas áreas do conhecimento matemático aos participan-
tes, aprofundar o nível de conhecimentos de matemáti-
ca adquiridos no ensino secundário e trabalhar alguns 
tópicos avançados. Mais informações em http://eventos.
fct.unl/matnova2012.

iNsCRiÇões abeRtas para  
o iv eNCoNtRo ibÉRiCo  
DE matemátiCa
O IV Encontro Ibérico de Matemática decorrerá entre  
5 e 7 de outubro na Universidade de Valladolid, Espa-
nha. As inscrições podem ser feitas no site oficial em 
www.imm4.uva.es. Estruturado em torno de três áreas 
científicas: Matemática das Ciências da Vida, Álgebra 
Computacional e Probabilidades e Processos Estocásti-
cos, o Encontro Ibérico é um evento conjunto da Socie-
dade Portuguesa de Matemática e da Real Sociedad Ma-
temática Española. O evento configura-se assim como  
uma oportunidade excecional para matemáticos portu-
gueses e espanhóis partilharem ideias e conhecimento.  
As anteriores edições deste evento decorreram nas cida-
des de Lisboa (2007), Badajoz (2008) e em Braga (2011).

CiCLo DE CoNFErêNCiaS  
“a Raiz Do CálCulo”,  
No mNHNCul aTé 
DezembRo
O Museu Nacional de História Natural e da Ci-
ência da Universidade de Lisboa (MNHNCUL) 
tem a decorrer um ciclo de conferências de di-
vulgação científica intitulado “A Raiz do Cál-
culo”. As conversas surgem a partir dos objetos 
históricos integrados na exposição “O Cálculo 
de Ontem e de Hoje” e decorrerão até ao dia 
13 de dezembro. A próxima sessão decorrerá no 
dia 27 de setembro com o tema “Planímetros” e 
será apresentada por Carlos Sarrico, da Facul-
dade de Ciências da Universidade de Lisboa 
(FCUL). Segue-se o tema “Calculadoras mecâ-
nicas” no dia 18 de outubro, com apresentação 
de Jaime Carvalho e Silva, da Faculdade de Ci-
ências e Tecnologia da Universidade de Coim-
bra. Dia 15 de novembro será a vez de Carlos 
Albuquerque da FCUL falar sobre “O Aritmó-
metro” e, por último, Paulo Almeida, do Insti-
tuto Superior Técnico apresentará “Uma Folha 
de Papel” no dia 13 de dezembro. 
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O primeiro presidente da European Mathematical Society (EMS), Friedrich Hirzebruch, morreu aos 85 anos, segundo 
informa comunicado oficial da EMS. Fritz Hizebruch estudou matemática em Münster, na Alemanha e em 1956 tor-
nou-se professor em Bonn, onde permaneceu até se reformar. Em 1980 fundou o Max-Planck-Institut fur Mathematik 
do qual foi diretor até 1995. A sua contribuição para a matemática em geral e no seu país natal foi reconhecida com 
vários prémios, entre eles o da Wolf Foundation, em 1988, e a medalha de Georg Cantor da Deutsche Mathematiker-
-Vereinigung (Sociedade Alemã de Matemática) em 2004. A EMS considera que se perdeu um grande académico e um 
dos principais arquitetos da instituição, criada em 1990.

MaTEMÁTiCa saRa saNtos DiSTiNGUiDa CoM 
o proJETo “matHs buskiNG”
O projeto “Maths Busking”, liderado pela matemática portuguesa Sara Santos 
no Reino Unido, foi distinguido com uma “menção de distinção” atribuída 
pelo EngageU Awards, organizado pelo Oxford Internet Institute da Univer-
sidade de Oxford. Sara Santos é licenciada em Matemática pela Universidade 
do Porto, doutorada pela Universidade de Manchester e trabalha atualmente 
para a Royal Institution of Great Britain. Em declarações à agência Lusa, Sara 
Santos disse que “foi uma honra” receber esta distinção a par com outros dois 
projetos que mereceram esta menção. O Maths Busking consiste num espetá-
culo de animação de rua, com recurso a músicos ou artistas, que apresentam 
ao público, de forma divertida, o lado mais surpreendente e fascinante da 
matemática. Em entrevista à Gazeta de Matemática (n.º 165), Sara Santos falou 
sobre o início do “Maths Busking” e o impacto deste projeto na comunidade 
em que está inserida.  

FRieDRiCH HiRzebRuCH: 1927-2012

uNiveRsiDaDe 
Do miNHo: 
WorkshoP DE 
moDelaÇÃo 
matemátiCa E aS 
SUaS apliCaÇões 
Terá lugar na Universidade 
do Minho, no dia 12 de se-
tembro, uma nova edição do 
“Workshop MMNSEA 2012 – 
Mathematical Modelling and 
Numerical Simulation for 
Engineering Applications”.  
O encontro visa a apresenta-
ção e partilha de investigação 
nas áreas de matemática apli-
cada e aplicações na engenha-
ria. Além de sessões plenárias 
com reconhecidos investiga-
dores nacionais e internacio-
nais, o workshop terá ainda a 
apresentação de posters que 
foram aceites por um comité 
científico internacional. A en-
trada é gratuita mas é necessá-
rio efetuar a inscrição no site 
do MMNSEA 2012 (w3.math.
uminho.pt/mmnsea2012), onde 
está disponível informação 
adicional sobre este encontro. 
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Já é conhecido o vencedor do Prémio Ramanujan 2012 para 
Jovens Matemáticos de Países em Desenvolvimento. Fernan-
do Codá Marques, 32 anos, natural do Brasil, foi distinguido 
com o galardão pelas suas contribuições para a geometria di-
ferencial e pela resolução de inúmeros problemas nos quais 
alguns matemáticos trabalham há décadas. O último e mais 
proeminente trabalho de Fernando Codá Marques, do Insti-
tuto Nacional de Matemática Pura e Aplicada do Rio de Ja-
neiro, foi realizado em parceria com o matemático português 
André Neves, do Imperial College de Londres. Trabalharam 
na prova completa da Conjetura de Willmore, pré-publicada 
em fevereiro deste ano. De acordo com o comunicado oficial 
da Academia Norueguesa das Ciências e das Letras, Fernan-
do Coda Marques irá receber o Prémio numa cerimónia a 
realizar em Trieste, na Itália, ainda este ano. O Prémio Rama-
nujan é atribuído em parceria pela International Mathemati-
cal Union, o Abdus Salam International Centre for Theoreti-
cal Physics e o Niels Hendril Abel Memorial Fund.

HeiDelbeRG lauReate 
FoRum proMoVE 
ENCoNTro ENTrE 
pRemiaDos abel, FielDs 
E tuRiNG E joveNs 
CieNtistas

FeRNaNDo 
CoDá maRques 
DiSTiNGUiDo  
CoM o pRÉmio 
RamaNujaN 2012

Fotografia: Roberto Barnaba, ICTP Photo Archives

Reunir os vencedores dos mais prestigiados 
prémios científicos em matemática com jovens 
cientistas com um percurso promissor é o ob-
jetivo do Heidelberg Laureate Forum, uma 
criação da Klaus Tschira Stiftung (KTS), fun-
dação alemã para a investigação. Neste encon-
tro anual pretende-se que os laureados com o 
Prémio Abel, a Medalha Fields (matemática) 
e o Prémio Turing (computação científica) se 
reúnam com a próxima geração de investiga-
dores. “Encontrarem-se com os líderes científi-
cos da matemática e da computação científica 
será extremamente inspirador e encorajante 
para os jovens cientistas”, afirmou, citado em 
comunicado oficial, Klaus Tschira, fundador 
da KTS, que, em parceria com o Heidelberg 
Institute for Theoretical Studies, promove este 
fórum. Esta reunião anual segue o modelo da 
Reunião Anual de Lindau para laureados com 
o Prémio Nobel, criada há 60 anos para impul-
sionar a geração de novas ideias. A primeira 
edição do Heidelberg Laureate Fórum terá lu-
gar em setembro de 2013 na cidade de Heidel-
berg, na Alemanha. 
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CarTaS Da DirEção

Neste final de mandato da atual direção da Sociedade Portu-
guesa de Matemática (SPM) é pertinente fazer-se um balan-

ço da ação desenvolvida ao longo deste biénio, das dificuldades 
que encontrámos e dos resultados que modestamente alcançá-
mos. Das diversas iniciativas promovidas pela SPM destacamos 
o Encontro Nacional da SPM em 2010, a Escola de Verão da SPM 
em 2011, as Tardes de Matemática, que levaram numerosas ações 
de divulgação a um público espalhado um pouco por todo o País, 
as Olimpíadas de Matemática, que celebram este ano 30 anos de 
existência e que superaram todas as expectativas e todos os obje-
tivos fixados para 2011, as exposições e as publicações periódicas. 
Todas estas atividades vieram dar continuidade aos três pilares 
de ação a que a Sociedade se propõe – ensino, investigação e di-
vulgação da matemática – consolidando-os. 

Neste contexto, consideramos oportuno fazer referência à 
situação financeira confortável encontrada por esta direção, 
herdada das direções anteriores, que tentámos com sucesso 
preservar. Este resultado foi alcançado graças a diversos con-
tributos, nomeadamente o pagamento atempado das quotas 
por parte dos sócios, os diversos apoios e subsídios recebidos 
de instituições públicas e privadas e a intensa ação desenvol-
vida pelo Centro de Formação da SPM. Este centro é atual-
mente o maior do País na nossa área, tendo dinamizado no 
ano passado cerca de 58 ações de formação acreditadas, que 
contaram com a participação de 1050 professores.  

Os diversos aspetos positivos acima mencionados não podem, 
contudo, fazer-nos esquecer as dificuldades crescentes que se têm 
vindo a sentir, no contexto de crise económica e financeira em que 
vivemos atualmente, e que se traduzem no decréscimo de ren-
dimentos da SPM, nomeadamente numa maior dificuldade em 

Durante o biénio 2010/2012 a atual Direção da SPM procurou promover 
atividades que consolidam os três pilares de ação a que a Sociedade se propõe: 
Ensino, Investigação e Divulgação da Matemática.

spm 2010/2012 E Rumo ao FutuRo

sílvia anJos 
Tesoureira da SpM
sanjos@math.ist.utl.pt

captar subsídios. As dificuldades têm no entanto constituído um 
fator adicional de motivação para a procura de soluções criativas, 
que têm permitido manter até agora as atividades regulares da 
SPM e projetar as bases dessas mesmas atividades para o futuro. 

Uma das situações com que, por vezes, nos temos confrontado 
é a necessidade de organizar e levar a cabo algumas iniciativas 
sem que se conheça antecipadamente todos os apoios necessários 
para fazer face aos custos que delas decorrem. Daí a importância 
cada vez maior do papel contributivo dos sócios e do esforço de 
todos com vista à angariação de novos sócios entre colegas, fami-
liares e amigos. 

Uma das atividades que consideramos muito relevantes 
no âmbito da ação da SPM é a das publicações periódicas, por 
constituírem um veículo importante de comunicação entre a co-
munidade matemática e o público em geral. Nesse sentido, não 
nos poupámos a esforços para garantir a sua manutenção. Salien-
tamos que, de entre as publicações regulares da SPM (Gazeta de 
Matemática, Boletim da SPM, Jornal de Mathematica Elementar e Por-
tugaliae Mathematica), as duas primeiras são distribuídas gratuita-
mente a todos os sócios. Para obviar estes custos, uma vez que é 
difícil encontrar apoios que ajudem a financiá-las, temos procura-
do obter publicidade paga nas referidas revistas e angariar novos 
assinantes, um esforço no qual contamos com a ajuda de todos os 
sócios e colaboradores da SPM. 

Da experiência vivida ao longo deste biénio e do conhecimen-
to das perspetivas do futuro próximo, estamos conscientes das 
dificuldades que certamente a Sociedade irá encontrar, mas esta-
mos também convictos de que a motivação e a generosidade de 
toda a comunidade matemática para com a SPM ajudarão a nossa 
Sociedade a ultrapassar da melhor forma os novos desafios.


