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Um Jornal Português Esquecido 
por António Monteiro 

O aparecimento, nos princípios do século x i x , cios 
primeiros periódicos científicos dedicados especial
mente à investigação matemática coïncide com o iní
cio duma nova época no desenvolvimento da cultura 
matemática. 

O mais antigo de todos os jornais dedicados prin
cipalmente ou inteiramente à cultura matemática 
é o Journal de l'École Polytechnique que iniciou a 
sua publicação em 1794. Existiam ou tinham existido 
anteriormente a 1794 outros jornais em que se pu
blicavam artigos de matemática. Segundo Felix Mul 
ler O existiam 17 periódicos nestas condições an
teriormente a 1700, tendo o primeiro sido publicado 
em 1665. Durante o século xv in apareceram 210 
novos periódicos e no sécujo x i x 950, incluindo os 
que continuaram a sua publicação com novos títu
los (*), mas muitos destes jornais publicavam poucos 
artigos de matemáticas puras. 

No domínio das matemáticas elementares tinham 
mesmo existido no século xv in alguns jornais de 
caracter nitidamente matemático, entre êles podemos 
citar o Lady's Diary (1704-1840), (*) o Gentleman's 
Diary or the Mathematical Repository (1741-1840) 
que desempenharam em Inglaterra um papel im
portante no desenvolvimento do gósto pelo estudo 
das Ciências Matemáticas. Mas esta circunstância 
não invalida de maneira nenhuma a afirmação an

t i ) E°tas informações e outras que indicaremos foram 
colhidas no livro de G. A. Miller. Historical Introduction 
to Mathematical Literature, New York, 1916. 

W Jakresbericht der Deutschen Mathematiker Verel-
ningung, vol. 12,1903, pág. 439. 

<3> T . P . Kirkman (cujo nome ficou ligado ao célebre pro
blema das quinze raparigas da escola) escreveu o seguinte 
em 1849 a propósito dêste jornal : 

€l confess it do be my belief, from a limited observation 
of graduate and non-graduates, that when the difference 

teriormente feita de que fo i nos fins do século x v m 
que nasceu o primeiro periódico científico dedicado 
principalmente ao progresso das Ciências Matemáti
cas. 

Os primeiros grandes jornais dedicados exclusi
vamente à matemática aparecem na primeira me
tade do século x i x e entre êles podemos citar os 
seguintes : 

1. °) Journal fur die reine und angewandte Mathe-
tnatik (Journal de Crelle) que se começou a publi
car na Alemanha em 1826 sob a direcção de A. 
Crelle. 

2. °) Journal de Mathématiques pures et appliquées 
(Journall de Liouville) que se começou a publicar 
em França em 1836 sob a direcção de J. Liouville. 

3. °) Cambridge Mathematical Journal que se 
cemeçou a publicar em Inglaterra em 1839. 

Êstes jornais desempenharam desde a sua funda
ção um grande papel no desenvolvimento da cul
tura matemática. 

Como se sabe a ciência teve um grande desenvol
vimento a partir dos fins do século xvm. Foi nessa 
época que apareceram pela primeira vez (em 
França) os três gráus de ensino : o primário, o se
cundário e o superior. Existiam Universidades em 

between prizes awarded by the authorities on lither side is 
considered, an incomparably greater share of the glory of 
kindling and cherishing a pure and lasting love of mathe
matical science in men as well as boys, must be attribued 
to the Immortal Lady Dia, than to all the universities and 
colleges of these kingdoms put together, to all our Lyceums, 
Athenoeums, and Philosophical Societies, and to all our Im
perial Boards of peace and war». Veja : Raymond Clare 
Archibald, Notes on Some Minor English Mathematical 
Serials, Mathematical Gazette, April 1929, p. 379-400. 
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muitos países do mundo anteriormente ao século 
x ix , mas o ensino das matemáticas ou não existia 
ou tinha um carácter elementar nessas Universida
des. Na Alemanha, por exemplo, o ensino das ma
temáticas elementares só passa das Universidades 
para os Ginásios (Liceus) entre 1810 e 1830. 

Em 1802 exigia-se para a entrada na Universi
dade de Harvard (América) conhecimentos de A r i 
tmética que não iam além da regra de três simples. 

O princípio do século x i x marca o início duma 
era de progresso científico exigido c condicionado 

Correspondent; containing new elucidations, discove
ries and improvements in various branches o f ma-
thematics> mas saíram apenas nove números; o jor
nal acabou por falta de compradores (*). 

Em França J. Gergonne começou em 1810 a pu
blicação dos Annates de Mathématiques pures et 
appliquées que fo i interrompida em 1831. Dez anos 
depois, em 1841, fundou-se na Alemanha o Archiv 
der Mathematik und Physik e em 1842 em França 
os Nouvelles Annales de Mathématiques ambos com 
orientação análoga aos Anais de Gergonne. 

Êstes jornais desempenharam um grande papel 
na formação dos professores de matemática dos res
pectivos países. 

M A T H É M A T I Q U E S É L É M E N T A I R E S 
JOURNAL piratBMnt le 1" «t I * 16 d* cn*çra« mota 
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nos diverses países pelo desenvolvimento e trans
formação da Técnica, da Indústria e do Comércio. 

Daí resultou a transformação das Universidades 
e o aparecimento de uma nova organização do en
sino que permitiria formar os técnicos necessários 
à indústria, ao comércio, ao exército e marinha. É 
•êste sentido que o século x i x f o i o século das luzes 
e do progresso. 

Estas circunstâncias deviam ter naturalmente o 
seu reflexo na organização dos periódicos cientí
ficos. 

É também nos princípios do século x i x que apa
receram os primeiros periódicos dedicados especial
mente ao ensino das matemáticas. 

Nos Estados Unidos publicou-se o primeiro jor
nal de matemática em 1804: «The Mathematical 

A história do jornalismo matemático português 
está ainda por fazer. A existência dos periódicos 
de matemática mais importantes tem sido, é certo, 
assinalada nos estudos que se têm feito sôbre a histó
ria das matemáticas em Portugal; mas ainda não 
se fêz um estudo de conjunto sôbre a vida dos jor
nais científicos que interessam às ciências matemá
ticas. Era necessário fazer um inventário dêsses jor
nais, historiar a sua vida, estudar os artigos que 
neles se publicaram e avaliar o papel que desem
penhavam nas épocas em que existiram. 

O estado da cultura científica portuguesa reflecte-
-se neccssàriamente na vida dos jornais científicos 
da época. 

A dolorosa e educativa experiência que temos v i 
vido com a publicação de dois jornais de matemática 
levam-nos mesmo a pensar que o estudo da vida 
administrativa, directiva e diplomática dos jornais 
científicos é susceptível de iluminar com novas cores 
o ambiente científico das épocas em que se publica
ram. 

A indiferença e o derrotismo na hora em que nas
cem os jornais. O silêncio e a expectativa perante 
aquêles que não morrem à nascença. O ataque e a 
intriga quando o jornal firma a sua posição. 

Quantos jornais científicos não desapareceram 
como resultado da maldade ou da indiferença dos 
homens? Quantos sacrifícios, quantas horas de tra
balho e canseiras inutilizadas pela incompreensão do 
meio? Mas também que alegria e contentamento não 
provoca o esforço dispendido numa tarefa que trans
cende o interesse imediato de cada um? 

O Dr. José da Silva Paulo publicará em breve, na «Ga
zeta de Matemática», um artigo sôbre o jornalismo matemá
tico americano. 
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Por detrás da serenidade das comunicações cien
tificas encontra-se uma vida real feita de lulas e 
paixões à imagem e semelhança des homens. 

Vêm estas considerações a propósito do Jornal de 
Mathematica Elementar que parece ter caído com
pletamente no esquecimento. Trata-se provavelmente 
do primeiro jornal português de matemática ele
mentar. 

Fomos encontrá-lo à venda num alfarrabista há 
cêrea dc três meses. 

A sua existência não é referida em nenhum dos 
trabalhos que consultámos sôbre a história das mate
máticas em Portugal. 

Encontrámos, porém, referências à existência dêste 
jornal nas seguintes obras: 

1. * — A. X. da S I L V A PEREIRA. — O JORNA
LISMO PORTUGUÊS. (Resenha Chronologica de 
todos os periódicos portugueses impressos e publi
cados no reino e no estrangeiro, desde o meiado do 
século x v i i até à morte de D. Luiz I, bem como dos 
jornais em lingua extrangeira publicados em Portu
gal durante o mesmo tempo). Lisboa, 189S. Citado 
na página 176. 

2. * — A . X. da S I L V A PEREIRA. — OS JOR
NAIS PORTUGUESES SUA FILIAÇÃO E ME
TAMORPHOSES. (Notícia supplementar alphabe-
tica de todos os periódicos mencionados na Resenha 
Chronologica do Jornalismo Português, etc). Lisboa, 
1897. Citado na pág. 87. 

3 . 0 — A . X. da S I L V A PEREIRA. — DICIONÁ
RIO JORNALÍSTICO PORTUGUEZ. ("). Obra 
manuscrita existente na Biblioteca da Academia das 
Ciências de Lisboa. Num volume relativo à 7.* época 
(1861-1889) encontra-se na Fôlha n.° 4390 a seguinte 
noticia. 

Jornal de Mathcmatica Elementar 
Lisboa, 1883-1884 
in 4.°, 8 páginas lithographadas. 

Publicação quinzenal, no seu género o único que 
se tem publicado na Capital. Era lithographado. 
Cada numero devia conter — segundo o programa — 
alguns theoremas de ariihmetica, geometria e alge
bra, assim como vários problemas propostos ao lei-

W Esta obra cujo manuscrito foi enviado à Academia das 
Ciências de Lisboa em 1893 nunca chegou a ser impressa. 
Contém numerosas indicações sôbre a vida dos jornais 
portugueses. 

tor sobre estes très importantes ramos da vasta 
sciencia das mathematicas. As demonstrações seriam 
dadas com a maior clareza, de modo tal que o es
pirito de um simples estudante do primeiro anno 
dos lyceus as abraçasse sem difficuldade nem relu
tância. 

O Numero Programa sahiu em 15 dc Outubro 
de 1883. 

O 1° N." publicou-se em 1 de Novembro seguinte. 
O ultimo —N.° 9 em 1 dc Março de 1884 

Este jornal contem alguns desenhos e figuras geo-

elWuaí òe JUaríifHhifira Jtltntfiiraf 

meço DA * m i * » n « A 

fL7- iX&, JtV»A 
t • Sn 111. .<......- • " ? * ' r *** * * A / . 

.•*.*. —....... r.jit 

métricas para melhor comprehensão do texto. Foi 
editado pelos Srs. Crus & C , proprietários da Li
vraria Académica, rua Augusta 102-104, e redigido 
por dois officiais de artilharia cujos nomes ignoro. 

Não se encontra nenhum dos 9 números, que se 
publicaram, nas Bibliotecas da Faculdade de Ciên
cias de Lisboa, da Faculdade de Ciências do Pôrto 
e da Academia das Ciências de Lisboa Na Biblio
teca Nacional existe o n.° 5. 

A colecção que encontrámos é formada pelos se
guintes números : 

N.° programa. Publicado em 15 de Outubro de 1883. 
Duas páginas em que estão resolvidos 4 problemas, 
um de Aritmética, outro de Algebra, outro de Geo
metria e outro de Trigonometria. 
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Números 1 a 9. Cada número tem 8 páginas. As 
páginas são numeradas de 1 a 72. Os números foram 
publicados nas datas seguintes : 

N.° 1, 1 de Novembro 1883; n.° 2, 15 de Novembro 
1883; n.° 3, 1 de Dezembro 1883; n." 4, 15 de De
zembro 1883; N.° 5, 1 de Janeiro 1884; n.° 6, 15 de 
Janeiro 1884; n.° 7, 1 de Fevereiro 1884; n." 8, 15 
de Fevereiro 1884; n.° 9, 1 de Março 1884. 

Cada número tem duas partes : Em primeiro lugar 
são apresentados os problemas resolvidos, pela se
guinte ordem : Aritmética, Algebra e Geometria ; de
pois vêem as Questões a Resolver pela mesma ordem. 

A apresentação gráfica é nitidamente inspiraxla 
(como mostra a figura junta) no jornal Mathémati
ques Élémentaires que se começou a publicar em 
França em 1877 ( ' ) . 

io) Foi neste mesmo ano que Gomes Teixeira começou a 
publicar o seu Jornal de Ciências Matemáticas e Astronó-

Depois desta tentativa para lançar um jornal por
tuguês de matemática elementar só temos conheci
mento da existência do Tira-Teimas (*), que apare
ceu há poucos anos e que interrompeu também a 
sua publicação, (com o n.° 9 se não estamos em erro). 

Porque terão falhado estas tentativas? Não terá 
o nosso país necessidade dum jornal de matemática 
elementar? Não existirá um grupo de professores 
do ensino secundário, capaz de realizar uma missão 
desta natureza? Não haverá nenhum editor capaz de 
o publicar? Não serão os estudantes do ensino se
cundário capazes de apoiar uma tal iniciativa? 

Mas então porque não tem hoje um continuador 
o Jornal de Mathematica Elementar fundado há 60 
anos, em 1 de Novembro de 1883? 

micas. N3o encontrámos no Jornal de Gomes Teixeira ne
nhuma referência à existência do Jornal de Matemáticas 
Elementares. 

Jornal dactilografado e litografado. 

A IDEIA DE DIMENSÃO 
por Beno Ekmenn 

(Encarregado de curso na Faculdade de Ciências e na Escola de Engenharia da Universidade de Lausanne 
e privât dosent na Escola Politécnica Federal de Zíirich) 

Lição inaugural proferida em 1943, Fevereiro, 5 e publicada na Revue de Théologie et de Philosophie, 
n.° 127, Abril-Junho de 1943 

1. A idéia de dimensão, embora uma das mais intui
tivas e antigas da Geometria, nao foi objecto duma teo
ria exacta e satisfatória senão desde há vinte ou trinta 
anos e só nêstes últimos tempos atingiu uma certa 
perfeição. O problema, abordado já nos Elementos dc 
Euclides, foi retomado à volta de 1900 sob um novo 
aspecto, entre outros, pelo célebre matemático Henri 
Poincarè, cujas idéias estão na base das investigações 
ulteriores que originaram uma das mais belas teorias 
geométricas. 

Se vou tentar apresentar-vos alguns resultados e 
idéias simples sôbre o assunto — sob a forma mais ou 
menos incompleta que o quadro destd Hç3o me impõe e 
que espero seja desculpada pelos meus colegas mate
máticos — é porque creio que se trata duma coisa de 
que se fala muito frequentemente, ao dizer que o espaço 
tem três dimensões, que uma superficie tem duas, que 
o tempo tem uma dimensão, ao fazer alusão, com um 
subentendido misterioso, à qua r t a dimensão — sem 
bem entender o que se compreende por isso e sem saber 
que se trata de um problema de importância fundamen
tal para a Geometria e para tõdas as ciências. 

Todavia, considero tudo isto apenas como um exem
plo, e o objectivo da minha exposição será atingido se 

conseguir dar-vos uma idéia das relações bastante deli
cadas que existem entre a intuição, a experiência e a 
abstracção e que são características da maneira de pen
sar e de trabalhar na Geometria moderna. 

2. Encaremos o nosso problema : o nosso espaço é a 
três dimensões, uma curva é a uma dimensão, etc., 
i Que significa isto ? Quais sao as razões e as conse
quências dêste facto ? 

Antes de tudo: iQae é o espaço? Precisamos de 
distinguir duas coisas : o espaço da nossa intuição e 
experiência, onde nós vivemos chamá-lo-ei no que se 
segue espaço real (somente como abreviatura, pois há 
diferentes espécies ou gradações de realidade) — e espaço 
geométrico que é uma criação abstracta do espírito. 

O espaço real não quero tentar dar dêle uma defi
nição fechada ; as suas propriedades são mais ou menos 
imprecisas ; pois os objectos considerados não são pon
tos, rectas, etc., mas arestas de um corpo, raios lumi-
nos, retículos, planos mais ou menos rugosos, figuras 
desenhadas duma maneira pouco exacta ; e, se se ten
tasse tornar mais exactas as propriedades dêstes objec
tos por aproximações sucessivas, nada se conseguiria, 
mesmo teoricamente ; l como obter, por exemplo, uma 
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recta precisa, sendo a matéria composta de átomos ou 
moléculas em movimento térmico? E, um raio luminoso, 
desde que se tente torná-lo suficientemente fino, começa 
a dispensar-se ! Pode mesmo afirmar-se que as proprie
dades de todos os objectos se modificam no tempo — 
— segundo os nossos meios e possibilidades experimen
tais. Sem maior discussão, pretendemos admitir que 
tudo o que se diz do espaço real é verdadeiro num sen
tido ingénuo e nao inteiramente definitivo. 

No espaço geométrico, as coisas sao muito diferentes. 
Os seus objectos têm propriedades inteiramente exactas : 
elas s3o ou axiomas que se n3o demonstram, ou teore
mas que se demonstram com o auxílio dos axiomas e 
da dedução lógica. Mas, ique sao êstes objectos? Nada 
dêies se diz ; nao s3o, em todo o caso, os objectos 
inexactos do espaço real, mas seres abstractos que 
possuem apenas as propriedades que lhes foram atri
buídas sob a forma de axiomas. Estes axiomas nao sao, 
portanto, seguramente, nem verdadeiros, nem falsos, 
nem evidentes, mas, simplesmente, postulados, con
venções que se impõem a seres abstractos chamados 
pontos, rectas, etc. Estas convenções sao, naturalmente, 
Inspiradas pelo real ; elas idealizam as coisas que se 
constataram no real de um modo bastante grosseiro. 
Mas elas ultrapassam tudo o que o real pode dar-nos : 
se se diz, por exemplo, que duas rectas se intersectam 
num ponto, cu se se fala do comportamento no infinito, 
sôbre Isso o espaço real nao nos dá nunca informações 
precisas e directas. Há, portanto, uma grande parte de 
arbitrário nos axiomas; assim, j o espaço geométrico 
será uma construção puramente lógica que se baseia 
sôbre convenções arbitrárias ? Felizmente €le é mais do 
que isso, mais do que um simples jôgo lógico : êle é 
uma imagem esquemática do espaço real, extrèma-
mente útil de resto ; dêle nos servimos a todo o mo
mento na nossa vida, na técnica, nas ciências. 

Concluindo : o espaço geométrico é uma construção 
lógica cuja base é constituída pelos axiomas, isto é, 
convenções arbitrárias do ponto de vista lógico, mas 
inspiradas pelo real e, consequentemente justificadas. 
O espaço geométrico nao é idêntico ao espaço real, 
mas é — para usar uma expressão devida a Gonseth — 
um esquema simples e eficaz. 

Naturalmente, é possível criar outras geometrias, 
escolhendo para base da construção lógica axiomas um 
pouco diferentes e tal se tem feito. É então a experiên
cia que nos leva a preferir, como esquema do espaço 
real, uma dessas geometrias às outras. A geometria 
ordinária ou eudideana é considerada como a mais 
simples e a mais eficaz para as necessidades ordinárias ; 
mas, é possível que, em casos extraordinários, em 
Astronomia ou em Atomística, por exemplo, sejamos 
forçados a preferir um outro esquema. 

3. Agora, que destinguimos bem duas coisas, espaço 

real. de um lado, e espaço geométrico, do outro, pode
mos precisar a nossa pregunta : 

i A que propriedades do espaço geométrico abstracto 
nos referimos ao dizer que o espaço real é a t rês 
dimensões ? 

Para responder, é muito simples o método seguinte : 
Todo o ponto do espaço geométrico pode ser caracteri
zado por três números reais, denominados coordenadas ; 
observemos que, de uma maneira análoga, se fixa um 
ponto de uma recta por um número (isso se faz nas 
réguas) e um ponto do plano por dois números (tal se 
faz sôbre qualquer carta topográfica). As três coorde
nadas de um ponto P do espaço sao, por exemplo, as 
t rês distâncias de P a t rês planos perpendiculares 
dois a dois, ou as duas coordenadas da projecção de P 
no plano horizontal e a altura acima dêsse plano. 

Se se fazem variar êstes t rês números, independen
temente uns dos outros, obtêm-se todos os pontos do 
espaço. Conhecendo as coordenadas de dois pontos do 
espaço pode calcular-se a sua distância por uma fórmula 
simples ; por intermédio das coordenadas podem cal
cular-se ângulos, deduzir propriedades geométricas com 
simples cálculos, etc. — é o método bem conhecido sob 
o nome de geometria analítica. Nesta geometria, um 
ponto é três números, e o espaço é o conjunto que se 
obtém quando se fazem variar, independentemente, 
êsses t rês números. Por isto se diz que o espaço geo
métrico tem três dimensões, entendendo por número 
de dimensões o número de coordenadas que variam 
independentemente. 

4. Esqueçamos agora, por um momento, a significa
ção exterior do espaço geométrico, esqueçamos que êle 
é o esquema do espaço real. Então, nao se compreende 
o papel extraordinário do número t rês nesta constru
ção, visto ser evidente que a mesma construção lógica 
pode fazer-se com quatro, cinco ou um núme r o qual
quer « de coordenadas ; obtém-se então o espaço a n 
coordenadas ou a n dimensões. 

Um ponto dêste espaço a n dimensões é n números 
reais, e obtém-se todo o espaço, se se fazem variar 
independentemente êstes n números. Nêle pode fazer-se 
a geometria analítica : a distância de dois pontos cal-
cula-se, a partir das coordenadas, com o au ilio de uma 
fórmula análoga à do caso de três dimensões, etc. 

É inútil preguntar se êste espaço a quatro, cinco, 
ou » dimensões existe ou nao - êle é, simplesmente, 
uma construção lógica que nao pretende dar informa
ções sôbre qualquer coisa de real — o espaço a t rês 
dimensões nao as dá também; pode servir como esquema 
do espaço real, eis o seu papel particular ! (De resto, o 
espaço a duas dimensões é, duma maneira análoga, o 
esquema do plano, e o de uma dimensão o da recta). 

P r e g u n t a r - s e - à : i N3o poderia tomar-se, para o 
esquema do espaço real o espaço a quatro, cinco ou a 
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outro número de dimensões, tal como o espaço a t rês 
dimensões ? Obter-se-ia assim uma geometria muito 
diferente da nossa ! 

Mas, entre tôdas estas possibilidades, a experiência 
fêz-nos escolher uma : três dimensões sâo, como sem
pre se verificou, exactamente o que é preciso para des
crever (de uma maneira esquemática, mas eficaz) os 
pontos do nosso espaço real.E, mesmo, se se tentou, como 
já foi dito, modificar um pouco a nossa geometria (por 
exemplo, considerando uma outra fórmula para a distân
cia), nunca se foi levado a modificar o número três das 
dimensões, das coordenadas que variam independente
mente 

Há outra possibilidade que se mantém mais ou menos 
em aberto : Poderia acontecer que o nosso espaço real 
fizesse parte de um espaço real a quatro dimensões (isto 
é, qualquer coisa cujo esquema deveria ser o espaço 
abstracto a quatro dimensões), como um plano que faz 
parte do espaço ordinário, que está imerso neste espaço. 
Certas propriedades geométricas diferem essencialmente, 
segundo se ficar no espaço, ou dele se saia no espaço 
a quatro dimensões. 

Para melhor compreensão, examinemos a situação no 
caso do plano. Comparemos a geometria no plano se
gundo se fica no plano, fazendo abstracção do espaço 
que o rodeia, ou nêle se nã°o permanece. 

Consideremos um rectângulo e um ponto Interior; no 
plano, é impossível fazer sair o ponto do interior do 
rectângulo sem atravessar um dos lados ; portanto, se 
lhe é proibido atravessà-Ios, se ele está encerrado, nâo 
pode sair sem que se lhe abra uma portal Ora, atra-
vez do espaço é isso possível : eleva-se o ponto na di
recção de um terceiro eixo, perpendicular ao plano, des-
loca-se paralelamente ao plano, deixa-se recair no plano. 

Consideremos a situação análoga no espaço : se ura 
objecto está encerrado num armário (num cubo), é im
possível fazê-lo sair sem abrir a porta, sem atravessar 
as faces, sem nelas abrir um orifício. Ora, se o nosso 
espaço está imerso num espaço a quatro dimensões ou 
mais, tal é bem possível. Pode verificar-se isso, fácil e 
rigorosamente, na geometria analítica do espaço a qua
tro dimensões, realizando, por fórmulas, o movimento 
necessário : desloca-se o ponto na direcção de um quarto 
eixo, transporta-se paralelamente ao espaço e faz-se 
recair no espaço, no nosso mundo. 

É possível indicar outros fenómenos dêste género que 
poderiam produzir-se, se o nosso espaço estivesse imerso 
num espaço a quatro dimensões : Poderia transformar-
•se com um simples movimento uma luva direita numa 
luva esquerda, poderia resolver-se um nó fechado sem 
cortar o cordel, poderiam separar-se dois anéis enlaça
dos sem os abrir, e assim por diante. 

Se tais fenómenos se produzissem regularmente e se 
êles fôssem confirmados por experiências físicas, o meio 
mais simples e claro para os reconhecer e para os for
mular e explicar seria o esquema de um espaço a quatro 
dimensões no qual se encontraria o nosso espaço. Mas, 
exceptuados alguns truques de prestidigitação, ftstes 
fenómenos designados como sobrenaturais, nao foram 
nunca observados. É um resultado empírico (como, por 
exemplo, a nâo-exlstência do movimento perp'tuo de 
primeira ou segunda espécie). Para a descrição do nosso 
espaço e dos seus fenómenos a hipótese duma quarta 
dimensão é supérflua. 

Tradução de A. SÁ DA COSTA 
(bolseiro do I . A. C. em Zarieh) 

(Continua no próximo número) 

P E D A G O G I A 
ALGUMAS REFLEXÕES SÔBRE OS EXAMES DE APTIDÃO 

por Bento de Jesus Caraça 

1. Os resultados dos exames de aptidão às Univer
sidades podem fornecer elementos de interêsse sõbre 
êste problema que nâo sei se foi já estudado conve
nientemente — o da coordenação entre o ensino secun
dário e o superior. 

Seria bom que tôdas as Escolas dissessem o que sôbre 
o assunto a sua experiência lhes indica. Vamos dar aqui 
hoje alguns resultados dessa experiência na Escola onde 
sou professor — o Instituto Superior de Ciências Econó
micas e Financeiras — relativos ao ano corrente e à disci
plina de Matemática. 

Propositadamente limito a minha observação a 194} 

para procurar eliminar, tanto quanto possível, as osci
lações, naturais num primeiro período de adaptação. 
Agora, com alguns anos de vigência dêste regimen, 
com muitos pontos publicados e acompanhados das res
pectivas resoluções, o elemento surpreza ou desconhe
cimento de orientação nâ"o deve jogar já, e a situação 
deve por consequência oferecer garantias de estabilidade 
que permita certa segurança de apreciações. 

2. Começo por considerações de carácter estatístico. 
Os candidatos ao exame de aptidão ao I . S. C. E. F. 

sâo de duas origens — Liceu e Ensino Técnico médio 
(Institutos Comerciais de Lisboa e Pôrto). 
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Os números de aprovaç3es e reprovações nas duas 
épocas de Julho e Outubro, constam do seguinte quadro : 

JULHO OUTUBRO JUL. e OUT. 

Apr. Rep. Apr. Rep. Apr. Rep. 
74 38 18 13 92 51 

66»/. 34V. 58»/. 42°/. 64V. 36V. 

18 17 10 7 28 24 
51V. 49V. 59*/. 41V. 54V. 46". 

Dêste quadro tira-se imediatamente uma conclusão 
perturbante — é que, salvo na época de Outubro e por 
uma muito escassa diferença, as percentagens de repro
vações s3o superiores nos candidatos vindos do ensino 
técnico do que naqueles que vêm do Liceu. Isto é exac
tamente o contrário do que seria de esperar. Há aqui 
qualquer coisa que não está certa e que seria bom de
bater com uma certa amplitude. Professores das esco
las interessadas e candidatos, todos têm, certamente, 
algema coisa a dizer a êste respeito. A «Gazeta» abre 
as suas colunas para essa discussão. 

Tem também um grande interêsse a classificação de 
cada uma das escolas secundárias conforme os resulta
dos obtidos pelos seus candidatos. Abstenho-me de o 
fazer por agora devido a ser ainda escasso o material. 

Como casos dignos de nota, encontramos o Liceu de 
Sá da Bandeira, com cinco aprovações e uma só repro
vação (em Julho», e o de João de Deus com cinco apro-
vações e nenhuma reprovação contando-se ainda, entre 
os seus candidatos, o que obteve classificação mais ele
vada em 104.3. Como no decorrer dêste artigo terei de 
dizer algumas coisas duras, apraz-me citar os resulta
dos do bom trabalho de duas escolas. 

3. Encaremos agora a questão mais importante — 
> permitem os resultados dos exames de apti. ão dizer-
nos alguma coisa sôbre o nível do ensino médio e a 
forma como êle é feito ? 

A êste respeito, as conclusões que podem tirar-se são 
um tanto desoladoras. Se se pensar que se trata de 
pessoas, à volta dos 18 anos, cujo trabalho foi acom
panhado por professores durante anos e que se sujeita
ram depois, com êxito, a provas finais de saída, se se 
pensar nisso e depois se lerem definições como esta : 
«o m. m. c. de dois números é o máximo divisor comum 
e não comum que é divisível pelos os outros dois» 
(ens. téc.) ou como esta : «Polígonos são figuras pla
nas dom número ilimitado de lados» (Liceu), ou como 
esta: «o logar geométrico dos lados dum ângulo é a 
bissectriz» (Liceu), ou ainda como esta : «são chama
das superfícies de revolução às figuras do espaço que 
são geradas por sólidos» (Liceu), o menos que se pode 
pensar é que há qualquer coisa de muito errado no 

fundo e que não pode continuar a deixar-se como está, 
sob pena de nos convertermos todos em cúmplices dum 
crime. 

Com tais erros de base, não se pode fazer nada de 
geito e não é de-certo no ensino superior que êles podem 
ser emendados. 

Mas nao é apenas isto o que se passa. Há mais e 
talVÍ. z pior Vêem-se nas provas de muitos candidatos 
que, no entanto, mostram n3o ser totalmente desprovi
dos de aptidões, certos hábitos e vícios de raciocínio e 
de comportamento em face dos resultados do seu traba
lho, que são altamente perniciosos. 

Julgo nao se tratar de casos pessoais, dada a fre-
qùência e persistência com que se apresentam. Creio 
antes tratar-se de certa atitude negativa que subrepti-
ciamente se vai introduzindo no ensino da Matemática 
e que o ameaça duma subversão total. 

O caso 6 suficientemente sério para merecera atenção 
não só das entidades oficialmente responsáveis pela 
orientação da nossa pedagogia, como de todos os tra
balhadores do ensino. 

Aq . i v3o alguns factos salientes. 

4. É frequentíssimo encontrar entre os candidatos 
um desprezo total pelos resultados e seu possível enqua
dramento dentro do problema a que dizem respeito. É 
hoje limitadíssimo o número de candidatos que faz uma 
idéia clara do que seja a discussSo dos resultados dum 
problema. Mas a coisa vai ainda mais longe e verifica-se 
em muitos casos uma completa indiferença, até, pela 
verosimilhança dos resultados. 

Dos muitos exemplos que poderia apresentar, citarei 
os seguintes : 

I . Na é oca de Julho, num ponto de cálculo numé
rico, pedia-se o cálculo da área dum triângulo equilátero 
de 273,47 metros de lado. Um candidato (Liceu) dá 
13 metros quadrados ; outro (Liceu) dá 273,468 (nâo 
diz o quê); outro (Liceu) dá 0,6871 metros quadrados ! 
e isto como resultado dum cálculo que termina pela 

273 47 x 2 
«igualdade» -—— - — 0,6871 ; outro ainda (Liceu) 

8 
dá, para altura do mesmo triângulo, 24,12 metros. 

I I . Na época de Outubro, num ponto de cálculo 
numérico, pedia-se o cálculo do volume da esfera cir
cunscrita ao cubo cuja aresta mede 22,01 metros. Um 
candidato (Liceu) dá 15 metros cúbicos ; outro (Liceu) 
6 metros cúbicos. 
I I I . Um candidato (Liceu) encontra para a altura dum 
cone 7,2 metros e para geratriz do mesmo cone 9 me
tros e continua imperturbavelmente o cálculo do volume 
do cone. Outro (ens. tec.) encontra para altura do 
mesmo cone o número A=6—3« ! e continua impertur
bavelmente t 

IV . Um candidato, raciocinando sôbre uma figura como 
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a junta, encontra j=, x 
12a 

e nao nota que 

o resultado é absurdo ! 
I Que concluir dêstes e outros casos ? Que a única 

coisa que interessa na 
resolução dum problema 
é fazer determinadas ope
rações em obediência a 
certas receitas Que o 
resultado dê ou nao dê 
coisa aceitável, nao in

teressa — f o i . . . um engano de contas e nós, como so
mos pessoas superiormente inteligentes, nao ligamos a 
essas ninharias I 

5. Outro facto saliente é a tendência a usar das 
receitas, mesmo quando 
elas dao muitíssimo mais 
trabalho do que pensar 
um pouco, ainda que seja 
muito pouco, sobre uma 
figura. Na época de Ju
lho, num ponto de cál
culo numérico pedia-se a 
área da corSa circular l i 
mitada pelas circunferên
cias inscrita e circunscrita a um octógono regular de 
lado 18,31 metros. 
Houve um número multo limitado de candidatos que 

/* 
4 ' 

A grande maioria seguiu um raciocínio que tem a sua 
expressão típica no seguinte, que reproduzo textual
mente (Liceu): 
Sejam : 

R o raio da circunferência clrcunscria 
r o raio da circunferência inscrita 
/ o lado do octógono. 

observaram na figura que a área é ir(A?J—r*) = 

Tem-se 

R = ^-lV±+2\/2 donde R* = — /*(4+2 t/2) 
2 4 

r = - i - / ( 1 + 1 / 2 ) donde r-- = \ P (1 + 2 + 2 \ f í ) 
2 4 

logo 

TZR*—Tzr*=77 — (4 + 21/2)—ir — (3 + 2 \/2)=* 
4 4 

= . K - ^ [ ( 4 + 2 l ^ ) - ( 3 + 2 / 2 ) ] - i r - ^ . 
4 4 

6. Muitos candidatos nao distinguem com clareza, 
de entre várias proposições apresentadas, as que êles 
próprios tomam como definições e como propriedades. 

Um exemplo típico : Um candidato dá a seguinte 
definição de triângulos semelhantes — «dois triângulos 
dizem-se semelhantes quando têm os ângulos iguais e 
os lados homólogos proporcionais». E logo a seguir : 

Propriedades : 1." — «dois triângulos dlzem-se seme
lhantes quando têm os três ângulos iguais». 

7/ Tôdas estas insuficiências, se reduzem, creio eu, 
fundamentalmente a duas falta de espírito cr.tico e 
automatismo. Diante do problema, a primeira reacção 
do candidato é procurar a fórmula que se aplica (che
gam a encontrar-se expressões como esta — «aplicando 
o Pitágoras» — e recordo um caso ainda mais expres
sivo — «agora aplico pitágoras» — com p minúsculo !) e 

atirar-nos com o resultado, nao do problema, mas da 
aplicação da fórmula. 

i Quais as razões dêste estado de coisas ? Tenho a 
êsse respeito a minha opinião, mas seria bom que mais 
professores dessem a sua e. antes de mais, que se es
clarecesse bem se tenho ou nao razão, isto é, se é ou 
nâo verdade que o nosso ensino secundário desenvolve 
a falta de espírito critico e o automatismo. 

Façamos um longo debate sôbre êste problema que 
envolve, muito profundamente, uma grave questão de 
interesse nacional. 

A S T R O N O M I A 
SÔBRE O M O V I M E N T O DOS POLOS À SUPERFÍCIE DA TERRA 

VARIAÇÃO DAS LATITUDES 

por A. Baptista dos Santos 

É já vas t í s s ima a bibliografia relativa a ê s t e pro
blema de Astronomia que há cem anos preocupa 
os cientistas do Mundo inteiro sem que, a té hoje, 
se tenha conseguido reso lvê - lo completamente; 
e tarefa difícil é a daquele que queira expô- lo nos 
apertados limites de um artigo da «Gazeta», sem 

de modo a dar aos que o n â o c o n h e ç a m uma idéia 
geral da sua evo lução a t é aos nossos dias. Vamos 
tentar fazê- lo sem e s p e r a n ç a de sucesso brilhante-

A possibilidade do deslocamento dos polos à 
deixar de refer i r as suas fases mais importantes, superficie da Terra era já do conhecimento da 
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Mecânica depois que Euler ape r fe i çoou e comple
tou a teoria do movimento de ro tação de um corpo 
sól ido, r ígido, em tô rno de um ponto f ixo (1765). 

Euler demonstrou que o movimento de ro tação 
de um sól ido homogén io , r ígido, admitindo um 
eixo de simetria e sub t r a ído à acção de fô r ça s 
exteriores, persistiria indefinidamente com velo
cidade uni forme, se a ro tação se tivesse iniciado 
em tô rno d ê s s e eixo de s imetr ia; mas que, em 
igualdade de tôdas as outras condições , se in ic ia l 
mente o eixo de ro tação não coincidisse com o 
de simetria, é le manteria ainda uma d i r ecção f ixa 
no e spaço mas deveria girar em tô rno do segundo, 
descrevendo um cone no inter ior do sól ido. 

A ap l icação da aná l i se de Euler ao Globo Ter
restre suposto perfeitamente r ígido, permite re-

y 

s * — x f 

X \ T i x 

y 

conhecer, na h i p ó t e s e da ro tação se ter iniciado 
em tô rno de u m eixo não coincidente com o de 
figura — eixo menor do e l ipsó ide de r evo lução a 
que a Terra se assemelha — e abstraindo ainda 
das acções do Sol, da Lua e dos outros planetas, 
que o eixo de ro t ação conserva no espaço , re la t i 
vamente às estrelas, uma d i recção f ixa , mas gira, 
de ocidente para oriente, em tô rno do eixo de 
figura, completando o seu movimento num p e r í o d o 
de 305 dias siderais que é uso designar pelo nome 
de ciclo de Euler. Em re lação à s estrelas, é en tão 
o eixo de figura que gira em tô rno do eixo de rota
ção, descrevendo uma supe r f í c i e cónica cujo ân 
gulo de abertura, que é uma f u n ç ã o das constan
tes a rb i t r á r i a s introduzidas pela in teg ração das 
equações de Euler, só pode ser determinado pela 
obse rvação . Nas h ipó t e se s estabelecidas, o polo 
de ro t ação descreve, assim, à supe r f í c i e da Terra, 
uma c i r cun fe rênc i a cujo centro existe no eixo da 
f igura ; e sendo a latitude de um lugar a altura do 
polo de ro tação acima do horizonte é óbvio que 

as latitudes as t ronómicas se não conservam cons
tantes. 

O movimento do eixo de ro t ação em tô rno do 
de f igura n ã o é, p o r é m , tão simples como o con
siderou Euler. Tisserand estuda mais pormenori
zadamente ê s t e movimento e mostra, supondo 
ainda nulas as fôrças exteriores, que ê le tem duas 
componentes: uma, a principal , é o movimento 
considerado por Euler, de pe r íodo igual a 305 dias; 
a outra, de impor t ânc i a secundár i a , é um m o v i 
mento do eixo i n s t a n t â n e o de ro t ação em tô rno 
da sua pos ição méd ia , de p e r í o d o d iár io e de sen
tido con t rá r io ao do pr imeiro . Qualquer d ê s t e s 
movimentos se anula no caso da coincidência i n i 
cial dos eixos 

A p r o j e c ç ã o do movimento do polo de ro t ação 
no plano tangente ao e l ipsóide , cujo ponto de con
tacto é o polo de simetria, é, assim, um movimento 
epicicloidal como se reconhece pela f igura . Des i 
gnando por x e y as coordenadas do polo P em 
re l ação a um sistema de eixos coordenados rectan
gulares com origem no polo P, as e q u a ç õ e s do 
movimento composto s e r ã o : 

x=r\ cos a + r 2 cos 8 
y=ri sen a + ^ s e n p 

$ 
onde rt e r 2 são os raios dos c í rculos e « e p são 
f u n ç õ e s do tempo. 

A Teoria mostra ainda que o raio r 2 é va r i áve l 
desde 0 ao valor m á x i m o de 60 c e n t í m e t r o s . Como 
se vê , bem insignificante é, de facto, a segunda 
componente do movimento. 

Oppolzer, no seu tratado da D e t e r m i n a ç ã o das 
Órb i t a s , estuda ainda a in f luênc ia das acções do 
Sol e da Lua no deslocamento do eixo de ro t ação 
em re l ação à Terra, e chega à e x p r e s s ã o seguinte 
da va r i ação das latitudes resultante : 

âo=0".009 sen 6-0".0O6 sen ( 0 - 2 ( ) -
-0".003 sen ( e - 2 © ) + • • • 

onde 0 é a hora sideral local e © e ( são as lon
gitudes do Sol e da Lua. 

A aná l i se desta e x p r e s s ã o , de que escrevemos 
apenas os t ê r m o s principais, mostra que as acções 

<" Aos menos familiarizados com éste assunto recorda
mos que os movimentos considerados são perfeitamente 
distintos dos de precessão e nutação do eixo terrestre ; 
estes são movimentos de conjunto de tôda a Terra em tôrno 
de um eixo perpendicular ao plano da ecliptica fixa e resul
tam da acção do Sol, da Lua e dos planetas sôbre o anel 
equatorial do elipsóide terrestre. Se fôssem nulas as acções 
exteriores, ê les anular-se-iam, persistindo, no entanto, os 
primeiros movimentos. 
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do Sol e da Lua originam va r i ações de pe r íodo 
d iár io ; 0 varia, com efeito, de 0 o a 360° no inter
valo de um dia sideral. 

Considerando, p o r é m , os valores que tomam 
a q u ê l e s termos à mesma hora c iv i l de cada dia, 
reconhece-se que o pr imeiro e o terceiro apre
sentam u m pe r íodo anual mostrando o segundo 
um pe r íodo semi-mensal, visto que 9 e 0 variam 
de cêrca de I o por dia e ( varia de 0° a 360° num 
m ê s lunar. 

A possibilidade da va r i ação per iódica das la t i 
tudes a s t ronómicas apareceu, como se vê, t eò r i -
camente, como consequênc ia imediata dum pro
váve l deslocamento dos polos à supe r f í c i e da 
Terra ; mas a Teoria n ã o pode af i rmar ou negar 
a ex is tênc ia real d é s s e deslocamento porque nada 
pode saber das cond ições em que se iniciou o mo
vimento de ro tação da Terra. A ver i f icação expe
rimental impunha-se, portanto, à cons ide ração dos 
a s t r ó n o m o s . 

Foi o ilustre Bessel um dos primeiros a tentar 
essa ver i f icação por o b s e r v a ç õ e s da Polar em 
combinação com as leituras de uma mira colocada 
no meridiano, mas sem resultado positivo. 

As primeiras o b s e r v a ç õ e s que confirmaram a 
exis tência real da variabilidade das latitudes foram 
feitas por Peters em 1842 e 43, no cí rculo vertical 
do O b s e r v a t ó r i o de Poulkovo; ê s t e c é l e b r e as t ró 
nomo constatou va r i ações de 0".08 de amplitude, 
cujo pe r íodo se adaptava bem ao ciclo de Euler, 
mas ê le p róp r io n ã o confiou muito nas ind icações 
dos seus resultados porque os não podia conside
rar expurgados de in f luênc ias relacionadas com 
as diferentes ca rac te r í s t i cas das e s t ações do ano 
— a da temperatura, principalmente. 

Outros a s t r ó n o m o s se lhes seguiram neste em
preendimento <4> : Magnus Nyren, que discutiu as 
o b s e r v a ç õ e s de Struve no pr imeiro vertical de 
Poulkovo, o conjunto de tôdas as o b s e r v a ç õ e s de 
Peters, as de Gylden (1863-70) e as suas p r ó p r i a s 
(1871-73), determinando pelas o b s e r v a ç õ e s de 
Gylden uma amplitude máx ima de 0".12 com um 
ê r r o p r o v á v e l de 0".02; Clerk Maxwel, que dis
cutiu o b s e r v a ç õ e s efectuadas em G r e e n w i c h 
(1851-54) ; Downing, que examinou o b s e r v a ç õ e s 
t a m b é m de Greenwich (1868-77), chegando a re
sultados que se aproximavam muito dos de Peters; 
A . Nobile, que a lém das suas p r ó p r i a s o b s e r v a ç õ e s 
efectuadas no Obse rva tó r io de Capodimonte 1 3 1 , 

<2> M. F . Tisserand - «Bulletin Astronomique», Vol. 5, 
1888; Tisserand — cTralté de Mécanique Celeste», Vol. 2. 

(* Onde está hoje instalado o Ofício Central do Serviço 
Internacional das Latitudes, sob a DirecçSo do Prof. Car-
nera. 

Nápoles , discutiu longas s é r i e s de o b s e r v a ç õ e s de 
diferentes obse rva tó r io s , Oxford , Washington, 
Milão, e, em particular, uma sé r i e de 20 anos de 
o b s e r v a ç õ e s de Greenwich (1862-82), cuja aná l i se 
p ô s em evidência um valor m í n i m o da latitude de 
Greenwich entre Dezembro e Janeiro, e um m á 
ximo correspondente aos meses de ve rão , o que 
revelou um ciclo anual, aproximadamente. 

E m 1883, no Congresso de Geodesia realizado 
em Roma, Fergola tinha chamado a a t enção dos 
a s t r ó n o m o s para a necessidade de se fazerem 
o b s e r v a ç õ e s s i s t emát i cas de latitude, com o f i m 
de se descobrirem as suas va r i ações pe r iód icas e 
seculares, mas essa necessidade só fo i geralmente 
reconhecida em 1888, depois da publ icação duma 
m e m ó r i a de Kíis tner , do O b s e r v a t ó r i o de Ber l im, 
s ô b r e a d e t e r m i n a ç ã o da constante de abe r ração-
Kustner tinha-se proposto determinar uma cor
recção ao valor deduzido por Struve e, contra a 
sua espectativa, encontrou o valor —0".132 que 
estava em completo desacô rdo com o determinado 
por Nyren, +0".05. Procurando as causas do 
desacô rdo , apenas uma lhe pareceu inel idivel , a 
va r i ação da sua latitude, claramente manifestada 
nos resultados das o b s e r v a ç õ e s . 

S ó en tão principiou a desfazer-se a d e s c r e n ç a 
geral na variabilidade das latitudes, que a Teoria 
de modo algum tinha apontado como verdade i n 
discut íve l . As o b s e r v a ç õ e s antigas, a não ser as 
de Peters e as de Downing, pouco se harmoniza
vam com as d e d u ç õ e s teór icas , e K ú s t n e r mos-
trou-se inclinado ainda a a t r ibuir a va r i ação a 
causas de origem meteoro lóg ica ou de natureza 
s u b t e r r â n e a . Mas de tal modo a sua m e m ó r i a 
prendeu a a t enção dos a s t r ó n o m o s , que diversos 
O b s e r v a t ó r i o s — Ber l im, Potsdam, Praga, Stras
bourg, Poulkovo, Copenhague, Upsala e L u n d — 
se propuseram estudar em comum as va r i ações 
da latitude tendo os primeiros quatro escolhido 
para ê s s e f i m o m é t o d o de Horrebow-Talco t t ' " 
que tinha sido usado por Kustner na dedução da 
constante de a b e r r a ç ã o . 

E nesta fase que a i n t e rvenção de Chandler vem 
encontiar o problema. Alguns o t ê m apresentado 
como o descobridor do movimento do polo, o p r i 
meiro, talvez, a suspei tá - lo» ( í > ) . Ora, o mér i to de 
Chandler, que f o i muito grande não só nesta como 
em outras q u e s t õ e s de Astronomia, nâo necessita 
da prioridade na descoberta do movimento. Chan-

<4> É êste o método usado ainda hoje pelas estações do 
Serviço Internacional das Latitudes. 

i6> H. H. Turner — «Astronomical Discovery*. London, 
1904. 
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dler n ã o descobriu o movimento do polo e, sobre
tudo, não fo i ê le o pr imeiro a suspe i tá - lo . Tudo 
quanto atraz ficou dito estava feito quando, em 
Novembro de 1891, Chandler escreveu no N.° 248 
do «Ast ronomica l Jou rna l» o seu pr imeiro artigo 
em que fala abertamente de va r i ação das latitudes. 
O que Chandler descobriu, pela aná l i se das suas 
o b s e r v a ç õ e s com o A l m u c â n t a r a do O b s e r v a t ó r i o 
do Harvard Colege (Cambridge, Massacbussets) e 
de dezenas de milhar de outras, f o i a lei do mov i 
mento — o valor real do pe r íodo e a forma com
plexa da t r a j ec tó r i a do polo — m e r c ê de criteriosa 
i n t e r p r e t a ç ã o das o b s e r v a ç õ e s e de decidido alhea
mento de tôdas as cons ide rações de ordem t e ó 
rica. Os que o antecederam, ou por que usaram 
m é t o d o s defeituosos no tratamento das observa
ções ou por n ã o terem conseguido libertar-se dos 
conceitos t eór icos estabelecidos, ou nada puderam 
concluir ou se aproximaram apenas dos resulta
dos previstos pela Teoria. E f o i ainda a Teoria 
que, em m ã o s de tão no táve l autoridade como 
Newcomb, veio em auxil io de Chandler para que 
no meio cient í f ico lhe dessem créd i to — na curiosa 
e x p r e s s ã o de Turner, Newcomb ensinou-nos como 
engulir a pílula. 

O Dr . Seth Chandler não era a s t r ó n o m o de pro
f issão. O seu gôsto pela Astronomia manifestou-se 
logo no ú l t imo ano do curso e, conclu ído ês te , 
Chandler iniciou a vida prá t ica como assistente 
particular do Dr . Gould no U . S. Geodetic Survey, 
em Boston, mas em breve abandonou a carreira 
a s t ronómica para se dedicar à indús t r i a de Segu
ros onde f o i um técnico d is t in t í ss imo. Retomou 
m^is tarde os trabalhos a s t ronómicos no Obser
va tór io do Harvard Colege onde trabalhou ainda 
durante alguns anos e, desde en tão a té à sua morte, 
nunca mais deixou de se interessar profundamente, 
como amador, pelas q u e s t õ e s de A s t r o n o m i a . 
A descoberta das leis do movimento do polo va-
leu-lhe a concessão da Medalha de Ouro da Royai 
Astronomical Society de que era associado. U m 
dos seus primeiros tr iunfos f o i a i nvenção do 
A l m u c â n t a r a , instrumento cujas o b s e r v a ç õ e s o 
conduziram à inves t igação dessas leis. 

Chandler tinha notado que os r e s í d u o s destas 
suas o b s e r v a ç õ e s não gosavam de ca rác t e r aciden
tal, o mesmo sucedendo aos das o b s e r v a ç õ e s do 
Dr. K û s t n e r e às de Ber l im, Potsdam, Praga e 
Poulkovo a que atraz se fêz r e f e r ê n c i a ; e, servin-
do-se em particular das o b s e r v a ç õ e s de Poulkovo 
e Washington, realizadas conjuntamente durante 
um p e r í o d o relativamente mais longo (1863 a 67), 
calcula pela fó rmula : 

Ato = — r cos [X + (l—T) 6] 

os valores d e c e î 1 " , ver i f ica que estes valores 
satisfazem t a m b é m à s e q u a ç õ e s estabelecidas pe
las o b s e r v a ç õ e s de Melbourne e Leyden e af irma 
ousadamente que o polo norte da Terra gira, de 
Oeste para Leste, em tô rno de uma posição méd ia , 
num pe r íodo de 427 dias - 14 meses, — descre
vendo uma curva de raio igual a 30 p é s — cêrca 
de 9 metros. 

Mal pode fazer-se idêia, diz Turner , da onda de 
incredulidade que suscitaram as conc lusões de 
Chandler. O conceito geral s ô b r e o movimento do 
polo era tacitamente ê s t e : ou é imóve l à s u p e r f í 
cie da Terra ou, não o sendo, completa o seu 
movimento num p e r í o d o de 305 dias de acôrdo 
com a Teoria. A p r e s s u p o s i ç ã o gratuita de uma 
Terra absolutamente rígida, s ô b r e que assentava 
tôda a Teoria, tinha sido esquecida e para que 
fô s s em aceites as conc lusões de Chandler fo i ne
ces sá r io que Newcomb chamasse a a t enção para 
essa infundada h ipó tese e demonstrasse que se 
a Terra f ô s s e considerada elás t ica e lhe fô s se 
a t r ibu ída uma rigidez ligeiramente superior à do 
aço, o pe r íodo teór ico do movimento do polo igua
laria o deduzido pelas o b s e r v a ç õ e s . 

Chandler poderia ter ficado por aqui : a Teoria 
e a P rá t i ca estavam já reconciliadas e a mi s são 
de ulteriores inves t igações pertencia agora à Asso
ciação Geodés ica Internacional que, para ê s se f i m , 
acabava de criar o S e r v i ç o Internacional das L a 
titudes com programa e m é t o d o s p r ó p r i o s . Mas a 
f é de Chandler nas suas conc lusões era grande 
de mais para que se resignasse a n ã o ver confi r 
mada por maior n ú m e r o de o b s e r v a ç õ e s a lei do 
movimento deduzida e, assim, é le passa a anali-
zar as o b s e r v a ç õ e s de Brad ley ( 8 ) e por elas deduz 
um pe r íodo anual para o movimento do polo. 
O manifesto desacô rdo entre estas e as primeiras 
conc lusões levam-no à suspeita da variabilidade 
do pe r íodo e, com o f i m de a verificar, ê le aplica 
a sua aná l i se a cê rca de t r ê s dezenas de milhar 
de o b s e r v a ç õ e s , feitas, entre os anos de 1837 e 

<6' Por r e 6 designava Chandler o raio da curva descrita 
e o movimento angular diário; A9 era a variação da lati
tude, T a data em que o polo móvel existia no plano do 
meridiano de Greenwich e , a longitude da estação referida 
a Oreenwich. 

<71 Newcomb — On the Dynamics of the Earth's Rotation 
with respect to the Periodic Variations of Latitude — Mon
thly Notices, Vol. I l l , Março de 1892. 

(»> É curioso notar que foram estas observações que leva
ram Bradley à descoberta da Aberração da Luz e da Nutação 
do eixo terrestre. Como vai ver-se são elas que vão ainda 
conduzir Chandler à descoberta da verdadeira lei do movi
mento do polo. É mais um atributo de preciosidade que a 
Astronomia lhes não pode negar. 
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1891, em diversos o b s e r v a t ó r i o s e por m é t o d o s 
diferentes. A o pr inc íp io ainda se pronunciou por 
um pe r íodo var iáve l mas, ante a critica severa de 
Newcomb a esta conclusão , Chandler é compelido 
a rever o seu trabalho e conclui en tão : o movi
mento do polo é a resultante da combinação de 
dois movimentos distintos, tendo o pr imeiro u m 
per íodo de 428.6 dias e uma semi-amplitude de 
0 M 2 , e o segundo u m pe r íodo anual com a semi-
-amplitude var iáve l entre 0".04 e 0".20. O pe r íodo 
do movimento resultante era, pois, de 7 anos, ou 
sejam 84 meses (m. m. c. 14,12). E m todo o caso, 
as o b s e r v a ç õ e s mostravam que os pe r íodos e as 
amplitudes dês t e s movimentos estavam ainda su
jeitos a uma osci lação de longo pe r íodo compreen
dido entre 60 e 70 anos. 

Chandler procura em seguida determinar a na
tureza das t r a j ec tó r i a s m . T r a ç a n d o por pontos a 
do movimento resultante, obteve uma linha quás i 
fechada que se aproximava muito de uma elipse 
de eixos iguais a 0' .55 e 0".30. Estudando depois, 
em separada, as t r a j ec tó r i a s dos dois movimentos 
componentes, Chandler determinou para o mov i 
mento de 14 meses uma curva t ão pouco diferente 
da c i r cunfe rênc ia que os dados da o b s e r v a ç ã o 
eram igualmente bem representados por uma ou 
por outra ; para o movimento de p e r í o d o anual, 
obteve uma elipse muito alongada de eixos iguais 
a 0".32 e 0".10 . 

Estavam descobertas as leis do movimento do 
polo. 

As inves t igações posteriores do S e r v i ç o Inter
nacional das Latitudes confirmaram, com efeito, 
estes resultados de Chandler, mas não se suponha 
que se encontrou sempre, rigorosamente, o n ú 
mero 428.6 para a grandeza do pe r íodo do m o v i 
mento principal , ou que os valores das amplitudes 
igualaram sempre os deduzidos por Chandler, ou, 
finalmente, que as t r a j ec tó r i a s obtidas por essas 
inves t igações se adaptaram sempre, com inteiro 
rigor, à c i r cun fe rênc i a e à elipse, de raio e eixos 
constantes, que Chandler determinou. Estas gran
dezas es tão sujeitas a va r i ações mais ou menos 
regulares. A t r a j ec tó r i a do polo apresenta, por 
vezes, formas bastante caprichosas e pelo que 
diz respeito, em particular, ao pe r íodo do mov i 
mento principal , tem-se reconhecido a sua varia-

(W Nâo cabe aqui, evidentemente, a exposição pormeno
rizada dos métodos usados por Chandler nesta exaustiva 
investigação que lhe levou o melhor de 6 anos. O leitor 
mais interessado encontrará essa exposição em artigo do 
próprio Chandler, no n.° 406 do « Astronomical Journal», de 
18 de Junho de 1897, sob o titulo: Synthetical statement of 
the Theory of the polar motion. 

bilidade dentro de alguns dias. Enquanto Chandler 
determinou primeiro, para seu valor, 427 dias e 
mais tarde 428.6, Frank Dyson achou, pelas obser
vações de Greenwich, 432 dias, e mais moderna
mente, para só citar estes, Markowitz, do Obser
va tór io de Washington, encontrou o valor méd io 
de 422 dias pela aná l i se das o b s e r v a ç õ e s de 21 
anos (1916-40). A e f e m é r i d e das latitudes que 
Chandler chegou a imaginar e mesmo a construir, 
isto é, uma tabela que nos desse, para qualquer 
data, a latitude de um lugar de longitude x , é i m 
pra t icáve l a não ser que nos contentemos coiii 
um grosseiro valor aproximado. Ele o reconheceu 
quando, depois da aná l i se que ainda fêz das p r i 
meiras o b s e r v a ç õ e s do S e r v i ç o Internacionalapre-
sentadas por Albrecht, enuncionu os seus resul
tados do modo seguinte : o movimento do polo é 
a resultante de dois movimentos simples, um de 
t ra jec tó r ia aproximadamente circular e de veloci
dade angular var iável , realizando-se num pe r íodo 
de 14 meses, e um outro de t r a j ec tó r i a aproxima
damente el ípt ica e de pe r íodo anual. E assim se 
deve dizer : 14 meses — como quem diz, mais dias 
menos dias — e não 428 ou 432 dias, e sobretudo, 
428.6. Há , na realidade, v á r i a s causas que pertur
bam a perfeita regularidade do movimento do 
polo, designadamente, tôdas as de origem meteo
rológica e geológica que modificam, sem regula
ridade per iódica , a d is t r ibuição de massas à super
f íc ie e no inter ior do Globo. 

É geralmente aceite a seguinte i n t e r p r e t a ç ã o 
f ís ica dos movimentos do polo deduzidos da obser
vação . O movimento principal , de pe r íodo igual a 
14 meses, é o movimento previsto por Euler. Ele 
resulta, como se v iu , de n ã o serem coincidentes 
os eixos de ro tação e de f igura da Terra e já f o i 
explicado como o p e r í o d o previsto pela Teoria se 
poderia ajustar ao deduzido experimentalmente. 
Quanto ao segundo movimento, de pe r íodo anual, 
ocorre naturalmente ident i f icá- lo com o deduzido 
t e ò r i c a m e n t e por Oppolzer como resultado das 
acções do Sol e da Lua, mas reconhece-se que 
ês te , por si só, apenas pode explicar uma pequena 
parte daquele t ê r m o anual. A maior parte resulta, 
principalmente, do f e n ó m e n o meteoro lóg ico do 
deslocamento de grandes massas de ar à supar-
f íc ie da Terra . Sabe-se, com efeito, que o m á x i m o 
de p r e s s ã o a tmosfé r i ca se verif ica nos continen
tes durantes os meses fr ios , registando-se nê íes 
o mín imo de p r e s s ã o nos meses quentes. Nos 
mares dá-se o con t rá r io . Ora, dada a enorme ex
t e n s ã o do h e m i s f é r i o norte ocupada pelos cont i 
nentes, muito superior à s upe r f í c i e dê s t e hemis
fé r io ocupada pelos mares, reconhece-se que 
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apenas uma pequena parte do excesso de ar que 
no inverno cobre aqueles continentes é gasta em 
produzir o excesso de p r e s s ã o verificada durante 
o v e r ã o s ô b r e os mares do mesmo hemis fé r io . 
A massa excedente, que Spi ta ler < l 0 ' calculou ser 
superior a uma dezena de bi l iões de toneladas, 
desloca-se pois de Norte para Sul na passagem 
do inverno para o ve rão (hemis fé r io norte), ficando 
sujeita a um movimento de sentido con t rá r io na 
passagem do v e r ã o para o inverno. 

Este movimento de pe r íodo anual de uma tão 
grande massa de ar tem como consequênc i a u m 
deslocamento, igualmente de pe r íodo anual, do 
polo de f igura da Terra, que f o i estudado por 
Spitaler e de que resulta, segundo os trabalhos 
de Radau, u m deslocamento t r ip lo para o polo de 
ro t ação . É de esperar, por outro lado, que ê le d ê 
origem a uma v ib ração do centro de gravidade n t > 
da Terra para u m e outro lado da sua posição-

«o> Spitaler, Die Ursache der Breitenschwankungen, 
Wien 1897. 

OW Escrevemos contrafeitos «centro de gravidade da 
Terra'. Só o desejo de não fugir à regra geral nos levou a 
isso porque entendemos que esta designação se deveria 
exclusivamente aplicar no caso de corpos sujeitos à acção 
<ia gravidade. Para a Terra ou qualquer outro planeta prefe
ríamos empregar a designação de «centro de atracção». 

média , resultando dessa v ib ração va r i ações na 
incl inação, em re lação ao equador, da vertical de 
qualquer lugar à s u p e r f í c i e da Terra e, portanto, 
va r i ações de pe r íodo anual nas latitudes. Sendo 
assim, é de reconhecer que uma parte do t ê r m o 
anual n ã o é propriamente devida a um desloca
mento do polo à superficie da Terra mas s im a 
um desvio da vert ical . Voltaremos a ê s t e assunto 
quando tratarmos do t ê r m o de Kimurà . 

Termina aqui a idade antiga — deixai-me cha-
mar-lhe assim — da va r i ação das latitudes. A sua 
idade moderna principia com a descoberta do 
t ê r m o de Kimura que te rá de ser objecto de fu turo 
artigo porque ê s t e já vai longo e a secção de 
Astronomia não fo i criada para aborrecer os l e i 
tores da «Gazeta de Matemát ica» . 

B I B L I O G R A F I A 

A l é m dos l ivros e artigos já citados, mais os 
dois seguintes trabalhos portugueses: 

Variações de latitude, pelo Prof. J. Custódio de 
Morais, Coimbra, 1914. (Disse r t ação de Doutora
mento em Matemát ica) . 

O deslocamento dos poios à superficie da Terra, 
pelo Prof. L . Cabral de Morais, Lisboa, 1903. 
(Disse r tação de concurso para Professor de Ma
temát ica da Escola Pol i técn ica) . 

T E M A S D E E S T U D O 
A N O Ç Ã O DE GRUPO T O P O L Ó G I C O " 

por Hugo Ribeiro 
(Bolseiro do Instituto para a Alta Cultura) 

«The concept of a continuous, or what is the 
same thing, topological group, arose in mathema
tics f r o m the study of groups of continuous trans
formations. A group of continuous transforma
tions, è . g. geometric transformations, constitutes 
in a natural way a topological manifold. I t appea
red later that for the treatment of the greater 
part of the problems arising in this connection i t 
is not necessary to consider a group as a group 
of transformations, but merely to study the group 
intrinsically, remembering however that there is 
def ined i n i t an operation of passage to a l i m i t . 

<> Colaborando na presente secção da "Gazeta de Mate
mática» o objectivo do autor é unicamente indicar noções e 
resultados, provavelmente ainda não familiares à maior 
parte dos leitores dêste jornal, e sugerir problemas com os 
quais alguma vez tomou conhecimento numa medida que lhe 
permite ,.a seu juízo!) uma exposição precisa (para que a lei-

Thus arose a new mathematical concept — topo
logical group. 

. . One of the concrete concepts of the theory 
of topological groups is the concept of L i e group. 
I n fact the theory of topological groups l irst arose 
i n the theory of L i e groups. As is usual in re la t i 
vely older theories the theory of L ie groups lef t 
unsolved some of its fundamental problems. W e 
devote the sixth chapter of this look to the solu
t ion of these problems* . . 

O que precede é parte do p re fác io de Pontrjagin 
ao seu l i v r o 5 1 , l i v ro que, cremos, constitui a expo-

tura não apresente obstáculos escusados) mas breve (exi
gindo um esfôrço salutar do estudioso e excluindo os leito
res contemplativos) e contendo indicações bibliográficas pa
ra o desenvolvimento do texto e o prosseguimento do estudo. 

« Topological Groups, Traduzido do russo por Emma 
Lehmer. Princeton Mathematical Series, 1939. 
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s ição de conjunto mais detalhada e mais recente 
s ô b r e ê s t e assunto. Esta obra con tém dois cap í 
tulos in t rodu tór ios nos quais se desenvolvem res
pectivamente os conceitos de grupo e e s p a ç o to-
polôgico . 

U m grupo topológico é um grupo com uma 
estrutura topológica de certo tipo, relativamente 
à qual as o p e r a ç õ e s do grupo são f u n ç õ e s con
t ínuas . Mais precisamente: Seja G um grupo 
(abstracto) com a o p e r a ç ã o de mul t ip l icação • e de 
elementos x,y,-- cujos inversos se representa
r ã o respectivamente por .v - 1 y~', • • • ; seja em G 
definida uma estrutura topológica, isto é, seja dado 
u m processo de ter, com cada conjunto de ele
mentos de G , o sub-conjunto de G dos seus ele
mentos («pontos») de acumulação (conjunto der i 
vado) ou, o que é equivalente, o seu fecho (reu
nião do conjunto em q u e s t ã o e do derivado), e 
especialmente seja esta estrutura topológica a 
dum e s p a ç o T± ; seja ainda para cada elemento 
y de G, x-y (isto representa en tão uma corres
pondênc ia u n í v o c a , x—>-x-y, do conjunto G no 
conjunto G !) uma função con t ínua de x ( relat i
vamente ao e s p a ç o anterior!) e, para cada ele
mento x (é agora uma c o r r e s p o n d ê n c i a y -* x-y) 
uma f u n ç ã o cont ínua de y ; seja, finalmente, tam
b é m x"1 uma função con t ínua de x. O grupo G 
é en tão um grupo topológico (relativamente àque la 
estrutura topológica) . 

Recordemos o significado de cada um dos con
ceitos anteriores (grupo, e spaço T\, f u u ç ã o con
t ínua ) para que fique aqui inteiramente entendida 
a def in ição anterior e porque isso nos vai ser 
úti l no que segue : 

U m conjunto n ã o vazio, G, é um grupo rela t i 
vamente a uma o p e r a ç ã o - (a mul t ip l icação do 
grupo), que faz corresponder univocamente a cada 
par (ordenado!) <x,y> (pode ser x=y/) de 
elementos x e y de G um elemento s=x-y de G, 
se, e só se, esta ope ração é associativa e tal que 
há em G elementos z e « para os quais s • x=y 
e x-u=yv. (Prova-se en tão que G c o n t é m um 

»> Para o estudo da noção de grupo, teoria e aplicações 
consulte-se qualquer dos seguintes livros : Zassenhaus, 
Lehrbuch der Gruppentheorie, erster Band, Hamburger 
Mathematische Einzelschriften, 1937, Teubner, Berlin ; A l 
meida Costa, Elementos da Teoria dos grupos. Centro de 
Estudos de Matemática, 1942, Porto ; Speiser, Die théorie 
der Gruppen oon endticher Ordnung, 3. Auflage, 1937, 
Springer, Berlin ; B. L . van der Waerden. Moderne Alge
bra 1,3. Auflage, 1937, Berlin. Sublinhamos aqui, somente, o 
seguinte importante teorema (Cayley) : Qualquer grupo 
pode sempre considerar-se como um grupo de permuta
ções. 

elemento único (a unidade do grupo), e, tal que 
x • «=« • x=x qualquer que seja o elemento xde G 
e t a m b é m , que, para cada elemento x de G há um 
elemento ún ico (o inverso de x) x~l para o qual 
XT* • . U m conjunto G é u m espaço 
J i , relativamente a uma o p e r a ç ã o (o fecho do 
e spaço ) que faz corresponder univocamente a 
cada sub-conjunto X de G u m sub-conjunto 
X de G, se, e só se, esta o p e r a ç ã o verif ica as con
d ições X\jY=XOY (U representa a o p e r a ç ã o de 

r e u n i ã o de conjuntos), X=X e X=X se X é 
const i tu ído por um «ponto» ún ico " v . (Prova-se 
en tão que é, para cada conjunto X n ã o vazio, 
XcX — isto é : cada elemento de X é um ele
mento de X — e, se supozermos, como sempre 
faremos, que G tem mais do que um elemento, 
asseguramo-nos de que se tem para o conjunto 
vazio, 0 , 0 = 0 ) . A o p e r a ç ã o fo i aqui suposta 
dada directamente. Ela pode p o r é m obter-se l i 
gando a cada elemento x de G uma famíl ia de 
sub-conjuntos de G (as v iz inhanças de x) v e r i f i 
cando, esta co r r e spondênc ia , certas condições* ' ' " . 
E n t ã o , um elemento x de G p e r t e n c e r á ao fecho X 
dum sub-conjunto X se, e s ó se, tôdas as vizinhan
ças de x con têm elementos de X . ( Ê s t e procedi
mento tem grande impor tânc ia , especialmente no 
desenvolvimento da teoria dos grupos topológicos 
que parece ter sido sempre s i s t e m à t i c a m e n t e 
prosseguida dês t e modo z > ) . Uma c o r r e s p o n d ê n c i a 
u n í v o c a / ( f u n ç ã o dum espaço T\,G, emsimesmo 
é con t ínua em todo o e s p a ç o se f ( X ) c f ( X ) 
qualquer que seja o sub-conjunto X de C s . f é 
con t ínua em todo o e spaço se, e só se, é continua 
em cada ponto x do e spaço , isto é, (Cauchy) se, e 
só se, para cada x e cada v iz inhança de f ( x ) há 
uma viz inhança de x tat que para todos os seus 
pontos, y , f ( y ) pertence à q u e l a v iz inhança de 
/ ( * ) • 

Podemos agora dizer brevemente : G ê u m 
grupo topológico relativamente às o p e r a ç õ e s . e ' 
se, e s ó se, estas verif icam (a lém das cond ições 
impostas simplesmente à o p e r a ç ã o do grupo) as 

seguintes c o n d i ç õ e s : XUY ~ XUY, X*=X, 

4 > Para o estudo dos espaços Ti Veiam-se : Kuratowski, 
Topologie 1,1933, Varsovie ; Alexandroff und Hopf. Topo-
logie I. Band, 1935, Springer, Berlin, p. 58. Para um estudo 
sistemático das relações entre as noções de fecho e de visí-
nhança em diversos espaços abstractos veja-se Trabalhos 
do Seminário de Análise Geral, 1941, Lisboa, ou Portuga-
llae Mathematica, Vol. 1,2, 5, Lisboa. 
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X C X'1 q u a i s q u e r q u e s e j a m os s u b - c o n j u n t o s 
X e Y de G e (x)={x), Y x c Y ^ x , x-Yax.Y 
q u a i s q u e r que s e j a m o s u b - c o n j u n t o Y e o e l e 
m e n t o x . 

A e s t r u t u r a t o p o l ó g i c a d u m g r u p o t o p o l ó g i c o 
é s e m p r e homogénea: dados d o i s e l e m e n t o s q u a i s 
q u e r x e y h á s e m p r e u m a p e r m u t a ç ã o d o e s p a ç o 
e m s i m e s m o ( p o r e x e m p l o , a m u l t i p l i c a ç ã o à d i 
r e i t a p o r x~^-y) q u e t r a n s f o r m a x e m y , e esta 
t r a n s f o r m a ç ã o é c o n t í n u a e t e m u m a i n v e r s a 
(a m u l t i p l i c a ç ã o à d i r e i t a p o r y~l • x\ q u e é t a m 
b é m c o n t i n u a — h á u m a h o m e o m o r f i a q u e f az 
c o r r e s p o n d e r y a x . I s t o i n d i c a q u e as p r o p r i e 
dades topológicas l oca i s ( r e l a t i va s à s v i z i n h a n ç a s ) 
sSo as m e s m a s e m todos os p o n t o s , e b a s t a r á p o r 
t a n t o es tabelece- las n u m p o n t o ú n i c o , q u a l q u e r , 
q u e p o d e ser, p o r e x e m p l o , a u n i d a d e d o g r u p o . 
E s t a o b s e r v a ç ã o é p r ó p r i a do p r o c e d i m e n t o u sua l , 
a c i m a apon tado , n o d e s e n v o l v i m e n t o da t e o r i a 
dos g r u p o s t o p o l ó g i c o s J > . 

É t e m p o de i n d i c a r a lguns e x e m p l o s i m p o r t a n 
tes d e g r u p o s t o p o l ó g i c o s : 1.°) O g r u p o a d i t i v o 
G dos n ú m e r o s r ea i s e, ne le , a e s t r u t u r a t o p o l ó 
g ica h a b i t u a l . 2 .°) O g r u p o a d i t i v o G dos v e c t o 
r e s ( t r a n s l a c ç õ e s ) d u m e s p a ç o e u c l i d e a n o , R", a 
« d i m e n s õ e s ; ê s t e e x e m p l o g e n e r a l i z a i m e d i a t a 
m e n t e o a n t e r i o r e, se « = 2 , é f u n d a m e n t a l m e n t e 
o g r u p o a d i t i v o dos n ú m e r o s c o m p l e x o s . 3 .°) O 
g r u p o G das r o t a ç õ e s , do e s p a ç o o r d i n á r i o , e m 
t ô r n o d u m p o n t o O . O b t é m - s e e m G u m e s p a ç o 
d i s t a n c i a d o (e p o r t a n t o u m e s p a ç o 7~j) se a cada 
r o t a ç ã o de a m p l i t u d e <p, c o m 0 < ç < i r , se f az 
c o r r e s p o n d e r s ô b r e o e i x o r e s p e c t i v o , e n o s e n 
t i d o p a r a o q u a l é d i r e c t o o s e n t i d o do m o v i m e n t o > 

o p o n t o c u j a d i s t â n c i a a O é t g o / 2 , t o m a n d o e n t ã o 
p a r a d i s t â n c i a de duas r o t a ç õ e s a d o s p o n t o s c o r 
r e s p o n d e n t e s . O e s p a ç o p r o j e c t i v o a 3 d i m e n s õ e s , 
r e p r e s e n t a a q u i , o e s p a ç o das r o t a ç õ e s e m t ô r n o 
d e O. Ê s t e g r u p o , q u e n ã o é , ao c o n t r á r i o dos 
a n t e r i o r e s , a b e l i a n o , p o d e a i n d a c o n s i d e r a r - s e 
c o m o u m g r u p o de m a t r i z e s o r t o g o n a i s . 4.°) O g r u p o 
m u l t i p l i c a t i v o dos n ú m e r o s c o m p l e x o s (de m ó 
d u l o 1), c o m a e s t r u t u r a t o p o l ó g i c a o r d i n á r i a 
da c i r c u n f e r ê n c i a . É , f u n d a m e n t a l m e n t e , o g r u p o 
a d i t i v o dos n ú m e r o s r ea i s q u a n d o se c o n s i d e r a m 
igua i s d o i s n ú m e r o s q u e d i f e r e m d u m i n t e i r o . 
5.°) O caso t r i v i a l dos g r u p o s t o p o l ó g i c o s d i s c r e 
tos 3 1 , p a r a os q u a i s o f e c h o d e cada s u b - c o n j u n t o 
é ê s t e m e s m o s u b - c o n j u n t o . A sua t e o r i a é a t e o 
r i a , p u r a m e n t e a l g é b r i c a , dos g r u p o s . 

U m m é t o d o u s u a l d e o b t e r n o v o s g r u p o s t o p o 
l ó g i c o s a p a r t i r de g r u p o s t o p o l ó g i c o s dados é o 
d a o p e r a ç ã o q u e f o r n e c e o « p r o d u t o d i r e c t o » * 3 1 

de d o i s o u m a i s ( m e s m o i n f i n i t o s n u m e r á v e i s ) 
g r u p o s t o p o l ó g i c o s dados . A s s i m , o g r u p o t o p o 
l ó g i c o d o 2.° e x e m p l o é o p r o d u t o d i r e c t o d e n 
g r u p o s todos i g u a i s ao do 1.° e x e m p l o ; o « t o r o » 
é o p r o d u t o d i r e c t o d e d o i s g r u p o s t o p o l ó g i c o s 
i g u a i s aos d o 4 .° e x e m p l o , e tc . 

N a t e o r i a dos g r u p o s t o p o l ó g i c o s e s t ã o es tabe
l ec ida s m u i t a s p r o p o s i ç õ e s q u e e r a m j á b e m c o n h e 
c idas nos e x e m p l o s a n t e r i o r e s . R e l a c i o n a m - s e f r e 
q u e n t e m e n t e , n a q u e l a t e o r i a , os c o n c e i t o s s e g u i n 
tes da T e o r i a dos G r u p o s e da T o p o l o g i a , e n t r e 
os q u a i s h á u m a c o r r e s p o n d ê n c i a n a t u r a l : s u b 
g r u p o e s u b - e s p a ç o , h o m o m o r f i s m o e c o n t i n u i 
dade , i s o m o r f i s m o e h o m e o m o r f i s m o , g r u p o f a c t o r 
e e s p a ç o c o c i e n t e , etc. Ce r to s g r u p o s t o p o l ó g i c o s , 
c u j a e s t r u t u r a t o p o l ó g i c a t e m p r o p r i e d a d e s p a r t i 
cu l a r e s , p o d e m es tuda r - se c o m o g r u p o s t o p o l ó 
g icos de m a t r i z e s 2 ' . I n v e s t i g a ç õ e s s ô b r e esta pos 
s i b i l i d a d e t ê m s ido s i s t e m a t i c a m e n t e p ro s segu idas , 
e a s s i m se d e s e n v o l v e m , p o r e x e m p l o , os e s tudos 
da i n t e g r a ç ã o e m g r u p o s t o p o l ó g i c o s 6 ' . 

V o l t e m o s à d e f i n i ç ã o de g r u p o t o p o l ó g i c o : 
A o p e r a ç ã o de m u l t i p l i c a ç ã o e m G i n d u z n a t u 
r a l m e n t e u m a o p e r a ç ã o d e m u l t i p l i c a ç ã o e n t r e os 
s u b - c o n j u n t o s X,Y--- de G\ e esta, c o m as o p e 
r a ç õ e s d e r e u n i ã o U e de i n t e r s e c ç ã o D d e c las 
ses d á l o g a r a u m c o n h e c i d o c á l c u l o de « c o m p l e 
x o s » d u m g r u p o : C o m e f e i t o , se se f i x a q u e X • Y 
é o s u b - c o n j u n t o c o n s t i t u í d o pe lo s e l e m e n t o s de G 
q u e s ã o i g u a i s ao p r o d u t o ( segundo a m u l t i p l i c a 
ç ã o d o g r u p o ) de u m e l e m e n t o de X p o r u m e l e 
m e n t o d e Y, e a inda q u e X~l é o s u b - c o n j u n t o 
c o n s t i t u í d o pe los i n v e r s o s dos e l e m e n t o s d e X , 
p o d e r ã o f a c i l m e n t e es tabe lecer -se v á r i a s l e i s d ê s t e 
c á l c u l o (a d i s t r i b u t i v i d a d e d e • r e l a t i v a m e n t e a U , 
p o r e x e m p l o ) i m p o r t a n t e s na t e o r i a dos g r u p o s . 
V e r i f i c a - s e f à c i l m e n t e q u e o c o m p l e x o X =f=0 é 
u m g r u p o se, e s ó se, X- X~^ c X ( o u , o q u e é o 
m e s m o , X• X~* U X— X)3>. D o p o n t o d e v i s t a 
d ê s t e c á l c u l o de c o m p l e x o s d u m g r u p o q u a l q u e r 
( n ã o se s u p õ e a i n d a q u e se ja t o p o l ó g i c o ) os c o m 
p l e x o s c o n s t i t u e m u m a á l g e b r a de B o o l e c o m p l e t a 
a t ó m i c a ( e s p a ç o a l g é b r i c o c u j o s e l e m e n t o s se c o m 
b i n a m c o m as o p e r a ç õ e s U e D c o m o os s u b -
- c o n j u n t o s d e u m c o n j u n t o ) o n d e duas o u t r a s o p e 
r a ç õ e s (a d e m u l t i p l i c a ç ã o , e a de t o m a r o i n v e r s o ) 
v e r i f i c a m ce r tas c o n d i ç õ e s . A o p e r a ç ã o s e r á 
u m a n o v a o p e r a ç ã o ( u m a c o r r e s p o n d ê n c i a ) p a r a 

5> André Weil, L'intégration das les groupes topoto-
giqaes. Publications de l'Institut Mathématique de Cler
mont Ferrand, Act Sc. e Ind. n.°868, 1940, Hermann, Paris. 
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os e l e m e n t o s des ta á l g e b r a de B o o l e , e v e r i f i c a - s e 
f a c i l m e n t e (a p a r t i r das c o n d i ç õ e s a c i m a e das 
d e f i n i ç õ e s j á dadas) q u e a q u ê l e c á l c u l o de c o m 
p l e x o s é o de u m g r u p o t o p o l ó g i c o r e l a t i v a m e n t e 

a ê s t e f e c h o se, e s ó se, X\JY=XU Y , X ^ X , 
X- Y e X V""" 1 q u a i s q u e r q u e s e j a m X e Y e 
X—X q u a n d o X é u m á t o m o ( c o m p l e x o de u m 
ú n i c o e l e m e n t o d e G)'". ( D e m o n s t r a - s e agora , 
i m e d i a t a m e n t e , p o r e x e m p l o , q u e se X é u m 
s u b - g r u p o X t a m b é m é u m s u b - g r u p o : D e f ac to , 
se X=f=0 é Xj=0 e se X-X~i(zX é X-X C 

c X X- c X ) . 
E s t a f o r m u l a ç ã o , q u e se nos a f i g u r a s i m p l e s , 

s i g n i f i c a d e ce r t o m o d o , u m a a l g e b r i z a ç ã o da n o 
ç ã o d o g r u p o t o p o l ó g i c o , e t e m , p o r v e n t u r a , i n t e -

• António Monteiro, et Hugo Ribeiro, Les fonctions 
continues et tes espaces partiellement ordonnés, Portu-
galiae Mathematica, vol. 4,1943, Lisboa. 

resse no e s t a b e l e c i m e n t o d e a lguns r e s u l t a d o s da 
sua t e o r i a g e r a l . Sabe-se p o r e x e m p l o , q u e a es
t r u t u r a t o p o l ó g i c a d u m g r u p o t o p o l ó g i c o é s e m p r e 
a d u m e s p a ç o r e g u l a r -' M . E è s t e r e s u l t a d o d e v e 
p o d e r ob te r - se f à c i l m e n t e se se r e c o r r e à ca rac te 
r i z a ç ã o q u e A n t ó n i o M o n t e i r o d e u dos e s p a ç o s 
r e g u l a r e s ' " . A f i g u r a - s e - n o s a i n d a que , c o m l eves 
m o d i f i c a ç õ e s , as t r è s p r i m e i r a s c o n d i ç õ e s a p o n t a 
das p a r a o c á l c u l o dos c o m p l e x o s d u m g r u p o t o 
p o l ó g i c o , se v e r i f i c a m a i n d a n o u t r o s c á l c u l o s m u i t o 
d i s t i n t o s ( é q u e elas s ã o e s p e c i a l m e n t e i n t e r e s 
santes n o c á l c u l o das r e l a ç õ e s b i n á r i a s ) . P r o c u r a 
r e m o s d e t a l h a r esta o b s e r v a ç ã o n u m n o v o a r t i g o . 

1043, S e t e m b r o , Z u r i c h 

7> António Monteiro, La notion de fermeture et tes 
axiomes de séparation, Portugaliae Mathematica, vol. 2, 
1941, Lisboa, p. 290 ou Anais da Fac. Ciências do Potto, 
tomo 26, 1941, Porto, p. 193. 

Á L G E B R A M O D E R N A 

por A. Almeida Costa 

E m s e g u i m e n t o da e x p o s i ç ã o f e i t a nos c u r s o s 
d o Centro de Estudos Matemáticos do Pôrto s ô b r e 
Grupos e Anéis, s e r i a ú t i l , nos t ê r m o s da m e 
m ó r i a f u n d a m e n t a l de £. Steinits ( A l g e b r a i s c h e 
T h é o r i e d e r K õ r p e r , J o u r n a l f i i r d i e r e i n e u n d 
a n g e w a n d t e M a t h e m a t i k , B a n d 137, p á g s . 167 a 308, 
1910), c o n t i n u a r o t r a t a m e n t o das a m p l i a ç õ e s a l g é 

b r i c a s dos c o r p o s c o m u t a t i v o s , e x p o r o t e o r e m a 
f u n d a m e n t a l r e l a t i v o à e x i s t ê n c i a d u m t i p o d e 
e q u i v a l ê n c i a de c o r p o a l g è b r i c a m e n t e f e c h a d o , 
a m p l i a ç ã o d u m c o r p o dado , e d a r os t e o r e m a s r e 
l a t i v o s à s a m p l i a ç õ e s t r a n s c e n d e n t e s (Os cu r sos 
r e f e r i d o s i n s e r e m t o d o o c o n t e ú d o da m e m ó r i a 
c i t ada , a t é p á g s . 249). 

F l S I C A T E Ó R I C A 

por A . A l m e i d a Cos ia 

T e m i n t e r ê s s e j u s t i f i c a r os r a c i o c í n i o s q u e v ã o 
segui r -se , u t i l i z a n d o s i m u l t â n e a m e n t e dados e x p e 
rimentais e m é t o d o s da A n á l i s e M a t e m á t i c a . 

C o n s i d e r e m o s u m á t o m o c o m p o s t o de u m n ú 
c l eo e de f + í e l e c t r õ e s . N a a u s ê n c i a de c a m p o 
e x t e r i o r , a f u n ç ã o de f ô r ç a é 

Ze-
n». 

o n d e Ze r e p r e s e n t a a carga d o n ú c l e o , r,,„ a d i s 
t â n c i a e n t r e as p a r t í c u l a s de í n d i c e s / e m, e 
o n d e o i n d i c e ze ro se r e f e r e ao n ú c l e o . A e q u a ç ã o 
de Schrõdinger c o r r e s p o n d e n t e é 

/ í±l U* f - ' '+« e- \ 

f- 2 ~ - \ - S f5- + 22 t > - ^ • 

I n t r o d u z i n d o as coo rdenadas x,, ••• do c e n t r o de 
g r a v i d a d e e as coo rdenadas r e l a t i v a s 
x^—x,=x\ t ê m l u g a r as i gua ldades 

*x,-t x'. , 
Po 

P o r elas se v e r i f i c a q u e U d e p e n d e Cinicamente 
das coo rdenadas r e l a t i v a s . Nas n o v a s c o o r d e n a 
das, a e q u a ç ã o de Schrõdinger e sc reve-se 

Y i r 

"x — > « —y 
(if—m+j^ H r-fV+i) • 

• -U^=E^, 

Es ta e q u a ç ã o pa r t e - se nas duas segu in tes ( o n d e 
se s u p r i m e m as l i n h a s ) : 
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Nesta ú l t i m a , v a m o s d e s p r e z a r a q u a n t i d a d e ~ -

1 / u. \ 
e m f ace de — ( o u — e m face da u n i d a d e I . S e n d o 

( ^ o + f » H ) -*3 = «'o-*o-i- |*i*'H • > 

o b t é m - s e , na m e s m a o r d e m d e a p r o x i m a ç ã o , 

x,=*o, ••• , r0x= •• = \ f x \ + = * V 

A e q u a ç ã o e m causa to rna - se na s e g u i n t e : 

P o n d o d e p a r t e as v a r i a ç õ e s d e -£", e ^ s , o nosso 
p r o b l e m a é u m p r o b l e m a de n ú c l e o f i x o e d e 
e l e c t r õ e s m ó v e i s e m t ô r n o d ê s s e n ú c l e o , q u e p o d e 
s u p o r - s e na o r i g e m das coo rdenadas . 

V a m o s e s c r e v e r (1) s o b a f o r m a 

( 2 ) 

c o m 

( A + B ) < H ( A ' + B ' ) 

A = 

1 

* V r . 

2f. r-2*> = - 2 
I «* f / 1 \ 

A» 

M-1 

5 r<,fH 
• ., = 1-

ISA e 1 > 

m )' 

A e q u a ç ã o (2) par te-se agora e m 

(3) ( A + B 

(4) ( A ' + B ' ) ^ » ^ , * . . 

A e q u a ç ã o (3) r e s p e i t a aos f p r i m e i r o s e l e c t r õ e s . 
O seu t r a t a m e n t o s u p õ e - s e t e r s i d o f e i t o do m o d o 
s e g u i n t e : e s tudou-se Ai/=*Ety, q u e r e s p e i t a ao 
s i s t ema dos r e f e r i d o s / e l e c t r õ e s pos tos e m f r e n t e 
d o n ú c l e o c o m « p r o t e c ç ã o » ( A b s c h i r m u n g ) ; e m 
seguida , sob a f o r m a de « p e r t u r b a ç ã o » , i n t r o d u -
z i u - s e i ? = a c ç ã o m ú t u a — p r o t e c ç ã o . 

A d m i t i n d o q u e os espec t ros aos q u a i s se s u p õ e 
a p l i c á v e l a d o u t r i n a e m d e s e n v o l v i m e n t o (espec
t r o s h i d r o g e n o i d e s dos a l c a l i n o s ) se e x p l i c a m s u 
p o n d o f i x o s e i/\ ( e s t ado f u n d a m e n t a l ) , s o m o s 
l e v a d o s à e q u a ç ã o ( 4 ) . P o d e m o s d i z e r , e m p r i 
m e i r o l uga r , q u e ao s i s t ema , de es tado d e t e r m i 
n a d o , c o n s t i t u í d o pe los / p r i m e i r o s e l e c t r õ e s , se 
j u n t o u o e l e c t r ã o de o r d e m s o b o q u a l ac tua 
u m c a m p o c e n t r a l c o m « p r o t e c ç ã o » , t u d o r e g u l a d o 
pe l a e q u a ç ã o 

( A + B H - i - A ' 

e, e m s e g u n d o luga r , q u e o r e s t o da a c ç ã o m ú t u a , 
e n t r e o e l e c t r ã o d e o r d e m f + 1 ea « c a r c a s s a » d o 
n ú c l e o e dos f p r i m e i r o s e l e c t r õ e s , é i n t r o d u z i d a 
p e l o o p e r a d o r B ' . 

A e q u a ç ã o A '< |4=£s<(4 c o r r e s p o n d e ao p r o b l e m a 
u s u a l d u m e l e c t r ã o e m f r e n t e d u m n ú c l e o , s o b a 
a c ç ã o d u m a f ô r ç a do t i p o ç ( r ) , que n ã o é u m a 
f ô r ç a de Coulomb. S e n ã o ex i s t i s s e a « p r o t e c ç ã o » 

, os v a l o r e s p r ó p r i o s c o n s t i t u i r i a m u m s i s 
t e m a d i s c r e t o : 

Po r s i m p l i c i d a d e , e s c r e v e r e m o s i V = l 2 + 2 5 H h 
+ ( « — 1 ) 2 + 1 e p o r e m o s 

E%N—EÍ,I;Í-I - f i j , 

O v a l o r p r ó p r i o EN t e m u m a d e g e n e r e s c ê n c i a de 
g r a u » * . A i n t e r v e n ç ã o de <ty H d i m i n u e essa de
g e n e r e s c ê n c i a , p o i s Efi de sdobra - se nos v a l o r e s 
p r ó p r i o s 

(5 ) E ( n , 0 ) , E ( » , l ) , - - , E ( n , l ) , - - , E ( t i , n - l ) , 

o n d e a E (n ,1) c o r r e s p o n d e u m d e g e n e r e s c ê n c i a 
d e g r a u 2 / + 1 . O c á l c u l o dos v a l o r e s (5) faz-se 
d e t e r m i n a n d o as r a í z e s ; d u m a e q u a ç ã o da f o r m a 

= 0 , 
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q u e q u á s i se r e d u z à f o r m a 

6,, • b u 0 •• 0 
bu 0 0 

«kl bn-r- 0 0 
0 0 0 o-c • 0 

0 0 0 0 • o-c 
o n d e » = / ( / — 1 ) + 1 , e / se s u p õ e g r a n d e . Os 
c o r r e s p o n d e n t e s a v a l o r e s g randes de / s e r i a m , 
p o i s , n u l o s , f a c t o q u e j u s t i f i c a r i a a t e n d ê n c i a do 

e spec t ro dos h i d r o g e n o i d e s p a r a o e s p e c t r o d o 
h i d r o g é n i o , q u a n d o / a u m e n t a . 

A i n t e r v e n ç ã o de B1 a l t e r a r i a os n í v e i s da e n e r 
gia mas n ã o a d e g e n e r e s c ê n c i a . 

F i n a l m e n t e , « r e s p o n s a b i l i z a n d o » o e l e c t r ã o de 
v a l ê n c i a pe lo f e n ó m e n o de Zeeman p r o v e n i e n t e 
da i n t e r v e n ç ã o d u m c a m p o m a g n é t i c o u n i f o r m e 
( n ã o m u i t o i n t e n s o ) , o e f e i t o c o r r e s p o n d e n t e po 
d e r i a e n t ã o t r a t a r - s e c o m o se h o u v e s s e u m ú n i c o 
e l e c t r ã o n u m c a m p o c e n t r a l , m e s m o p a r a o c á l 
c u l o das i n t e n s i d a d e s l u m i n o s a s ( p r o b a b i l i d a d e s 
de t r a n s i ç ã o e m q u e i n t e r v é m o n ú m e r o q u â n t i c a 
m a g n é t i c o ;;»). 

M O V I M E N T O M A T E M Á T I C O 
J U N T A DE I N V E S T I G A Ç Ã O MATEMÁTICA 

A « G a z e t a de M a t e m á t i c a » t e m o p r a z e r de 
c o m u n i c a r aos seus l e i t o r e s a c r i a ç ã o da Junta de 
Investigação Matemática, a c o n t e c i m e n t o da m a i o r 
i m p o r t â n c i a p a r a o d e s e n v o l v i m e n t o e o r i e n t a ç ã o 
d o m o v i m e n t o m a t e m á t i c o p o r t u g u ê s c o n t e m p o 
r â n e o . 

P u b l i c a m o s a s e g u i r a acta da f u n d a ç ã o da J u n t a 
q u e t e v e l u g a r n o d i a 4 de O u t u b r o de 1943 ; ne l a 
se a p r e s e n t a m os o b j e c t i v o s a a l c a n ç a r d i s p e n 
sando q u a l q u e r o u t r o c o m e n t á r i o . 

Atendendo à necessidade de : 

1. ° — Promover o desenvolvimento da inves t igação 
m a t e m á t i c a ; 

2 . ° — Realizar trabalhos de inves t igação necessár ios 
à economia da nação e ao desenvolvimento das outras 
c iênc ias ; 

3. 0 — Sistematizar e coordenar a inquir ição cientifica 
dos ma temá t i cos portugueses ; 

4. ° — Vincula r o movimento m a t e m á t i c o português 
com o dos outros pa í ses e em especial com o dos p a í s e s 
í be ro -amer i canos ; 

5. ° — Despertar na juventude estudiosa portuguesa 
o entusiasmo pela inves t igação m a t e m á t i c a e a f é na 
sua capacidade criadora ; 

resolvem os s igna tá r io s promover a criação duma Junta 
de Inves t igação Ma temá t i ca convidando a ingressar 
nela todos aqueles a quem o empreendimento interesse. 

A. de Mira Fernandes 
António A. Monteiro 
Ruy Luis Gomes 

A « G a z e t a de M a t e m á t i c a » a p r o v a n d o , e v i d e n 
t e m e n t e , esta i n i c i a t i v a p õ e as suas p á g i n a s a o 
s e r v i ç o da J u n t a e pede a todos os q u e p o r e la se 
i n t e r e s s a m p a r a c o m u n i c a r e m a sua a d e s ã o à 
« J u n t a de I n v e s t i g a ç ã o M a t e m á t i c a » . — R e d a c ç ã o 
da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » — L i s b o a . 

èO Q U E É A «PORTUGALIAE M A T H E M A T I C A » ? 

por H u g o Ribei ro 

(bolseiro do I. A. C. em Zurich) 

A « P o r t u g a l i a e M a t h e m a t i c a » t e m s i d o r e p e t i d a 
m e n t e a n u n c i a d a na nossa « G a z e t a » . O s nossos 
l e i t o r e s s a b e m j á q u e se t r a t a d e u m a r e v i s t a de 
c o l a b o r a ç ã o i n t e r n a c i o n a l ed i t ada p o r A n t ó n i o 
M o n t e i r o , a ú n i c a r e v i s t a p o r t u g u e s a q u e p u b l i c a , 
e x c l u s i v a m e n t e , t r a b a l h o s o r i g i n a i s d e M a t e m á 
t i c a . M a s é t e m p o de d a r a seu r e s p e i t o a l g u m a s 
i n f o r m a ç õ e s m a i s e, e m espec ia l , d e p r o c u r a r 

e x p l i c a r ao p ú b l i c o l a r g o e i n t e r e s sado , q u e é j á 
o dos l e i t o r e s da « G a z e t a » , c o m o s e r v e ela o d e s e n 
v o l v i m e n t o dos es tudos m a t e m á t i c o s e a i m p o r 
t â n c i a q u e a sua p u b l i c a ç ã o t e m pa ra os es tud iosos 
p o r t u g u e s e s d o p r e s e n t e e d o f u t u r o . É o q u e . 
r a p i d a m e n t e , p r o c u r o f a z e r nas l i n h a s q u e s e g u e m 
as qua i s , e m p a r t e , d e s e n v o l v e m o p r e f á c i o d e 
A n t ó n i o M o n t e i r o n o p r i m e i r o v o l u m e da r e v i s t a . 
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A « P o r t u g a l i a e M a t h e m a t i c a » p u b l i c o u o s e u 1.° 
f a s c í c u l o e m 1937, m a s s ó e m 1940 f o i p o s s í v e l 
e n c e r r a r , c o m c ê r c a d e 500 p á g i n a s , o p r i m e i r o 
v o l u m e . D e s d e e n t ã o p a s s a r a m a p u b l i c a r - s e r e g u 
l a r m e n t e os v o l u m e s anua i s d e a p r o x i m à d a m e n t e 
300 p á g i n a s . N o f i n a l d o ano c o r r e n t e s a i r á 
p o i s o v o l u m e 4.° e, a s s im , t e r á p u b l i c a d o p e r t o 
de 1500 p á g i n a s de t r a b a l h o s de M a t e m á t i c a q u e , 
na sua m a i o r i a , s ã o po r tuguese s . A r e v i s t a q u e r e 
r e f l e c t i r c o m ju s t e sa o d e s e n v o l v i m e n t o dos es tu 
dos m a t e m á t i c o s e m P o r t u g a l ; c o m este f i m , 
r e e d i t o u j á os t r a b a l h o s q u e o p r o f e s s o r M i r a 
F e r n a n d e s p u b l i c a r a e m r e v i s t a s e s t r ange i r a s . 
Q u e r e t a m b é m s e r v i r o d e s e n v o l v i m e n t o da c o l a 
b o r a ç ã o i n t e r n a c i o n a l : e, nes te s e n t i d o , n o i n t é 
resse e v i d e n t e dos es tud iosos po r tuguese s , t e m 
p u b l i c a d o ( c o m u m a f r e q u ê n c i a cada v e z m a i o r 
e m cada n o v o v o l u m e ) m e m ó r i a s v i n d a s de d i v e r 
sos c e n t r o s e s t r a n g e i r o s : de C l u j , na R o m à n i a ; 
d e R o m a ; de M a d r i d ; de Pa r i s ; de P r i n c e t o n ; d e 
R o s á r i o , n a A r g e n t i n a ; d e S a l a m a n c a ; de Z u r i c h , 
e tc . E n t r e os seus c o l a b o r a d o r e s p e r m a n e n t e s 
f i g u r a m j á m a t e m á t i c o s aos q u a i s a C i ê n c i a d e v e 
c o n t r i b u i ç õ e s das m a i s i m p o r t a n t e s : o f r a n c ê s 
M a u r i c e F r é c h e t , o a m e r i c a n o J o h n v o n N e u m a n n , 
e tc . É , dece r to , escusado s u b l i n h a r a u t i l i d a d e 
des ta c o o p e r a ç ã o , s o b r e t u d o p a r a o d e s e n v o l v i 
m e n t o dos es tudos m a t e m á t i c o s e m P o r t u g a l . O 
p r o f e s s o r H e i n z H o p f , da E s c o l a P o l i t é c n i c a F e d e 
r a l de Z ú r i c h , c o l a b o r a d o r d e m u i t a s das m a i s 
i m p o r t a n t e s r e v i s t a s d e M a t e m á t i c a , e q u e é agora 
t a m b é m c o l a b o r a d o r p e r m a n e n t e da « P o r t u g a l i a e 
M a t h e m a t i c a » , e des in te ressado e a c t i v o c o o p e r a d o r 
da sua e x p a n s ã o , c o n s i d e r a - a u m a p u b l i c a ç ã o h o j e 
e x c e p c i o n a l , pe l a sua r e g u l a r i d a d e e pe l a d i v e r s i 
dade d e o r i g e m dos seus c o l a b o r a d o r e s e v a r i e 
dade d o seu c o n t e ú d o . 

S e m a r e v i s t a de A n t ó n i o M o n t e i r o s e r i a m u i t o 
d i f í c i l q u e os m a t e m á t i c o s p o r t u g u e s e s t o r n a s s e m 
r a p i d a m e n t e c o n h e c i d o s os r e s u l t a d o s q u e v ã o 
o b t e n d o nos seus es tudos . E l a p u b l i c a - s e n o r m a l 
m e n t e e m f a s c í c u l o s t r i m e s t r a i s q u e s ã o e n v i a d o s 
a a l g u m a s dezenas de c o l a b o r a d o r e s , a c ê r c a de 
u m a cen tena de b i b l i o t e c a s ( u n i v e r s i t á r i a s na sua 
m a i o r i a ) , das r e v i s t a s c o m q u e t roca , e a a p r o x i 
m à d a m e n t e 50 ass inantes ( h á j á u m n ú m e r o r a z o á 
v e l de ass inantes e s t r a n g e i r o s ) . T a m b é m é e n v i a d a 
r e g u l a r m e n t e à s r e v i s t a s q u e p u b l i c a m a n á l i s e s 
dos t r a b a l h o s de M a t e m á t i c a ed i t ados e m t o d o o 
m u n d o , e, a s s im , os seus a r t i g o s se t o r n a m c o n h e 
c idos ; po i s t a i s r ev i s t a s , c o m o a « Z e n t r a l b l a t t f ú r 
M a t h e m a t i k » e a « M a t h e m a t i c a l R e v i e w s * s ã o s i s 
t e m a t i c a m e n t e f o l h e a d a s pe lo s es tud iosos e p o r 
ê l e s l i das a t e n t a m e n t e nas s e c ç õ e s das suas espe

c i a l i dades . (Es tas a n á l i s e s t ê m s i d o f e i t a s m e s m o 
q u a n d o os a r t i gos r e s p e c t i v o s f o r a m r e d i g i d o s e m 
l í n g u a p o r t u g u e s a ) . 

P o r o u t r o l ado , a « P o r t u g a l i a e M a t h e m a t i c a » c o n 
v i d a as U n i v e r s i d a d e s , as A c a d e m i a s e as s o c i e 
dades c i e n t í f i c a s a p e r m u t a r e m os seus v o l u m e s 
c o m as p u b l i c a ç õ e s r e s p e c t i v a s , e r e c e b e , p o r seu 
t u r n o , c o n v i t e s i d ê n t i c o s . Es tas p e r m u t a s , a p o u c o 
e p o u c o es tabe lec idas , c o m a lgumas das m e l h o r e s 
r e v i s t a s c i e n t í f i c a s dos m a i s d i v e r s o s cen t ros -
c o n s t i t u e m u m dos aspec tos m a i s i m p o r t a n t e s da 
d i f u s ã o da « P o r t u g a l i a e M a t h e m a t i c a » e e n r i q u e 
c e m i n i n t e r r u p t a m e n t e a sua b i b l i o t e c a . A t é d u m 
p o n t o d e v i s t a de e s t r e i t o u t i l i t a r i s m o , j á estas 
a q u i s i ç õ e s j u s t i f i c a r i a m , s ó p o r s i , a p u b l i c a ç ã o 
da nossa r e v i s t a , p o i s t ra ta-se , j á , de cen tenas d e 
v o l u m e s , cada u m dos q u a i s é ( m e s m o c o m e r c i a l 
m e n t e !) m u i t o v a l i o s o . M a s sucede q u e ta is r e v i s 
tas s ã o , q u á s i todas , s i m p l e s m e n t e i n d i s p e n s á v e i s 
aos q u e e s t u d a m , e m u i t a s de las p r ec io sa s n o 
nosso p a í s , o n d e as b i b l i o t e c a s c i e n t í f i c a s , se as 
n ã o i g n o r a m c o m p l e t a m e n t e , o u n ã o a v a l i a m o 
seu i n t e r ê s s e o u ( ê s t e « o u » n ã o é o e x c l u i d o r !) 
s ã o d e s p r o v i d a s de d o t a ç õ e s q u e p e r m i t a m a d q u i 
r i - l a s . E os es tud iosos po r tuguese s p o d e m , f i n a l 
m e n t e , u t i l i z a r essas r e v i s t a s e u t i l i z a m - n a s , na 
r e a l i d a d e , m u i t o f r e q û e n t e m e n t e . 

Pa ra f a z e r v i n g a r a e x p a n s ã o d e u m a r e v i s t a 
d e M a t e m á t i c a ao l ado das j á consagradas h á m u i 
tas dezenas de anos é p r e c i s o q u e o seu c o n t e ú d o 
i n t e r e s se v e r d a d e i r a m e n t e ao p ú b l i c o m a t e m á t i c o 
e, e m espec ia l , q u e a c o m p a n h e o d e s e n v o l v i m e n t o 
dos p r o b l e m a s c o n t e m p o r â n e o s . C o m m a i s f o r t e 
r a z ã o ê i s t o p r e c i s o se se q u e r e c o n s e g u i r r e a l i 
za r aque l a c o o p e r a ç ã o i n t e r n a c i o n a l de q u e os 
es tudos m a t e m á t i c o s do nosso pa i s t a n t o n e c e s s i 
t a m . A « P o r t u g a l i a e M a t h e m a t i c a » c o n s e g u i u r à p i -
d a m e n t e (e s e m t e r p r o s s e g u i d o u m a d i f u s ã o n o r 
m a l q u e ê s t e s anos d e g u e r r a t ê m i m p e d i d o ) i n t e 
r e s sa r e f e c t i v a m e n t e o p ú b l i c o m a t e m á t i c o . I s t o 
n ã o se c o n s e g u i u s e m e s f ô r ç o p a r a m a n t e r a r e g u 
l a r i d a d e da i m p r e s s ã o e da e x p e d i ç ã o dos f a s c í 
cu los , das p r o v a s t i p o g r á f i c a s e das separa tas aos 
au tores , etc., etc. I m a g i n a r - s e - ã o os p o r m e n o r e s 
destas t a r e fa s (e t an tas p e q u e n a s o u t r a s ! ) e m q u e 
se q u e i m a m energ ias e a q u e se d e d i c a m m u i t a s 
h o r a s d e t r a b a l h o . A s i t u a ç ã o a c t u a l da « P o r t u 
ga l iae M a t h e m a t i c a » deve -a e la (e p o r t a n t o todos 
os p o r t u g u e s e s ) a A n t ó n i o M o n t e i r o , q u e n ã o s ó 
c o m u m a v i s ã o j u s t a ( q u e a e x p e r ê n c i a j á j u l g o u ) 
m a s t a m b é m c o m u m a p e r s i s t ê n c i a i n c a n s á v e l 
f u n d o u a r e v i s t a e n f r e n t a n d o os o b s t á c u l o s m a i s 
d i v e r s o s , e m a n t e v e a sua p u b l i c a ç ã o o r g a n i z a n d o 
m i n u c i o s a m e n t e e r e a l i z a n d o e f e c t i v a m e n t e a t é 
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aquelas m a i s pequenas t a r e fa s i n d i s p e n s á v e i s . A 
r e v i s t a é subs id i ada p e l o « I n s t i t u t o p a r a a A l t a 
C u l t u r a » , q u e t e m c o m p r e e n d i d o o a lcance dos 
seus o b j e c t i v o s e que p ô d e v e r ao cabo de p o u c o 
t e m p o os seus f r u t o s . Ê s t e s u b s í d i o p e r m i t e f a z e r 
f ace à s despezas d o p a p e l , d e i m p r e s s ã o e de 
e x p e d i ç ã o . E l a pa rece d e v e r c o n s t i t u i r u m m o d ê l o 

p a r a o u t r a s p u b l i c a ç õ e s d o u t r o s c a p í t u l o s da 
C i ê n c i a q u e q u e i r a m p r o s s e g u i r i d ê n t i c o s f i n s . 
A « P o r t u g a l i a e M a t e m á t i c a » t e m j á u m a i r m ã m a i s 
n o v a , a « P o r t u g a l i a e P h y s i c a » q u e c o m e ç o u ê s t e 
ano a sua p u b l i c a ç ã o . 

Z u r i c h , 15 de S e t e m b r o de 1943. 

F A C U L D A D E D E C I Ê N C I A S D A U N I V E R S I D A D E D O P O R T O 

Faz p a r t e do p r o g r a m a de t r a b a l h o s do Seminá
rio de Física Teórica n o p re sen te ano l e c t i v o u m 
c o n j u n t o d e s e s s õ e s dedicadas ao Estudo teórico 
geral das partículas elementares. A p r i m e i r a t e v e 
l o g a r n o d i a 29 de O u t u b r o e o P r o f e s s o r D r . P r o c a 
t r a t o u de Les particules élémentaires ( P o s i t i o n d u 
p r o b l è m e . M é t h o d e s d 'a t taque . P r i n c i p e s f o n d a 

m e n t a u x des m é c a n i q u e s n o u v e l l e s ) ; a 2 . a s e s s ã o 
r ea l i zou - se n o d i a 5 de N o v e m b r o e o m e s m o p r o 
f e s s o r v e r s o u o t e m a Rappel de quelques notions 
fondamentales de Mécanique Ondulatoire. O S e 
m i n á r i o f u n c i o n a r á à s sex tas f e i r a s sendo, e m 
b r e v e , a f i x a d o u m p r o g r a m a de t a lhado das ses
s õ e s a e f ec tua r . 

A PARTIDA D O D O U T O R A N T Ó N I O M O N T E I R O 

O s diár ios portugueses noticiaram j á o convite feito 
pela Faculdade Nacional de Filosofia do Rio de Janeiro 
ao Doutor Antón io Monteiro e a sua p r ó x i m a partida. 
Os nossos leitores sabem t a m b é m que o Prof. A . Mon
teiro va i reger a cadeira de Anál ise Superior, a t é aqui 
a cargo do Prof. G . Mammana, e dir igir um seminá r io 
de estudos ma temá t i cos cujas pesquisas o r ien ta rá , pros
seguindo na tarefa iniciada pelos ilustres professores 
de m a t e m á t i c a italianos que o precederam. Felicitamos 
vivamente a Faculdade Nacional de Filosofia pela inte
ligente escôlha feita, aconselhada t a m b é m pelos grandes 
cientistas americanos A . Einstein e John v o n Neumann. 

Sentimos bastante, como amigos, na Redacção da 
« G a z e t a de M a t e m á t i c a » , o seu afastamento t e m p o r á 
rio de Portugal ; a revista, no entanto, é compensada 
pelo elo que es tabe lecerá o Prof. Monteiro com o meio 
ma temá t i co brasileiro de cujo movimento nos i n f o r m a r á . 
É , porém, o meio m a t e m á t i c o p o r t u g u ê s , não desenvol
vido ainda, como conviria, que mais perde com a sua au
s ê n c i a . Nâo queremos, com efeito, neste momento, deixar 
de recordar o animador i n c a n s á v e l de quás i t ô d a s as 
iniciativas de trabalho no campo m a t e m á t i c o , algumas 
das quais foi o único a concebê - l a s . O nosso colabora

dor e amigo Hugo Ribeiro esclarece neste n ú m e r o da 
« G a z e t a » o leitor do que é a «Por tuga l i ae Mathema-
t ica» e o que esta lhe deve. É t a m b é m ao seu entu
siasmo e pers i s tênc ia que se deve em grande parte a 
cr iação da Sociedade Portuguesa de M a t e m á t i c a , a pu
blicação da nossa revista e tantos outros empreendi
mentos, o mais recente dos quais e de grande impor
t ânc i a é, sem d ú v i d a , o ser um dos fundadores da 
Junta de Inves t i gação M a t e m á t i c a . Os bolseiros do 
Inst i tu to para a Al ta C u l t u r a que actualmente na Itál ia 
e na Suiça se aperfe içoam no campo da inves t igação 
m a t e m á t i c a , e que constituem a melhor propaganda 
portuguesa cul tural no estrangeiro, permitem-nos af i r
mar — sabemo-lo de certeza, sem consultas — que 
muito devem a An tón io Monteiro n a o r ien tação dos 
seus trabalhos de inves t igação e no entusiasmo sempre 
comunicado, impedindo d e s â n i m o s e eliminando hesi
tações . 

Em nome da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » , desejamos-Ihe 
encontre no Brasil a possibilidade, tao merecida, de 
realizar sem preocupações continuadas, o trabalho de 
inves t igação e or ien tação e consiga a lcançar os objecti
vos que procura realizar. m. Z. 

M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
Exames de A p t i d ã o à s Escolas Super iores ( 1943 ) 

Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto 

Ponto n.° 1 
1 5 I Ï — D ê a f o r m a de u m p o l i n ó m i o o r d e n a d o , 

de c o e f i c i e n t e s i n t e i r o s , i gua l ado a 0 , à e q u a ç ã o 
1 x + 1 
- (.r" + 2)* =• 7 — - R : Desenvol

vendo, desembaraçando de denominadores e orde
nando, tem-se, sucessivamente : 

x a 3x' i 3x t x * 4x3 4 
8 4 2 6 6 6 

-4x4+3x ' -34x*+48x-176=0 
4x4-3x3 H -34x2 -48x+176=0 

7 + 
x + 1 
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x- + 2x—l 
1512 — R e s o l v a a i n e q u a ç ã o < 0 . 

R : A fracção é negativa para os valores de x que 
tornem de sinais contrários os seus dois termos, 
isto é : 

í x í + 2 x - l < 0 I x J + 2 x - l > 0 

< 0 f x + 1 > 0 I x - t - 1 

donde : donde ; 

\ - l - V / 2 < x < - l + v/2 » x > l + v/2 e x < - l - \ / 2 

I x > - t ) x < - l 

e portanto : e portanto : 

+ l < x < - l + V / 2 x < - l - l / 2 

A desigualdade è portanto satisfeita para : 

- l < x < - l + l / 2 e x < - l - t / 2 

1513 — D e f i n a t r i e d r o . E n u n c i e as r e l a ç õ e s q u e 
c o n h e c e e n t r e os seus e l e m e n t o s . 

1514 — i Q u e u n i d a d e s a n g u l a r e s c o n h e c e ? 
D e f i n a - a s . 

1515 — D e t e r m i n e p o r l o g a r i t m o s c o m 5 a lga
r i s m o s d e c i m a i s , e c o m a a p r o x i m a ç ã o q u e estes 
p e r m i t i r e m , o v a l o r o u v a l o r e s de 

a re c o t g ^0,34275 x cos* 123° 12' 10" . 
R : Se designarmos por n. o arco do i.° quadrante 
a que se refere o problema e se notarmos que 

c o s ' 123° 12' 10" = cos* 56° 47' 50" 

tem-se : 
c o t g * = l /0 ,34275xcos- 5 6 ° 47' 50" 

e portanto : 

l o g c o t g a = 1/2 l o g 0,34275 + l o g cos 56» 47' 50" 

-1 ,76649 f 1,73846 -1 ,50595 

donde « = 72° 13' 28",7 . 

Os arcos que satisfazem ao problema proposto 
são, pois, x = k • 1 8 0 ° + 7 2 ° 13' 28",7 . 

1 5 1 6—V e r i f i q u e se o n ú m e r o 631 é p r i m o . 
J u s t i f i q u e a r e spos ta . R : Para verificar se um 
dado número N ê, ou não, primo, basta verificar 
se êle è, ou não, divisível por algum dos números 
primos p < v / N . NO caso presente bastará verifi
car se 631 è divisível por algum dos números pri
mos menores do que 2 9 . Como tal facto não se 
verifica, couclui-se que o número 631 é primo. 

1517 — D e t e r m i n e todos os d i v i s o r e s c o m u n s 
de 1188 e 9 9 0 . R : Como se sabe, os divisores 
comuns de vários números são os divisores do seu 
M . D . C. O algoritmo de Euclides permite-nos de
terminar o M . D . C . (1188; 9 9 0 ) = 1 9 8 . Como 1 9 8 = 
= 2 x 3 ? x l l , teremos o seguinte esquema para o 

cálculo de todos os divisores de 198 incluindo o 
próprio número e a unidade : 

1 2 
1 3 3 ' 

1 , 2 , 3 , 6 , 9 , 18 
1 , 11 

1 , 2 , 3 , 6 , 9 , 1 8 , 1 8 , 1 1 , 2 2 , 3 3 , 6 6 , 9 9 , 198 

Tais são os divisores comuns de 1188 e 9 9 0 . 

1518 — E m q u e cons i s t e o m é t o d o de r e s o l u ç ã o 
dos p r o b l e m a s pe lo s l uga re s g e o m é t r i c o s ? A p l i -
q u e - o ao s egu in t e p r o b l e m a : S e n d o dados s ô b r e 
o p l a n o u m a c i r c u n f e r ê n c i a e u m p o n t o A n ã o 
s i t u a d o s ô b r e ela, t r a ç a r u m a secante q u e passe 
p o r A e q u e c o r t e a c i r c u n f e r ê n c i a e m d o i s p o n 
tos B e C , ta is q u e a r a z ã o das d i s t â n c i a s AB 
e AC s e j a i g u a l a 2 . ( L e m b r a - s e q u e a f i g u r a 
h o m o t é t i c a de u m a c i r c u n f e r ê n c i a é o u t r a c i r c u n 
f e r ê n c i a ) . R : A resolução de um problema de 
construção pelo método dos lugares geométricos 
consiste, geralmente, em tornar o problema inde
terminado abstraindo de uma das condições que 
lhe são impostas. A solução do referido problema 
indeterminado é constituída pelos pontos de um 
lugar geométrico que satisfazem às restantes con
dições do problema proposto. Construído êsse lu
gar geométrico, retoma-se o problema proposto e 
abstrai-se de uma outra das condições que lhe são 
impostas, o çue dá origem a outro lugar geomé
trico. A intersepção destes dois lugares geométricos 
constitui a solução do problema proposto. A natu
reza do problema a resolver indicará quais as con
dições que deveremos sucessivamente omitir para 
que os lugares geométricos obtidos sejam os mais 
convenientes pava a resolução do problema pro
posto. Suponhamos o problema resolvido e seja 

Ã B 
A B a secante tal que = = • = 2 . Nestas condições, 

se tomarmos por centro de homotetia o ponto A e 
para razão de homotetia o número + 2 , o ponto B 
será homotético de C relativamente a A . Por outro 
lado, como o ponto C pertence à circunferência 
dada, o seu homotético existirá sôbre a circunfe
rência homotética da circunferência dada. Desta 
análise resulta o método para determinar o ponto 
B que, com o ponto A , definem a secante pedida. 
Basta, com efeito, construir a circunferência homo
tética da circunferência dada tomando para centro 
de homotetia o ponto A c para razão de homote
tia o número +2. A intersecção das duas circun
ferências determinará os pontos B que satisfazem 
ao problema. 

Soluções dos n . o s lâïl a 1518 de J. Q. Calado. 
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Faculdade de Ciências — Licenciaturas em ciências fisico-
-quimicas e em ciências matemáticas, cursos prepara
tórios das escolas militares e de engenheiro geógrafo. 

onto n.° 1 

I 

1519 — D e t e r m i n e o v a l o r de m nas e q u a ç õ e s : 
5x+m=0, ,* 2 + 7.* + 2 » » = 0 d e m o d o q u e u m a 

das r a izes da segunda e q u a ç ã o se ja o d ô b r o de 
u m a das ra izes da p r i m e i r a . R : Se forem x , e x» 
as raises da primeira equação e x', 2 x 2 as raises 
da segunda, ter-se-à x , •+• x 2 = 5 ; x, x.. • - m ; x\ + 
+ 2 x j = 7 e 2x, X j = 2 m . Resolvendo o sistema for
mado por estas equações obtèm-se os valores m = 6 , 
x , = 3 , x , = 2 e x', = 3 . A outra raiz da segunda 
equação é 4 . 

1 5 2 0 — E n u n c i e os t e o r e m a s q u e s e r v e m p a r a 
d e t e r m i n a r o s i n a l q u e t o m a o t r i n ó m i o ax-+bx + c 
q u a n d o se a t r i b u e m d i f e r e n t e s v a l o r e s a x . 

1521 — D e t e r m i n e u m a f r a c ç ã o c u j o v a l o r n ã o 
se a l t e r e q u a n d o se j u n t a m 15 u n i d a d e s ao n u m e 
r a d o r e 18 ao d e n o m i n a d o r e q u e se t o r n e t r ê s 
vezes m a i o r q u a n d o se j u n t a m 55 u n i d a d e s ao 
n u m e r a d o r e 6 ao d e n o m i n a d o r . R : Seja a/b a 

a a -(-15 
fracção pedida, será — = -—— e como os números 

b b + 1 8 
que podemos juntar ao numerador e denominador 
duma fracção sem lhe alterar o valor são equimúl-
tiplos dos termos da Jracção equivalente à fracção 
dada e de termos primos entre si, terá que ser 

a p • 5 + 55 
a = p • 5 e b = p • 6 . Por outro lado 3 • — = — 

v b p - 6 + 6 
donde se tira, atendendo aos valores de a e b , 
2p + 2 2 = 6 p + 6 ou p = 4 e por conseguinte a = 2 ; ) 
b = 2 4 . 

I I 
1522 — V e r i f i q u e a i d e n t i d a d e t g ( 4 5 ° — a / 2 ) = 

cos a 
- R : t g 4 5 ° - a / 2 ) = ( l - t g a / 2 ) : ( l + t g a / 2 ) = 

1 + sen a 
= ( c o s a/2 —sen a /2) : (cos a/2 + sen a/2) = <cos 2 a 2— 
—sen 2 a/2) : (cos a/2 + sen a / 2 ) 2 = c o s a : ( 1 + sen a ) . 

1523 — Ca lcu le sen 3a e m f u n ç ã o de" sen a . 
R : sen (a + 2a ) = sen a cos 2a + cos a sen 2a = 
= s e n a (1—J s e n 2 a ) + cos a (2 sen a cos a) = sen a— 
—2 s e n 3 a + 2 sen a (1—sen 2 a) = 3 sen a—4 s e n 3 a . 

1524 — U s a n d o o c á l c u l o l o g a r í t m i c o , c a l cu l e o 
c o m p r i m e n t o d o l ado do h e p t á g o n o i n s c r i t o 
n u m a c i r c u n f e r ê n c i a de 13,17 m e t r o s de d i â m e t r o . 
R.- I 7 = 2 x l 3 , 1 7 s e n 2 5 ° 4 2 ' 5 1 " donde l o g l , = l o g 2 + 
+ l o g 13,17 + l o g sen 25° 42' 51 " = 0,30103 + 1,11959 + 
+ 1,63737 = 1,05799 e 1 7 = 11,43 metros. 

I I I 

1525 — S ô b r e os lados de u m t r i â n g u l o q u a l 
q u e r ABC c o n s t r o e m - s e p a r a o e x t e r i o r 3 t r i â n 
gu los e q u i l á t e r o s ABO , ACB', BCA'. D e m o n s 
t r e q u e os s egmen tos de r e c t a A A', BB' e CO 
t ê m c o m p r i m e n t o s i gua i s . R : Demonstremos por 
exemplo que A A ' = B B ' . A igualdade A A ' = C C 
demoustra-se por'processo análogo. Consideremos 

os triângulos [ B B ' C ] e [ A A ' C ] , que são iguais 

porque B Õ ; = Ã C , B C = C Ã ' e B ' C B = A C A ' pois 

B ' C B = B C A + A C B = B C A + 6 0 ° e A C A ' = B C A + 

+ B C A ' = B C A + 6 0 ° , logo B B ' = A " Ã ' . 

1526 — F i g u r e duas rec tas c o n c o r r e n t e s r e s 
e u m p o n t o P de r . Deduza e j u s t i f i q u e a cons 
t r u ç ã o a u sa r p a r a d e t e r m i n a r o c e n t r o de u m a 
c i r c u n f e r ê n c i a t angen te à s duas rec tas , sendo P 
o seu p o n t o de con tac to c o m r . R : Tiremos por 
P uma perpendicular, p , a r ; c sôbre esta recta que 
deve existir o centro da circunferência pedida. Se 
as rectas r e s se encontram no ponto I nos limi
tes do desenho, e se for Q o ponto de contacto da 
circunferência com s , a igualdade I P = I Q , que se 
deve verificar potência do ponto I em relação à 
circunferência/, permite determinar Q que pode 
ocupar duas posições Q\ e Qz simétricas em rela
ção a I sôbre s . As perpendiculares em Q | ou Q 2  

a s encontrarão p nos pontos O j e Oz, centros das 
circunferências que satisfazem às condições estabe
lecidas. Se r e s não se encontram nos limites do 
desenho, podemos ainda determinar as bissectrizes 
dos ângulos que formam T e s , bissectrizes b ( e b 2 
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que encontrarão p em 0 4 e Q 2 . Para determinar as 
bissectrizes traçam-se duas perpendiculares p i a 
r e q i a s ( m pontos arbitrários P^—r c 0 2 e s « 
sobre elas e a partir de P\ e Q i marcam-se dis
tâncias arbitrárias mas iguais, determinando os 
pontos P 2 e Q 2 interiores no ângulo de r com s ; 
tiram-se por esses pontos rectas t\ e s i paralelas 
a r e s . As distâncias P i P 2 = Q i Q t devem satisfa
zer â única condição de V\ e S\ se encontrarem 
nos limites do desenho. As bissectrizes t>i e b 2 dos 
ângulos r i com s i são as bissectrizes de r com s . 
A igualdade dos triângulos [ I P O j ] e [ I Q O i ] jus
tifica qualquer das construções. O problema não 
terá solução se P coincidir com I . 

Soluções dos n. o a 1519 a 1526 de J. da Silva Paulo. 

Instituto Superior de Agronomia — 29 de Julho de 1943. 

Ponto n.° 1 

I 

1527 — D e t e r m i n e o p a r â m e t r o m de m o d o q u e 
a e q u a ç ã o (m—l)xz—2mx+m-hl=0 a d m i t a u m a 
r a i z s u p e r i o r e o u t r a i n f e r i o r a 2 . R : Do enun
ciado deduz-se que a equação dada tem raises reais 
e diferentes ; o trinômio f ( x ) , primeiro membro 
da equação, tomará pois, para x = 2 , um valor 
i (2) de sinal contrário ao do coeficiente de x 2 , isto ê, 

< m - l ) f ( 2 ) < 0 ou ( m — l ) [ 4 ( m — 1 ) — 4 m + m + l ] = 
= ( m - l ) ( m - 3 ) < 0 donde 1 < m < 3 . 

1528 — Q u a n t o s n ú m e r o s impares c o m p r e e n 
d i d o s e n t r e 2000 e 7000 se p o d e m c o n s t i t u i r c o m 
o s a l g a r i s m o s 2 , 3 , 4 , 6 , 8 e 9 , de m o d o q u e 
e m cada n ú m e r o n ã o f i g u r e m a l g a r i s m o s r e p e t i 
dos? R : Pretende saber-se o número total de núme
ros com 4 dos 6 algarismos dados, começando por 
2 , 3 , 4 ou 6 e terminando por 3 ou 9 . O n.° de 
números de 4 algarismos começando por 2 è A S J , 
e 2/5 destes são impares ; o n.° de números de 4 
algarismos começando por 3 è A 5 3 , e 1/5 dêstes 
são impares ; o n.° de números de 4 algarismos 
começando por 4 è A 5 i 3 l e 2/5 dêstes são impares; 
o n.° de números de 4 algarismos começando por 
6 è A 5 3 , e 2/5 dêstes são impares. O número pro
curado ê pois 7/5 • A 5 , 3 = 7 / 5 • 5 • 4 • 3 = 8 4 . 

1 5 2 9 — D e f i n a p r o g r e s s ã o a r i t m é t i c a e c a l c u l e « 
de m o d o q u e 2 « + l ; 2w 2 + 5 ; 1 0 » e s t e j a m e m p r o 
g r e s s ã o a r i t m é t i c a . R : Tem-se 2 n 2 + 5 — ( 2 n + l ) = 
= 10 n - ( 2 n 2 + 5 ) , 4 n 2 - 1 2 n + 9 = 0 , ( 2 n + 3 ) 2 = 0 
n = 3 / 2 . 

I I 

1 5 3 0 — D a e x t r e m i d a d e A de u m d i â m e t r o AB 
d e u m a c i r c u n f e r ê n c i a de r a i o i g u a l a 3 3 5 m , 27 

t r a ç o u - s e u m a c o r d a AC de c o m p r i m e n t o i g u a l a 

6 0 0 m , 2 5 . C a l c u l e o â n g u l o « q u e a c o r d a AC 
f o r m a c o m o d i â m e t r o AB. ( U t i l i z e l o g a r i t m o s ) . 

R : O triângulo [ A B C ] è evidentemente recto 
( C = 9 0 ° ) . Tem-se pois Ã C = Ã B cos a = 2 R cos a 

A C 600,25 

" Í R ~ 
donde cosa= : l o g cos a = l o g 600,25 -f-

2 x 3 3 5 , 2 7 

-i-colog 2 + c o l o g 335,27 = 2 , 7 7 8 3 4 + Ï ,69897+3,47461= 

= 1,95192 donde « = 2 6 ° 2 8 ' . 

1531 — S e n d o a u m â n g u l o do 1.° q u a d r a n t e 
q u e s a t i s f a z à r e l a ç ã o t g a = 1 / 2 / 2 , c a l cu l e 
cos ( 5 r / 2 + a ) . R : cos (5*/2 + a) = cos ( « / 2 + a) = 

t g » 
= — s e n a = — 

t / l + tg 2 a 
= = - ^ 3 / 3 . 

1532 — C a l c u l e os v a l o r e s de x c o m p r e e n d i d o s 
e n t r e 0 e r / 2 r a d i a n o s q u e s a t i s f a z e m à d e s i g u a l 
d a d e 4 sen* x - 2 ( l + |/2~) sen * -I- t / 2 < 0 . R : De
terminemos as raizes do trinômio do i.° mem
bro : 4 s e n 2 x - 2 ( l + t / 2 ) s e n x + / 2 = 0 , sen x = 

l + t / 2 ± V / ( l + t / 2 ) ^ - 4 t / 2 ^ 1 + t / 2 + ( l - t / 2 ) 
4 4 

ou s e n x i = t /2 /2 e s e n x 2 = l / 2 . A desigualdade é, 
portanto, satisfeita para 1/2 < s e n x < t /2 /2 ou, 
limitando-nos aos valores de x entre 0 e r / 2 , 
r / 6 < x < r / 4 . 

I I I 

1533 - Os ca te tos de u m t r i â n g u l o r e c t â n g u l o 
m e d e m r e s p e c t i v a m e n t e 3 c e n t í m e t r o s e 4 c e n 
t í m e t r o s . C a l c u l e o v o l u m e do s ó l i d o o b t i d o p o r 
u m a r o t a ç ã o c o m p l e t a do t r i â n g u l o e m t ô r n o da 
h i p o t e n u s a . R : O sólido obtido é formado por dois 
cones de revolução com a mesma base, cujo raio R 
é a altura relativa à hipotenusa, e cujas alturas h L 

e h 2 são os segmentos que a altura determina sôbre 
a hipotenusa. Tem-se V = 1/3 • r R ' h i + 1 / 3 • r R 2 h 2 = 
= 1 / 3 - r R ( h ! + h 2 ) . Mas h t + h 2 = t / ã " 2 ! ^ ^ e R 
determina-se fàcilmente atendendo a que 5 R = 3 x 4 , 

144* 
ou R = 1 2 / 5 . Vem finalmente V — — — c m 1 . 

15 

1534 — D e m o n s t r e q u e a s o m a dos s e g m e n t o s 
de r ec t a q u e u n e m os v é r t i c e s do t r i â n g u l o [ABC] 
c o m o p o n t o M, qualquer, do i n t e r i o r do t r i â n -
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gu io , é m e n o r q u e o p e r í m e t r o e m a i o r q u e o 
s e m i - p e r í m e t r o d o r e f e r i d o t r i â n g u l o . R : Desi
gnemos por a , b , e c as medidas dos lados opos
tos a A , B e C , e façamos A M = x , B M = y e 
C M = z . De propriedades conhecidas dedus-se : 
a < z + y , b < x + z , c < y + x donde a + b + c = 
= 2 p < 2 ( x + y + z ) ou p < x + y - f z e ainda a + 

+ b > x + y , b + o y + z , c + a > z + x donde 
4 p > 2 ( x + y + z ) ou 2 p > x + y + z , c. q . d . 

Nota — E m cada u m dos g r u p o s I e I I s ã o d e 
r e spos t a o b r i g a t ó r i a o 1.° p r o b l e m a e u m a das 
duas q u e s t õ e s segu in tes . É t a m b é m de r e s p o s t a 
o b r i g a t ó r i a u m a das q u e s t õ e s d o g r u p o I I I . 

Soluções dos n.°* 1527 a 1054 de Manuel Zaluar. 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
Exames de f r e q u ê n c i a e finais 

ÁLGEBRA SUPERIOR - MATEMÁTICAS GERAIS 

F. C . L . — Á L G E B R A S U P E R I O R — Um ponto do exame 

final de 1941-42. 

.ày 
1 5 3 5— C a l c u l e ' - ^ - s endo 

3 ^ - / t g i ^ n ^ = 0 . a r c sec x* 

1536 — D a d a a c i r c u n f e r ê n c i a de e q u a ç ã o 
. r 2 + _ y 2 = 1 0 , d e t e r m i n e u m a t angen te t a l q u e a 
á r e a do t r i â n g u l o f o r m a d o pe l a t angen te e a p a r t e 
p o s i t i v a dos e ixos se ja i g u a l a 3 2 . 

1537 — D a d a a f ó r m u l a cos fi= —cos A • cos C+ 
+ sen A - s en C- cos b deduza de l a p o r m e i o das 
r e l a ç õ e s e n t r e os e l e m e n t o s d u m t r i â n g u l o e d o 
seu po l a r , u m a f ó r m u l a r e l a c i o n a n d o 3 lados e u m 
â n g u l o e t o r n e l o g a r í t m i c a a e x p r e s s ã o o b t i d a 
p a r a o c á l c u l o do e l e m e n t o a. 

1 5 3 8 — R e d u z a aos seus e ixos e c l a s s i f i q u e a 
q u á d r i c a * 2—2>> 2—4*jy + 8*-t-12_y—16=0. 

I. S . C . E . F. — Exame final — 15 de Julho de 1942. 

1539 — E s t u d a r e r e p r e s e n t a r g e o m è t r i c a m e n t e 
a f u n ç ã o y^ef". U t i l i z a r - s e - á o d e s e n v o l v i m e n t o 
e m s é r i e da f u n ç ã o e x p o n e n c i a l p a r a o c á l c u l o 
das o rdenadas dos p o n t o s de i n f l e x ã o c o m u m 
ê r r o i n f e r i o r a I O - 3 . 

1540 — D a d a a v a r i á v e l c o m p l e x a e = x + i y 
d e t e r m i n a r o l u g a r dos p o n t o s ( x , y ) d o p l a n o 

s - l 

e+1 

• D a d a a f u n ç ã o a s s i m d e f i n i d a 
x—a 

= 1 . pa ra os qua i s é 

1541 

y Cr) ' í + el*-„, > P a r a x ^ = a 

y(a) = 0 

es tuda r a e x i s t ê n c i a da sua d e r i v a d a n o p o n t o a. 

I . 8. C. E . F . — 1.» C A D E I R A 

bro de 1942. 
Exame final, 10 de Outo-

1542 — D a d a a e q u a ç ã o xb—"2ax*+(àl+bt)x3+ 
0 + 5xl — XOax + 5 ( o 2 + b*)= d e t e r m i n a r a e b d e 
m o d o q u e ela t enha as ra izes -ri e — » . Nessa 
h i p ó t e s e r e s o l v ê - l a . R : Substituindo x na equa
ção dada por + i e — i vem 

5 ( a ' + b 0 - 2 a - 5 + i [ l - l O a - í a J - f - b 2 ) ] = 0 

6 ( a 2 + b ' ) - 2 a - 5 + i [ - l + 10a + ( a 2 + b ; ) ] = 0 
5 ( a 2 + b 2 ) - 2 a - 5 = 0 ( a = 0 

( a 2 + b 2 ) + 1 0 a - l = 0 ' j ( a 2 + b ' ) + 1 0 a - l = 0 
a = 0 

donde 

b * = l 
Finalmente, tem-se x5-r x3+5x2-{-5=0, 

L r * + l ) ( * 3 + 5 ) - 0 « ( * ' + l ) ( * + 3 l / 5 ) l ( * - 3 V / 5 / 2 > * + 
+ 3 V 2 5 / 4 ] = 0 . 

j x+y—xr+3=0 
1543 — D a d o s os t r ê s p l anos -y+s+1^0 

x + 3 y - 3 s = 0 
v e r i f i c a r q u e f o r m a m u m a s u p e r f í c i e p r i s m á t i c a , 
d e t e r m i n a r a d i r e c ç ã o das ares tas e a á r e a da 
s e c ç ã o ne l a d e t e r m i n a d a p o r u m p l a n o p e r p e n d i 
c u l a r à s ares tas . R : O sistema constituído pelas 
três equações ê incompatível, visto que a caracte
rística da ma tris dos coeficientes das incógnitas & 
2 e a da matris dos coeficientes e dos termos conhe
cidos i 3 . Qualquer dos sistemas formado por 
duas ou três equações dadas i compatível e indeter
minado de grau 1 . Logo os três planos intersec-
tam-se dois a dois, mas não os três, e formam 
uma superficie prismática. A direcção das atestas 
i ado vector (i + j - k ) A ( i - j + k ) = - 2 ( j + k ) . 
Um plano perpendicular às arestas ê, por exemplo, 
o plano de equação y + z = 0 . Os pontos de encon
tro diste plano com as três arestas são 

A ( - 2 , - 1 / 2 , 1/2) , B ( - 9 / 2 , 3 / 4 , - 3 / 4 ) , 
C ( - 3 / 4 , 1/8, - 1 / 8 ) . 
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A área do triângulo [ A B C ] ê 

S = l / 2 m o d [ ( B — A ) A ( C — A ) ] = 2 5 / 1 6 . 

1544 — É dada a e q u a ç ã o 
2* 

D i g a se, p a r a v a l o r e s m u i t o g r a n d e s de x, o v a l o r 
n u m é r i c o de y (x) é g r a n d e ou p e q u e n o . P o r q u ê ? 

2* (log2)«>" 
R : Procuremos l i m — r g * * I i m 2 * = oo depois 

» - + » x 1 ( f ( I O 3 ) ! «-,.«. 
I O 3 aplicações da regra de l'Hôpital. Logo y ( x ) 

?" muito grande para valores muito grandes de x, 

Soluções dos n.°» 1542 a 1544 de A. Sá da Costa 

I . S . T . — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — exame final — 
20 de Outubro de 1942. 

1 5 4 5 — C a l c u l a r o v a l o r d e 

« 0 « 1 a2 .. <*n-l 
- 1 X 0 0 0 

0 - 1 0 0 

0 0 0 •• • - 1 X 

R : Trata-se dum determinante de ordem n + 1 . 
Multipliquemos a i . a coluna por x " , a 2.» coluna 
por x°~f, • •• a coluna de ordem n por x e some
mos ordenadamente todos estes produtos à coluna 
de ordem n - f l . Desenvolvendo o determinante 
obtido segundo os elementos da sua última coluna, 
virá : \ = ( — 1 ) " • (ao x° + a, x"~' H f- a„_ , x + a „ ) x 

- 1 X 0 •- 0 

X 0 - 1 x •• 0 

0 0 0 . - 1 

Como facilmente se reconhece, êste determinante è 
( — 1 ) " , e portanto A = a 0 x" - i -a i x " ~ H t-a„_, x + a „ . 

1 5 4 6 — E s t u d a r e r e p r e s e n t a r g r à f i c a m e n t e a 
x 

f u n ç ã o y — D e t e r m i n a r , e m p a r t i c u l a r , («—!)* 
as t angen tes n o p o n t o d e abscissa 3 e n u m p o n t o 
de i n f l e x ã o . R : A função dada ê continua nos 
intervalos abertos ( — o o , + l ) e ( + l , + oo) . O ponto 
x = l é um ponto de descontinïdade infinita de i . a 

C Á L C U L O II 
F . C . P. — C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L — Exame Final, 

Junho de 1943. 

1 5 4 8 — S e n d o 2xy2—2x1+yî a e q u a ç ã o de u m a 
l i n h a p l a n a , d e t e r m i n a r a abscissa d u m p o n t o A d e 
o r d e n a d a m i n i m a , e a abscissa d u m p o n t o B d e 

espécie porque l i m y = + o o e l i m y = + o o . As 
x - > l — 0 x - * ! + 0 

assintotas à curva são, como fàcilmente se vê, 
x = l e y = 0 . A origem é um ponto da curva. Por 
ser: y ' = - ( l + x i / ( x - l ) » , y " = 2 ( x + 2 ) / ( x - 1 ) < 
e y " ' = — 6 ( x + 3 ) / ( x — l ) s conclui-se, fàcilmente, que 
a função è crescente no intervalo aberto ( — 1 , + 1 ) 
e decrescente nos intervalos abertos (- c o , — 1 ) e 
( + l , + o o ) ; o ponto ( — 1 , - 1 / 4 ) è de mínimo. O 
ponto ( — 2 , —2/9) 4 de inflexão e a concavidade da 
curva está voltada no sentido das ordenadas nega
tivas no intervalo aberto (—oo,—2) e no sentido 
das ordenadas positivas no intervalo aberto 
(—2 , + o o ) . A equação da tangente à curva : 

a) - no ponto ( 3 , 3 / 4 ) i y - 3 / 4 1/2• ( x - 3 ) . 
bj — e no ponto de inflexão ( - 2 , — 2 / 9 ) è y + 2 / 9 = 

= — l / 2 7 » ( x + 2) por ser respectivamente y ' ( 3 ) = 
= —1/2 e y ' ( — 2 ) = » — 1 2 7 . A imagem geométrica 
de y seria agora de construção imediata. 

1 5 4 7 — E s t u d a r a c ó n i c a 
i x y — 3)>2 + ix — 14_y — 7 = 0 ( e i x o s r e c t a n g u l a r e s ) 
D e t e r m i n a r , e m e spec i a l , a sua e q u a ç ã o r e f e r i d a 
aos e i xos d e s i m e t r i a . R : Trata-se duma cónica 
género hipérbole, não degenerescente porque se tem 
B 2 — A C = 4 > 0 e I 3 = 1 2 = £ 0 d j invariante cúbico). 

0 seu centro é o ponto ( 2 , - 1 ) e as direcções assin-
tóticas são m = 0 e m = 4 / 3 ; portanto, as suas 
assintotas são as rectas de equações: y = — 1 « 
y + l = 4/3 x — 2 ) . E fácil ver que a cónica dada tem 
por direcções principais 2 e —2 e qwe os seus eixos 
têm, pois, por equações: y + l = 2 ( x — 2 ) e y + l = 
= — 2 ( x — 2 ) . Os seus vértices são os pontos de 
coordenadas ( 0 , - 7 + ^ ) , ( 0 , - 7 - » / 4 2 ) e (7/4,o) 
A sua equação, referida aos eixos de simetria, que 
é da forma a x 2 — P y 2 + f = 0 , obtêm-se, fàcilmente, 

I I - - 3 = cc + p 
pois terá que ser : l I j = — 4 = a|3 , donde, 

( I , = 12 = aíJr 
í « = 1 í 4 
1 {$ = — 4 ou < p = 1 (o que equivale a trocar 
{ T = - 3 ( T f = — 3 
os eixos entre si) e portanto: x 2 — 4 y J — 3 = 0 ou 
4 x 2 - y 2 + 3 = 0 . 

Soluções dos n. Ib45 a 1547 de O. Morbey Rodrigues. 

F I N I T E S I M A L 
i n f l e x ã o . C a l c u l a r a á r e a l i m i t a d a pe l a c u r v a , o 
e i x o dos xx e as pa ra l e l a s ao e i x o d o s y y t i r ada s 
pe lo s p o n t o s A e B. R : Resolvendo em ordem 

/ _ 2 i 2 _ 

a y , vem y = ± W õ ^ T i ' « condição y ' = 0 dá-nos 

x = l , que será a abscissa da ponto A (pertencente 
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ao ramo positivo) de ordenada minima ( y ' , ' > 0 ) . 
A condição y " = 0 dá-nos x « = 2 , que será a abscissa 
dum ponto B de inflexão ( y z ' " : £ 0 ) . Tem-se, então, 

i s 

S-=j \J2x3îdx= fój x
 í 2 * " 1 ) 2 d x î ou, pondo 

Vã 
2 x - l = t ' , S = ^ 2 / 2 - ^ ( t 2 + l ) d t - = ^ - 2 1 / 2 / 3 , 

</MC tí a a rea pedida. 
1549 — I n t e g r a r a e q u a ç ã o y " + y > = 2 s e c 3 x 

d e t e r m i n a r a l i n h a I n t e g r a l q u e passa p e l o p o n t o 
( 0 , 1 ) o n d e y ' » = 0 , e ca lcu la r o r a io d e c u r v a t u r a 
nesse p o n t o . R : Trata-se de uma equação linear 
de 2." ordem, de coeficientes constantes. Usando o 
símbolo D , a equação sem a.° membro escreve-se ; 
( D 2 + l ) y = 0 , e o seu integral geral será y = A c o s x + 
+ B sen x ; o método da variação das constantes 
dá-nos A — — sec 2 x + Q , B = 2 t g x + C 2 ; o integral 
geral da equação dada é, pois, y = ( C 4 — 2) cos x + 
+ C j sen x + s e c x . As condições iniciais dão-nos 
C I = 2 , C z = 0 ; a equação da linha integral pedida 
i , então, y = s e c x , e tem-se R r a „ = l . 

1550 — M o s t r a r q u e a s u p e r f í c i e 3z *=3xy + 
+ixi—y)3/'2—2x3 é p l a n i f i c á v e l . E s c r e v e r a 
e q u a ç ã o do p l a n o t a n g e n t e c o m u m ú n i c o p a r â 
m e t r o , e d e t e r m i n a r a a r e s t a d e r e v e r s ã o . 
R : Tem-se s 2 —rt = 0 . Então, p = ç ( q ) , e a equa
ção do plano tangente no ponto ( x , y , z ) escreve-se 
Z-=<p(q)X + q Y + 1 r q ) , sendo V(q)<=z —ip(q)x—qy . 
Para y = 0 , tem-se p = q = 0 , logo tf ( 0 ) = 0 ; para 
x z = y , tem-se p = — x 2 , q =>x, logo cp(x)-=— x ? ; isto 
leva-nos a verificar que 9 ( q ) = — q 2 . Tem-se então, 
*' < q ) = z + q - ' x — q y . Para x = y = 0 , tem-se z = q = 0 ; 
para x 2 = y , tem-se z = x 3 / 3 , q = x ; logo > r ( 0 ) — 0 , 
* ( x ) = x 3 / 3 , o que nos leva a verificar que ¥ ( q ) - » 
= q 3 / 3 . A equação do plano tangente i, então, 
Z - = — q 2 X + q Y - l - q 3 / 3 . E a aresta de reversão tem 
para equações Z = X 3 / 3 e Y = X 2 . 

F . C. P. — C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L — exame final, 

Junho de 1943. 

1 5 5 1 — S e n d o p = c o s 2 0/2 a e q u a ç ã o d e u m a 
l i n h a p l ana , d e t e r m i n a r o p e r í m e t r o da c u r v a e 
os p o n t o s de o rdenadas m á x i m a s o u m í n i m a s . 
R : Tem-se ds-=cos 6/2 • da ; portanto, o perímetro 

i r 

« s = 2 Jcos0/2 • d8=»=4. Como y = f s e n 0 , a condição 
u 

de máximo ou minima dá 6J=7P/3 , 6 j = i r , 03=5it/3; 
no ponto 0 | , y tem um máximo, no ponto tj não 
tem máximo nem mínimo, no ponto 6 3 tem um 
minima. 

1552— I n t e g r a r a e q u a ç ã o ( 1 — x ) y " + x y ' — - y - = 0 , 
sabendo-se q u e a d m i t e a s o l u ç ã o y = x . D e t e r m i 
n a r a l i n h a i n t e g r a l que passa p e l o p o n t o ( 0 , 1 ) 
o n d e a t angen te é p a r a l e l a ao e i x o dos xx, e c a l 
c u l a r as coo rdenadas d o c e n t r o de c u r v a t u r a n ê s s e 
p o n t o . R : Trata-se de uma equação linear de 3." 
ordem. Poremos y = Cx e, variando a constante, 
obtem-se . (1 - x ) x C " + [2 ( 1 - x ) + x 2 ] C ' = 0 , que i 
uma equação incompleta. Pondo C — z e separando 

d z / 2 x \ 
, obtem-se M 1 ) d x = 0 , eujo 

z \ x 1—x/ 
integral geral è z = Q e* ( 1 — x ) / x 2 . Finalmente, 
obtem-se y = C 2 x — C 4 e x , que i o integral geral pro
curado. As condições iniciais, dão-nos Cg = C j — 1 . 
A linha integral pedida ê, pois, y = e x — x ; t o seu 
centro de curvatura no ponto ( 0 , 1 ) è o ponto ( 0 , 2 ) . 

1 5 5 3 — S e j a m x=u+v, y=u+2v, •»•=«" <p(y) 
as e q u a ç õ e s d u m a s u p e r f í c i e ( S ) . D e t e r m i n a r 
ç(z») de m o d o q u e ( S ) s e j a p l a n i f i c á v e l e d e t e r 
m i n a r as cons tan tes d e m o d o q u e ( S ) passe pe lo 
p o n t o ( 0 , 0 , 1 ) e s e j a t angen te nesse p o n t o ao 
p l a n o x—2y+s^=l. R : Obtim-se 9 ( v ) = e c > M ' ' « e, 
em seguida, o ( v ) = e 3 *. 

Soluções dos n.° s 1543 a 1553 de A. Pereira Gomes. 

variáveis 

P R O B L E M A S 
As resoluções de problemas propostos devem ser-nos remetidas até ao dia IJ do mês 

anterior ao do aparecimento de cada número da Gazeta . 
Para facilitar a organização da secção, pedimos que cada resolução seja transcrita 
numa folha de papel, utilizada só de um lado (onde outros assuntos não sejam tra

tados), com a indicação do nome e da morada do autor. 
Das resoluções recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das 
melhores e mencionam-se os autores de tôdas as resoluções correctas e só destas. 

P R O B L E M A S 
1 5 5 4 — R e s o l v e r a equação b i q u a d r a d a : 

[x*+\/x~ + 2x{l + \ f x ) ] - [ x t + l / * ( 2 * - l ) ] = . 1 5 9 6 0 0 . 
Problema proposto por J . S. Faria de Abreu (de Penafiel). 

P R O P O S T O S 
1555 — C i r c u n s c r e v e r u m t e t r a e d r o a u m t e t r ae 

d r o dado , c u j a s fases pas sam p o r 4 rec tas dadas . 
Problema proposto por José Morgado (do Porto). 
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881 — C a l c u l a r o i n t e g r a l 

x"dx 
/.(*)= f \/Ax*+2Bx + C 

A L G U M A S D A S S O L U Ç Õ E S R E C E B I D A S 
c e n t r o O e r a i o OA , e u m r a i o BO, s endo B t a l 

q u e a^AÔB e s t e j a en t r e 0 e i r / 2 . 
F a z e n d o c r e sce r OA i n d e f i n i d a m e n t e d e d u z i r 

d o r e s u l t a d o os i n t e g r a i s d e f i n i d o s : 
; BI-AC4Q ( « i n t e i r o 

p o s i t i v o ) . R : O integral ê definido, pois sendo 
B ' — A C ^ = 0 o radicando do denominador da fun
ção integrando só tem raises simples. Vamos 
deduzir uma fórmula de recorrência para o seu 
cálculo. Suporemos n > 1 . 

i , \ f x" d x 
I„ ( x ) = - / — = = = =  y J t / A x 2 + 2 B x + C 

o 

_ 1 / f ( A x + B ) x ° - ' — B x * 

A J t / A x 2 + 2 B x + C 
d x -

1 x « - i d ^ Ã x 2 + 2 B x + C d x -
A J 

I d x 

A , / v/Ãx* + 2 B x + C A 
« = - r x ° - 1 l / A x 2 + 2 B x 4 C 

n - 1 
/ X - V A x 2 + 2 B x + C d x - — 1 ^ . , ; 

A 

por outro lado 

• 

I 

x"-» t / A x 2 + 2 B x + C d x 

x"-»(Ax2+2Bx + C ) d x 
I / A X 2 + 2 B X T - C 

• A I „ - ( - 2 B I ^ 1 + C I B _ 5 ; 

donde 

x - ' t / A x 2 + 2 B x + C 2 n - l B n - 1 
1."= A n A V i n C ' U 

( n > l ) . 

Com esta fórmula de recorrência redus-se o cálculo 
de I„ aos de l i e I 0 , que se efectuam pelas regras 
habituais. 

8 8 4 — E s t u d a r a c o n v e r g ê n c i a da s é r i e c u j o 

t e r m o g e r a l é » „ = j^sen (a + £ j J 0 < a < • 

R : Aplicando o critério de Cauchy, temos 

' t / 5^— sen + — ^ c « / o limite para n infinito 

ê s en a < 1 . ^4 srfr/e « convergente. 

8 8 5 — I n t eg ra - se a f u n ç ã o « f s" - ' ( » > 0) ao 
l o n g o d u m c o n t o r n o f o r m a d o p o r u m r a i o OA 
s e g u n d o ox, u m a r co de c i r c u n f e r ê n c i a AB de 

00 

e~°" cos bu du f u"~ ' s en bu du. 

J 

R : Damos apenas os resultados, visto o enunciado 
indicar o caminho a seguir e os cálculos serem 
bastante longos : 

u n - i e - . „ c o s j j U du^OHb 5) - 1" 2 cos |^n a r c t g ~ J r ( n ) 

I u " - ' e-*° cos bu d u = 0 2 + b 2 ) sen ^ n a rc t g !? J r ( n ) 

o 

em que r ( n ) é a função de Euler r ( n ) = J x n _ 1 e _ * d x . 
o 

8 8 6 — D a d a a c u r v a p l a n a de e q u a ç ã o y—Ax'—0 
( y l cons t an t e , p e q i n t e i r o s ) , p r e t e n d e - s e sabe r 
e m q u e casos o a rco p o d e ser e x p r e s s o na abscissa 
p o r m e i o das t r a n s c e n d e n t e s e l e m e n t a r e s . 
R : Dada a curva y * = y ( x ) o elemento de arco ê 
dado por ds = l / 1 -+- y 1 2 d x . No caso presente temos 
ds = [1 + A " ' p í q - 2 x í " , " ' - ! ! ] " 2 d x . Reduzindo esta dife
rencial binómio à forma canónica pela mudança 
de variável A , A l p s q 2 x 2 p / ' 1 - s = t obtêm-se 

3 T — » I | 

d s - R í l + t y H ^ ^ d t ( B c o n s t a n t e ) . 
Sabemos que o integral de ( l + t ) m t" d t pode expri-
mir-se pelas transcendentes elementares se forem 
inteiros m , n , ou m + n . No nosso caso vê-se 
fàcilmente que essas condições correspoudem a ser 

q p 
inteiro par um dos números ou 

p - q p - q 

1007—Prove q u e p a r a n i n t e i r o as f u n ç õ e s de Bes -

set J„(s) v e r i f i c a m J „ ( y + S ) = 2 Jm{y}J^(z)-
« n = — ao 

i , 
R : Podemos d e f i n i r J „ ( z ) por e 1 * 

+ 00 

- S J™ ( z ) ' t D (* ° ) • Aplicando este desen

volvimento a ambos os membros da identidade 

eK^)(-fL>04). eM«4) 
vem 

2 J - ( * + y > f - SAW'* 1 ' SJ .(y)-t' 
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e igualando os coeficientes de tm temos J „ (z + y ) = 

- 2 J k ( * > - J i ( y ) - 2 ; . W J — ( y ) q - e . d . 
k+4=ni n=—oo 

1008 — A c h e o r e c i p r o c o d e 1 -t-p2 n o c o r p o d e f i 
n i d o p o r / i p ) = p 3 - 3 ? 4 - 1 = 0 . R : Seja f ( x ) = 
= » x 3 — 3 x + l g ( x ) = x ' + l . Vamos calcular dois 
polinómios a e b /a/s » « e af + b g = * l . O reciproco 
pedido será evidentemente b ( p ) . O algoritmo de 
Euclides aplicado a í e g dá 

f = x - g + ( l - 4 x ) 

g = - i ( 4 x + l , ( l - 4 x ) + ^ 

donde 

16 1 
l = ^ g + ^ ( 4 x + l , ( l - 4 x ) 

16 1 
" Í 7 G + Í 7 4 x + 1 ) ( f - x S ) 

r 4 1 16T T 4 n 

O reciproco pedido â pois 

4 1 16 
b ( P ) = - Ï - P « - — P + — -

1010 — S ã o dados u m p l a n o <o e u m p o n t o O 
desse p l a n o . Pede-se a e q u a ç ã o g e r a l das s u p e r f í 
c ies 2 ta is que , sendo M u m p o n t o de 2 , MN a 
n o r m a l e m M {N e <•>) , i í / P a p e r p e n d i c u l a r a 
« ( P e w ) , s e j a i g u a l a u m a cons tan te dada a* a á r e a 
do t r i â n g u l o ONP. C o m os m e s m o s dados f a z e r 
NOP=const. R : Tomando m / a r o plano O x y « 
o ponto O ^ a r a origan, a área do triângulo O N P 
é dada por S = l / 2 . z ( p y — q x ) . ^4 equação do pro
blema épois 2a 2 = z ( p y — q x ) . O sistemadas caracte
rísticas desta equação às derivadas parciais admite 
os integrais primários 

x 2 + y 2 = R 2 e z 3 + 4 a 2 8 = C {em que y = x t g 6 ) . 
Donde vem a solução do problema, dada por 
z ? 4 - 4 a 2 a r c t g y / x — < p ( x 2 4 - y * ) = 0 em que <y i uma 
função arbitrária. 

1 0 1 1 — D e m o n s t r a r que , dados os p o n t o s Mi e Mi 
r e p r e s e n t a t i v o s dos c o m p l e x o s s t e * 2 , se M\ 
d e s c r e v e u m a rec ta pa r a l e l a ao e i x o Ox, o p o n t o 
M r e p r e s e n t a t i v o d o p r o d u t o z l s2 d e s c r e v e 
u m a r ec t a pa ra l e l a a OMz. R : Sejam z \ e z'\ 
dois valores de z i . Será a r g ( z ' i z 2 — z " i z 2 ) = 
= a r g [ ( z ' t - z ' 1 ! ) z 2 ] = a r g ( z ^ - z ^ l + a r g z 2 = a r g z 2 por 
ser a r g ( z ' ! — z " | ) = 0 . ^4 igualdade a r g ( z ' 4 z 2 — z " i z 2 ) = 
— a rg z 2 prova a proposição enunciada. 

Soluções dos problemas anteriores de Mário de Alenquer. 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, além de extractos de críticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas críticas de livros 

e outras publicações de matemática de que os autores ou editores enviarem dois exemplares à Redacção 

2 5 — A L B E R T A . A D R I A N — Introduction lo 
Algebra ic Theories — T h e U n i v e r s i t y o f Ch i cago 
Press , 1943. 

Os q u e e s t u d a r a m á l g e b r a abs t ra ta s a b e m b e m 
q u e os seus m é t o d o s s ã o s i m u l t â n e a m e n t e m a i s 
s i m p l e s e f á c e i s de a s s i m i l a r e m a i s p e n e t r a n t e s 
d o q u e os processos c l á s s i c o s ; mas os q u e t o m a 
r a m con tac to c o m a á l g e b r a abs t rac ta n ã o i g n o r a m 
q u e se ap re sen t a u m g r a n d e o b s t á c u l o ao e s tudan t e 
q u e dese j a t r a v a r c o n h e c i m e n t o c o m esta n o v a 
o r i e n t a ç ã o da á l g e b r a . O p r i n c i p i a n t e t e m d e 
a p r e n d e r p r i m e i r o a l i d a r c o m c o n c e i t o s e a u t i 
l i z á - l o s t ã o f à c i l m e n t e c o m o se se t ra tasse de 
n ú m e r o s , se b e m q u e , d e p o i s de t a l t e r c o n s e 
g u i d o , no t e q u e t u d o se d e s e n v o l v e c o m m a i s 
f a c i l i d a d e . 

T e m p o r o b j e c t i v o esta « I n t r o d u ç ã o à s t eo r i a s 
a l g é b r i c a s » a u x i l i a r o e s tudan te na sua t e n t a t i v a 

d e v e n c e r as d i f i c u l d a d e s apon tadas e d e a d q u i r i r 
os h á b i t o s de r a c i o c í n i o abs t r ac to , q u e s ã o o f u n 
d a m e n t o , n ã o s ó da á l g e b r a abs t rac ta , mas d e 
q u á s i t ó d a s as t eo r i a s m a t e m á t i c a s de h o j e . V i s t o 
q u e ê s t e l i v r o t e m o i n t u i t o de ser u m a o b r a d e 
i n i c i a ç ã o , n ã o r e q u e r e n e n h u m c o n h e c i m e n t o p r é -
v i p — a l é m de t é c n i c a s a l g é b r i c a s j á conhec idas 
dos m a t e m á t i c o s d o R e n a s c i m e n t o — a inda q u e 
u m a boa v o n t a d e de t r a b a l h a r e pensa r s e j a m 
i n d i s p e n s á v e i s . 

O s assuntos t r a t ados nes te t e x t o s ã o os q u e 
n a t u r a l m e n t e e r a m de e s p e r a r : m a t r i z e s , e q u i v a 
l ê n c i a e s e m e l h a n ç a , e c e r t o s o u t r o s assun tos 
l igados . T a l i m p õ e o e s tudo de a lguns e l e m e n t o s 
da t e o r i a dos p o l i n ó m i o s — p o r r a z õ e s de o r d e m 
t é c n i c a —é dos e s p a ç o s l i nea r e s , e s tudo ê s t e i n d i s 
p e n s á v e l p a r a a c o m p r e e n s ã o d o s i g n i f i c a d o r e a l 
dos c o n c e i t o s r e l a t i v o s à s m a t r i z e s . I n d i c a ç õ e s d a 
t é c n i c a d e g e n e r a l i z a ç ã o — t ã o i m p o r t a n t e s n o 
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m o m e n t o a c t u a l — e da sua u t i l i z a ç ã o s ã o dadas 
c o n s t a n t e m e n t e . O ú l t i m o c a p i t u l o c o n s t i t u i o 
p o n t o c u l m i n a n t e de t ô d a a o b r a o n d e os c o n c e i 
tos f u n d a m e n t a i s da á l g e b r a abs t rac ta s ã o i n t r o 
d u z i d o s c o m o a c o n s e q ú ê n c i a n a t u r a l das c o n s i 
d e r a ç õ e s p receden tes . 

U m g r a n d e n ú m e r o d e e x e r c í c i o s — t a n t o e x e m 
p l o s n u m é r i c o s , c o m o d e s e n v o l v i m e n t o s m a t e m á 
t i cos — d ã o ao l e i t o r u m a o p o r t u n i d a d e d e a v a l i a r 
os c o n h e c i m e n t o s a d q u i r i d o s . O l i v r o e s t á e s c r i t o 
c o m c la reza de e s t i l o , e os assuntos s ã o a p r e 
sen tados c o m a e l e g â n c i a e p r e c i s ã o q u e e r a m 
de e spe ra r d o a u t o r . A s s i m esta o b r a r e v e -
l a r - s e - à v a l i o s a t an to p a r a o a l u n o c o m o p a r a o 
m e s t r e . 

(de Reintiold Baer em «Bulletin of the American 
Mathematical Society» Vol. XLVII, n.° 11 — Nov. 1941 — 
Trad. M. Z.) 

2 6 — S M A R T , W . M . — Foundations of Astro
nomy — L o n g m a n s , G r e e n a n d Co., L o n d o n , N e w 
Y o r k a n d T o r o n t o , 1942. 

O Prof . W . M . S m a r t n ã o necess i ta de ap re sen 
t a ç ã o c o m o a u t o r de l i v r o s de a s t r o n o m i a . Estes 
v ã o desde as d i v u l g a ç õ e s p o p u l a r e s c o m o « O S o l , 
as E s t r ê l a s e o U n i v e r s o » a t é à v a l i o s a e c o m 
p r e e n s í v e l o b r a « D i n â m i c a e s t e l a r » , c o n c e r n e n t e 
ao m o v i m e n t o das e s t r ê l a s . 

A o b r a , agora e m c r í t i c a , e s t á e n t r e as d i v u l g a 
ç õ e s p o p u l a r e s de a s t r o n o m i a e os l i v r o s de t e x t o 
p a r a os e s tudan tes u n i v e r s i t á r i o s , c o m o o t í p i c o 
« T e x t - b o o k » de A s t r o n o m i a E s f é r i c a d o m e s m o 
au to r , d e que h á j á 2 . a e d i ç ã o . 

O s « F u n d a m e n t o s de A s t r o n o m i a » s ã o d i r i g i d o s 
aos es tudan tes q u e f r e q ú e n t a m o 1.° ano d u m 
c u r s o de a s t r o n o m i a das u n i v e r s i d a d e s e a t odos 
os q u e se i n t e r e s s a m p o r estes assuntos e q u e 
têm necess idade d u m a base m a i s s ó l i d a do q u e a 
dada pe l a m a i o r i a dos l i v r o s d e s c r i t i v o s . O a u t o r 
de se j a q u e o l i v r o possa ser ú t i l a m u i t o s dos 
j ó v e n s das f o r ç a s n a v a i s e a é r e a s q u e neces s i t am 
d e c o n h e c i m e n t o s de a s t r o n o m i a e das suas a p l i 
c a ç õ e s c o m o i n t r o d u ç ã o aos m a n u a i s dos s e r v i ç o s 
o n d e é dado r e l ê v o e s p e c i a l aos a s sun tos t é 
c n i c o s . 

A b r i n d o c o m os c a p í t u l o s « G e o m e t r i a da E s f e r a » 
e « A E s f e r a C e l e s t e » , o l i v r o ap re sen t a d e f i n i ç õ e s 
d e m u i t o s t e r m o s a s t r o n ó m i c o s , a c o m p a n h a n -
do-os de e x p l i c a ç õ e s c o m p l e t a s e cu idadosas , 
s i m p l e s de segu i r , e i l u s t r a n d o - o s c o m e x e m p l o s . 
A s a l i e n t a r nestas e x p l i c a ç õ e s é o uso d e d i a g r a 
m a s a p r o p r i a d o s , b e m i m a g i n a d o s e e l abo rados . 

S i m u l t â n e a m e n t e c o m as d e f i n i ç õ e s s ã o dadas, p o r 
u m a f o r m a m u i t o c la ra , d e s c r i ç õ e s e e x p l i c a 
ç õ e s d e f e n ó m e n o s n a t u r a i s . É de n o t a r q u e a 
p a r t e da t r i g o n o m e t r i a e s f é r i c a u t i l i z a d a d e p e n d e 
s ó de u m a ú n i c a f ó r m u l a — a f ó r m u l a d o coseno 
— e q u e esta d e p e n d ê n c i a ê d i r e c t a e m cada 
caso. 

A p e s a r d e se t r a t a r p r i n c i p a l m e n t e de a s t r o n o 
m i a d e p o s i ç ã o , o c a p í t u l o « A s e s t r ê l a s » i n c l u i 
u m a b r e v e i n t r o d u ç ã o ao e s tudo dos e spec t ros e 
d a l g u n s dos m a i s i m p o r t a n t e s e f a sc inan te s r e s u l 
tados q u e p o d e m ob te r - se a p a r t i r d o e s tudo da 
c o n s t i t u i ç ã o da l u z das e s t r ê l a s . T a m b é m f i g u r a 
u m c a p í t u l o s o b r e a « D e t e r m i n a ç ã o da p o s i ç ã o 
d a T e r r a » . 

C a r a c t e r i z a d a m e n t e ú t i l é a i n c l u s ã o , n o f i m d e 
q u á s i t ô d o s os c a p í t u l o s , d e e x e r c í c i o s p a r a o 
l e i t o r e a i n d a a c o l e c ç ã o d e r e spos t a s d o f i m 
d o l i v r o . H á a i n d a a p ê n d i c e s c o m tabe las d e 
cons tan tes a s t r o n ó m i c a s e e l e m e n t o s d o s p l a 
netas e s a t é l i t e s , f i g u r a n d o t a m b é m u m v a l i o s o 
f n d i c e . 

A o b r a é b e l a m e n t e i m p r e s s a e e m nada d á a 
r e v e l a r a p r o d u ç ã o d o t e m p o de g u e r r a . 

(de I . C. P. Mil ler em « N a t u r e » , Vol . C U , 
n." 3819, —1943, Jan. 9 - Trad. M . Z . ) 

2 7 — S L A T E R , J . C. a n d F R A N K , N . H . - I n 
t r o d u c t i o n to theoretical physics — I n t e r n a t i o n a l 
S e r i e s i n Phys ics , 1933. 

Do Prefácio : 

. . . E s t e c u r s o t e v e o r i g e m na c o n v i c ç ã o de q u e 
a d i v i s ã o d o e n s i n o da f í s i c a t e ó r i c a e m c a d e i 
ras d i s t i n t a s c o m o m e c â n i c a , t e o r i a e l e c t r o m a g n é 
t i ca , t e o r i a d o p o t e n c i a l , t e r m o d i n â m i c a , t e n d e 
a i m p e d i r o e s tudan te d e v e r a u n i d a d e da f í 
s ica e de a p r e c i a r a i m p o r t â n c i a da a p l i c a ç ã o a 
u m dado r a m o dos p r i n c í p i o s d e s e n v o l v i d o s p a r a 
o u t r o . 

. . . t o r n o u - s e e v i d e n t e q u e a e s t r u t u r a da m a t é 
ria n ã o p o d i a t r a t a r - s e s e m u m a c o m p r e e n s ã o 
p e r f e i t a dos p r i n c í p i o s da m e c â n i c a o n d u l a t ó r i a e 
q u e esta e x i g i a u m a cu idadosa p r e p a r a ç ã o e m f í 
s ica c l á s s i c a . 

N o f i n a l de cada c a p í t u l o v e m u m c o n j u n t o d e 
p r o b l e m a s . A capac idade de r e s o l v e r p r o b l e m a s 
(no te - se q u e o a u t o r n ã o se r e f e r e a s i m p l e s e x e r 
c í c i o s c o m a p l i c a ç ã o i m e d i a t a de f ó r m u l a s d e c o r a 
das) , e m nossa o p i n i ã o , é essenc ia l pa ra u m a c o m 
p r e e n s ã o adequada da f í s i c a . 

. . . F i n a l m e n t e q u e r e m o s l e m b r a r ao l e i t o r q u e 
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ê s t e é , e x c l u s i v a m e n t e , u m l i v r o de f í s i c a t e ó 
r i c a . . . ( N ã o h á d ú v i d a ser de l a m e n t a r , d o p o n t o 
d e v i s t a da u n i d a d e da f í s i c a , u m a s e p a r a ç ã o dos 
aspectos e x p e r i m e n t a l e t e ó r i c o ) . I s t o é p a r t i c u l a r 
m e n t e c e r t o q u a n d o nos l e m b r a m o s q u e a m a i o r 
d i f i c u l d a d e e n c o n t r a d a p e l o es tudan te no d o m í n i o 
da f í s i c a t e ó r i c a é m a i s a a p r é n d i s a g e m do como 
a p l i c a r a m a t e m á t i c a a u m caso f í s i c o , d o como 
f o r m u l a r m a t e m a t i c a m e n t e u m p r o b l e m a , d o q u e 
a r e s o l u ç ã o d u m p r o b l e m a j á f o r m u l a d o . M a s a 
ú n i c a r e spos ta s a t i s f a t ó r i a é u m vasto treino n o 
q u a l a f í s i c a t e ó r i c a c a m i n h e passo a passo c o m a 
f í s i c a e x p e r i m e n t a l e c o m o t r a b a l h o de l a b o r a 
t ó r i o . . . 

Fugas e m s i s temas n o v á c u o o u e m c i r c u i t o s 
e l é c t r i c o s t ê m a sua c o n t r a p a r t i d a nas m u i t a s c o i 
sas desastrosas q u e p o d e m acon tece r à s e q u a ç õ e s . 
E é m u i t a s vezes t ã o d i f í c i l e n c o n t r a r u m s i s t ema 
m a t e m á t i c o pa ra t r a t a r d u m p r o b l e m a d i f í c i l , s e m 
a p r o x i m a ç õ e s i n j u s t i f i c á v e i s e c o m p l i c a ç õ e s i m 
p o s s í v e i s , c o m o c o n s t r u i r u m a p a r e l h o p a r a m e d i r 
u m a grandeza d i f í c i l ( de m e d i r ) o u pa ra e v i d e n 
c i a r u m e f e i t o n o v o . Es tas coisas n ã o p o d e m ser 
e n s i n a d a s . . Mas me tade da ba t a lha e s t á ganha 
s e o e s tudan te se acerca da f í s i c a t e ó r i c a , n ã o 
c o m o d u m c o n j u n t o de f ó r m u l a s m i s t e r i o sa s , o u 
c o m o d u m a r o t i n a m a ç a d o r a q u e se es tuda p o r 
o b r i g a ç ã o , mas antes c o m o d u m c o n j u n t o de m é 
todos , de i n s t r u m e n t o s , de apa re lhos , s u b m e t i d o s 
a r eg ras a n á l o g a s à s dos o u t r o s a p a r e l h o s f í s i c o s 
e c o n d u z i n d o a r e su l t ados f í s i c o s de g r a n d e i m p o r 
t â n c i a . 

Títulos dos capítulos ( é i n d i c a d a e n t r e p a r ê n 
tes is o r e s p e c t i v o n ú m e r o de p á g i n a ) : 

tm S é r i e s d e p o t ê n c i a s (10) — 2. M é t o d o das 
s é r i e s de p o t ê n c i a s p a r a as e q u a ç õ e s d i f e r e n 
c ia i s (20i — 3 . M é t o d o s das s é r i e s de p o t ê n c i a s e 
e x p o n e n c i a l pa ra v i b r a ç õ e s h a r m ó n i c a s s i m pies (8) 

4 V i b r a ç õ e s a m o r t e c i d a s , f o r ç a d a s e r e sonanc i a 
(12) — 5. E n e r g i a (9 ) — 6. V e c t o r e s , f ô r ç a s e p o t e n 
c i a i s (10) — 7. E q u a ç õ e s d e L a g r a n g e e m o v i 
m e n t o p l a n e t á r i o (11) — 8. M o m e n t o s g e n e r a l i z a 
d o s e e q u a ç õ e s de H a m i l t o n (10) 9. E s p a ç o das 
fases e m o v i m e n t o g e r a l das p a r t í c u l a s (13) 10. 
O m o v i m e n t o dos c o r p o s r í g i d o s (15) 1 1 . S i s t e 
m a s l i g a d o s ( c o u p l e d ) e coo rdenadas n o r m a i s (13) 
— 12. A c o r d a v i b r a n t e e as s é r i e s de F o u r i e r (14) 
— 13. Coo rdenadas n o r m a i s e a c o rda v i b r a n t e (12) 
— 14. A c o r d a c o m t e n s ã o e dens idades v a r i á v e i s 
(14) 15. A m e m b r a n a v i b r a n t e (12) — 16. T e n 
s õ e s , d e f o r m a ç õ e s e v i b r a ç õ e s d u m s ó l i d o e l á s 
t i c o (13) - 17. E s c o a m e n t o de f l u í d o s (10) - 18. 

E s c o a m e n t o d o c a l o r (13) — 1 9 . E l e c t r o s t á t i c a , t eo 
r e m a de G r e e n e t e o r i a d o p o t e n c i a l (15) — 20. 
C a m p o s m a g n é t i c o s , t e o r e m a de S tokes e p o t e n 
c i a l v e c t o r (10) — 2 1 . I n d u ç ã o e l e c t r o m o g n é t i c a e 
e q u a ç ã o d e M a x w e l (11) — 22. E n e r g i a no c a m p o 
e l e c t r o m a g n é t i c o (12) — 23. R e f l e x ã o e r e f r a c ç ã o 
das ondas e l e c t r o m a g n é t i c a s (12) — 24. T e o r i a 
e l e c t r ó n i c a e ' d i s p e r s ã o (16) — 2 5 . O n d a s e l e c t r o 
m a g n é t i c a s e s f é r i c a s (14) 26. P r i n c í p i o d e H u y -
gens e t e o r e m a ae G r e e n (13) — 27. D i f r a c ç ã o de 
F r é s n e l e de F r a u n h o f e r (14) — 28. Ondas , r a i o s e 
m e c â n i c a o n d u l a t ó r i a <16) — 29. E q u a ç ã o de S c h r õ -
d i n g e r a u m a v a r i á v e l (13) — 30. O p r i n c í p i o de 
c o r r e s p o n d ê n c i a e a m e c â n i c a e s t a t í s t i c a (16) — 
3 1 . M a t r i z e s (12) - 32. T e o r i a das p e r t u r b a ç õ e s (20) 
— 33. O á t o m o d e h i d r o g é n i o e o c a m p o c e n t r a l 
(19) — 3 4 . E s t r u t u r a a t ó m i c a (14) — 3 5 . F ò r ç a s i n -
t e r a t ó m i c a s e e s t r u t u r a m o l e c u l a r (15) — 36. E q u a 
ç õ e s d e es tado dos gases (17) — 37. V i b r a ç õ e s 
n u c l e a r e s e m m o l é c u l a s e nos s ó l i d o s (15) — 38. 
C o l i s õ e s e r e a c ç õ e s q u í m i c a s (13) — 39. I n t e r a c ç õ e s 
e l e c t r ó n i c a s (17) — 40. E n e r g i a e l e c t r ó n i c a de á t o 
mos e m o l é c u l a s (13) — 4 1 . E s t a t í s t i c a de F e r m i 
e e s t r u t u r a m e t á l i c a ( 1 4 ) — 4 2 . D i s p e r s ã o , d i e 
l é c t r i c o s e m a g n e t i s m o (16). 

Z u r i c h , 19 - IX-43 . 
A. Gibert 

2 8 — G O N S E T H , F E R D I N A N D E T G A G N E B I N , 
S A M U E L — É l é m e n t s de G é o m é t r i e — I G é o m é t r i e 
Plane — L i b r a i r i e P a y o t . L a u s a n n e . D a c o l e c ç ã o 
da S o c i é t é Su i s se des P r o f e s s e u r s de M a t h é 
m a t i q u e s 1942. 

T r a t a - s e de u m l i v r o d e s t i n a d o ao e n s i n o da 
G e o m e t r i a nas escolas s e c u n d á r i a s s u í ç a s , e d i ç ã o 
e m l í n g u a f r a n c e s a d e q u e s ó e s t á p u b l i c a d a esta 
I p a r t e . E m l i n g u a a l e m ã e n c o n t r a m - s e j á p u b l i 
cadas as duas pa r t e s de q u e consta a o b r a . É u m 
l i v r o c u j a l e i t u r a é d e a c o n s e l h a r e m e s p e c i a l 
aos p r o f e s s o r e s de m a t e m á t i c a q u e d e s e j a m f a 
ze r o seu e n s i n o , de m o d o a p r e p a r a r o a l u n o 
d e a c ô r d o c o m as m o d e r n a s c o r r e n t e s de es
t u d o da m a t e m á t i c a - E n ã o se j u l g u e que os a u 
to re s se p e r d e m e m al tas a b s t r a c ç õ e s o u t e o r i 
z a ç õ e s se b e m q u e a m a t é r i a se ja ap resen tada a 
p a r t i r das i d é i a s de g r u p o d e t r a n s f o r m a ç õ e s q u e 
d e i x a m i n v a r i a n t e s as p r o p r i e d a d e s das f i g u r a s . 
V e j a - s e , p o r e x e m p l o , c o m o é i n t r o d u z i d a a n o ç ã o 
d e p l a n o : « E n t r e as m e l h o r e s r e a l i z a ç õ e s d u m a 
s u p e r f í c i e p l a n a q u e se s a b e m c o n s t r u i r , c i t e m o s 
as q u e s ã o u t i l i z a d a s na i m p r e n s a , e e m m e t a l u r 
g ia c o m o n o m e de mármores. C o m o se f a 
b r i c a u m m á r m o r e ? Rea l i zam-se , p a r a c o m e ç a r , 
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três superf íc ies aproximadamente planas Mit 

Mi e J / j . Aplica-se /t/j sôbre Mz, por exemplo ( 

e desgastam-se uma contra a outra (rodam-se 
uma sôbre a outra) durante um certo tempo ; de
pois substitui-se 

esta eventualidade, pois seria necessário que 
aquela terceira superfície fosse ao mesmo tempo 
convexa para se aplicar sôbre a superfíc ie côn
cava, e côncava para se aplicar sôbre a superfí

cie convexa: ela 

« C O M O SE DEVE PROCURAR A SOLUÇÃO»? 
1 

i . Compreender a questão. 
3. Achar um cantinho que vá da incógnita aos dados — pas

sando, se fôr preciso, por vários problemas intermediários, 
tAnálise). 

3. Realizar. Efectuar as construções (Síntese. 
4. Verificar c criticar. 

Formular a ou as relações entre a incógnita e os dados. 
Transformar os elementos desconhecidos. Procurar-se-à in

troduzir novas incógnitas mais aproximadas dos dados. 
Transformar os elementos dados. Procurar-se-à deduzir 

novos elementos mais aproximados das incógnitas. 
Não resolver senão uma parte do problema. 
Não satisfazer senão a uma parte das condições : que liber

dade de variação se introduziu abandonando a outra parte ? 
(Lugares geométricos) . 

Generalizar. Particularizar. — Proceder por analogia. 

Mt por Mi. I n -
terrompe-se em 
seguida esta ope
ração para des
gastar Mt con
tra Sf- e assim 
por d i a n t e . Se 
se prolonga sufi
cientemente este 
desgaste a l t e r 
nado , obtém-se 
três superf íc ies 
lisas que se apli
cam uma sôbre a 
outra de manei
r a extraordina
riamente perfei
ta, não deixando 
entre sl qualquer 
espaço apreciá
vel : eis os már
mores. A lém dis
so, se se rodam 
do mesmo modo 
um outro grupo 
de três mármo
res, cada um dês-
tes últimos gosa 
da mesma pro
priedade em re
lação a cada um 
dos p r i m e i r o s . 
Para compreen
d e r que ê s t e 
p r o c e s s o deve 
conduzir a três 
superf íc ies bem 
p l a n a s , bas ta 
observar que o 
desgaste de dois 
m á r m o r e s so
mente, não con
duziria neces -à -
riamente a duas 
superf íc ies pla
nas, mas antes 

a duas superf íc ies esféricas, uma convexa e outra 
côncava, ajustando-se uma contra a outra. Mas se 
se faz intervir uma terceira superfície , é excluída 

Examinar 
cada ponto e 
n ã o admitir 

com Des
cartes — se
não o que 
«se pode ver 
com evidên
cia ou dedu
zir com cer
teza». 

De que se trata ? O que se 
dá? O que se procura ? 

Os dados determinam a in
cógnita? Ou são insuficien
tes ? ou superabundantes T 

Pode-se pôr a questão doutro 
modo? 

Pode-se relacionar o pro
blema com outro que já se 
conheça?—cuia solução è mais 
simples?—ou mesmo ime
diata t 

Estas questões devem-se 
repetir a cada problema in
termediário. Além disso : 

Tomam-se em consideração 
todos os factos t 

O resultado é plausível ? Porquê ? 
Pode-se fazer uma verificação ? 
Há outro caminho conduzindo ao resultado? Há algum mais 

directo? Que outros resultados se poderiam obter pela mesma 
via ? 

deve ser plana 
bem como as ou
tras duas». E da
qui c o n c l u i os 
p o s t u l a d o s do 
plano : «Para os 
planos ideais, es
tas propriedades 
dos m á r m o r e s 
conduzem-nos às 
duas seguintes 
propriedades : 

Dois planos 
são sobrepont-
veis. 

Uma porção 
qualquer de um 
plano pode ser 
deslocada livre
mente neste pla
no*. 

O índice dar-
nos-à uma idéia-
exacta da dispo
sição e coorde
nação dos assun
tos : 

Primeiras no
ções fundamen
tais : A — Intro-
d u ç ã o ; B — A 
superfície, a l i 
nha e o ponto ; 
C O plano e a 
recta; D —A me
dida dos compri
mentos ; E — O 
plano, a recta e 
os seus desloca
mentos. Ângulos 
e r o t a ç õ e s no 
plano ; Simetria 
Axial ; Os casos 
de igualdade dos 
triângulos; P a 

ralelismo e simetria central ; Os lugares geo
métricos, aplicações ; O círculo ; A medida das 
superf íc ies ; Linhas proporcionais ; Homotetia e 

« S u bst i -
tuir as defi
nições no lu
gar dos defi
nidos». 

P a s c a l 
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semelhança ; Os pol ígonos regalares ; O compri
mento da circunferência e a superfície do círculo. 

Sôbre todos os capítulos a partir do II dão-nos 
exercíc ios graduados em número de 507. Por 
último apresentam um quadro devido ao professor 
G. Pólya que pelo interêsse que pode ter para 

p 
"> Note-se que um nome como o de G. PótVa nSo se des

doura com o escrever coisas tâo comesinhas, verdades à 
Mr. de la Palisse, como acham certos matemáticos, sem se 
lembrarem que estes conselhos são dirigidos aos que prin
cipiam, se bem que não seja mau recordá-los mesmo àqueles 
que percorreram longo caminho. 

os alunos não resistimos à tentação de trans
crever. 

Enfim, o livro contém, pelo modo como são tra
tados, e não porque sejam novos, muitos assuntos 
de interesse para o nosso ensino secundário. É 
claro e escrito numa linguagem acess íve l ao meio 
a que é destinado, apesar de um dos seus auto
res, Gonseth, ser um professor do ensino supe
rior, professor da Escola Politécnica Federal de 
Zurich, e grande matemático suíço. 

J . da Silva Paulo 

P U B L I C A Ç Õ E S R E C E B I D A S 

Agronomia Lusitana — Vol . 4 — n.° 2 — 1942. 
(Estação Agronómica Nacional). 

Agros — Boletim dos Estudantes de Agronomia 
— Ano X X V I - n.° 2 — Março-Abril de 1943. 

Euclides — (Madrid) — Revista mensal de Ciên
cias Exactas, Físicas, Químicas y Naturales — 
Tomo III , n.<* 30 e 31. 

Cons ide rações s ô b r e a perceptibilidade auditiva 
dos sinais horár ios r í tmicos rad io te legréf icos no 
processo das coinc idências por ex t inção de sinais 
— José António Madeira — Coimbra, 1942. 

Elementos da Teoria dos Anéis Almeida Costa 
— Publicação n.° / do Centro de Estudos de Mate
mática da Universidade do Pôrto, 1943. 

Boletin Matemát ico — (Buenos Aires) — Revista 
argentina de Matemática Ano X V I — n . o s 1 e 2. 

Publ icações do Sindicato Nacional dos Enge
nheiros G e ó g r a f o s — N.° 1 Estudo comparativo 
dos processos de registo gráfico e de recepção 
acústica (extinção de sinais) na determinação da 
hora de recepção de um sinal horário rítmico, por 
J o s é António Madeira — Coimbra Editora. 

2. a série — n.° 1 — Manual de Astronomia Geo
désica, por Manuel Pires de Matos — Lisboa, 1941. 

Sur une généra l i sa t ion de l ' opéra teur de pro
jection S(I) - Ruy Luís Gomes — Publicação n.° 6 
do Centro dos Estudos de Matemática da Univer
sidade do Pôrto, 1943. 

Técnica — Revista de Engenharia dos Alunos 
do I . S. T . — n.° 140. 

A s i tuação f i n a n c e i r a d a «Gaze ta d e M a t e m á t i c a » 

C O N T A D O N.° 16 DA c G A Z E T A DE MATEMÁTICA» 

Receita 

Receita da venda avulso e por assi
natura de 809 números 3.199*50 

Existência de 667 números ao preço 
de custo 2.011067 

31-X-1943, Déficit 219,140 
5.430*57 

Despesa 

Composição, impressão, papel e bro
chura 

Sua quota parte nas despezas gerais 
r e a l i z a d a s a t é 31 de Outubro de 
1943 

4.416,560 

1.013*97 
5.430*57 

O. M. R. e M. O. M. 
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publicará o seu próximo número em Janeiro de 1944 

A O S L E I T O R E S 

A orientação que a Redacção da «Gazeta de Matemática» imprimirá à Revista em 1944 será estruturalmente a 
mesma, mantendo as várias secções existentes, criando, se possível , outras. Continuará portanto a publicação em 
cada número de pontos dos exames de aptidão, de frequência e finais das cadeiras de Matemática das escolas 
superiores. Além dos quatro números ordinários publicar-se-á, porém, no primeiro trimestre de 1944, um número 
extraordinário dedicado inteiramente às Matemáticas Elementares e exames de aptidão. No próximo número de 

Janeiro serão dadas indicações mais detalhadas. 

A O S A S S I N A N T E S 

A Administração da «Gazeta de Matemática», apesar de todos os esforços feitos, como terá ocasião de submeter à 
apreciação dos seus leitores, no próximo número, vê-se obrigada a modificar como segue, as condições de assina

tura e de aquisição de números avulso: 

Preço de capa por cada número 6550 
Preço de assinatura anual de quatro números a publicar em Janeiro, Abril, Julho e 

Outubro 2pfoo 
Preço de capa dum número extraordinário a publicar em 1944 io$oo 
A aquisição dês te número pelos assinantes far-se-á a Esc 6$5o 

N Ú M E R O S A T R A Z A D O S 

O pequeno número de colecções completas, ainda existente, destina-se exclusivamente às Bibliotecas de Escolas e 
dalguns Estabelecimentos Oficiais sendo a sua aquisição feita ao preço de Esc . ioo#oo (colecção dos 17 primeiros 
números) . Ao público serão vendidos avulso os números ainda nao esgotados (), 7, 11, 12, 13, 14, 15, 16 e 17) 

ao preço de Esc . 6$5o cada. 

A S S I N E A « G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A » 

concor rerá , a s s i m , para o futuro melhoramento d u m a revista q u e não constitui, 

de m o d o a lgum, um empreend imento c o m e r c i a l 


