
N. 0182

Publicação quadrimestral da Sociedade  PortugueSa  de  MateMática            ano LXXViii   |  Jul. 2017   |  4,20€

Gazeta de

atemática
os Que Ficaram 
na História e os 
Que raramente 
São Lembrados
Celeste gouveia e  
NatÁlia BeBiaNo

Lembranças de  
Luís de albuquerque:  
conversa com onésimo  
teotónio de almeida
NatÁlia BeBiaNo

CONVERSA COM
antónio Mega Ferreira  
e Francisco domingues
goNçalo morais





03 atractor
O Triângulo de 
Sierpinski e as 
Torres de Hanói

35 Pt-Maths-in
O Admirável 
Mundo Novo 
do Big Data

ÍNDICEÍNDICE

02  Editorial | Sílvia Barbeiro

03  atraCtor 
O Triângulo de Sierpinski e as Torres de Hanói

09 rECrEio | Jorge Nuno Silva
Matemática e Assuntos Divertidos

11 CaNto dÉlFiCo | Amílcar Branquinho
Uma História Interminável...

artigo de capa
14    os quE FiCaram Na História E os 

 quE raramENtE são lEmbrados 
Celeste Gouveia e Natália Bebiano

20 Na liNHa dE FrENtE | Fabio Chalub
Isto Ainda Vai Interessar-te

23 aPaNHados Na rEdE  |  Óscar Felgueiras
Amar Pelos Dois

26 lEmbraNças dE luís dE albuquErquE 
Natália Bebiano

30 NoVidadEs matEmÁtiCas  |  Manuel Silva e Pedro J. Freitas
Conjuntos Agudos

32 bartooN | Luis Afonso

35 Pt-matHs-iN  |  Paula Amaral
O Admirável Mundo Novo do Big Data

40 CoNVErsa Com... | Gonçalo Morais
António Mega Ferreira e Francisco Domingues

45 matEmÁtiCa E litEratura  | Nuno Camarneiro
Validação

46 NotíCias

52 Cartas da dirEção | Fabio Chalub
Maiores Ligações com a Sociedade

40 conversa coM...
António Mega Ferreira e 
Francisco Domingues

09 recreio
Matemática e Assuntos 
Divertidos



02 GaZEta dE matEmÁtiCa  • 182

EDITOrIAL

Sílvia BarBeiro

Universidade 
de Coimbra
silvia@mat.uc.ptNeste número da Gazeta de Matemática lembramos Luís de Albuquerque 

no centenário do seu nascimento. 

um VErdadEiro EsPírito CiENtíFiCo

Homem de Ciências e Letras, o Professor Luís 
de Albuquerque é talvez mais conhecido como 

historiador do que como matemático. Em paralelo com 
o ensino e a investigação em matemática, dedicou-se à 
História dos Descobrimentos sobre a qual possui uma 
vastíssima obra com grande reconhecimento nacional 
e internacional. 

O reconhecimento do seu alto espírito científico é 
bem evidente e não são poucos os que elogiam a sua 
personalidade excecional. Ao longo dos anos, colegas, 
discípulos e amigos têm vindo a dedicar-lhe textos 
de homenagem. São exemplo disso a coletânea em 
dois volumes A Abertura do Mundo: estudos de história 
dos descobrimentos europeus em homenagem a Luís de 
Albuquerque, editada em 1986 e 1987, pela Editorial 
Presença; o volume Estudos de Matemática, Homenagem 
ao Professor Doutor Luís de Albuquerque, publicado 
pelo Departamento de Matemática da Universidade 
de Coimbra, em 1994; e o livro Luís de Albuquerque 
Historiador e Matemático, Homenagem de Amizade a um 
Homem de Ciência, Edições Chaves Ferreira, editado em 
1998. Neste número da Gazeta ele é a figura central de 
três artigos nos quais se desvendam, mais do que obras, 
traços da sua personalidade e do seu carisma. Quem era 

esse homem seríssimo que não se levava demasiado a sério?  
Luís de Albuquerque colaborou ativamente na 

Gazeta de Matemática como redator e como co- diretor 
da secção de matemáticas superiores.  Deixo aqui a 
lembrança dos textos que este homem notável publicou 
na nossa revista: Conceito de potência de conjuntos,  
n.º 15, maio de 1943, O ensino da  Matemática na Reforma 
Pombalina, n.º 34, novembro de 1947, O método da 
introdução de um plano vertical em perspectiva, n.º 34, 
novembro de 1947, Problemas fundamentais da teoria  da 
aproximação  funcional, n.os 66-67, março-junho de 1957  
e  n.os 68-69, setembro-dezembro de 1957, Notas sobre 
os fundamentos do Cálculo das Probabilidades,  n.os  74-75, 
março-junho de  1959. 

Termino com um apelo à leitura. A presente edição 
da Gazeta de Matemática não se esgota na homenagem 
à memória de Luís de Albuquerque. Além dos 
colaboradores habituais, contamos com o contributo 
generoso de muitos outros colegas. Podemos afirmar, 
com orgulho, que a nossa revista continua a despertar 
a curiosidade e a promover o verdadeiro espírito 
científico.
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ATrACTOr

No âmbito de uma colaboração 
entre a Gazeta e o Atractor, este 
é um espaço da responsabilidade 
do Atractor, relacionado com 
conteúdos interativos do seu site 
www.atractor.pt .
Quaisquer reações ou sugestões 
serão bem-vindas para 
atractor@atractor.pt

atraCtor  •  O Triângulo de Sierpinski e as Torres de Hanói

o triâNGulo dE siErPiNski  
E as torrEs dE HaNói

Vamos descrever alguns modelos do jogo das Torres de Hanói que permi-
tem uma visão geométrica da solução ótima do jogo e da forma como essa 
solução se relaciona com o conjunto de todas as posições possíveis dos 
discos e o de todos os movimentos permitidos pelas regras do jogo.

Comecemos por recordar que neste jogo há um ta-
buleiro com três hastes e discos empilhados numa 

delas, nunca devendo estar um disco sobre outro mais 
pequeno. Em cada jogada, move-se um disco de cima 
de uma haste para outra. O objetivo é o de mudar todos 
os discos para uma dada haste no mínimo de jogadas.  
A propósito, veja-se [1] e [2]. 

Uma ideia muito simples que ocorre, ao querermos 
associar a uma distribuição dos três discos pelas hastes 
um ponto que a caracterize, é a seguinte: escolher no tri-
ângulo da base do jogo com vértices nos centros dessas 
hastes, a projeção, no tabuleiro, do baricentro das massas 
(dessa distribuição). Claro que os pontos concretos assim 
obtidos vão depender em geral das razões entre as mas-
sas dos diferentes discos, exceto quando todos os discos 
estão numa mesma haste, caso em que o baricentro será 
sempre o ponto do tabuleiro no centro dessa haste. E estes 
casos extremos, em que todos os discos estão empilhados 
numa haste, são interessantes, pois tanto a posição inicial 
como a final do jogo estão nessas condições. 

A figura 1 representa uma fase do jogo no qual se pre-
tende levar quatro discos inicialmente na haste de baixo 
para a haste da direita. Quanto à figura 2, mostra os ba-
ricentros dos discos, correspondentes às diferentes fases 
desse jogo completo. A curva poligonal, começando no 
vértice inferior do triângulo, que é o baricentro da torre 
inicial de discos, e terminando no vértice da direita, ba-
ricentro da torre de chegada, foi desenhada unindo por 

Figura 1.

Figura 2.



04 GaZEta dE matEmÁtiCa  • 182

segmentos de reta os baricentros obtidos após cada joga-
da, cada um com a cor do disco que foi movido nessa joga-
da. Não espanta que o segmento maior seja o azul, dado 
que o disco azul é o de maior massa e, portanto, aquele 
que, quando é movido, provoca uma maior alteração do 
centro de massa (baricentro). Um aspeto interessante da 
figura 2 é os 15 segmentos da figura só representarem três 
direções diferentes. Isto resulta de que: i) num sistema  
(finito) de massas, quando uma delas se desloca numa 
dada direção, o baricentro também se vai deslocar na 
mesma direção; ii) no caso presente, o movimento de um 
disco realiza-se sempre entre um par de hastes; iii) sendo 
três o número de hastes, também é três o número de pa-
res de hastes. Como exercício, o leitor poderá querer des-
cobrir qual o ponto na figura 2 que corresponde à posição 
dos discos representada na figura 1.

Feita esta apresentação do que se pretende, vamos ago-
ra ver alguns cuidados que é necessário ter para o modelo 
realmente funcionar como queremos. Será que o modelo 
é bom? Sem algumas cautelas na escolha das massas dos 
discos, a resposta é negativa e, ao contrário do que possa 
parecer, não se trata de uma apreciação subjetiva. Para 
que o modelo que foi sugerido funcione adequadamente, 

o mínimo que teremos de exigir é que, a partir do conhe-
cimento do baricentro, possamos saber qual a distribui-
ção dos discos pelas hastes, que ele representa. Por outras 
palavras: quando associamos a cada distribuição de mas-
sas pelas hastes o respetivo baricentro, queremos que a 
função assim definida seja injetiva. Vejamos um exemplo 
muito simples: suponhamos que temos apenas três dis-
cos, de massas, respetivamente, 1, 2 e 31. Se o disco maior 
estiver na haste de baixo e os outros dois na da direita, 
como na figura 3, o baricentro será exatamente o ponto 
médio do lado correspondente do triângulo, porque as 
massas nos dois extremos são as mesmas (3 e 2 + 1). Mas, 
então, se trocarmos a posição do disco maior com a posi-
ção dos outros dois, como na figura 4, o baricentro obtido 
será o mesmo. Logo, para aquelas escolhas de massas, o 
conhecimento do baricentro não permite saber sempre 
qual a distribuição real dos discos pelas hastes. 

Como poderemos escolher as massas, de forma a es-
tarmos certos de obter uma boa representação, no sentido 
de que duas distribuições diferentes dos discos pelas três 
hastes nunca levem ao mesmo baricentro no triângulo? 
No caso das massas que puseram problemas, bastaria ter 
escolhido a massa maior ligeiramente superior à soma 

Figura 3. Figura 4.
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1 Neste contexto as unidades não interessam, porque só são relevantes as 
razões entre as massas dos discos.
2 Bastará observar que um tal baricentro tem como coordenada baricên-
trica relativamente ao vértice da haste que contém o maior disco, preci-
samente o número �/M . O leitor não familiar com geometria afim poderá 
provar diretamente a afirmação em R2. Poderá começar por verificar que, 
se a, b, c são três números reais de soma 1 e A, B, C três pontos não co-
lineares do plano, e se para um ponto O qualquer do plano, �O  designar 
a soma dos vetores � · (A − O), � · (B − O) e � · (C − O), o ponto G, 
definido por G = O + �O não depende da escolha de O. Os números 
a,b,c dizem-se as coordenadas baricêntricas de G relativas a A, B e C. Os 
pontos do triângulo A,B,C (incluindo o interior) são os que têm todas as 
coordenadas baricêntricas maiores ou iguais a zero. Um vértice do triân-
gulo tem a respectiva coordenada baricêntrica 1 e as restantes nulas. E a 
coordenada a é nula se e só se o ponto G estiver no lado oposto a A. Para 
um valor de a tal que 0 < � < 1, os pontos que o têm como primeira 
coordenada baricêntrica são precisamente os do segmento paralelo a BC 
de extremos em AB e AC e tal que a seja a razão das distâncias a BC desse 
segmento e do ponto A. Analogamente para B, b e C, c.
3 Note-se que não estamos a afirmar que esta condição é necessária.

Figura 5.

das outras duas para o modelo passar a ser "bom" no sen-
tido atrás referido. Mais geralmente, para uma distribui-
ção de n discos com massa total M, se o maior, de massa 
m, estiver numa haste, podemos afirmar2 que o baricentro 
estará no triângulo homotético, com centro de homotetia 
nessa haste e razão de homotetia (Mm)/M, do triângulo 
inicial de vértices nas três hastes (ver figura 5 para vários 
valores de m/M). Para estarmos certos de que a posição 
do baricentro das massas determina a haste em que está 
o maior disco, bastará3 que os três triângulos homotéti-
cos correspondentes às três hastes não se intersetem. Ora 
isto sucede se e só se (Mm)/M < 1/2, o que equivale a 
m/M > 1/2 ou m > (M  m), por outras palavras, se e só 
se o disco maior tiver massa superior à soma das massas 
dos discos mais pequenos do que ele. Esta condição, satis-
feita na figura 5 apenas para o primeiro caso, é suficiente 
para garantir que, dadas duas distribuições de massas 
pelas hastes, em que o disco maior não esteja na mesma 
haste, elas conduzam necessariamente a baricentros di-
ferentes. Mas isto não exclui que os baricentros possam 
coincidir para duas distribuições que só difiram nas mas-
sas de discos mais pequenos. Uma extensão do raciocínio 
anterior permite, no entanto, garantir que, se a massa de 
cada disco for maior do que a soma das massas dos discos 
mais pequenos do que ele, então a representação por bari-
centros é boa no sentido acima descrito: uma tal represen-
tação por pontos no plano caracteriza completamente a 
distribuição dos discos pelas hastes (e até as razões entre 
as diferentes massas).

Vejamos então o que se passa num exemplo con-
creto satisfazendo esta condição: tomemos n discos 
com massas mi = 1/2 i, para i = 1, 2, . . . , n. A soma das 
massas dos discos todos é Mn = 1  1/2n e, para cada 
i < n, a soma das massas dos discos de índices maiores 
do que i, i.e., de massas menores do que a do de índice i, é 
(1  1/2n) (1  1/2i) = (1/2i) · (1  1/2(ni)) < 1/2i = mi . 
Portanto, estas massas dão origem a um bom modelo de 

baricentros, uma vez que a massa de cada disco é maior 
do que a soma das massas dos discos mais pequenos.  
A figura 6 mostra três diagramas, obtidos para tabuleiros 
com três, quatro e cinco discos, respetivamente. Todas as 
posições possíveis dos discos estão representadas pelos 
baricentros (das massas nas três hastes) e todas as jogadas 
também, pelos segmentos correspondentes aos movimen-
tos permitidos dos discos, segmentos esses com a cor do 
disco movido e unindo o baricentro antes do movimento, 
ao baricentro depois do movimento. Em cada diagrama, 
os segmentos mais grossos correspondem à solução óti-
ma, aquela que envolve menor número de movimentos 
para levar todos os discos da haste inferior para a da 
direita. Essa linha grossa dá uma indicação clara sobre 
quais os discos a mover e em que direção; por exemplo, 
olhando para o diagrama da esquerda, correspondente a 
três discos, vê-se que há que começar por deslocar o disco 
verde da haste de baixo para a da direita, depois o verme-
lho da de baixo para a da esquerda, novamente o verde 
da da direita para a da esquerda, o azul da de baixo para 

m
M

= 0.6666
m
M

= 0.5
m
M

= 0.4
m
M

= 0.3333
m
M

= 0.2
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a da direita, etc. Como exercício, o leitor poderá procurar 
no diagrama do meio o caminho mais curto para levar os 
quatro discos da haste esquerda para a direita.

Em cada diagrama da figura 6, a parte da curva grossa 
antes do segmento azul tem exatamente a mesma forma 
que a parte após esse segmento e, em particular, o núme-
ro de jogadas antes desse movimento do disco azul é o 
mesmo que o das jogadas posteriores. Tal tem a ver com o 
facto de que no jogo, como é sabido, quando chega a oca-
sião de deslocar o disco maior, está-se exatamente a meio 
do jogo: antes, mudaram-se os discos mais pequenos para 
a haste da esquerda e, em seguida, por uma sucessão 
análoga de movimentos, mudam-se esses mesmos discos 
dessa haste para a direita. Se, para um n, f(n) designar o 
número mínimo de jogadas para o transporte dos discos, 
será, pois f (n) = 2 f (n  1) + 1.

Claro que este comportamento se manifesta em qual-
quer modelo isomorfo (ver [1] para o caso do Jogo das 
Lâmpadas). 

Designando por 0, 1, 2, respetivamente, as hastes de 
baixo, da direita e da esquerda, vamos representar por  
i j o movimento do disco de cima da haste i para a haste j, 
em que i, j são dois daqueles três números. Por exemplo, 
a solução do jogo, trivial no caso de existir um só disco, 
só terá um movimento e é representada por 0 1. No jogo 

com dois discos, a solução será 0 2  0 1  2 1, em que o disco 
mais pequeno vai para a haste vazia (2), depois move-se o 
disco grande para a haste 1 e, finalmente, o disco pequeno 
da haste 2 para a 1. Para maior clareza, escreveremos i j 
na cor do disco movido e usaremos tamanhos relativos de 
letras correspondendo aos tamanhos relativos dos discos 
movidos. Baseados nesta ideia, definimos uma função f 
que a um par i j num certo tamanho (e cor) faz corres-
ponder um terno de pares i k i j k j, tendo i k e k j uma cor 
contígua à usada para i j e sendo k o número de {0, 1, 2} 
diferente de i e de j; e outra função g que, em cada lista 
de pares assim obtidos, substitui cada um dos pares m n 
da cor correspondente ao disco mais pequeno presente 
na lista pelo seu transformado por f. Partindo de um só 
disco, temos 01 como solução do jogo. Aplicando g, temos  
02 01 21 e, aplicando g novamente, ou seja, substituindo 
cada par vermelho pela respetiva imagem por f, temos  
01 02 12 01 20 21 01. O segundo iterado de g aplicado a esta 
lista dá a lista representada na figura 7, que, para maior 
clareza, tem algumas linhas a envolver as diversas fases.

As funções f e g podem ser utilizadas para construir 
a lista de movimentos da solução ótima para qualquer 
número de discos, de uma forma inteiramente automá-
tica, sem nenhum recurso explícito ao jogo, aos discos e 
às regras.

Figura 6.

Figura 7.
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A figura 8 mostra um modelo da solução ótima, ob-
tido tomando paralelepípedos de tamanhos e cores cor-
respondentes às massas dos discos, em números iguais 
aos dos sucessivos movimentos desses discos e dispostos 
como a figura 8 indica, no caso de cinco discos. Haverá, 
pois, um azul, dois vermelhos, quatro verdes, oito cas-
tanhos e 16 amarelos. Ao percorrer a "escadaria", vamos 
encontrando sucessivamente as cores e os tamanhos dos 
discos a mover. E fica claro como se construiria o mode-
lo para seis discos a partir deste modelo de cinco discos, 
juntando 32 paralelepípedos mais pequenos. Na reunião 
da sucessão de sólidos assim obtidos, a menos da cor, ao 
ampliar a "escadaria" verifica-se uma autossemelhança. 
Este modelo e o da figura 7 são sugestivos, mas "descre-
vem" apenas uma solução ótima do jogo das Torres de 
Hanói. Uma vantagem do modelo dos baricentros, atrás 
considerado, é que ele descreve também o conjunto de 
todas as posições possíveis dos n discos e de todos os 
movimentos permitidos, independentemente de aparece-
rem ou não no percurso ótimo, e isso permite ver como 
o tal percurso ótimo se situa nesse conjunto mais vasto. 
Por exemplo, consideremos a seguinte questão: dados n 
discos, ao levá-los no número mínimo de movimentos da 
haste 0 para a haste 1, e da haste 0 para a haste 2 (ou de 
1 para 2), será que durante esses dois percursos se passa, 
em alguma fase intermédia, por uma mesma distribui-
ção de discos pelas hastes? A tradução da questão para 
o modelo dos baricentros é fácil: duas linhas poligonais 

de comprimento minimal unindo dois pares diferentes 
de vértices podem passar por um mesmo baricentro do 
modelo (interior ao triângulo)? A observação atenta da 
figura 6 ajuda a ter uma interpretação geométrica do que 
está em causa.

No modelo concreto dos baricentros de todas as po-
sições possíveis, que definimos acima, há também um 
fenómeno de autossemelhança e um conjunto limite, mas 
a sua definição requer algum cuidado que não era neces-
sário no caso do modelo da figura 8, porque nele, quando 
o número de discos aumenta, não se muda a parte já exis-
tente, apenas se acrescentam novos paralelepípedos mais 
pequenos, ao passo que no modelo dos baricentros, exce-
tuando os vértices do triângulo grande, todos os baricen-
tros vão sempre mudando. Isto tem a ver com o facto de a 
massa total dos discos ser variável e inferior a 1, o que faz 
com que, por exemplo na figura 6, a coordenada baricên-
trica (constante) referente à haste esquerda, de todos os 
pontos do segmento azul mais grosso seja (1/2)/(7/8) = 4/7 
no caso do diagrama da esquerda, (1/2)/(15/16) = 8/15 no do 
centro e (1/2)/(31/32) = 16/31 no da direita. Essa coordenada 
é sempre maior do que 1/2, como vimos que deveria ser 
para termos um bom modelo e tende para 1/2 quando o 
número n de discos tende para infinito. E algo de análogo 
se passa para os restantes segmentos. Não admira, pois, 
que o triângulo de Sierpinski tenha alguma relação com 
o limite daqueles diagramas, como sugere, já para n = 9,  
o diagrama representado na figura 9, incluindo os bari-

Figura 8. Figura 9.
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centros e os segmentos correspondentes aos movimentos dos 
discos. A figura 10 representa todos os baricentros, sem mo-
vimentos, para n = 10. 

É, no entanto, possível construir um modelo concreto 
de baricentros, análogo ao introduzido acima, mas com ou-
tras massas, de tal forma que a massa total seja sempre 1 e, 
portanto, as coordenadas baricêntricas dos segmentos cor-
respondentes à quase totalidade dos discos (todos menos o 
último) permaneçam constantes à medida que acrescentamos 
um disco: para n discos, basta escolher como massa do disco 
maior 2/3, depois cada disco tem massa igual a um terço da do 
anterior, exceto o mais pequeno, que tem metade da massa do 
anterior. Por exemplo, para n = 3 teremos massas 2/3, 2/9, 1/9, 
para n = 4 será 2/3, 2/9, 2/27, 1/27 e 2/3, 2/9, 2/27, 2/81, 1/81 para 
n = 5. Os novos diagramas para n entre 3 e 5 (análogos aos da 
figura 6, mas agora para estas novas distribuições de massas) 
estão representados na figura 11. A passagem de um diagra-
ma (n) ao seguinte (n + 1) corresponde agora à substituição de 
cada pequeno triângulo com a cor do disco mais pequeno por 
três segmentos dessa cor, com três novos triângulos com a 
cor do disco ainda mais pequeno, como está representado na 
figura 12, referente à passagem da primeira imagem da figura 
11 para a segunda.

Em [3] há um CDF que permite deformar o modelo de ba-
ricentros com fator 1/2 no modelo com fator 1/3. 

rEFErêNCias
[1] "Jogos Isomorfos", Gazeta de Matemática n.º 169, março 2013, 
http://www.atractor.pt/publicacoes/395.pdf

[2] "Jogos Isomorfos", http://www.atractor.pt/mat/JogosIsomorfos 

[3] Jogos Isomorfos II, http://www.atractor.pt/mat/SierpHanoi 

 

Figura 10.

Figura 12.

Figura 11.
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Outro problema sobre bissecções:

matEmÁtiCa E assuNtos diVErtidos

No ano passado, a Princeton UP, em parceria como o MOMATH (National 
Museum of Mathematics, em Nova Iorque), publicou o livro The Mathema-
tics of  Various Entertaining Subjects, prefaciado pelo recentemente desapare-
cido raymond Smullyan. Os editores, J. Beineke e J. rosenhouse, coligiram 
trabalhos saídos do encontro MOVES, que o museu organizou em 2013. 
Trata-se de uma contribuição importante para o campo da matemática 
recreativa.

Os artigos coligidos nesta obra abordam temas, de 
facto, divertidos e muito interessantes, e estas pági-

nas são margem estreita para lhes fazer justiça. 
Desde o ubíquo Fibonacci até aos jogos (SET, Poker 

sem coração, Jogos do Galo em contexto geométrico bi-
zarro), passando pelos puzzles e problemas clássicos, este 
livro tem pérolas para todos os gostos!

Anany Levitin exibe, no seu texto, vários quebra- 
-cabeças imediatos com conteúdo matemático, de que 
adaptámos alguns exemplos.

O Mágico pede a um voluntário que escolha se-
cretamente dois números inteiros positivos, a e b, 
e que com eles forme uma sucessão de Fibonacci: 
F1 = a, F2 = b, F3 = F1 + F2 = a + b, F4 = F3 + F2, 
etc. No passo seguinte, o Voluntário deve calcular, 
em segredo, a soma dos dez primeiros termos des-
ta sucessão. O Mágico pede o valor de um Fi  parti-
cular e adivinha essa soma. Como é isto possível?

Há sempre algo sobre triângulos para descobrir:

Pretende-se dividir um triângulo equilátero em 
duas partes de áreas iguais com a linha de compri-
mento mínimo. Que linha é essa?

Para terminar, um origami:

Dobre um quadrado ao longo de uma reta que pas-
se pelo seu centro. Para que reta é que a área da 
sobreposição é mínima?

Bissecte cada uma das  
partes ‒ negra e branca ‒ 
do símbolo Yin e Yang ilus-
trado, com uma só linha 
reta.
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O artigo de Jennifer Beineke e Lowell Beineke, Some 
ABCs of graphs and games, relembra, entre outros, um passe 
de magia de Jeremiah Farrell, em que nos baseámos para 
propor o efeito seguinte.

O Ajudante pede ao Voluntário que escolha uma das 
cartas na mesa, do Ás ao 8 de Espadas, como ilustrado.

O Voluntário deve seguir, com um dedo, linhas da 
figura à sua escolha, sucessivamente quantos segmentos 
quiser, a partir da sua escolha inicial, até atingir uma carta 
final. Neste momento deve escolher qual das duas cartas ‒ 
a primeira ou a última do seu trajeto (a outra será a carta-
-mistério) ‒ vai comunicar ao Mágico, que está de costas. 
O Ajudante também anuncia uma carta e o Mágico diz se 
é essa, ou não, a carta-mistério. No caso de não ser, o Má-
gico identifica a carta-mistério corretamente. 

Um exemplo: o Voluntário escolhe o terno e viaja:  
terno-sena-ás-duque-quina-ás. Comunica ao Mágico: “Ás”.  
O Ajudante propõe “Duque” e o Mágico corrige: “A carta-
-mistério é o terno”.

Como é isto possível?

Sobre a questão do número anterior:
Para determinar a mais pesada, há que efetuar 15 pe-

sagens (estilo “eliminatórias da Taça de Portugal de fute-
bol”): de oito pesagens passam oito pepitas à fase seguin-
te, de quatro pesagens passam quatro, de duas pesagens 
passam duas e a pesagem final. A segunda mais pesada 
só pode ter sido vencida numa comparação com a mais 
pesada. Como esta participou em quatro pesagens, há que 
comparar entre si as quatro pepitas derrotadas pela ven-
cedora, para o que bastam mais três pesagens. O total é 
então de 18 pesagens.
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CANTO DÉLFICO

uma História iNtErmiNÁVEl...

Contar é uma atividade básica que esteve presente 
desde os alvores da humanidade, fazendo parte dos 

temas de estudo de uma área da matemática, rica em ques-
tões complexas de enunciado simples, a Combinatória. 
Esta é inseparável da própria noção de número natural e 
está estreitamente ligada à Teoria de Números. Já a Teo-
ria Analítica dos Números, depois de 150 anos de história 
(bastante mais, se considerarmos as contribuições de L. 
Euler), pode considerar-se um ente estranho. Se os núme-
ros naturais ou os inteiros formam um conjunto discreto, 
podemos perguntar-nos: 

Porquê a análise com números?

O termo análise procede de uma palavra grega que, 
entre outras coisas, significa decomposição. Mais do que 
o significado comummente aceite em matemática, relacio-
nado com derivadas e integrais, vamos aqui concentrar-
-nos no seu sentido etimológico.

Naturalmente, esta questão não tem uma resposta fácil 
e compreendê-la requer um certo nível de conhecimento 
matemático. Além de que os matemáticos têm, em geral, 
um problema com a divulgação: não sabem mentir!

De facto, a matemática moderna está firme e bem as-
sente no rigor. Mas esta virtude, por vezes, torna-se exces-
siva quando nos separamos do âmbito da investigação ou 
de um público constituído por colegas.

Caro Leitor, os discursos, as relações pessoais, as funções oscilantes, as au-
las, os anúncios... tudo isto e muito mais se deteriora pelo corrosivo efeito 
da monotonia! Não nos enganemos, também no estudo da matemática há 
momentos em que tudo parece igual, e em que se necessita de um sopro 
de inspiração.

Aqui, temos como propósito ilustrar alguns aspetos da 
Análise, mostrando com exemplos e eliminando o fardo 
dos pontos mais técnicos, como as médias de funções, à 
la mode de Newton, fazem parte da maravilhosa aventura 
do Cálculo.

iNtEGral versus mÉdia. 
Em qualquer curso introdutório de Cálculo pode encon-
trar-se que o integral é uma área, e durante algumas aulas 
ensinam-se somas inferiores e superiores à Riemann... para 
depois, não sem algum trabalho, demonstrar que

Z 1

0
t =

1
2

.

Este resultado é natural! A área do triângulo é dada por 
b ⇥ a/2 = 1 ⇥ 1/2. Posteriormente, e já munidos do super 
teorema fundamental do Cálculo, deduzimos que 

Z x

0
tk =

xk+1

k + 1
, k 2 R+ .                        (1)

A partir daqui, as somas de Riemann como que se esvae-
cem do Cálculo.

Haverá alguma justificação natural para a identidade (1)?

O que se segue é uma tentativa de explicar este re-
sultado usando Teoria de Probabilidades (cf. J. Bernoulli, 
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"Ars Conjectandi" e H. Dörrie, "100 Great Problems of Ele-
mentary Mathematics", pág. 40-44):

Dados sequencialmente três números x,y,z em [0,1], 
qual é a probabilidade de que o primeiro seja o maior? 

Da simetria do problema concluímos que será 1/3. 

E, se conhecermos x, qual é a probabilidade de que y 
(respetivamente, z) seja menor do que x?

Deverá ser x, pois, a probabilidade de que um número 
em [0,1] esteja em [0, 1/2[ é 1/2, de que pertença a [0, 1/3[ é 
1/3 e de que esteja em [0, x[ é x. Assim, podemos concluir 
que a resposta à questão inicial é dada por x2. Somando 
(integrando) entre todos os possíveis valores de x dedu-
zimos que 

Z 1

0
t2 =

1
3

e também
Z x

0
t2 =

x3

3

(para a última identidade basta considerar uma mudança 
de escala). Iterando o processo, e considerando k + 1 nú-
meros em vez dos três anteriores, obtemos (1), como uma  
primeira versão da lei dos grandes números.

Quando k não é um inteiro positivo... Começamos por 
definir o operador valor médio de f em [0, x[, como

x
M
0

f = lim
n!•

µ(n) , µ(n) =
f (d) + · · ·+ f (nd)

n
,

com d = x/n. Note-se que, se f é integrável em [0, x[,  

x
M
0

f =
1
x

Z x

0
f .                                 (2)

Assim, tomando f (t) = tk, temos 

µ(n) = xk (1k + · · ·+ nk)/nk+1 .

Por exemplo, para k = 1, µ(n) é facilmente determinado. 
Para tal, basta aplicar a famosa ideia de um jovem C.F. 
Gauss: 

1 + 2 + · · · + n
n + n  1 + · · · + 1

(n + 1) + (n + 1) + · · · + (n + 1)

logo, µ(n) = x (1 + · · ·+ n)


n2 = x (n + 1)

(2n) pelo que, 

x
M
0

t = x


2 .

Vejamos como proceder, em geral, para estimar 
s(n) = 1k + · · ·+ nk. Como consequência da desigualdade 

de Cauchy (cf. Gazeta de Matemática, 168, pág. 9) temos que

xn < 1 + n (x  1) , x > 0 , 0 < n < 1 ;

e tomando n = 1/k e 1 + n (x  1) = y obtemos

yk > 1 + k (y  1) , y > 0 , k > 1 .                  (3)

Assim, substituindo, em (3), y sucessivamente por J/V > 1 
e por V/J , obtemos

µ Vk1 <
Jk  Vk

J  V
< k Jk1 ,                       (4)

pelo que tomando sucessivamente (J, V) = (j, j  1), 
j = 1, . . . , n, k = k + 1 e somando,

0 < 1k+1 < (k + 1) 1k

(k + 1) 1k < 2k+1  1k+1 < (k + 1) 2k

...
(k + 1) (n  1)k < nk+1  (n  1)k+1 < (k + 1) nk

(k + 1) (s(n) nk) < nk+1 < (k + 1) s(n)

pelo que 

1
k + 1

<
s(n)
nk+1 <

1
k + 1

+
1
n

, n 2 N , k > 0 .

Assim,

lim
n!•

s(n)
nk+1 =

1
k + 1

logo
x

M
0

tk =
xk

k + 1
,          (5)

e, tendo em atenção (2), obtemos (1).

um limitE NotÁVEl
No tratado De analysi per aequationes numero terminorum 
infinitas, I. Newton apresenta um estudo sobre a represen-
tação em série de potências das funções exponencial, seno, 
cosseno, logaritmo, binomial... Nesse estudo assume parti-
cular importância a média de cada uma das funções indi-
cadas. O que pretendemos fazer é discutir as ideias princi-
pais deste estudo, ilustrando-o para a função exponencial. 

Comecemos por estabelecer uma desigualdade análo-
ga à anteriormente deduzida para a função potência (4), 
agora para a função exponencial,

eV <
eJ  eV

J  V
< eJ , J > V .                      (6)

De facto, a função exponencial satisfaz a seguinte desi-
gualdade:

eu > 1 + u , u 2 R \ {0} .                       (7)
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Tome-se agora J = V + j > V , faça-se em (7) u = j 
(respetivamente, u = j), e, multiplique-se cada uma 
das expressões por eV (respetivamente, eJ), obtendo-se 
eJ > eV + j eV (respetivamente, eV > eJ  j eJ), de onde 
se conclui (6).

Agora, tendo em atenção (6), concluímos que

lim
x!a

ex − ea

x − a
= ea , a 2 R .

uma rEPrEsENtação  
da FuNção ExPoNENCial. 
Por definição, a média da função exponencial em [0, x[ é o 
limite quando n ! • de

µ(n) =
ed + e2d + · · ·+ end

n
, d =

x
n

;

tomando sucessivamente (J, V) = (j d, (j  1) d), 
j = 1, . . . , n em (6), i.e.

d < ed  1 < d ed

d ed < e2d  ed < d e2d

...

d e(n1)d < end  e(n1)d < d end

somando, efetuando pequenas simplificações, temos

 e
x  1

x
< µ(n) <

ex  1
x

+
ex  1

n
, x > 0 , 

ex  1
x

+
ex  1

n
< µ(n) <

ex  1
x

, x < 0 ,

pelo que 
x

M
0

et =
ex − 1

x
, x 2 R \ {0} .

A média herda do integral propriedades importantes 
como a linearidade, a monotonia e um teorema do valor 
médio: 
Sejam f, g funções positivas e integráveis em [0, x[; então

(
inf f

) x
M
0

g 
x

M
0

(
f g

)


(
sup f

) x
M
0

g .

Assim, de (7) obtemos, aplicando o operador média a am-
bos os membros, e tendo em atenção que conhecemos já a 
média das funções xk, cf. (5),

ex  1
x

> 1 +
x
2

, i.e. ex > 1 + x +
x2

2
.

De ex > 1  x, i.e. ex < 1 + x ex, com x > 0, obtemos, 

aplicando o operador média a ambos os membros, e ten-
do em atenção o teorema do valor médio, anteriormente 
estabelecido,

ex  1
x

< 1 +
x
2

ex , ou ex < 1 + x +
x2

2!
ex .

Acabámos de provar que, para todo o x > 0,

1 + x +
x2

2!
< ex < 1 + x +

x2

2!
ex .

O caso x < 0 é um pouco mais simples. De facto, de (7) 
obtemos, aplicando o operador média, 

ex  1
x

> 1 +
x
2

, x < 0 , i.e. ex < 1 + x +
x2

2!
;

aplicando uma vez mais o operador média,  

ex > 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
, x < 0 .

Assim, para todo o x < 0,

1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
< ex < 1 + x +

x2

2!
.

Iterando o processo anterior, obtemos que o erro cometido 
quando representamos a função exponencial na forma

ex = 1 + x +
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
,

é inferior a 

(
ex  1

) xn

n!
, x > 0 e a

|x|n+1

(n + 1)!
, x < 0 .

Ora, 
(
|x|n/n!

)
 é uma sucessão com limite zero, consideran-

do x em intervalos fechados, I, de R. De facto, se x = 0, é 
evidente; e para todo 0 6= x 2 I,

|x|n+1

(n + 1) n!
⇥ n!

|x|n =
|x|

n + 1
−!
n!•

0 ,

logo 
(
|x|n/n!

)
 é majorada por uma progressão geométrica 

de razão em ]0,1[. Assim,  

ex = 1 + x +
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · ,

é a representação em série de potências da função expo-
nencial, que é absoluta e uniformemente convergente so-
bre intervalos fechados, I, de R.
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1 L. Albuquerque - Navegadores Viajantes e Aventureiros Portugueses

eram abordados de forma algum modo superficial, mas 
cumprindo a sua finalidade de contextualização e funda-
mentação científica.

Mais tarde, reencontrámos o Professor Luís de Albu-
querque na disciplina de Teoria da Aproximação, sendo 
esta apenas para alunos do 4.º ano da licenciatura em Ma-
temática Pura. Infelizmente, não cumpriu todo o plano 
curricular, devido a um acidente vascular cerebral que o 
deixou temporariamente afastado do ensino. Foi substitu-
ído pelo Professor Andrew Fraser, que seguiu escrupulo-
samente o programa delineado pelo Professor Luís de Al-
buquerque, incluindo tópicos como a aproximação linear 
em espaços normados e em espaços de Hilbert, bases com-
pletas, equações de Parseval-Liapunov e teoria de projeto-
res. Alguns destes temas haviam sido objeto de publica-
ções, como Teoria da Aproximação Funcional e Nota sobre a 
resolução de algumas equações operacionais, respetivamente 
nos Volumes 4.º e 6.º das Publicações do Centro de Matemáti-
ca ‒ Faculdade de Ciências da Universidade de Coimbra.

Já no 5.º ano da licenciatura, o Professor Luís de Albu-
querque foi nosso orientador na disciplina de Seminário.  
Foi uma experiência altamente gratificante, pelo cariz ino-
vador na forma como se relacionava com os estudantes. 
Habituados a um distanciamento reverente, encantaram-
-nos o modo afável e a abertura com que recebia os alunos 
no seu gabinete para discussão e consequente esclareci-
mento de dúvidas, fomentando o espírito crítico e a refle-
xão sobre temas diversos, complementando o tradicional 
estudo livresco com a leitura de artigos científicos, muitos 
dos quais publicados por matemáticos conceituados em 
revistas internacionais. A título individual, reconhecemos 
este momento como um marco na nossa carreira, pois foi 
o Professor Luís de Albuquerque que nos abriu horizontes 
no campo da pesquisa científica, essencialmente na área 
da Teoria das Matrizes, tendo sido ele o fundador do pri-
meiro grupo de investigação nesta área, não só na Univer-
sidade de Coimbra como também a nível nacional.

Em 1962, Luís de Albuquerque publicou Matrizes de 
elementos não negativos. Matrizes estocásticas, um dos pri-
meiros trabalhos monográficos sobre o tema no mundo 
científico. Na Introdução, o autor evidencia a importância 
da aplicação daquela teoria no esclarecimento de certas 
questões em trabalhos desenvolvidos por Perron, Frobe-
nius, Krein, Gantmacher, Markov, Househölder e Ostro-
wski, entre outros, nos domínios da Física Matemática e do 

Recordamos Luís de 
Albuquerque no centenário 

do seu nascimento, um professor 
insigne que muito nos ensinou e 
que permanece  uma referência.

Luís Guilherme Furtado Mendonça Castilho de Albu-
querque nasceu em Lisboa a 6 de março de 1917. Iniciou 
o ensino secundário em Coimbra, nos liceus Júlio Henri-
ques e José Falcão, tendo vindo a completá-lo no Colégio 
Militar de Lisboa, em 1934. Ingressou na Universidade de 
Coimbra e posteriormente transitou para a Universidade 
de Lisboa, onde se licenciou em Matemática (1939) e em 
Engenharia Geográfica (1940). Regressou a Coimbra, onde 
iniciou a carreira académica como assistente da Faculdade 
de Ciências (1941). Completou o doutoramento em 1959 
e em 1966 foi nomeado Professor Catedrático. Jubilou-se 
em 1987. 

Luís de Albuquerque foi nosso Professor pela primei-
ra vez no ano de 1970-71, na disciplina de Cálculo Infi-
nitesimal I, logo após ter regressado de uma comissão 
de serviço na Universidade de Lourenço Marques. Esta 
disciplina era lecionada para o 2.º ano das licenciaturas 
em Matemática, Física e Química, bem como para todas 
as licenciaturas em Engenharia. Com elevada taxa de re-
provação, constituía uma das “barreiras” mais difíceis de 
ultrapassar para todos aqueles alunos. O programa, muito 
extenso, focava assuntos de elevada complexidade dentro 
da Análise em Rn, nomeadamente, o estudo de funções, 
diferenciabilidade, integrabilidade, resolução de equações 
e de sistemas de equações diferenciais e Transformada de 
Laplace [2]. 

O rigor da teoria era o possível ao nível em que era 
ministrado, tendo em conta a diversidade de alunos e a 
sua preparação de base. Assim, pré-requisitos de topolo-
gia, teoria da medida, geometria diferencial, entre outros, 
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Cálculo das Probabilidades. Esta monografia (cuja revisão 
é atribuída ao Professor Joaquim Dionísio) começou a ser 
elaborada logo após a regência na Faculdade de Ciências 
de um novo curso de Cálculo das Probabilidades (baseado 
em Teoria da Medida), durante um estágio que efetuou 
na Universidade de Göttingen (1959-60) como bolseiro do 
Instituto de Alta Cultura. Naquela universidade seguiu 
os seminários de Processos Estocásticos e Séries Temporais 
dirigidos pelo Professor Konrad Jacobs, mas, apesar de 
afim da temática aí abordada, o seu trabalho teve início e 
foi desenvolvido independentemente desses seminários. 
O nosso conhecimento detalhado do seu conteúdo teve 
lugar na disciplina de Teoria das Matrizes do 5.º ano da 
licenciatura (a cargo da Dra. Célia Santos). Evidenciamos 
o facto de o assunto da referida monografia ser ainda de 
grande atualidade no que concerne a aplicações na Teoria 
das Probabilidades, Investigação Operacional, Biologia e 
Ciências Sociais, como o demonstram os livros de Bapat e 
Raghavan [7], e de Shmuel Friedland [8].

Outros traços de Luís de Albuquerque pontuaram o 
nosso percurso académico. A título de exemplo, referimos 
o livro de Geometria Descritiva e Projetiva [4] de sua au-
toria, referência base para a disciplina do 1.º ano com o 
mesmo nome, a sebenta de Matemáticas Gerais [3] coli-
gida segundo apontamentos das suas aulas,  bem como 
outras publicações na forma de artigo [5-6], algumas delas 
utilizadas na disciplina de Seminário e na elaboração da 
Tese de Licenciatura.

Possuidor de uma personalidade invulgar eivada 
de cultura e de valores, imprimiu nos seus alunos uma 
respeitabilidade e uma admiração que lhes ficou na me-
mória. Assim, por altura da comemoração do centésimo 
aniversário do seu nascimento, não podíamos negar-nos 
a transmitir aos leitores da Gazeta de Matemática, revista 
da qual foi Redator e Co-diretor da secção de Matemáti-
cas Superiores, o privilégio que sentimos por termos sido 
suas alunas, e também por com ele termos percebido a im-
portância que um professor deve ter no desenvolvimento 
do aluno como indivíduo, enquanto ser pensante inserido 
numa sociedade que se quer culta, livre e tolerante.

 Apesar de caírem fora do âmbito deste testemunho 
de cariz pessoal, existem aspetos da vida de Luís de Al-
buquerque que não podemos deixar de mencionar. A sua 
ação não se limitou à Universidade de Coimbra e muitos 
dos seus pares lhe têm atribuído mérito pela sua contri-
buição na abertura ao exterior desta Universidade. Coo-
perou com a Universidade de Cabo Verde, tendo tido um 
papel relevante na criação da Escola Superior de Forma-

ção de Professores (1979). Em Moçambique foi nomeado 
Professor Catedrático da Universidade de Lourenço Mar-
ques (1968-70) e, lá como cá, a sua reputação de académico 
e de cidadão granjeou-lhe confiança e estima entre colegas 
e alunos [9].

Personalidade de múltiplos interesses, a par com a 
Matemática, dedicou-se à História da Cartografia e da 
Náutica, sobre a qual possui uma vasta obra reconhecida 
nacional e internacionalmente. Neste âmbito, referimos a 
cooperação com outras universidades que lhe mereceu a 
nomeação Doutor Honoris Causa em História pela Univer-
sidade de Lisboa (1983) e o convite para diretor de estudos 
da École des Hautes Études en Sciences Sociales da Sorbonne 
(1986).

Também a Literatura e as Artes faziam parte da sua 
intervenção cultural, como o demonstram os artigos pu-
blicados na revista Vértice e em múltiplos jornais, como 
o Comércio do Porto e o Jornal de Letras, Artes e Ideias, a sua 
eleição para a Comissão Consultiva da “XVII Exposição 
Europeia de Arte, Ciência e Cultura”, que teve lugar em 
Lisboa no ano de 1983, a sua nomeação para Curador da 
Exposição “Portugal-Brasil. A Era dos Descobrimentos 
Atlânticos”, na The New York Public Library (1990), e 
ainda as condecorações atribuídas pelo poder político de 
Grande-Oficial da Ordem do Infante D. Henrique (1987) e Grã-
-Cruz da Ordem Militar de Sant’Iago da Espada (1993).

 No meio académico, era-lhe reconhecido grande pres-
tígio e ocupou cargos como Secretário-Geral da Universi-
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dade de Coimbra (1966-68;1970-72), Diretor da Biblioteca 
Geral da Universidade de Coimbra (1978-87), Presidente 
do Conselho Diretivo da Faculdade de Ciências (1974-76), 
vice-reitor (1978-1982) e, durante vários anos, Diretor da 
Classe de Ciências do Instituto de Coimbra.

Estudante num regime totalitário, defendeu desde en-
tão princípios de justiça e de liberdade, reconhecidos no 
meio estudantil, tendo mesmo sido eleito para Presidente 
da Associação Académica em 1946, cargo que não pôde 
ocupar por ser já licenciado, e pela sociedade civil que o 

escolheu para Governador Civil de Coimbra (1974-76), 
logo após a revolução do “25 de Abril”.

Com este pouco do que se ofereceria dizer, esperamos 
ter contribuído para informar alguns, reavivar memórias 
de outros e assim assinalar a celebração do centésimo ani-
versário do seu nascimento.

A finalizar, como complemento do nosso testemunho, 
incluímos alguns depoimentos que pedimos a Professo-
res do DMUC que tiveram um contacto mais estreito com 
Luís de Albuquerque.
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“Quando entrei para a universidade (outubro de 
1957), decidi que memorizaria a minha entrada na 
primeira aula. Assim fiz e ainda hoje parece que te-
nho gravada a imagem na retina. Entrei na Sala Go-
mes Teixeira e, sobre o estrado, em pé, junto à enorme 
mesa e com o ponteiro na mão estava o muito famoso 
Doutor Manuel Esparteiro. Professor inesquecível que 
contribuiu imenso para a minha formação matemáti-
ca. Havia outro professor muito falado, e sobre quem 
eu já muito ouvira, de nome Luís de Albuquerque, 
que gozava da fama de conviver muito de perto com 
os alunos e de ser muito tu cá tu lá com os estudan-
tes, ao contrário do que era costume nessa época. Foi 
com muita curiosidade que me dirigi para a primeira 
aula com ele num local designado por “os Desenhos”, 
junto à Sé Nova, onde pontificava um funcionário 
também muito conhecido e grande amigo de Luís Al-
buquerque, que era tratado por Senhor Manuel dos 
Desenhos. Lembro-me perfeitamente do primeiro 
avistamento que tive do Dr. (ainda não era Doutor) 
Albuquerque. A primeira impressão foi negativa: não 
gostei da cara dele, vinha com ar carrancudo. Em bre-
ve compreendi que me enganara. Era como diziam, e 
as aulas de Desenho Rigoroso eram muitas vezes uma 
oportunidade para conversas que não se limitavam 
ao âmbito da cadeira, estabelecendo-se um relaciona-
mento que era raríssimo na época. Albuquerque era 

um professor fora do comum. As aulas de Desenho 
Rigoroso proporcionaram-me o início de uma longa 
amizade com o Professor. Em outubro de 1958, fiz um 
exame oral com o Doutor Esparteiro e fui recompen-
sado com uma nota elevada. Percebeu-se que eu tinha 
alguma habilidade (e, sobretudo, gosto) para a ma-
temática. O Doutor Albuquerque entusiasmou-me e 
estimulou-me sempre no decurso das minhas andan-
ças científicas. Troquei com ele variada correspondên-
cia durante o tempo em que prestei serviço militar 
e enquanto estive em Moçambique e em Inglaterra. 
Finalmente ele foi decisivo na escolha do assunto da 
minha tese de doutoramento, à qual dediquei muitos 
anos de investigação. Pode dizer-se que o Doutor Al-
buquerque está na origem da atividade em Álgebra 
Linear e assuntos afins que teve lugar em Portugal 
nas últimas décadas embora muitos o desconheçam. 
E termino notando que a matéria em que verdadei-
ramente o Doutor Albuquerque se notabilizou e em 
que granjeou um lugar muito importante na cultu-
ra do nosso país foi a História dos Descobrimentos.  
A sua obra neste campo é vastíssima.”

 Graciano Neves de Oliveira  
Professor Catedrádico aposentado 

da Universidade de Coimbra

“Vou falar das competências pessoais, cívicas, rela-
cionais e humanas do Doutor Luís de Albuquerque 
e não do seu trabalho como matemático e historia-
dor. O Doutor Albuquerque era muito querido dos 
seus estudantes. Cito apenas duas instâncias de 
que há fotografias. Uma, aquando do seu doutora-
mento, em 1959, em que os estudantes o passearam 
em ombros. Outra, em fevereiro de 1970, quando o 
ministro Veiga Simão se deslocou à Universidade 
de Lourenço Marques e na varanda do Aeroporto 
havia uma faixa propondo “Luís Albuquerque para 
reitor”. Em Coimbra, renovou o ensino das disci-

plinas de Matemática dos dois primeiros anos, 
comuns a quase todos os estudantes da Faculda-
de de Ciências. Os cursos de Matemáticas Gerais 
(1962) e de Cáculo Infinitesimal (1963) são exten-
sos, rigorosos e bem concebidos. O Doutor Luís 
de Albuquerque era generoso, leal , disponível e 
aberto. Em múltiplas ocasiões, tenho manifestado 
o respeito que me merecia.”

José Lourenço Vitória 
Professor Catedrádico aposentado 

da Universidade de Coimbra.
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Celeste Gouveia e Natália bebiano são Professora Associada 
com Agregação e Professora Catedrática do Departamento de Ma-
temática da Universidade de Coimbra, onde desenvolveram toda a 
carreira académica.

sobre as autoras

“Recordo o Professor Luís de Albuquerque num 
tempo completamente diferente do atual. Não ha-
via horas de gabinete para os professores atende-
rem os alunos ‒ pois nem sequer havia gabinetes, 
exceto um na Biblioteca Matemática destinado ao 
diretor da mesma. Mas o Professor Albuquerque 
recebia-nos, a nós seus alunos, em casa dele! Sim-
patia, sim! É verdade que ele também tinha trato 
político, que naquele tempo não era bom revelar; 
mas após a instauração da democracia ele não he-
sitou em se apresentar como homem político!
Quanto à sua atividade universitária, foi um 
grande impulsionador da investigação em Álge-
bra Linear em Portugal, não propriamente por 
papers que tivesse escrito, mas sim pelo apoio 
dado aos jovens assistentes que foram pioneiros 
na investigação e que receberam bolsas para se-
rem supervisionados em universidades estrangei-
ras na preparação dos respetivos doutoramentos. 
Papers muito importantes terá Luís de Albuquer-
que escrito, sim, mas na área da História dos Des-
cobrimentos, envolvendo, claro está, a tecnologia 
científica dessa época. Recordo-o com simpatia 
pessoal e reconhecendo que, como docente, ele 
gostava de entusiasmar os jovens e de conviver 
com os seus estudantes, atitude que, na época, era 
ainda extremamente rara!

J. M. S. Simões Pereira  
Professor Jubilado da Universidade de Coimbra. 
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isto aiNda Vai iNtErEssar-tE

A alternativa a não envelhecer é morrer cedo. Mas porque é que envelhe-
cemos? Porque é que não poderíamos ser todos imortais? Mostraremos 
como pode a matemática ajudar a entender uma das mais antigas questões 
da Humanidade.

Hereford é uma pacata cidade inglesa, banhada pelo 
rio Wye e próxima da fronteira do País de Gales. Em 

novembro de 2015, no entanto, uma série de acontecimen-
tos desencadeou uma longa história que chocou a peque-
na comunidade. 

 Tudo começou com a polícia local encontrando um 
senhor idoso, com forte sotaque norte-americano, mas 
que não sabia onde estava. Balbuciava apenas algumas 
palavras, entre as quais ‒ soube-se depois ‒ o seu próprio 
nome. Iniciou-se uma busca nas casas de acolhimento 
próximas, hospitais, bases de dados de pessoas desapa-
recidas, e nada.

Finalmente, em janeiro de 2017, um programa da BBC 
permitiu que fosse identificado: era originário da Califór-
nia, nos EUA, e estava na Europa a turismo.

 A sua família abandonou-o no fim do giro, pouco an-
tes de embarcar de volta a Los Angeles; antes de o deixar 
numa paragem de autocarro comprou-lhe roupas novas. 
Os sinais de demência ‒ para ser mais preciso, de Alzhei-
mer ‒ já eram visíveis. O filho tinha longa história de ne-
gligenciar o cuidado dos pais e resolveu, simplesmente, 
viajar para outro país e abandoná-lo [1, 2].

 Esta história é profundamente triste, mas não é o lado 
humano ‒ certamente o mais importante ‒ que nos inte-
ressará aqui (veja a figura 1). Há, e sempre há, muito de 
matemática a falar a partir desta história.

A doença de Alzheimer afeta uma parcela não muito 
grande da população mundial, mas apresenta um for-

Figura 1. Ubasute, ou senicídio, o triste hábito de abandonar ido-
sos à sua própria sorte, retratado pelo artista japonês do século 
XIX Tsukioka Yoshitoshi numa gravura da série "As 100 Faces 
da Lua". Fonte: Wikimedia Commons. Um acontecimento que 
ocorria não apenas no Japão antigo mas também em muitas 
tribos nómadas pelo mundo. Hoje em dia, este triste hábito 
recebe o nome de granny dumping (despejar o avô).
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te aumento em função da idade. Pouco se sabe sobre as 
suas causas, mas um trabalho recente traz suspeitas de 
que esta é causada pelo prião [3], colocando seriamente 
a possibilidade de ser transmissível e contagiosa (apesar 
de isto nunca ter sido detetado) a partir de contacto di-
reto com tecidos contaminados. Este é o caso da doença 
(muito rara) de Creutzfeldt-Jakob, cuja manifestação mais 
conhecida, chamada Kuru, é devida ao hábito, aparente-
mente extinto, de comer cérebros de cadáveres em popu-
lações na Papua Nova Guiné. 

 O prião é uma proteína com uma estranha proprieda-
de: a da autorreplicação. Ou seja, mesmo na ausênica de 
ácidos nucleicos (como aqueles que formam a molécula de 
ADN), é capaz de, em certas condições, produzir cópias 
de si mesmo. Estas cópias podem aglutinar-se formando 
placas que acabam por destruir o tecido nervoso. Desta 
forma, as suas manifestações patológicas são sempre as-
sociadas a doenças neurológicas progressivas. Provavel-
mente, o exemplo mais famoso é o da "doença das vacas 
loucas". O ponto interessante é que um dos primeiros a 
propor a existência de proteínas replicantes, e que leva 
boa parte da fama da sua descoberta, é um matemático.  
John Stanley Griffith, ao estudar o scrapie (ou paraplexia 
enzoótica dos ovinos), uma doença neurodegenerativa fa-
tal em ruminantes, percebeu que a ausência de material 
nuclear verificada pelo químicos deixava poucas opções 
em aberto. Uma delas é a possiblidade de haver uma pro-
teína com duas formas possíveis que, ao adotar a forma 
b (beta), aberrante, e entrar em contacto com a forma a 
(alfa), normal, produzia uma nova forma b. Esta hipó-
tese seria capaz de reproduzir o padrão de aglomerados 
proteicos vistos diretamente nos tecidos mortos. Foram 
necessários mais 20 anos até que Stanley B. Prusiner con-
seguiu isolar um prião e mostrar, sem sombra de dúvidas, 
que a "doença da vaca louca" se devia à sua presença, o 
que acabou por lhe valer o Prémio Nobel de Fisiologia e 
Medicina em 1997.

 Apesar de isto explicar algo muito importante sobre 
certas doenças, apenas roça uma questão central: porque 
é que envelhecemos? Porque é que o tempo é tão cruel 
connosco?

Estamos tão acostumaos às analogias mecânicas para 
o funcionamento das partes do corpo que por vezes esta 
pergunta é desvalorizada. Neste tipo de raciocínio, um 
joelho desgasta-se como um amortecedor de carros, o 
olho perde a sua acuidade como uma lente velha, falta-
-nos energia como numa bateria gasta. Apesar de apelati-
vas, essas analogias são falsas. É só olhar para a Natureza 

Figura 2. Uma molécula de ADN com os telómeros na sua ex-
tremidade. A cada divisão celular uma parte é perdida. Quando 
acaba, a célula não consegue mais reproduzir-se. Fonte: Wiki-
media Commons.

que vemos exemplos muito difíceis de enquadrar neste 
raciocínio: estrelas-do-mar que têm um dos braços reti-
rados são capazes de fazer nascer um novo; a cauda de 
uma salamandra regenera-se após ser arrancada. Mesmo 
uma simples bactéria é, na prática, imortal: reproduz-
-se, dividindo-se em duas partes iguais. Se nós nos re-
produzíssemos de forma assexuada, veríamos cópias de  
D. Afonso Henrique a vaguear pelas ruas, até que um in-
fortúnio (um terramoto?) as matasse todas.

Portanto, temos de pensar com mais cuidado sobre a 
razão por que envelhecemos.

O primeiro ponto é entender que existe um limite no 
número de vezes que uma célula humana se reproduz, 
chamado limite de Hayflick. Nas extremidades de uma 
célula normal existe uma estrutura chamada "telómero", 
que é parcialmente perdida de cada vez que a célula se 
divide. Após cerca de 60 divisões, este stock termina e a 
célula encontra-se impedida de gerar novas cópias. Veja 
a figura 2. Há uma razão para isto: células que se repro-
duzem sem limites formam tumores; desta forma, este li-
mite existe para prevenir o cancro. A iniciação do cancro 
começa, em geral, por a célula desenvolver a capacidade 
de recomposição dos telómeros e desta forma se dividir 
sem limites. Mas para tecidos constantemente expostos a 
agressões externas, como a pele ou as mucosas digestivas, 
a capacidade de regeneração é importantíssima ‒ não é 
por acaso que aí ocorrem os tipos mais comuns da doen-
ça, como os melanomas.

Entendido o envelhecimento a nível celular, temos de 
passar ainda para o indivíduo, composto por milhares 
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A matemática pode fazer muito pela melhoria da 
qualidade de vida. Entender os processos naturais que 
se seguem no futuro próximo e o que fazer para tornar 
esta fase da vida mais confortável é um dos tópicos mais 
importantes de investigação em matemática e não só.

Para terminar: atualmente, a personagem inicial des-
ta história está num lar de acolhimento em Los Angeles, 
pago, em parte pelo Estado, em parte por sua pensão de 
veterano da Força Aérea. A família não o visita.
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Figura 3. Um pino do eixo de um Ford T - o modelo mais clás-
sico da centenária fábrica norte-americana. O seu bom estado, 
enquanto o resto do carro já apresenta um avançado desgaste, 
é um exemplo de desperdício de recursos, algo que a evolução 
tenta ao máximo evitar. Fonte: Wikimedia Commons.

de milhões destes blocos. A nossa compreensão da razão 
última do envelhecimento vem dos trabalhos do biólo-
go britânico Peter Medawar, num importante artigo que 
envolve alguma matemática, compatível com o primeiro 
ano de licenciatura [4]. A ideia, em linguagem moderna é 
a seguinte: suponha que existe uma idade máxima para 
os seres vivos (por exemplo, um milhão de anos ‒ pode, 
realmente, ser qualquer valor, desde que finito). Então, o 
número de descendentes que ainda se espera gerar será 
uma função decrescente da idade. Assim, qualquer coisa 
que afete a nossa vida no início terá uma maior capacida-
de de nos impedir de deixar descendentes. Uma doença 
que se manifesta na infância poderá impedir-nos de ter 
filhos; aquilo que só começa a aparecer na terceira idade 
será irrelevante no tamanho da descendência. Desta for-
ma, a seleção natural será muito mais rápida a eliminar 
doenças ‒ ou mesmo outras manifestações negativas ‒ da 
juventude do que aquelas que só se manifestam em perí-
odos pós-reprodutivos. O resultado é aquilo a que chama-
mos de envelhecimento.

De facto, se nós tivermos uma quantidade finita de 
energia para dividir pelas nossas diversas fases etárias, 
faz mais sentido concentrar os nossos esforços (particu-
larmente aqueles necessários à procura de parceiros) na 
juventude, em que a nossa expectativa de gerar descen-
dentes é maior, e em que teremos mais tempo para os  aju-
dar a chegarem às suas próprias fases reprodutivas. Não 
é difícil modelar este problema com o uso de matrizes (di-
tas "de Leslie"), mas isto será assunto para outra conversa.

No entanto, o envelhecimento não está associado 
a uma falha pontual. É um processo sistémico, em que 
tudo vem mais ou menos junto. Para isto, vale uma pe-
quena analogia mecânica, contada pelo zoólogo Nicholas 
Humphrey. Um dia, o pioneiro da indústria automobi-
lística, Henry Ford, solicitou que os seus funcionários 
percorressem oficinas de desmanche pela cidade e reco-
lhessem peças em bom estado. Quando voltaram, havia 
uma que se destacava: o pino do eixo estava como novo, 
mesmo em carros com avançado desgaste. Ford percebeu 
imediatamente que isto significava que se estava a gastar 
em excesso nesta peça e baixou as especificações de sua 
produção; veja a figura 3. A prudência financeira indica 
que todas as partes devem decair em simultâneo. Se isto 
vale para automóveis, mais ainda para as partes do corpo 
(apesar de, evidentemente, não ser estritamente verdade 
sempre ‒ o sistema reprodutor feminino sendo o princi-
pal contra-exemplo).
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amar PElos dois

Este ano, pela primeira vez, Portugal venceu o Festival da Eurovisão da 
Canção graças à música “Amar pelos Dois” de Salvador Sobral, a qual ob-
teve um total de 758 pontos.  Até que ponto é que esta votação poderá 
comparar-se com a de vencedores anteriores?

O Festival Eurovisão existe desde 1956 e conta com a 
participação portuguesa desde 1964. Devido à sua 

grande popularidade, é possível encontrar-se na Internet 
várias análises comparativas entre os resultados da vota-
ção de canções vencedoras de diferentes anos. Uma des-
tas1 exibe um ranking comparativo de todos os vencedores 
desde 1975 com a percentagem de votos obtidos relativa-
mente ao máximo possível. Na tabela 1, apresentam-se os 
primeiros 10.

A prestação de Portugal em 2017 surge num honroso 
8.º lugar. No entanto, esta posição é bastante distorcida 
devido ao facto de ser estabelecida uma comparação en-

volvendo sistemas de votação significativamente diferen-
tes. Basta dizer que se o resultado final da votação deste 
ano tivesse sido calculado com base nas regras em vigor 
em 2015, então Portugal teria obtido 417 pontos num má-
ximo de 492, o que lhe daria uma percentagem de 84,76%! 
Isto colocaria a canção de Portugal em 2017 na liderança 
destacada deste ranking.

Para se perceber um pouco melhor a influência do sis-
tema de votação na ordenação final das canções, observe-
-se o que aconteceu em 2016. A cantora Jamala venceu 
pela Ucrânia, mas a Austrália teria vencido caso estivesse 
em vigor o sistema de votação de 20152. E, na verdade,  

Tabela 1.

Ano País Participantes Pontuação Percentagem

1976 Reino Unido 18 164 80,39
1982 Alemanha 18 161 78,92
1997 Reino Unido 25 227 78,82
2009 Noruega 42 387 78,66
1994 Irlanda 25 226 78,47
2015 Suécia 40 365 77,99
1986 Bélgica 20 176 77,19
2017 Portugal 42 758 77,03
2012 Suécia 42 372 75,61
2001 Estónia 23 198 75,00

a Rússia teria ganhado se estivesse em vigor o 
sistema de 2008. Confuso? Vamos então ana-
lisar as diferenças no cálculo das pontuações 
que permitem que situações destas ocorram.

O sistema de votação do Festival da Euro-
visão tem sofrido diversas alterações ao longo 
dos anos. Só até 1974, existiram nove sistemas 
diferentes e em 1975 foi adotado, pela primei-
ra vez, o famoso sistema de 12 pontos, em que 
o júri de cada país atribui pontuações 12, 10, 
8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 às dez melhores prestações 
dos outros países. Esta é a razão pela qual o 
ranking da tabela 1 não inclui vencedores an-
teriores a 1975.

Só a título de curiosidade, em 1974 os 
ABBA venceram pela Suécia, obtendo 24 vo-
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Para uma explicação detalhada dos diferentes siste-
mas de votação, consultar as páginas indicadas3,4.

A partir das votações detalhadas disponíveis publi-
camente, é possível fazer a conversão das votações entre 
estes três sistemas de combinação de votos. A única con-
versão que não é possível é a do sistema de 2009 para o de 
2013, devido ao facto de não terem sido divulgadas listas 
ordenadas completas relativas às classificações do júri e 
do televoto. Além disso, em 2013 também não foram co-
municadas ao público essas ordenações. Tendo isso em 
conta, apresentamos na tabela 2 o top 5 das canções ven-
cedoras entre 2009 e 2017 para cada um destes três siste-
mas em termos de percentagem obtida relativa ao máximo 
possível, ressalvando as exceções mencionadas.

Note-se que as ordenações do top 5 nos sistemas de 
2009 e 2016 coincidem e que relativamente ao sistema de 
2013 estão presentes os únicos cinco anos comparáveis. 
Em todos estes sistemas é notório o facto de a votação de 
Portugal em 2017 estar destacadamente à frente dos outros 
vencedores. Por aqui já se percebe melhor o quão distorci-
do está o ranking da tabela 1, onde Portugal em 2017 surgia 
atrás da Noruega em 2009 e da Suécia em 2015.

Continuando o exercício de tentar comparar o compa-
rável, apresentamos na tabela 3 o top 5 obtido nos sistemas 
de júri (1975) e de televoto (1998).

De modo a elaborar estas duas últimas ordenações, 
existem algumas exceções que foram tidas em conta e que 
importa assinalar. 

Como primeira nota, a votação da Dinamarca em 2013 
foi excluída devido à ausência de informação detalhada. 

tos de um total de 17 participantes. Na altura, cada país 
tinha um júri composto por dez membros e cada um atri-
buía um ponto a uma canção. Teoricamente, o vencedor 
poderia obter um máximo de 160 pontos, só que isso im-
plicaria que o conjunto de todos os outros países obtives-
sem apenas os dez votos atribuídos pelo país vencedor. 
Não admira então que a percentagem obtida pela Suécia, 
24/160=15%, seja de uma ordem de grandeza incompará-
vel com as constantes no ranking. É, assim, extremamente 
complicado estabelecer uma comparação entre este siste-
ma de voto e o de 12 pontos, pelo que nem tentaremos 
fazê-lo.

A partir de 1975, o sistema de votação manteve-se es-
sencialmente igual até 1996, à parte de um ajuste no cri-
tério de desempate em 1989. Em 1997, é introduzido pela 
primeira vez o televoto, o qual foi usado por cinco dos 17 
participantes da altura em vez dum júri. No ano seguinte, 
o televoto passou a ser a regra e só em casos excecionais 
era admitida a sua não utilização. Assim foi até 2008, com 
uma exceção entre 2001 e 2002, em que os países poderiam 
optar entre televoto ou uma combinação de 50% júri e  
50% televoto.

Em 2009, houve um regresso ao voto determinado pelo 
júri e foi implementado pela primeira vez um sistema que 
combina a votação de júri e televoto de forma generaliza-
da. Esta combinação teve até agora as três formas seguin-
tes de ser obtida:

�2009: Cada país atribuía uma pontuação de júri e te-
levoto no sistema de 12 pontos, as quais eram somadas e 
novamente convertidas no sistema de 12 pontos. Em caso 
de empate, o televoto tomava precedência;

�2013: Cada país estabelecia uma ordenação de todas 
as canções por um júri e por televoto. Era tomada a média 
das duas ordenações e feita a conversão no sistema de 12 
pontos. Em caso de empate, o televoto tomava precedência;

�2016: Cada país atribui uma pontuação de júri e uma 
de televoto, independentes, no sistema de 12 pontos.

Tabela 2.

Sistema 2009 Sistema 2013 Sistema 2016

Ano País Perc. Ano País Perc. Ano País Perc.
2017 Por. 83,94 2017 Por. 84,76 2017 Por. 77,03
2009 Nor. 78,66 2105 Sué. 77,99 2009 Nor. 70,12
2015 Sué. 78,42 2014 Áus. 67,13 2015 Sué. 68,59
2012 Sué. 75,61 2013 Din. 61,62 2012 Sué. 64,94
2014 Áus. 68,52 2016 Ucr. 56,71 2014 Áus. 62,38
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Relativamente ao voto do júri, não foram considerados os 
anos entre 1998 e 2008 por a votação ter sido essencialmen-
te estabelecida por televoto. Além disso, foram descarta-
das votações atribuídas por alguns países que se conhe-
ce publicamente terem sido feitas por meio de televoto.  
Nomeadamente, em 1997 foram apenas consideradas as 13 
votações que o Reino Unido recebeu do júri (daí a diferen-
ça relativamente ao ranking da tabela 1) e em 2015 foram 
desconsideradas duas votações que a Suécia recebeu.

Quanto ao top 5 do sistema de televoto, consideram-
-se os anos entre 1998 e 2017 com a referida exceção de 
2013. Foi observada a regra dominante nos anos em que 
o sistema esteve em vigor, de que na ausência do televoto 
poderia ser usado o voto do júri em substituição. Isto jus-
tifica que tenha sido incluída a Estónia em 2001, apesar 
de o sistema ser ligeiramente diferente. Por outro lado, 
não foi incluída a votação do Reino Unido em 1997 por, 
em rigor, só ter recebido quatro pontuações em sistema 
de televoto. Como última nota, refira-se também o ter sido 
assumido que Portugal em 2017 obtém 12 pontos de São 
Marino, apesar de nos resultados oficiais aparecerem sete 

Tabela 3.

Júri Televoto

Ano País Perc. Ano País Perc.
1976 R.U. 80,39 2017 Por. 77,44
2015 Sué. 79,50 2009 Nor. 76,83
1982 Ale. 78,92 2012 Sué. 75,43
1994 Irl. 78,47 2001 Est. 75,00
2017 Por. 77,64 2014 Áus. 72,92

pontos. A razão para isso deve-se ao facto de haver uma 
nova regra implementada em 2016 de que na ausência de 
um resultado de televoto de um dado país, ele é substi-
tuído por uma ponderação de resultados de televoto de 
um conjunto de outros países previamente determinados. 
Dado que São Marino não tem uma rede telefónica inde-
pendente de Itália, não é tecnicamente possível haver uma 
votação do público. Ao longo do tempo em que o sistema 
de votação por televoto era aplicado, num caso destes era 
simplesmente tida em conta a votação do júri, o que aqui 
foi feito.

Na página da Eurovisionworld encontram-se todas as 
votações realizadas desde o início do Festival da Eurovi-
são5. A página oficial do Festival também tem bastante in-
formação, ainda que por vezes não tão organizada6.

Em jeito de conclusão, a partir da análise efetuada ve-
mos vários obstáculos para que seja feita uma compara-
ção justa entre canções. Tomando como exemplo o caso 
de 2016, a Ucrânia venceu apesar de não ter sido a mais 
votada nem pelo júri nem pelo público. A Rússia ganhou 
o televoto e a Austrália o voto do júri. Mesmo com a com-
binação dos dois votos, a Austrália ganharia nos sistemas 
de 2009 e 2013.

Quanto à canção “Amar pelos Dois”, ela foi uma ven-
cedora unânime. Pode não ter tido a melhor votação de 
sempre do júri, mas é certamente a que melhor combina 
as preferências do júri e do público. É caso para dizer que 
foi, de facto, amada pelos dois.

5 http://eurovisionworld.com

6 http://eurovision.tv/history/full-split-results
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Conversa sobre Luís de 
Albuquerque com Onésimo 

Teotónio de Almeida, conduzida por 
Natália Bebiano.

íamos almoçar a um modestíssimo restaurante, onde, por 
sinal, se comia muito bem. Lembro-me ainda do preço por 
refeição: 15 escudos.

Luís de Albuquerque pelava-se por uma boa piada e 
eu levava-lhe muitas dos EUA. Ele apreciava deveras a 
novidade desse humor. Gostava particularmente de ane-
dotas e piadas que tivessem a ver com as ciências e a ma-
temática. Lembro-me de três que lhe contei em momentos 
diferentes, das descontraídas gargalhadas que lhe pro-
vocaram, e de, tempos depois, ele me dizer que as usava 
quando tinha de fazer palestras aqui e ali.

A de que ele mais gostava era uma que corria na altu-
ra em que tinha havido vários incidentes de bombas em 
aviões (e esta tenho a certeza de lhe ter enviado dos EUA 
num postal ilustrado, o e-mail desse tempo):

Um homem muito receoso de andar de avião por cau-
sa dessa epidemia das bombas, foi ter com um especialista 
em estatística e perguntou: 

― Qual é hoje a probabilidade de um avião voar com 
uma bomba lá dentro? 

― Não é muito elevada, mas está longe de ser despi-
cienda. 

― E qual é a probabilidade de irem duas bombas num 
avião?

― Ah, bom. Aí é mínima. Tende para zero.
Dali por diante, o homem passou a viajar sempre com 

uma bomba na mala.

Outra que lhe contei, e ele repetia:
Um homem leu a seguinte notícia: Estudos recentes 

demonstram que  80% dos acidentes ocorrem num raio de 
20 km de sua casa. 

O homem não hesitou. Mudou-se de imediato para 
uma cidade que ficava a 100 km.

Só mais esta que o fez rir imenso e que ele também 
gostava de recontar:

Um matemático divorciado e com um filho à sua conta 
foi consultar um psicólogo pois estava convencido de a 
criança ser autista. O psicólogo quis fazer testes e achou 
o garoto normalíssimo. Ao reunir-se de novo com o pai 
para lhe transmitir os resultados, o matemático insistiu na 
incapacidade de conseguir fazer o filho falar.

O psicólogo perguntou-lhe então se ele, por exemplo, 
lhe contava histórias ao deitar. O matemático admitiu 
que nunca o fizera. Era um homem de números e não de 
palavras. O psicólogo convenceu-o a experimentar, mas 
ele reagiu: “Não sei estórias, muito menos de crianças”.  

O impacto do papel de Portugal nesse processo da revo-
lução científica é ainda hoje complicado de discernir. Não 
tenho dúvidas de que se desenvolveu uma mentalidade 
empírica, e digamos mesmo científica, em Portugal, entre 
um punhado de cérebros que geriam os conhecimentos 
científicos e supervisionavam a construção naval e a cria-
ção de instrumentos cada vez mais adequados às necessi-
dades manifestadas pelos marinheiros nas suas viagens. 

Privou com Luís de Albuquerque? Onde e quando?
Conheci o Professor Luís de Albuquerque através da 

bióloga Maria de Sousa. Num colóquio na Universidade 
da Flórida em Gainsville, em 1980, eu tinha apresentado 
uma comunicação sobre a ciência em Portugal no tempo 
dos Descobrimentos, e tinha dado uma cópia a Maria de 
Sousa. Ela falou desse texto a Luís de Albuquerque, que 
o leu e subsequentemente me convidou a apresentá-lo no 
congresso sobre a ciência em Portugal por ele organiza-
do na Academia das Ciências, em 1985. Esse congresso 
teve duas partes. A primeira cobriu os séculos XVI a XIX.  
A segunda realizou-se em 1989 e cobriu o século XX. Par-
ticipei também nesta última. As atas foram publicadas 
pela Academia das Ciências em dois volumes: História e 
Desenvolvimento da Ciência em Portugal (Sécs. XVI-XIX), 
em 1987,  e (Séc. XX), em 1992. 

Nesses anos, encontrámo-nos várias vezes. O Prof. Al-
buquerque era de uma extraordinária simpatia e insistia 
sempre comigo para que o procurasse aquando das mi-
nhas passagens por Lisboa. Eu ia ter com ele à Academia e 

Onésimo Teotónio de Almeida é Professor Cate-
drático de Estudos Portugueses e Brasileiros na 
Brown University, Providence, EUA. Tem obra re-
levante como escritor, filósofo e académico e é 
figura incontornável da cultura portuguesa.
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O psicólogo admoestou-o. Que isso não era razão. Ele po-
deria muito bem comprar livros e decorar umas quantas.

O matemático aceitou experimentar. Adquiriu livros e, 
certa manhã, ao deixar o filho na escola, prometeu que, à 
noite ao deitar, lhe contaria estórias.

Dito e feito. Em casa à noite, o miúdo correu para a 
cama e esperou pelo pai. Quando ele chegou, começou 
então a primeira estória: 

- Era uma vez três porquinhos. Vamos chamar-lhes P1, 
P2 e P3…

Havia muitas estórias com que nos divertíamos, por 
causa de uma outra, essa autêntica, a da Pedra de Dighton.

Quer contar algumas?
É um caso que merecia ser contado, mas ocuparia mui-

to espaço. Em tempos, estive para escrever um livro sobre 
ele. É por causa da existência, num rio em Massachusetts, 
de uma famosa pedra onde há inscrições nas quais há 
quem veja provas da chegada dos portugueses, antes de 
Colombo, ao continente americano. Um já falecido médico 

português emigrado para os EUA, Manuel Luciano da Sil-
va, tornou-se fanático defensor dessa tese. Luís de Albu-
querque opôs-se-lhe e M. L. da Silva atirou-se ferozmente 
a ele, como aliás fez a mim. Mas L. de Albuquerque era o 
Presidente da Comissão Científica da Comissão Nacional 
para as Comemorações dos Descobrimentos (CNPCD) e 
conversámos várias vezes sobre o assunto, porque o mé-
dico queria erguer um monumento a Miguel Côrte-Real, 
o suposto descobridor da América, e L. A. embargou-o, 
já que era a CNPCD que iria financiá-lo. Acabou-se por, 
numa situação de compromisso, se optar por um monu-
mento abstrato aos navegadores portugueses, que foi de-
pois inaugurado em Newport, Rhode Island. O médico-
-historiador (seria melhor dizer “estoriador”) ficou furio-
so e não perdoou nem a Luís de Albuquerque nem a mim. 
Após a morte de L. A., ele publicou um ataque verrinoso, 
chamando-lhe ladrão e declarando-o no Inferno. Não é 
necessário ser-se pessoa de muito bom senso para se ler 
aquilo e pasmar. A carta está publicada no Portuguese Ti-
mes, de New Bedford, Massachusetts. O diretor telefonou-
-me a perguntar se eu achava correto publicá-la. Respon-
di-lhe que, se ele o não fizesse, o estoriador iria acusá-lo de 
censura. Se a publicasse, quem ficaria mal seria o próprio 
autor da carta. E se Luís de Albuquerque a lesse, ter-se-ia 
divertido à grande, pois tinha calibre e humor para reagir 
desse modo à tolice exacerbada.

Passando a outro assunto: que influência tivemos nós, 
portugueses, na gestação da revolução científica que se 
desenvolveria subsequentemente às Descobertas?

O impacto do papel de Portugal nesse processo da 
revolução científica é ainda hoje complicado de discernir. 
Não tenho dúvidas de que se desenvolveu uma menta-
lidade empírica, e digamos mesmo científica, em Por-
tugal, entre um punhado de cérebros que geriam os co-
nhecimentos científicos e supervisionavam a construção 
naval e a criação de instrumentos cada vez mais adequa-
dos às necessidades manifestadas pelos marinheiros nas 
suas viagens. Essa mentalidade surgiu e ganhou terreno 
num pequeno mas importante núcleo de homens ligados 
às viagens transatlânticas. Temos dados, embora insufi-
cientes, sobre muito do impacto no desenvolvimento da 
mentalidade científica que conduziu à primeira revolução 
científica. É preciso aprofundarmos o que sabemos sobre 
a transmissão desses conhecimentos e avanços ocorridos 
em Portugal. Aos poucos, isso tem vindo a acontecer, no 
entanto é importante obter mais dados concretos.

Onésimo Teotónio de Almeida
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Em que medida o nosso papel, enquanto motores de co-
nhecimento novo, é reconhecido internacionalmente? Ou 
a literatura científica, de certo modo, ignora-nos?

Quase ninguém sabe dele. Nos últimos tempos têm 
surgido algumas vozes a chamarem a atenção para o que 
ocorreu em Portugal nesse domínio da ciência mas, exce-
tuados uns poucos casos, o desconhecimento é quase total. 
Lembro nomes como Reyer Hooykaas e W. G. L. Randles, 
Ursula Lamb, Patricia Seed, Wilcomb Washburn, quase 
todos falecidos. Mas as grandes narrativas da história da 
ciência não mencionam o contributo português. Continu-
am a surgir livros sobre os primórdios da ciência moderna 
que não refletem a menor consciência do que se passou 
em Portugal nem do carácter cientificamente inovador 
que constitui a nossa expansão transoceânica. Vou lendo e 
anotando falhas. Precisavam de umas instruçõezinhas que 
até poderiam ser dadas por alunos meus do primeiro ano 
que leram em tradução autores portugueses do século XVI 
no contexto europeu da época e ficaram bastante impres-
sionados.

Luís de Albuquerque é um vulto maior da ciência náutica 
dos sécs. XV e XVI? Em que é que foi realmente inovador?

Sim, sem dúvida. Foi inovador porque chamou a aten-
ção para o facto de ser impossível um empreendimento 
como o das viagens portuguesas ter ocorrido sem haver 
um núcleo de cérebros com preocupações científicas a 
orquestrarem-no. Luís de Albuquerque tinha um verda-
deiro espírito científico e cedo começou a interessar-se 
pela história das matemáticas em Portugal. Pôs-se a ler os 
documentos portugueses do tempo dos Descobrimentos e 
apercebeu-se da sua enorme riqueza, bem como da inova-
ção que eles constituíram ao tempo do seu aparecimento. 
Os historiadores portugueses seus contemporâneos não ti-
nham preparação na área das ciências, daí negligenciarem 
a dimensão científica e matemática dos Descobrimentos e 
se interessarem mais pela sua dimensão político-económi-
ca. A exceção terá sido J. S. Silva Dias, que em A Política 
Cultural da Época de D. João III deu muita atenção ao surgi-
mento da nova mentalidade científica.

A divulgação da sua obra nesta área, por enquanto só 
publicada em português, contribuiria para o firmar mais 
na cena internacional? Ou até para eventualmente modifi-
car a historiografia tradicional que tão pouca importância 
nos concede?

Estou convencido de que sim. A sua obra é vasta e está 
muito dispersa. Claro que alguma é de mera divulgação, 

mas há uma quantidade substancial que merecia ser reco-
lhida e republicada. Francisco Contente Domingues, que 
foi seu discípulo, fez uma recolha da bibliografia no livro 
Luís de Albuquerque Historiador e Matemático (1998), e ela é 
extensíssima. Esse livro é hoje uma raridade. Deveria ser 
reeditado e divulgado em profusão.

Dos seus escritos em português, recomendaria a tradu-
ção de algum como imprescindível?

Ter-se-ia de fazer uma seleção criteriosa, que incluiria 
sem dúvida o livro Introdução à História dos Descobrimentos 
Portugueses. Mas há muito mais. Alguns estudos foram já 
publicados em inglês, todavia editados apenas em Por-
tugal e, por isso, com circulação restrita. Outros traba-
lhos são demasiado técnicos para conseguirem a atenção 
de uma editora estrangeira. Haveria que se pensar esse  
projeto em termos de uma edição destinada a leitores na 
área da história da ciência. Creio mesmo que um projec-
to dessa natureza teria de envolver uma equipa. E não 
duvido de que não seria difícil encontrar hoje editoras 
anglo-americanas interessadas. Eu próprio co-dirijo uma 
série lusófona numa editora inglesa e apostaria na edição 
de um volume desses. Mas pode-se – e deve-se, acho – ir 
muito mais longe.

Natália bebiano  é Professora Catedrática do Departamento de 
Matemática da Universidade de Coimbra.

sobre a autora

Os autores escrevem segundo o antigo acordo, mas aceitam as 
linhas editoriais da revista.
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Há um campo da geometria cujos problemas têm um 
encanto especial, a geometria combinatória. Isto 

porque os problemas são, em geral, fáceis de perceber, 
podendo ser vistos como puzzles, mas têm por vezes 
soluções bastante sofisticadas. Por exemplo, se o leitor 
tiver moedas no bolso, todas iguais, pode tentar des-
cobrir qual o maior número de moedas que se podem 
dispor sobre uma mesa (mesmo que nem todas estejam 
em contacto com a mesa), de modo, a que cada moeda 
toque em todas as restantes. Ou pensar no mesmo pro-
blema para cigarros. Em ambos os casos, a formalização 
do problema é feita com cilindros (colocando restrições 
adequadas à razão entre o raio da base e a altura). Com 
algum esforço, é possível encontrar disposições com cin-
co moedas e com sete cigarros, mas não é fácil provar 
que estes são os números máximos para tais arranjos. 
Menos ainda, classificar todas as soluções. Ambos estes 
problemas foram divulgados por Martin Gardner, na 
sua coluna regular do Scientific American.

O problema de hoje pode ser motivado pela posição 
dos vértices de um cubo. Se considerarmos os vários 
ângulos formados por três destes vértices, verificamos 
que são sempre retos ou agudos. No entanto, se jun-
tarmos mais um ponto (dentro ou fora do cubo), já não 
conseguiremos evitar que três pontos formem um ân-
gulo obtuso. Ou seja: conseguimos um conjunto de oito 
pontos em R3 que não formam nenhum ângulo obtuso, 
mas aparentemente já não conseguiremos o mesmo com 

nove pontos...
Nos anos 50, Erdős generalizou esta conjetura para 

qualquer dimensão: se tivermos mais de 2d pontos em 
Rd, então há três deles que definem um ângulo obtuso. 
Pensando que o cubo de Rd tem exatamente 2d vértices, 
podemos reformular a conjetura dizendo que o núme-
ro máximo de pontos de Rd que não definem nenhum 
ângulo obtuso é 2d (em particular, é exponencial em d). 

Este resultado foi provado em 1962 por Danzer e 
Grünbaum, em [1]. O artigo lança então uma nova per-
gunta: o que é que acontece se quisermos excluir tam-
bém ângulos retos? Isto é, qual o número máximo de 
pontos de Rd com a propriedade de que qualquer ângu-
lo definido por esses pontos seja agudo? Visto que este 
será o tema do nosso artigo presente, vamos chamar a 
um conjunto com estas características um conjunto agu-
do, e denotaremos por f(d) o número máximo de elemen-
tos de um conjunto agudo.

Para d = 2 é simples de ver que este número máximo 
é 3, isto é f (2) = 3, pois é simples encontrar triângulos 
só com ângulos agudos. Mas a soma dos ângulos de 
qualquer quadrilátero convexo é 360º, de modo que os 
ângulos não podem ser todos agudos (se o quadriláte-
ro definido pelos pontos não for convexo, a justificação 
é igualmente simples). Para d = 3, poderíamos pensar 
que, tal como no caso d = 2, bastaria tirar um vértice ao 
cubo e rearranjar os restantes, mas na verdade isto não 
funciona: temos f (3) = 5 (o resultado foi conseguido 

CoNjuNtos aGudos

O problema que trazemos hoje tem uma formulação muito simples 
em dimensão 2: quantos pontos podemos pôr no plano, por forma 
a garantir que os segmentos determinados por estes pontos apenas 
definam ângulos agudos? E no espaço tridimensional?
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Mais detalhadamente, se s for o mínimo desses pro-
dutos internos, temos s > 0 por o conjunto ser agudo. 
Toma-se, então, r <

p
s/2 e, para cada ponto x 2 A, de-

fine-se um ponto f(x) na circunferência de centro 0 e 
raio r em R2, com a única restrição de todos estes pontos 
±f(x) na circunferência serem distintos. Seja então 

Y = {(x,±f(x)) : x 2 X}.

Prova-se, então, que este é um conjunto agudo em Rd+2, 
com 2f(d) pontos. 

Esta história do problema é muito encorajadora: não 
só o primeiro minorante, obtido não construtivamente, 
foi descrito por um processo muito elegante, como esta 
construção final se revelou inesperadamente simples, 
acessível até a um aluno de primeiro ano de um curso 
de matemática. Terminamos relembrando uma afirma-
ção de Hardy: “There is no permanent place in the world 
for ugly mathematics”.
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ainda nos anos 60). Provou-se então que 2d − 1  f (d), e 
conjeturou-se haveria igualdade, isto é, este seria o valor 
máximo de elementos de um conjunto agudo. A exclu-
são de ângulos retos diminuiria o valor de f(d) de expo-
nencial para linear.

No entanto, em 1983, Erdős e Füredi provaram que 
esta conjetura estava errada, encontrando um conjunto 
agudo em Rd com uma cardinalidade exponencial em 
d, a saber, maior do que 0.5 · 1.15d. Para tal, usaram o 
método probabilístico. A demonstração consistiu em 
escolher de forma aleatória mas criteriosa um número 
de vértices do cubo de Rd superior a 0.5 · 1.15d, que se 
prova formar um conjunto agudo. Para mais detalhes, 
veja-se [2]. O resultado foi melhorado por Harangi em 
[3]: f (d)  c · 1.2d.

Como se sabe, este método probabilístico (muito 
usado por Erdős) é muito elegante, mas não é constru-
tivo. Ora, recentemente, houve novidades acerca deste 
problema: um jovem aluno de secundário, na Rússia, 
D. Zakharov, forneceu uma maravilhosa demonstração 
construtiva para conjuntos agudos em Rd. O artigo tem 
duas páginas, e pode encontrar-se no arXiv (ver [4]).  
O minorante encontrado neste artigo é f (d)  2 · 2

d
2, ou 

seja, 2 · 1.41d.
O artigo estabelece a seguinte relação de recorrência: 

f (d + 2)  2 f (d), para d  4.                  (1)

Daqui é simples concluir a minoração indicada, sabendo 
que f (4)  8 = 2 · 22 e f (5)  12 > 2 · 22.5. 

Para estabelecer a relação (1), toma-se um conjunto 
agudo X ⇢ Rd, com f(d) pontos, e consideram-se os pro-
dutos internos dos vetores definidos pelos pontos de X. 
Com isso constrói-se um conjunto agudo em Rd+2 com 
2f(d) pontos. 
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PT-MATHS-IN

o admirÁVEl muNdo NoVo do biG data

“Big Data research is bound to become more widespread, and this will 
require more awareness on the part of data scientists, policymakers and 
a wider public about its contexts and often unintended consequences.”  
Ralph Schroeder

política, na economia e na sociedade.” Este é também 
o objeto de estudo de uma área que é designada por 
“Sentiment Analysis”, também referida por alguns au-
tores como “Opinion Mining” e “Emotion AI”. No que 
se segue, adotaremos a designação de Análise de Senti-
mento e Opinião (ASO). 

a aNÁlisE dE sENtimENto E oPiNião 
A ASO consiste na análise automática de textos para 
determinar a polaridades das opiniões de uma deter-
minada população de utilizadores, relativamente a 
um determinado assunto. São exemplo as intenções de 
voto, a satisfação relativa a produtos comerciais ou o 
sentimento associado a uma questão moral ou ética.  
Os textos podem ser obtidos, por exemplo, nas redes so-
ciais como o Twitter, o Instagram e o Facebook. A mas-
sificação do uso da Internet e, por consequência, das 
redes sociais, disponibilizou um volume de informação 
impensável há umas décadas. No sítio "Internet live 
stats” (http://www.internetlivestats.com) podemos obter 
uma ideia concreta do volume de utilização da Internet 
atualizada em tempo real, como a figura 1 sugere. 

Este volume de informação representa um manan-

O parágrafo em destaque neste artigo lança um rep-
to interessante que vai exigir uma reflexão pro-

funda por parte dos cientistas na atual revolução digi-
tal, no admirável mundo novo do Big Data. É em torno 
de um problema muito mediático, o da análise de da-
dos das redes sociais, que iremos focar-nos neste artigo, 
procurando resumir algumas das ideias apresentadas 
por Stefano Iacus, professor de Estatística e diretor do 
Laboratório de “Data Science”, da Universidade de Mi-
lão, na conferência de apresentação da PT-MATHS-IN, 
que decorreu no ISEP – Porto, no dia 2 de junho. Alian-
do à sua atividade científica uma experiência empresa-
rial, como cofundador da Spin-off, “Voices of the Blog”, 
este orador apresentou parte do trabalho desenvolvido 
nos últimos anos sobre o tema da análise de textos das 
redes sociais para a previsão de resultados eleitorais. 
O parágrafo introdutório da página do “Voices of the 
Blog” (http://www.voices-int.com) é muito sintomático 
daquilo que o Big Data representa nas ciências sociais: 
“Quando milhões de pessoas se tornam utilizadores de 
plataformas da web e os seus debates e afirmações são 
transformados em dados, integrá-los e interpretá-los é 
o desafio – Big Data – que o mundo enfrenta hoje na 
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cial de oportunidades a serem exploradas em variados 
domínios da ciência, da economia, da sociedade, e da 
política, entre outros. Para empresas e governos, o co-
nhecimento atual (Nowcasting) das opiniões dos clien-
tes/cidadãos permite a tomada de decisões eficazes de 
acordo com aquilo que são os seus objetivos. A ASO 
constitui um recurso alternativo às sondagens ou aos 
dispendiosos e morosos sensos. O papel da matemática, 
mais concretamente da estatística, a par da inteligência 
artificial, assume destaque neste domínio da gestão da 
informação.  

A ASO tem por base, tal como foi referido, a aná-
lise de um conjunto de N textos, T = T1, T2, . . . , TN e 
nesses textos são conferidas as ocorrências de L expres-
sões (stems), de um corpo de palavras ou sequência de 
palavras, S = s1, s2, . . . ., sL, consideradas relevantes na 
identificação das possíveis polaridades das opiniões. 
Essa escolha é por si só complexa e não prescinde de 
um envolvimento humano direto. Esses termos devem 
permitir identificar a polaridade do texto (a favor ou 
contra) ou a sua classificação num conjunto mais alar-
gado de M categorias ou classes, D = D0, D1, . . . , DM, 
por exemplo: a favor, indeciso, neutro ou contra. Uma 
categoria adicional deve ser sempre considerada para 
cobrir as situações em que não é possível classificar a 

polaridade do texto. Essa categoria (D0) é considerada 
ruído e surge, por exemplo, quando se trata de um texto 
incompleto, ou quando a opinião expressa é irrelevante 
ou se encontra fora do contexto. Acontece precisamente 
que no rastreio de textos de redes sociais esta caracterís-
tica é a predominante. 

Depois de definido este corpo de expressões, e com 
base no mesmo, pretende-se classificar o maior núme-
ro possível de textos de acordo com a polaridade/sen-
timento que expressam. Esta tarefa só poderá, como é 
óbvio, ser realizada por um classificador automático. 
Um exemplo muito simples e genérico de um classifi-
cador, no caso de duas classes D1 e D2  linearmente se-
paráveis, consiste na determinação de um hiperplano 
g(x) = wTx + b, tal que

⇢
g(x) > 0, x 2 D1
g(x) < 0, x 2 D2

,

onde x é um vetor que caracteriza um determinado  
objeto. No caso em que os objetos são textos, a cada 
texto j, j = 1, . . . , N, encontra-se associado um vetor de 
características (features) xj 2 0, 1L, tal que:

xj
i =

⇢
1 se o texto j contiver o termo si
0 caso contrário i = 1, . . . , L.

Figura 1. Cenário relativo à utilização da Internet no dia 12 de junho às 12h.
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Deste modo, o corpo dos textos é mapeado numa ma-
triz 0/1 de dimensão NxL.

Como não é possível neste artigo elaborar em deta-
lhe a construção do classificador, refira-se apenas que, 
no caso presente, um pequeno subconjunto dos N tex-
tos, selecionado aleatoriamente, denominado por con-
junto de treino, é analisado e classificado (com super-
visão humana) de acordo com a sua categoria Di 2 D  
(entre as M consideradas). Com esses textos previamen-
te classificados, é desenvolvido um modelo de classi-
ficação automática que será depois testado com outro 
subconjunto de textos, denominado conjunto de teste. 
Esse classificador poderá ser desenvolvido utilizando 
redes neuronais, SVM (support vetor machine) ou infe-
rência Bayseana e, uma vez adotado, servirá para clas-
sificar automaticamente milhões de outros textos.

Na prática, M é geralmente menor do que 10, cor-
respondendo às categorias/classes distintas de opini-
ões, L (dimensão do corpo de palavras) é da ordem das 
centenas, enquanto N pode corresponder a milhões de 
textos. Como tal, a dimensão do espaço dos vetores das 
características é da ordem K = 2L, pelo que a primeira 
simplificação consiste em considerar apenas um sub-
conjunto S de S dos vetores efetivamente observados 
no conjunto de treino, permitindo assim uma redução 
considerável para K = #S.

O objetivo final da análise consiste em estimar a distri-
buição de probabilidade das categorias de opiniões/sen-
timentos, P(D), D 2 D, a partir da distribuição empírica 
das opiniões/sentimentos dos N textos. Matricialmente, 

P(D)= P(D|S) P(S) ,                           (1)

onde P(S) representa a distribuição dos vetores de ca-

racterísticas em S. No entanto esta metodologia tem, na 
opinião de Stefano Iacus, falhas que explicam alguns 
insucessos em previsões baseadas na análise de textos 
das redes sociais.

PorquE FalHa a aPrEdiZaGEm automÁti-
Ca Nas rEdEs soCiais?
Relativamente à equação (1), o facto de o conjunto dos 
textos de treino ser muito menor do que o total dos N 
textos, de as categorias Di para i 6= 0, serem expressas 
para um pequeno subconjunto de vetores Sj de S e de 
D0  ser a categoria mais frequente, tem como conse-
quência que as probabilidade condicionadas em (1) as-
sumem valores muito próximos de zero e, pelo contrá-
rio, a categoria D0  é sobrestimada quando a agregação 
do conjunto de treino e teste for efetuado, pois muitas 
categorias serão enviesadamente estimadas como sen-
do D0 . Assim, uma alternativa consiste em determinar 
P(D) através de,

P(S|D) P(D) = P(S),                             (2)

 obtendo-se, pela inversa generalizada de P(S|D), 

P(D) = [P(S|D)T P(S|D)]1P(S|D)T P(S),           (3)

Esta ideia é muito simples do ponto de vista matemáti-
co, mas permite desenvolver uma estratégia muito mais 
eficiente em ASO, como parecem atestar os resultados 
que foram reportados pelos colaboradores do “Voices 
of the Blog”, tendo obtido diversos sucessos em pre-
visões, por exemplo, de resultados eleitorais (eleições 
2016 EUA; ver figura 2) e referendos (BREXIT).

Figura 2. Comparação da previsão do Voices of the Blog com outras fontes.
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Por fim, corroborando as palavras de G. King, “The 
best technology is human-empowered and computer-
-assisted”, Stefano Iacus defende que “na maioria, os 
métodos não supervisionados em ASO falham por se-
rem classificadas como neutrais afirmações que em 90% 
dos casos não o são, ou ainda como positivas quando 
são negativas. A dificuldade de uma análise automáti-
ca lidar com a ironia, o sarcasmo, metáforas, ambigui-
dades e trocadilhos exige uma técnica que combine a 
supervisão humana com a automática. Por exemplo, a 
frase – Este filme tem boas premissas, um bom enredo, um 
elenco excecional, atores de primeira classe, o ator princi-
pal dá o seu melhor. Ainda assim é péssimo – contêm cin-
co expressões positivas contra uma negativa, levando a 
que, numa análise automática, pudesse ser classificada 
erradamente como uma opinião positiva. Assim sendo, 
enquanto que ontologias e NLP (Natural Language Pro-
cessing) são adequadas em casos nos quais não existe 
grande subjetividade, como documentos oficiais, deci-
sões de tribunais, e artigos científicos, é de desencorajar 
a sua aplicação exclusiva na análise de textos de redes 
sociais. 

biG data: matHEmatiCs iN iNdustry 4.0
Como foi já mencionado, este artigo pretende resumir 
algumas das ideias apresentadas por Stefano Iacus, pro-
fessor de Estatística e diretor do Laboratório de “Data 
Science”, da Universidade de Milão, na conferência 
“Big Data: Mathematics in Industry 4.0”, promovida 
pela PT-MATHS-IN. O seu conteúdo lança um repto 
interessante que vai exigir uma reflexão profunda por 
parte dos cientistas nesta atual revolução digital, no 
admirável mundo novo do Big Data. Por essa razão a 
PT-MATHS-IN elegeu este tema para o seu workshop 
de apresentação, que decorreu no ISEP – Porto, no dia 2 
de junho. Estiveram presentes mais de 130 participan-
tes, de cerca de 35 organizações distintas, incluindo um 
número considerável de estudantes, estando a indústria 
também fortemente representada. Procurando abordar 
alguns dos principais aspetos do Big Data, este encon-
tro contou com outros excelentes oradores, especialis-
tas em áreas tão distintas como o atuariado (Gabriel 
Bernardino), a deteção de fraudes (João Resende) e a 
recolha de dados (Filipa Calvão). É de assinalar ainda a 

Figura 3 – Sessão de abertura do encontro Big Data – mathematics in Industry 4.0
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visão estratégica do papel dos matemáticos na Europa 
do Big Data deixada pelo presidente da EU-MATHS-IN, 
Wil Schilders. O encontro conseguiu imprimir nos par-
ticipantes uma visão muito abrangente não só do que 
comporta este tema tão vasto do Big Data, mas também 
da sua influência no modelo de sociedade do futuro.
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CONVErSA COM...

Encontrei-me com António Mega Ferreira na sede da Orques-

tra metropolitana de Lisboa, num fugaz momento entre os seus 

muitos afazeres.

MEgA FErrEIrA Tive contacto com o Professor Albu-
querque na Comissão dos Descobrimentos. Creio que ele 
era presidente da Comissão Científica. Antes disso, já ti-
nha obviamente ouvido falar dele, mas não o conhecia 
pessoalmente. Depois, quando passei para a Comissão de 
Promoção da Expo’98, o nosso contacto passou a ser mais 
esporádico. Apesar da curta duração do nosso contacto, 
este foi sempre muito cordial e amistoso. O Professor Al-
buquerque tinha algumas características pessoais que me 

GoNçalo morais CONVErSA COM

aNtóNio mEGa FErrEira e
FraNCiso domiNGuEs
As conversas que vamos mantendo neste espaço têm sido sempre 
na primeira pessoa. Procuramos encontrar quem, na nossa opinião, 
tenha uma obra notável ou uma visão que marque o nosso tem-
po, colocamos questões, recebemos respostas. Nessas respostas  
procuramos as marcas dessa visão ou do notável da obra. Nesta con-
versa nada será como antes. Não temos um entrevistado, mas dois. 
Embora falem na primeira pessoa, falam não sobre eles mas sobre 
alguém que eu nunca conheci em vida. A morte enaltece as virtudes 
e apaga os defeitos. Sabemos isso. Tanto eu como as pessoas com 
quem falámos, António Mega Ferreira, que dispensa apresentações,  
e Francisco Domingues, Professor Catedrático na Faculdade de Le-
tras, especialista em História da Náutica. O tema da nossa conversa 
foi o tema central deste número da Gazeta: Luís Albuquerque. Para o 
futuro, fica o registo das memórias dos nossos interlocutores.

são particularmente simpáticas: era divertido, gostava de 
viver, bebia bastante, comia muito bem e quando nos sen-
távamos à mesa para almoçar não falava de trabalho. Isto 
são vantagens decisivas para o contacto social. Era igual-
mente uma pessoa muito aberta e generosa.

Apesar de ele não ter pertencido à Comissão Executi-
va, era uma pessoa muito considerada, em particular pelo 
Comissário Geral, Vasco Graça Moura, que para com ele 
tinha uma relação muito amistosa e deferente. Lembro-
-me muitas vezes desse lado lúdico que ele tinha, algo 
epicurista talvez, para uma pessoa que já tinha tido todo 
o género de problemas cardíacos, continuava a usufruir 
dos prazeres de comer bem e beber bem. 
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gONçALO Essa imagem choca com a imagem que nós 
temos de um Professor Catedrático desse tempo...

MEgA FErrEIrA Mas o Professor Albuquerque era um 
senhor, um senhor no sentido antigo da palavra. Ele tinha 
uma capacidade notável de gozar consigo mesmo, que é 
próprio das pessoas superiormente inteligentes. Só quem 
é muito seguro de si, não só cientificamente mas também 
socialmente, é que pode dar-se ao luxo de gozar consi-
go próprio. Foi ele que me contou uma história em que 
entram ele e o Vitorino Magalhães Godinho. Tendo sido 
eu secretário de Estado do Professor Magalhães Godinho 
quando este foi ministro da Educação posso dizer que se 
non è vero, è ben trovato. Estavam então eles os dois num 
congresso científico (ou qualquer coisa do tipo), o Profes-
sor Albuquerque sobe à tribuna e faz a sua apresentação. 
A mesa estava a ser presidida pelo Professor Magalhães 
Godinho e ao lado dele era o lugar do Professor Albu-
querque. Quando este volta para o seu lugar pergunta 
ao Professor Magalhães Godinho – “Então, que tal foi?” 
– ao que o outro replica – “Olhe, não esperava tanto!” O 
Professor Albuquerque contava isto à gargalhada, o que 
demonstra a capacidade que ele tinha de autoironia, di-
gamos assim. Se tivesse de resumir, seria: era um homem 
seríssimo que não se levava demasiado a sério. 

gONçALO Quando li alguns dos textos historiográficos 
do Professor Albuquerque, um dos pontos que mais me 
surpreenderam foi perceber que a sua escrita era, de fac-
to, a de um historiador e não a de um matemático que 
escreve História...

MEgA FErrEIrA Claro que sim! E só isso pode explicar o 
imenso respeito que as pessoas nutriam por ele, por exem-
plo o Professor Magalhães Godinho. Ele vestia a pele do 
historiador com a enorme vantagem de ser um homem 
que tocava diversos instrumentos, tinha a capacidade de 
estabelecer relações que nem sempre estão ao alcance do 
historiador puro. E depois tinha esta coisa muito diverti-
da: você estava ali com umas pessoas com um ar pesado, 
da História, dos Descobrimentos, sorumbáticos, e depois 
aparecia aquele vulto risonho que dizia umas coisas e o 
ar ficava leve. Quando era a sério, era mesmo a sério, com 
muita autoridade, muito respeitado...

gONçALO Lembra-se de algum desses momentos mais 
sérios? 

MEgA FErrEIrA Não quero recordar... por colocar em 
causa outras pessoas. Digo-lhe apenas que era decisivo 
e certeiro, mas sempre com elegância. Repare que é das 
pessoas de quem guardo melhores recordações.
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Francisco Domingues recebeu-me em sua casa. Durante a en-

trevista sentia a necessidade constante de procurar livros que 

fundamentassem o que dizia. Por vezes, o olhar perdia-se para 

longe, a voz emocionava-se. Olhava novamente para as estan-

tes, sempre à procura de mais um livro. Não encontrando o 

que procurava, recompunha a voz e prosseguia.

gONçALO Como é que chegou a Luís Albuquerque?

FrANCISCO DOMINgUES Bem, eu tenho uma licencia-
tura em História, que acabei em 1981. Tinha na altura al-
gum interesse por matérias que hoje se chamam História 
da Ciência. Fui dar aulas para o ISCTE logo a seguir e, 
nesse ano, o Luís Albuquerque deu um seminário sobre 
História do Renascimento na Faculdade de Letras. Tudo 
isto coincidiu com o primeiro ano em que ele deu aulas 
lá. Ele já tinha dado um seminário sobre a História dos 
Descobrimentos no curso de mestrado da Universidade 
Nova durante dois anos. Curiosamente, só no último ano 
em que ele deu aulas é que voltou para a Universidade de 
Coimbra, onde lecionou na Faculdade de Letras.

É neste momento então, depois de ter terminado a li-
cenciatura e antes de começar o mestrado, que eu começo 
a frequentar esse mesmo seminário na Faculdade de Le-
tras da Universidade de Lisboa. Nessa altura, um editor 
lançou o repto de fazermos um Dicionário da História da 
Expansão Portuguesa para jovens. Por vários motivos, 
talvez por ser mais velho do que os meus colegas, eu fi-
quei uma espécie de braço direito dele. Esse dicionário 
que era para ser produzido num ano e para ser editado 
num volume com 100 artigos, demorou 12 anos, foi edita-
do em dois volumes e com um total de 1100 artigos. Aca-

bou por sair em 1994, já depois da morte dele, tendo eu de 
o acabar sozinho. Isto propiciou que, durante todos estes 
anos, estivéssemos muito próximos. 

Eu dava aulas de História Contemporânea e não tinha 
muita folga na escolha das matérias que tinha de lecio-
nar. Fui aproveitando a presença do Luís Albuquerque 
para continuar ligado à História dos Descobrimentos que 
era, de facto, a área de que eu gostava. A partir de 1983, 
ele começou a levar-me para os congressos de História 
da Náutica e foram sempre aparecendo projetos comuns, 
tendo inclusive editado em conjunto um ou dois livros. 

Aquando da morte dele, senti necessidade de, em 
conjunto com outras pessoas, bem entendido, continuar 
o legado do Luís Albuquerque numa componente que me 
parece fundamental, que é a História da Náutica dentro 
da História das Navegações Portuguesas. Quando refiro 
História da Náutica, pretendo dizer história da técnica 
e não da arte ou da ciência, que é claramente o aspec-
to de maior projeção que os Descobrimentos deixam. Se 
virmos bem as coisas, até ao aparecimento do GPS, os 
marinheiros usavam a mesma técnica de navegação des-
de o tempo do Infante D. Henrique. A grande revolução 
da técnica é de facto o GPS. De resto, é tudo igual: olhar 
para as estrelas e, com instrumentos mais ou menos 
sofisticados, tentarmos perceber a nossa posição. Este,  
aliás, é um legado reconhecido internacionalmente. Por-
que temos de ser frios na análise que fazemos destas coi-
sas. Como portugueses, temos uma visão distorcida acer-
ca dos Descobrimentos. Para a maior parte das pessoas,  
os Descobrimentos resumem-se ao Colombo e o resto 
é tudo acessório. Chegamos a Badajoz e ninguém sabe 
quem é o Vasco da Gama.
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gONçALO Ou seja, a obra de Luís Albuquerque é algo 
que marca internacionalmente...

FrANCISCO DOMINgUES Vamos colocar as coisas de ou-
tra forma. Tirando aspectos mais locais da História, como 
o período do Marquês de Pombal, os únicos historiadores 
portugueses que têm um reconhecimento internacional 
são o Armando Cortesão, com o seu trabalho na Histó-
ria da Cartografia Náutica, e o Luís Albuquerque. Julgo 
que fomos bem-sucedidos na continuação deste legado, 
visto que, hoje, a História da Náutica tem, em Portugal, 
uma pujança que não tem em mais sítio nenhum. Na 
Faculdade de Letras, temos dois doutores em História da 
Náutica que é algo que eu não conheço em mais lugar ne-
nhum da Europa. São saberes de nicho cuja preservação é 
essencial e para a qual o Luís Albuquerque teve um con-
tributo fundamental. 

Para dar uma ideia. Existe uma sociedade americana 
de historiadores chamada American Historical Associa-
tion. É a maior associação de historiadores do mundo, 
com mais de 4000 associados. Eles, quase todos os anos, 
elegem um sócio honorário e ao fim de 101 anos de exis-
tência tinham elegido 75. O septuagésimo segundo foi 
ele, que, tirando duas ou três recenssões críticas, nunca 
escreveu em inglês. Digo muitas vezes aos meus alunos 
que nunca haverá a possibilidade de um historiador por-
tuguês chegar a este nível. 

gONçALO Aproveitando as palavras de Mega Ferreira...

FrANCISCO DOMINgUES Com quem nós iniciámos a  
realização do Dicionário dos Descobrimentos... 

gONçALO Classificou Luís Albuquerque como sendo 
um homem seríssimo, mas que não se levava demasiado 
a sério...

FrANCISCO DOMINgUES É precisamente isso. Deixe-
-me procurar um livro... Aqui está, Luís Filipe Thomaz, 
o homem que sabe mais da expansão portuguesa, sobri-
nho-neto do Américo Thomaz, uma pessoa com um saber 
enorme. Fala umas 20 línguas. Ouça o que ele escreve na 
dedicatória do seu livro De Ceuta a Timor: 

“À memória de Luís Mendonça de Albuquerque, que 
sendo Professor Catedrático não se reputava um deus, 
e reputando-se ateu foi, talvez sem saber, um exemplo 
para muitos de veras virtudes cristãs; em cuja morte 

choramos a perda de um amigo neste mundo, e este 
mundo a de uma rara abencerragem de espécie quiçá 
em extinção.”

Ouça, até me emociona falar disto, ao mesmo tempo que 
não quero parecer exagerado. Sabe, o Luís Albuquerque 
era uma pessoa diferente. Lembro-me, por exemplo, que 
ele foi chamado à atenção por, em Coimbra, ir comer 
(quando não ia cozinhar) para as Repúblicas com os alu-
nos. Quando toda a gente ia de fato e gravata para a Fa-
culdade de Letras, ele ia em mangas de camisa, percebe? 
Ele era completamente diferente daquilo que se encontra-
va, e que ainda hoje se encontra, no mundo académico. 
Ao mesmo tempo, ele era uma pessoa capaz de fazer pon-
tes e, apesar de ter sido sempre um homem de esquerda, 
em vários momentos apadrinhou várias candidaturas de 
pessoas de direita para cargos na Universidade de Coim-
bra. Era um homem muito diferente do habitual. 

gONçALO Deixe-me ler uma passagem do livro Ciência e 
Experiência nos Descobrimentos Portugueses:

“Duarte Pacheco Pereira é, pois, um homem de tran-
sição. Mas o pensamento humano estava, como ele 
revela, em ebulição, e a linha limitadora seria ultra-
passada. As obras dos grandes nomes da Antiguidade 
(Ptolomeu, Plínio, Dioscórides, etc.), iam ser revistas 
à luz da observação, da prática e da experiência que 
através das navegações se faziam; mau grado a atitu-
de dos Humanistas, a ciência ia ser construída através 
desses meios mais férteis para o conhecimento da rea-
lidade e não pela repetição de afirmações axiomáticas 
que nos livros desses sábios se continham.”

Esta passagem é apenas uma de muitas passagens que 
poderia referir. O que nela mais me fascina é a capacidade 
que Luís Albuquerque tem para perceber a contradição 
histórica, ou seja, para perceber que, dentro de um deter-
minado momento histórico, a História está a ser escrita 
nesse preciso momento... E isto parece-me tão difícil...

FrANCISCO DOMINgUES É difícil para todos! Sabe, é 
possível para uma pessoa começar a ler uns quantos li-
vros de História e tornar-se historiador. Mas existe uma 
fronteira ténue que é decisiva, essa precisamente que re-
feria, entre ser um colecionador de factos ou pensar que 
a História é aquilo que eu penso e ser  de facto um his-
toriador, que é muito difícil de alcançar. Saber pensar a 
História é extraordinariamente difícil.
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gONçALO Não lhe parece que para conseguir fazer este 
percurso, uma pessoa tem necessariamente de ser um 
marginal dentro desta estrutura? 

FrANCISCO DOMINgUES Nunca tinha visto as coisas 
assim, mas se calhar essa é mesmo a melhor definição. 
Após a morte de uma pessoa, temos sempre de ter cui-
dado quando nos referimos a ela. No caso do Luís Albu-
querque, não. Ele era mesmo especial. Mesmo nos mo-
mentos em que era cortante, era-o a rir, com elegância. 
Ele era reverenciado. Tenho um exemplo para perceber 
que não estou a exagerar. Num congresso ao qual fomos, 
havia um dia que tinha um passeio ao qual não nos ape-
tecia ir. Passei pelo quarto dele, bati à porta e, quando en-

tro, estava um tipo que era catedrático da Sorbonne com 
um bloco na mão, a ouvi-lo e a tirar notas. Percebe o que 
quero dizer?
 
A figura magistral de Luís Albuquerque permanece intocada em 

todos os que com ele privaram. Deixo-vos com as palavras que, 

sobre ele, manuel de Oliveira Pulquério escreveu:

“A imagem que guardo deste notável professor da Uni-

versidade de Coimbra é a de um homem simples, que fez 

grandes coisas com a naturalidade dos espíritos superiores, 

que trabalham como se se limitassem a cumprir a simples 

obrigação de serem grandes.”
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Validação

O que procuramos na ciência e na literatura? O que nos faz admirar 
Newton e Kafka ao mesmo tempo? Somos bichos complicados, há que o 
reconhecer.

Já aqui falei das semelhanças entre literatura e ciência, 
porque há algumas: a criação de um modelo para me-

lhor tratar a realidade, a necessidade de conhecer o “es-
tado da arte” para depois o acrescentar, a tradução de 
fenómenos sensoriais numa linguagem estruturada (por-
tuguês, inglês, matemática…). Hoje vou falar do que as 
separa.

Se pensarmos nos grandes cientistas: Newton, Curie, 
Darwin, Einstein, há algo que têm em comum - propu-
seram teorias que foram verificadas experimentalmente, 
que ainda hoje se mantêm em grande medida e que nos 
ajudaram a conhecer o Universo e a manipulá-lo. Se pen-
sarmos em alguns dos grandes escritores: Homero, Cer-
vantes, Shakespeare, Saramago, há também algo que os 
une – permitiram-nos ter uma melhor perceção da reali-
dade, pensar sobre ela e desenvolver um espírito crítico. 

Então, o que é que separa os cientistas dos escritores? 
A razão que me parece mais óbvia é o mecanismo de ve-
rificação. Enquanto os cientistas estão sujeitos ao escru-
tínio do método científico, à replicação das experiências 
por terceiros e às objeções lógico-dedutivas, os escritores 
vivem num mundo mais volúvel, mais dado a modas e 
a questões de gosto, mais permeáveis ao mercado e aos 
argumentos de autoridade (críticos, escritores influentes, 
etc.). Um químico, um físico, um matemático propõem 
uma lei, uma regra ou um teorema, e estes serão testa-
dos experimentalmente, ou através de simulações, e logo 
entendidos como válidos ou falsos. Mas o mesmo não 

se aplica à literatura. Muitos foram aclamados em vida 
e logo esquecidos, outros seguiram o percurso inverso. 
Não é possível provar através de um qualquer método 
que Tolstoy escrevia bem. É o tempo que o decide, é a sua 
permanência, a relevância dos temas e a consistência das 
personagens que lhe granjeiam um lugar na galeria dos 
clássicos.

Poderíamos fazer um exercício, trocarmos os méto-
dos de validação e julgarmos os cientistas pelo estilo e 
pela popularidade e os escritores pelo confronto com a 
realidade. Algumas teorias científicas ganhariam pela se-
dução: os quatro elementos, o atomismo de Demócrito, a 
geração espontânea (ou abiogénese). Outras seriam pron-
tamente erradicadas: a relatividade de Einstein, a teoria 
quântica, mesmo Darwin, com tanta polémica e descon-
forto. De igual modo, muitos escritores falhariam o teste 
da realidade: Jonathan Swift, Kafka, Jorge Luis Borges. 

O que procuramos na ciência e na literatura? O que 
nos faz admirar Newton e Kafka ao mesmo tempo? So-
mos bichos complicados, há que o reconhecer, e a verdade 
que encontramos em Newton não se opõe à de Kafka, de 
algum modo complementa-a, e por isso nos imaginamos 
transformados num escaravelho e, ainda assim, sujeitos à 
gravidade. Somos seres científicos e seres literários, alber-
gamos as duas pulsões num mesmo corpo e num mesmo 
cérebro. Que alguém nos explique isto, pode ser um gran-
de escritor ou um grande cientista.
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NOTÍCIAS

Elon Lages Lima, reconhecido matemático brasileiro, fa-
leceu aos 87 anos, no Rio de Janeiro, no passado mês de 
maio. Com mais de 40 livros editados, foi um dos mais 
importantes autores de livros de matemática no Brasil. Em 
Portugal, a Sociedade Portuguesa de Matemática editou Lo-
garitmos (2008) e Matemática e Ensino (2004), este último 
em parceria com a Gradiva. Por compreender a importân-
cia da divulgação da matemática e da formação de profes-
sores, Elon desempenhou um papel fundamental no de-
senvolvimento destas áreas, nomeadamente participando 
no desenho da estrutura dos cursos de licenciatura, bacha-
relato e pós-graduação da Universidade Federal do Ceará. 
Concebeu e dirigiu as coleções “Projeto Euclides” e “Co-
leção Matemática Universitária” e foi o criador, em 1990, 
do Programa de Formação e Aperfeiçoamento de Profes-
sores do Ensino Médio (PAPMEM). Recebeu duas vezes 
o Prémio Jabuti de Ciências Exatas, da Câmara Brasileira 
do Livro, foi Membro Titular da Academia Brasileira de 
Ciências desde 1963, diretor do IMPA (Instituto de Mate-
mática Pura e Aplicada), em três períodos distintos (1969-
71, 1979-80 e 1989-93), presidente da Sociedade Brasileira 
de Matemática (1973-75) e integrou o Conselho Nacional 
de Educação e o Conselho Superior da Faperj (Fundação 
de Amparo à Pesquisa do Estado do Rio de Janeiro). Re-
cebeu ainda dois títulos de Professor Honoris Causa, um 
pela Universidade Federal do Ceará e outro pela Univer-
sidade Federal de Alagoas, a Ordem do Mérito Científico 
na Classe Grã-Cruz e o Prémio Anísio Teixeira. No IMPA 
foi discípulo de Leopoldo Nachbin e de Maurício Peixoto. 
Era Mestre e Doutor pela Universidade de Chicago, onde 
se especializou em Topologia Algébrica. Quando regres-
sou ao Brasil, tornou-se pesquisador do IMPA. Com uma 
bolsa Guggenheim, esteve em Princeton e Columbia e foi 
influenciado pelo norte-americano Stephen Smale, vence-
dor da medalha Fields em 1966. Foi mentor de vários jo-
vens matemáticos de grande destaque no Brasil, entre eles 
o vencedor da Medalha Fields Artur Avila e Carlos Gusta-
vo Moreira, mais conhecido por Gugu (ambos do IMPA). 

Elon Lages Lima esteve em Portugal, em 2001, para par-
ticipar no Encontro Palestras Ano 2000, que teve lugar 
em Coimbra. Nessa época, deu uma extensa entrevista 
ao Professor Francisco José Craveiro de Carvalho para a 
Gazeta de Matemática n.º 140 e confessou ter lido os livros 
de Bento de Jesus Caraça, António Aniceto Monteiro, Ruy 
Luís Gomes e Alfredo Pereira Gomes. Regressou a Portu-
gal em 2006, onde participou na 6.ª edição do Programa 
Gulbenkian Novos Talentos em Matemática.

EloN laGEs lima (1929-2017)
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PrÉmio abEl 2017 ATrIBUÍDO A yVEs mEyEr  
POr DESENVOLVIMENTO DA tEoria dE WaVElEts
A Academia das Ciências e Letras Norueguesa atribuiu 
o Prémio Abel 2017 ao matemático francês Yves Meyer. 
Na opinião do júri, Yves Meyer “foi o líder visionário 
no desenvolvimento moderno da Teoria de Wavelets, 
na interseção da matemática, da tecnologia da informa-
ção e da ciência de computação”. A análise de wavelets 
tem sido aplicada numa ampla variedade de áreas, como 
compressão de dados, redução de ruído, imagens médi-
cas, arquivo, cinema digital, deconvolução das imagens 
do telescópio espacial Hubble e a recente deteção de on-
das gravitacionais LIGO. Yves Meyer, 77 anos, da École 
Normale Supérieure Paris-Saclay, inspirou uma geração 
de matemáticos. O seu colaborador na Teoria de Wave-
lets, Stéphane Mallat,  chama-lhe “visionário”, e afirma 
que o seu trabalho não pode ser rotulado de matemática 
pura ou aplicada, nem  ciência da computação, mas sim-
plesmente ser chamado “incrível”. O matemático francês 
sucede ao britânico Andrew J. Wiles, vencedor do Prémio 
Abel em 2016, depois de já ter sido distinguido com o Pré-
mio Salem, em 1970, e com o Prémio Gauss, em 2010. Esta 
distinção é atribuída anualmente, desde 2003, e confere 
um prémio monetário de cerca de 675 mil euros.

No verão de 2018, a capital portuguesa será palco 
de um importante evento sobre os mais recentes de-
senvolvimentos da investigação nos campos da ma-
temática e das ciências da vida e suas interseções.  
A 11.ª edição da European Conference on Mathema-
tical and Theoretical Biology (ECMTB) terá lugar na 
Faculdade de Ciências da Universidade de Lisboa, 
entre 23 e 27 de julho, e reunirá centenas de par-
ticipantes da comunidade biomatemática nacional 
e internacional. As inscrições para a conferência já 
se encontram abertas em http://www.ecmtb2018.org, 
a página oficial do evento. A lista de conferencis-
tas convidados também já é conhecida: Helen Byrne 
(University of Oxford), Antonio DeSimone (Scuola 
Internazionale Superiore di Studi Avanzati), Eva 
Kisdi (Helsinki University), Samuel Kou (Harvard 
University), Mirjam Kretzschmar (University Medi-

cal Centre Utrecht), 
Eva Löcherbac (Uni-
versité de Cergy-
-Pontoise), Andrea 
Pugliese (Universi-
ty of Trento), Eörs 
Szathmáry (Eötvös 
Loránd University), 
Kees Weijer (Uni-
versity of Dundee).  
A 11.ª ECMTB é or-
ganizada pela Euro-
pean Society for Ma-
thematical and Theoretical Biology, pela European 
Mathematical Society e co-organizada pela Socie-
dade Portuguesa de Matemática.

iNsCriçõEs ABErTAS PArA 11.ª ECmtb
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Em julho de 2011, Coimbra recebeu a primeira edição das 
Olimpíadas da CPLP (então Olimpíadas da Lusofonia). 
Este ano, Portugal volta a ser palco desta competição 
que reúne participantes da Comunidade dos Países de 
Língua Portuguesa (CPLP), desta vez na Cidade Invicta.  
A competição decorrerá de 23 a 30 de julho, na Facul-
dade de Ciências da Universidade do Porto, e terá a 
mesma estrutura das Olimpíadas Internacionais de Ma-
temática e das Olimpíadas Ibero-Americanas. No dia 

24, os participantes frequentarão um curso intensivo de 
matemática lecionado por professores da Universidade 
do Porto e da Universidade de Coimbra, e as provas 
terão lugar nos dias 26 e 27 de julho. O tão esperado 
momento em que serão conhecidos os resultados acon-
tecerá no dia 29 de julho, na sessão de encerramento. 
As 7.as OMCPLP são organizadas pela Sociedade Por-
tuguesa de Matemática e pela Faculdade de Ciências da 
Universidade do Porto.

Porto rECEBE AS 7.as olimPíadas DE matEmÁtiCa DA CPlP 
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lEiria FOI PALCO DO EVENto 
INÉDITO EsCola dE VErão 
sPm & mat-oEstE 2017
Nos dias 13, 14 e 15 de julho, a Esco-
la Superior de Tecnologia e Gestão 
do Instituto Politécnico de Leiria 
(ESTG – IPLeiria ) foi a anfitriã do 
evento Escola de Verão da SPM & 
Mat-Oeste 2017, organizado em con-
junto pela Sociedade Portuguesa de 
Matemática e pelo Departamento de 
Matemática da ESTG – IPLeiria. Sob 
o tema “Matemática do Mar”, cerca 
de uma centena de participantes ex-
plorou e discutiu importantes aspe-
tos da matemática sob a perspetiva 
do mar. Ao longo dos três dias do 
evento realizaram-se diversas ativi-
dades, tais como conferências ple-
nárias, um curso de formação para 
professores, minicursos, workshops, 
e mesas redondas, entre outras.

EquiPa PortuGuEsa NO rio dE jaNEiro  
PArA olimPíadas iNtErNaCioNais
A 58.ª edição das Olimpíadas Internacionais de Matemática 
(OIM) já arrancou no Rio de Janeiro. Entre 12 e 23 de julho, cente-
nas de jovens de mais de 100 países diferentes participam numa 
das maiores competições científicas do mundo. Duarte Nasci-
mento, Henrique Navas, Manuel Cabral, Maria Matilde Silva, 
Kevin Puci e Pedro Fernandes são os talentos que representam 
Portugal nesta competição, acompanhados por António Salguei-
ro (Universidade de Coimbra) e Joana Teles (Universidade de 
Coimbra/SPM). No mês de setembro, outro grupo partirá para 
a Argentina, para as Olimpíadas Ibero-Americanas de Matemá-
tica, que se realizam em Puerto Iguazú, Misiones, de 15 a 23 de 
setembro A participação de Portugal nestas competições é orga-
nizada pela Sociedade Portuguesa de Matemática, e a seleção e 
a preparação dos alunos estão a cargo do Projeto Delfos, do de-
partamento de Matemática da Universidade de Coimbra. O Mi-
nistério da Educação e Ciência, a Ciência Viva, o Novo Banco, a 
Fundação Calouste Gulbenkian e a Pathena apoiam a realização 
das Olimpíadas.
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Reconhecido como o evento mais importan-
te da matemática mundial, o próximo Inter-
national Congress of Mathematicians (ICM) 
realizar-se-á entre 1 e 9 de agosto de 2018, 
no Rio de Janeiro. As pré-inscrições para o 
evento estarão disponíveis a partir do próxi-
mo mês de setembro, em http://www.icm2018.
org/portal/en. Na página oficial do congresso 

Portugal foi, pela primeira vez, o país anfitrião do En-
contro de Presidentes da European Mathematical Socie-
ty (EMS), um evento que teve lugar na Fundação Ca-
louste Gulbenkian (FCG), em Lisboa, nos dias 1 e 2 de 
abril. Esta reunião de dois dias contou com a presença 
de cerca de 60 presidentes de organizações matemáticas 
europeias, membros da EMS. Na décima edição deste 
evento, que reuniu dirigentes matemáticos de toda a 
Europa, estiveram em discussão temas como o impac-
to das políticas de acesso aberto a trabalhos científicos 
para a comunidade matemática, bem como as principais 
preocupações dos matemáticos no contexto do momen-
to político atual. Em destaque esteve também o Ano 

Internacional da Biomatemática, assinalado em 2018, e 
que terá como ponto alto a realização, em Lisboa, da 
11.ª edição da European Conference on Mathematical 
and Theoretical Biology (ECMTB). No Encontro de 
Presidentes da EMS, a Sociedade Portuguesa de Ma-
temática (SPM) esteve representada por Jorge Buescu, 
presidente da Sociedade, que comentou então a pro-
pósito desta iniciativa: “A ciência de topo apenas pode 
fazer-se através do envolvimento ativo na comunidade 
científica internacional. A organização de eventos como 
o Presidents’ Meeting coloca Portugal no mapa da ma-
temática mundial.” Esta iniciativa foi organizada pela 
EMS e pela SPM, com o apoio da FCG.

lisboa rECEBEU PrEsidENtEs DAS soCiEdadEs matEmÁtiCas DE TODA A EuroPa 

iCm 2018: PrÉ-iNsCriçõEs ABErTAS A PArTIr DE sEtEmbro 

é também possível consultar a lista de ora-
dores convidados e o programa geral desta 
iniciativa, que inclui sessões plenárias, pales-
tras, prémios, workshops e atividades de di-
vulgação para a sociedade. O ICM realiza-se 
de quatro em quatro anos, desde 1897, e terá 
lugar, pela primeira vez, na América do Sul.
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Peter Cameron (University of St Andrews, Rei-
no Unido) foi distinguido com o Senior Whi-
tehead Prize pela London Mathematical Socie-
ty (LMS), pelo seu contributo excecional nas 
áreas da Combinatória e da Teoria de Grupos.  
O painel da LMS destacou o papel da sua “ima-
ginação inventiva” e do “encorajamento de 
outros” na promoção da investigação em di-
versos campos da matemática. Cameron tem 
desenvolvido alguma da sua investigação em 
Portugal, nomeadamente no CEMAT – Center 
for Computational and Stochastic Mathematics, 
centro de investigação do Instituto Superior 
Técnico, sendo também Professor Catedrático 
Convidado da Universidade Aberta. Mantém 
atualmente uma colaboração com João Araújo, 
da Universidade Aberta, no âmbito das ligações 
entre as Teorias de Grupos e de Grafos. O Se-
nior Whitehead Prize foi criado em memória de 
J. H. C. Whitehead, antigo presidente da LMS.  
É atribuído em anos ímpares, normalmente a in-
vestigadores residentes no Reino Unido. 

O Museu Nacional de História Natural 
e da Ciência recebe a IV Feira da Mate-
mática nos dias 10 e 11 de Novembro. 
Tal como nos anos anteriores, o primei-
ro dia é exclusivo para as escolas e o se-
gundo está aberto ao público em geral. 
Serão dois dias repletos de atividades 
científicas, culturais e educativas diri-
gidas a todos os públicos. Exposições, 
sessões práticas, jogos e desafios, de-
monstrações, Circo Matemático, pales-
tras e concursos são algumas das mui-
tas atividades em que pode participar. 
Faça a pré-inscrição da sua escola atra-
vés do e-mail geral@museus.ulisboa.pt 
e consulte toda a informação em http://
www.museus.ulisboa.pt/pt-pt.

iV FEira da matEmÁtiCa DIAS 10 E 11 dE NoVEmbro

sENior WHitEHEad PriZE: PEtEr CamEroN PrEMIADO
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CArTAS DA DIrEçãO

Uma SPM mais aberta à sociedade. É um compromisso da atual direção 
visível em várias iniciativas que se realizarão ainda este ano e também no 
próximo.

maiorEs liGaçõEs Com a soCiEdadE

FaBio chaluB

Vice-Presidente SPM
chalub@fct.unl.pt

Caros amigos, o ano de 2018 foi declarado pela Socie-
dade Europeia de Matemática (EMS) o “Ano Interna-

cional da Biologia Matemática”. Uma série de eventos está 
planeada, um pouco por todo o continente, mas a cereja no 
topo do bolo ficou para nós.

Será em Lisboa, nas instalações da Faculdade de Ciên-
cias, a 11.ª Conferência Europeia de Biologia Teórica e Ma-
temática, uma organização conjunta da SPM com a EMS e 
ainda a European Society for Mathematical and Theoreti-
cal Biology. Entre os dias 23 e 27 de julho, estarão connos-
co cerca de 500 cientistas dedicados a temas tão diversos 
como a modelação do cancro, a prevenção de epidemias, 
a visualização de imagens médicas e outros assuntos na 
fronteira do conhecimento, na interface entre a matemática 
e as ciências da vida, e de utilidade inquestionável.

Como ocorre a cada dois anos, a SPM organizará tam-
bém em 2018 o seu encontro, desta vez na cidade de Bra-
gança. Esta candidatura nasceu do desejo espontâneo dos 
nossos colegas bragantinos e será uma grande honra con-
tinuar a percorrer o país levando o que há de melhor na 
matemática portuguesa. Atempadamente todos os sócios 
da SPM receberão os detalhes, mas podem já começar a 
preparar as vossas apresentações!

Nem só de congressos se faz a SPM. Continuando com 
a nossa política editorial de publicar as grandes obras de 
relevo para os matemáticos, está a sair do prelo, em cola-
boração com a Porto Editora, a obra de fôlego Compreender 
os Números na Matemática Escolar, do professor da Univer-
sidade da Califórnia em Berkeley Hung-Hsi Wu. Esta obra 
foi inicialmente publicada pela American Mathematical 

Society e foi traduzida para português pelo professor da 
Universidade de Lisboa António Bivar.

Como os leitores atentos da Gazeta já devem ter notado, 
a SPM tem dado largos passos visando o acréscimo das 
suas relações com a indústria e a sociedade. Isto já foi re-
latado na última “Carta da Direção”. Mas eu gostaria de 
chamar a atenção para alguns pontos novos. A SPM solici-
tou, depois de muitos anos, o estatuto do “Mecenato Cien-
tífico”, que permitirá – quando nos for concedido – que 
qualquer apoio financeiro à SPM seja descontado em 130% 
do IRS. Está de momento em análise entre o Ministério da 
Ciência, Tecnologia e Ensino Superior e a Fundação para a 
Ciência e a Tecnologia, mas esperamos obtê-lo em breve. 

Entretanto, criámos três categorias de sócio institucio-
nal: Académico (para universidades, centros de investiga-
ção, instituições de ensino superior), Escolar (para escolas 
e colégios de ensino básico e secundário) e Corporativo 
(para empresas, sócios industriais, fundações), adaptando-
-nos a uma realidade em que algumas instituições querem 
participar ativamente na SPM mas têm dificuldade em en-
contrar a forma apropriada.

Com tudo isto, esperamos para os próximos anos 
maiores ligações com a sociedade. Estas ligações devem 
refletir um mundo que reconhece na matemática um im-
portante forma de pensar, ver o mundo e resolver os seus 
problemas. A SPM sempre foi e será cada vez mais parte 
deste mundo.
Um abraço cordial,
Fabio Chalub
(celebrando dez anos de colaboração ativa com a Gazeta...)



A Gazeta de Matemática continua a ser, tal como 
acontece desde a sua fundação em 1940, o prin-

cipal elo de ligação da Sociedade Portuguesa de Ma-
temática com a comunidade matemática portuguesa.

A Gazeta de Matemática é uma publicação essen-
cialmente de divulgação da cultura matemática. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matemática 
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela 
matemática.

A Gazeta de Matemática publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e secções 
permanentes.

Incentivamos os nossos leitores a enviarem textos 
para publicação na Gazeta de Matemática. Damos 
preferência a artigos curtos (4 a 6 páginas) sobre temas 
que tenham interesse para o nosso público: algo rela-

cionado com um tema de investigação que possa ser 
explicado à comunidade matemática em geral, algum 
aspecto curioso de matemática menos conhecido, uma 
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor 
ou simplesmente algo que tenha uma ligação com o 
mundo matemático. 

Os artigos poderão ser submetidos à apreciação de 
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um 
parecer sobre a sua adequação para publicação na Ga-
zeta de Matemática.

Os textos podem ser submetidos em  
LaTeX ou em Word (com uma versão em PDF). No 
caso de o documento conter muitas fórmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereço:  
gazeta@spm.pt.

A SPM disponibiliza na página http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informação sobre emprego e carreira 
para matemáticos. As pessoas interessadas em incluir anúncios neste site devem enviar um email com os dados para  
imprensa@spm.pt
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