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A ARITMETICA E O SONHO

Na matematica, podemos fazer descobertas
Na matemdtica, podemos idealizar.

meu filho mais velho tem 6 anos e frequenta o pri-
meiro ano do primeiro ciclo de escolaridade. Ontem,
durante o pequeno-almogo, disse-me:

— 2+2=4, 4+4=8, 8+8=16, 16+16=32, e agora continua tu.

Eu continuei:

— 64, 128, 256, 512, 1024...

Interrompeu-me:

— Estds a ver mée, ficamos com ntimeros grandes
muito depressa.

Ao que respondi:

— Tens toda a razéo!

Lembrei-me de uma experiéncia que li num blog de
divulgagdo matemadtica. Peguei numa folha de papel e do-
brei-a ao meio. Depois dobrei-a outra vez ao meio e assim
sucessivamente. Ao fim de seis dobras, tinhamos a espes-
sura de um caderno. Mas tornou-se dificil continuar a do-
brar. Concluf:

— Se dobrassemos 42 vezes ficarfamos com uma torre
mais alta do que a distdncia da Terra a Lua e se dobrdsse-
mos 51 vezes, a torre seria mais alta do que a distancia da
Terra ao Sol.

O rapaz ficou com ar sonhador. E ele e o irm&o mais
novo comegaram imediatamente a fazer planos para uma
subida até a Lua no préximo domingo. Decidiram ndo su-
bir ao Sol porque estd demasiado quente.

A matemdtica envolve e estimula a imaginacdo.

GAZETA DE MATEMATICA -

-l
SiLviA BARBEIRO
Universidade
B de Coimbra
SO com o pensamento.

A criatividade tem na matemadtica um papel tdo primordial
como noutras formas de expressdo artistica, como a litera-
tura, a musica ou a pintura. Para descobrir algo de novo é
preciso uma ideia, em particular uma ideia que funcione.
Asboas ideias surgem ndo sé da intuigdo, que é baseada na
experiéncia, mas também de muita imaginacéo.

Imaginativos como sdo, os matemadticos criaram um
universo que ndo se pode tocar nem sentir ou avistar.
O processo de extrair a esséncia fundamental de um
conceito e fazé-lo residir apenas no universo das ideias,
removendo a dependéncia do mundo real, permite gene-
ralizar, agregar e unificar objetos e linhas de raciocinio,
e aumenta o potencial de aplicacdo em diversas dreas.
A abstragdo possibilita a concecdo e a compreensido de
objetos aparentemente irreais. Por exemplo, a nossa visdo
estd limitada a trés dimensées. Mas podemos pensar num
cubo em dimensdo quatro, um hipercubo, usando uma
analogia dimensional para fazer o salto de trés para quatro
dimensoées, para a seguir entender o andlogo n-dimensio-
nal. A abstracdo néo é apenas fascinante, ela desempenha
um papel central na atividade humana. E as passagens
desse universo abstrato da imagina¢do matemadtica para o
mundo concreto estdo na origem de enormes progressos
cientificos.

Convido-vos a leitura de mais um inspirador ntimero
da Gazeta de Matemdtica e fago votos para que nesta prima-

vera sejam especialmente criativos.



FIGURAS QUE TREMEM

Quem ja observou com atengdo os guindastes que sao usados nas obras,

ATRACTOR

atractor@atractor.pt

reparou por certo que os retangulos usados nas suas hastes compridas estdo

cheios de tridngulos (ver figura 11), cuja fungdo é contribuir para a rigidez

da estrutura e impedir que ela se deforme intensamente ao levantar objetos

pesados. Veremos neste texto como introduzir matematicamente as no¢oes

de estruturas rigida e trémula, comegando por tratar a questiao no plano para

poligonos.

Dados um semiplano S com bordo horizontal r e um
segmento [AB] em r, comecemos por construir em S,
para cada n > 2, um poligono com 1 lados, todos com o
mesmo comprimento, tendo o segmento [AB] como um
dos lados (figura 1), e por ver, para cada valor de n, qual é
o ntmero de solugdes deste problema.

Para n = 3, s6 hd um tridngulo que satisfaz as condi-
¢des do problema; mas, para cada 7 > 3, hd uma infinida-
de de solugdes. Por exemplo, para n = 4, todos os losan-
gos em S com lado [AB] satisfazem essas condi¢des; e sdo
as dnicas solugdes, que em particular sdo pois todas con-
vexas, pelo menos se na defini¢do de poligono estiverem
excluidos os casos degenerados. Se se aceitar que num po-
ligono pode haver sobreposigdo de lados e que o poligono
pode ter drea nula, entdo havera solu¢des ndo convexas
para n = 4, como nos dois dltimos exemplos da figura 2.
Jad para n > 5, hd também solug¢bes ndo degeneradas que
ndo sdo convexas (ver figura 3).

Mais geralmente, se for fixado um lado num tridngulo
qualquer, entdo ndo podemos mover o vértice oposto, sem
alterarmos o comprimento de pelo menos um dos dois
lados adjacentes ao fixado. J4 a situacdo é diferente para
um quadrildtero qualquer ndo degenerado ou um poligo-
no nao degenerado com maior nimero de lados, que sdo
sempre deformédveis' em poligonos com formas diferen-

D c c
E
A B A B
Figura 1
c < c

D _ D

B A B A B
Figura 2.
Figura 3.
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tes, mantendo-se constantes os comprimentos de todos os
lados durante a deformagéo.

Resulta do que foi dito que no caso de um tridngulo
[ABC], mesmo néo equildtero, ndo hd em S nenhum trian-
gulo [ABC’] diferente de [ABC], cujos lados tenham com-
primentos iguais aos correspondentes de [ABC], embora,
pensando nos lados como hastes de uma estrutura fisica,
esta imobilidade do C parece por vezes ser posta em causa
na prética. O leitor pode querer construir uma tal estrutu-
ra, com os meios de que dispuser?. A figura 4 representa
configuragdes que poderd reproduzir aproximadamente.
H4, em cada uma das quatro situacdes representadas,
trés pares de barras ligadas, duas a duas, por orificios nos
extremos das barras. Numa, as trés barras tém o mesmo
comprimento e o tridngulo obtido é equilatero, nas outras
trés o comprimento da haste horizontal fixa é o dobro do
das outras duas hastes mais pequenas. Em trés dos casos,
essas ligacdes foram feitas por parafusos com porcas, mas
nédo apertados demasiado, para ndo imobilizarem as duas
hastes que eles ligam; no outro caso, o da direita em cima,
o parafuso foi substituido por um pino que se ajusta® um
pouco melhor do que o parafuso ao orificio da haste.

Sem folgas, em cada um dos trés iltimos casos, as
duas hastes mais pequenas deveriam estar alinhadas com
a maior. O objetivo da experiéncia é tentar afastar, o mais
possivel, da barra horizontal fixa, o ponto em que as duas
outras hastes estdo ligadas. No tridngulo equildtero, é
completamente impercetivel qualquer alteragdo de posi-
¢do do ponto, mas nos outros trés casos, aproveitando as
pequenissimas folgas existentes entre o orificio e o para-
fuso (ou pino), conseguem-se alguns desvios: a figura 4
representa os desvios méximos conseguidos. Comparem-
-se, em particular, as duas imagens da direita: é visivel na
de baixo um maior dngulo de cada uma das duas barras
pequenas com a horizontal (quase o dobro do 4ngulo na

de cima), embora a diferenca entre as folgas nos dois ca-
sos da direita seja s6 de 0,2 mm.

Isto significa que, na prética, o conhecimento aproxi-
mado dos comprimentos dos lados do tridngulo permite,
no caso de tridngulos degenerados, formas bem diferen-
tes umas das outras, embora tal ndo suceda no caso, por
exemplo, do tridngulo equilétero. Esta falta de rigidez de
um tridngulo degenerado [ABC] como o que estamos a
considerar estd ligada ao facto de o comprimento dos la-
dos mais pequenos [AC] e [BC] “ndo mudar significati-
vamente”, quando C se desloca um pouco na vertical. Se
encontrarmos uma defini¢do precisa que traduza o senti-
do, a priori subjetivo, da parte destacada na frase anterior,
teremos encontrado uma forma de definir matematica-
mente a rigidez.

Antes de fazermos essa tradugdo, analisemos uma
situagdo concreta. Com as notag¢Ges anteriores, conside-
remos em S o (tnico) tridangulo [ABC] equilédtero de lado
[AB]: estd na figura 5 a preto e azul. Se L designar me-
tade do comprimento de [AB], a altura hy de C é dada
por v/3L. Aplicando a este triangulo uma deformacéo f
que conserve iméveis A e B e desloque C na vertical com
velocidade escalar, por exemplo, constante e igual a 1, o
ponto C'(= f(C,t)) representado na mediatriz de [AB]
em S estd a distancia 6 =t de C, para cima e o tridngulo
[ABC’], is6sceles, tem lados [AC'] e [BC'] com comprimen-
tos ligeiramente maiores do que 2L. O comprimento (co-
mum) de [AC'] e [BC’] é dado pela funcdo g definida por
g(h) = VL2 + 12, em que h = hy +  representa a altura
de C’ e, portanto, o aumento do comprimento, relativa-
mente ao de [AC], é

e = glhy +8) — glho) = /12 + (g +6) — /12 + 1}

= /124 (hg+6)2 — 2L.

MRmEILL Lt

Figura 4.
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Na figura 5, estd marcado no segmento [AC’] o ponto que
dista de A o mesmo que C, sendo, pois, € a distdncia desse
pontoa C’.

Na mesma figura estd também representado (a preto
e laranja) o que se passa quando se parte de um tridngulo
degenerado em vez de um equildtero. Nas férmulas indi-
cadas, hd agora que substituir hy por 0. O comprimento
de [AC] e [BC'] é agora v/ L? + 42 e, portanto, o aumento
€ do comprimento, relativamente ao correspondente a
hog=06VL2+62—L.

Para uma comparagéo mais clara entre os valores de 4,
correspondentes a deslocagdo de C para cima (até C’) e os
da folga € que permitem os aumentos dos comprimentos,
foram incluidas na figura 5, dos dois lados, amplia¢des de
partes da imagem central, a da esquerda para o tridngulo
degenerado e a da direita para o equilatero. Nota-se que,
no caso degenerado, o aumento de comprimento € é in-
significante, quando comparado com o aumento de altura
6. O mesmo néo acontece no caso do tridngulo equildtero,
em que ¢ e € sdo da mesma ordem de grandeza.

A figura 6 mostra os graficos da fungéo €(s) nos dois
casos considerados, tomando 610 mm como comprimento
de [AB], que é o do modelo usado. No caso do tridngulo

degenerado, para obter um aumento da altura do ponto C
de cerca de 25 mm, basta uma folga de cerca de 1 mm, ao
passo que no caso de um tridngulo equildtero com a mes-
ma base, a mesma folga permite um aumento de altura de
pouco mais de 1 mm.

"Dado um poligono F no plano P, designando por V o conjunto dos vér-
tices de F e A o das arestas, definimos deformacio de F em P como uma
funcdo continua f de V' x [0, 1] — P, tal que, para todo o vértice R em
V., f(R,0) = R.Para cadat,pondo f(R) = f(R, t),V; = f,(V) e, para cada
arestaa = [R, S]de F,a; = [R;, S}, Ar designa o conjunto dos segmen-
tos ay, para a em A. O poligono F; é definido como o poligono com vér-
tices V; e arestas A;. Dependendo do contexto, pode-se exigir que, para
cadat € [0, T afuncio f; : x — f|x, t] satisfaca condicdes suplementares,
como, por exemplo, que seja de classe C' e injetiva. Suporemos ainda
que para cada vértice R tal que a funcdo t — f[R, t] ndo seja constante,
ela tem derivada ndo nula em t = 0.Ver em [ 1] exemplos interativos de
deformagdes de poligonos. Uma deformacao diz-se trivial se, para cada x
em V,a funcdo t — f;(x) for constante.

2Se tiver acesso a um jogo do tipo Meccano, pode inspirar-se na figura 4
(lado esquerdo ou direito, conforme a época em que esse Meccano tiver
sido adquirido), caso contrdrio, poderd usar trés tiras de aluminio ou de
PVC fino, em cada uma das quais terd de furar dois buracos.

3 Os didmetros dos orificios, parafusos (e pinos) usados nas hastes das
fotografias sao: pldstico 10,4 mm e 10,2 mm; outros: 4,3 mm, 3,6 mm
(e 3,8 mm); as folgas sdo, pois, de 0,2 mm no caso plastico e 0,7 mm
(e 0,5 mm) nos outros. Em todos os casos os didmetros foram medidos
com uma craveira com nénio e tém erro inferior a 0,1 mm.

ATRACTOR ¢ Figuras que Tremem
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O leitor ja terd notado que o limite do quociente
/s = (8(ho+0)—g(h9))/s quando § tende para 0 é o valor*
<’ (hy) da derivada da fungdo ¢ no ponto hy (notar que
6 € igual a t por termos suposto a velocidade escalar
do movimento de C constante e igual a 1). E, precisa-
mente, esse valor o/\/L2+13 é 0 se g = 0 (caso degene-
rado, a laranja) e é diferente de 0 (mais precisamente é
VBL/(1) = V3/222 0,866) se hy = v/3L (caso equildtero, a
azul).

Em concluséo, o tridngulo degenerado [ABC], em que
C é o ponto médio de [AB], tem as duas propriedades a
seguir enunciadas. Fixada uma aresta [AB],

» ndo hd nenhuma deformacio (ndo trivial) do po-
ligono, que deixe o lado [AB] fixo e conserve todos os
comprimentos dos lados;

» existe uma deformacdo (ndo trivial) do poligono,
que deixa a aresta [AB] fixa e tal que, para cada aresta 4, a
fungdo t — comprimento de a; tem derivada nula em ¢t = 0.

Chamaremos trémula a uma configuragdo que satisfaca
estas duas condi¢des. E diremos que uma configuragéo é
rigida se satisfizer a primeira mas ndo a segunda.

O leitor poderd verificar que:

» o quadrado é deformavel (por losangos), portanto
ndo satisfaz a primeira condi¢do, ndo sendo pois rigido
nem trémulo (é flexivel);

» qualquer tridngulo ndo degenerado é rigido;

» qualquer poligono que néo satisfaga a primeira con-
digdo satisfaz necessariamente a segunda, porque hd uma
deformacdo nao trivial, em que as fun¢des comprimento
de cada lado sdo constantes.

Visto em detalhe o caso dos poligonos no plano, va-
mos agora alargar as defini¢des ao caso de poliedros no
espaco. O “andlogo” de um tridngulo equilédtero no pla-
no, figura rigida por exceléncia, é um tetraedro (poliedro
regular com quatro faces que sdo tridngulos equildteros).
E o que é que serd o andlogo ao quadrado e ao losango?
Consideremos um cubo. Serd deformével continuamente,
como é o quadrado? A resposta depende do que exigir-
mos que se mantenha durante a deformagéo. No caso do
quadrado no plano, querfamos que os comprimentos dos
lados se mantivessem constantes durante a deformacgao
(ou, 0 que é equivalente, que as distdncias entre vértices
consecutivos do poligono se mantivessem constantes).
No caso do cubo, hd duas escolhas possiveis a fazer para
uma deformacao do poliedro: i) a mais fraca, exigindo que

Figura 7.

Figura 8.

as distancias entre vértices consecutivos de cada face se
mantenham constantes, ou, o que é equivalente, que os
comprimentos de todas as arestas do poliedro permane-
¢am constantes; ii) outra, exigindo que, para cada face, as
distancias entre quaisquer dois dos seus vértices se man-
tenham constantes, o que equivale a impor que, durante
a deformagao, cada face se mantenha isométrica a de par-
tida. A figura 7 mostra uma fase na deformagdo do cubo
que satisfaz a primeira condigdo e ndo a segunda: as faces
ndo horizontais que contém as arestas [AB] e [CD] sdo lo-
sangos ndo quadrados e as restantes quatro sdo quadra-
dos. Para um poliedro que sé tenha faces triangulares, as
duas condigdes (i) e (ii) coincidem.

Um poliedro é dito flexivel se existir uma deformagao

GAZETA DE MATEMATICA -« 184



Figura 9.

néo trivial que fixe uma face e satisfaca a condicdo mais
forte (ii). Cauchy provou, em 1813, que nenhum poliedro
convexo (ndo degenerado) é flexivel (o argumento pode
ler-se em [2]). Durante 164 anos, esteve em aberto o pro-
blema de saber se haveria ou ndo poliedros (sem auto
intersegdes) flexiveis ndo convexos. Uma resposta afirma-
tiva foi dada em 1977 por Connelly, tendo sido exibido
um exemplo® de um tal poliedro em que todas as faces
sdo triangulares. A figura 8 mostra fases na deformacao®
de um poliedro definido por Steffen, baseado no de Con-
nelly, mas com menor nimero de faces, tendo sido prova-
do mais tarde que nenhum outro existe com ainda menor
ntmero de faces.

A defini¢do de poliedro trémulo é semelhante a usada
no caso dos poligonos no plano. Diremos que o poliedro
é trémulo se

» nio for flexivel;

» houver uma deformacdo (ndo trivial) do poliedro,
tal que, para cada aresta 4, a fungdo t — comprimento de a(t)
tem derivada nulaem f =0

e o poliedro é rigido se satisfizer a primeira condigdo e
ndo a segunda.

O leitor poderd verificar que:

> ja foi visto um exemplo de um poliedro flexivel,
mas, contrariamente ao caso dos poligonos no plano, ndo
é um exemplo elementar;

> uma pirdmide triangular degenerada, por exemplo,
com um tridngulo equildtero por base e em que o vértice
“oposto” é o centro da base, constitui um exemplo trivial
de um poliedro trémulo;

D> qualquer poliedro flexivel satisfaz a segunda con-
digdo.

A figura 9 ajuda a ver como se pode definir um exem-
plo de um poliedro trémulo ndo degenerado, devido a

Jessen. Partindo dos vértices de um icosaedro regular’,
fazemos escolhas de pares de faces contiguas pela forma
indicada na imagem da esquerda (faces ndo verdes) e
substituimos cada um desses pares por um par reentrante
de tridngulos isésceles, mantendo-se o conjunto de vérti-
ces inalterado (imagem direita), embora, claro, as novas
arestas a vermelho tenham comprimentos diferentes das
primitivas. Aplica-se ao poliedro uma deformacdo que
conserve os comprimentos das arestas a vermelho, e que
se traduza na diminui¢do, com velocidade constante, da
distancia entre os vértices dos diedros reentrantes que
ndo pertencem as (novas) arestas vermelhas, até terem o
valor final 0, caso em que os tridngulos isésceles referi-
dos se identificam dois a dois. Escolhido um vértice Vj e
uma face verde a qual ele pertenga, se essa deformagao
mantiver fixo Vj e conservar as dire¢des das arestas dessa
face as quais pertence Vp, a deformagéo fica perfeitamente
determinada. Note-se que os comprimentos das arestas (a
azul), bordos das faces (verdes), ndo permanecem cons-
tantes durante a deformagédo, embora se conservem iguais
entre si. A figura 10 mostra os gréficos de vdrias fungdes,
relacionadas com esta deformagdo, que termina num po-
liedro degenerado do qual s6 ficam visiveis as faces ver-
des, que ocupam as posi¢des de um octaedro regular. Essa
figura 10 permite observar que hd um valor® de ¢ para o
qual ambas as fun¢des comprimento tém derivada 0. Da
familia de poliedros representados por esta deformagao
s6 se pode concluir que é trémulo o correspondente a esse
valor do pardmetro de deformagéo, e ndo todos os outros,
como por vezes é afirmado. Para esse valor do pardmetro

4Com a escolha feita, esse valor é o mddulo da derivada de t — f(C, t)
em 0. Claro que, se tivéssemos escolhido uma deformacdo f em que a
velocidade escalar do movimento t — f(C, t) na origem fosse diferente
de 1, o limite de /s seria diferente do mddulo da derivada em O de
relativamente a t, mas o anulamento de um equivaleria ao anulamento
do outro, precisamente devido a condicdo extra imposta na definicdo de
deformacio.

*Um exemplo de um poliedro flexivel com auto interse¢des tinha sido
dado por Bricard 80 anos antes.

¢ O par de imagens pequenas, mais a baixo, permite visdo estereoscdpica
aos leitores que consigam “juntar visualmente” as duas imagens numa so.
O par de cima pode ser visto com dculos andglifos. Um modelo em car-
tdo foi construido para a "Exposicao Matemdtica Viva", criada pelo Atrac-
tor, e que esteve cerca de dez anos em exibicdo no Pavilhdo do Conhe-
cimento. Modelos virtuais interativos em visdo mono ou estereoscopica
podem ser vistos em [1].

"Uma escolha de vértices de um tal poliedro pode ser a seguinte:
(0,%02,112), (0,-%12,12), (0, I, -112), (0, -912,-12), (92,0, ]2), (-912,0,1}2), (%12, 0,-1}2),
(-912,0,-10), (%12,12,0), (412,12, Q), (¢/2,-1/2, 0), (-#I2, -1/2, 0), em que ¢ designa
o ndmero de ouro.

8Esse valor é 1 — 92 = 0,19, ¢ designando o nimero de ouro.

ATRACTOR -+ Figuras que Tremem
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QUi S8 Dnem

arestas amuis

— Compiments das aresias vermehas
— Compnmentd das aresias azus
------ Distincia entre pares de védices

= = = Demada do comprimento das
arestas vermehas

= = = Demada do comprmento das

e R R, -1 Anguio diecral entre taces que

partirarm uma aresta vermena

o - o e Anguio diedral entre faces que
pariliham uma aresta azul

<« Figura 0.

v Figura |1.

em que o poliedro é trémulo, o dngulo diedral (varidvel)

reentrante é° 77/2. O poliedro trémulo correspondente é co-
nhecido por icosaedro ortogonal de Jessen.

A figura 11 representa uma pequena por¢ido da parte
superior de um guindaste, que pde em evidéncia o uso da
rigidez dos tridngulos para reforcar estruturas com outras
formas. Nessa figura é possivel observar como: i) em cada
uma das quatro faces (retangulares) da enorme coluna
vertical (de sec¢do quadrada), de que apenas é mostrada
uma pequena parte de cima, hd tridngulos equildteros,
que déo rigidez a essa coluna; ii) em cada uma das duas
faces laterais da grande haste horizontal (de secgdo trian-
gular), hd novamente tridngulos equildteros com o mesmo
objetivo; iii) finalmente, os cabos de ago que permitem o
suporte da haste horizontal do lado direito, equilibrada
por grande massa do lado esquerdo, formam também na
parte direita da imagem um grande tridngulo; e na parte
esquerda, hd uma curiosa estrutura formada por dois tri-
angulos (a amarelo) e um outro (a amarelo e preto) com os
cabos de ago e uma haste cinzenta retangular quase ver-

tical, ela mesma também triangulada, que permitem uma
boa rigidez. Este é um exemplo convincente do uso que
os engenheiros mecénicos fazem das nog¢des que tratdmos
acima. Mas outros exemplos poderiam ser dados ligados a
construg¢do, bem conhecidos dos engenheiros civis.

REFERENCIAS
[1] www.atractor.pt/mat/tremulos

[2] M. Aigner, G. Ziegler, Proofs from THE BOOK, Sprin-
ger-Verlag, 2009.

? Feitas as contas para o dngulo diedral reentrante a em funcdo do para-
metro de deformacdo t,obtém-se tg[a/2] = (1=1)jr¢1+1). No caso ortogonal,
ficard 1=01%-¢1 + 1), ou seja t = 1-¢2. Portanto, a posicdo trémula é pre-
cisamente aquela em que o angulo diedral reentrante € reto. Acontece
que todos os outros angulos diedrais (ndo reentrantes) sdo também retos
nessa fase da deformacao.
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HERANCA

Muitos dos problemas que Leonardo Pisano, Fibonacci, nos ofereceu no Li-

RECREIO
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ber Abaci,de 1202, mantém um encanto especial. O mais famoso de todos &,
claro, 0 dos coelhos, que deu origem a célebre sucessao, mas hoje trazemos
aqui um outro que,em |519, 0 nosso Gaspar Nicolas, no Tratado da Pratica
Darismetyca, também abordou e ao qual acrescentou algo.

problema em questdo (ver a edigdo de Sigler,
Fibonacci’s Liber Abaci, Springer 2002, p. 399) pode ser
enunciado assim:

Um pai divide a sua heranca entre os filhos da seguinte
maneira. O primeiro recebe um euro e um sétimo do
restante; o segundo tem direito a dois euros e um séti-
mo do restante, e assim sucessivamente. Acontece que
todos recebem quantias iguais. Quantos sdo os filhos,
quanto toca a cada um e de quanto era a heranca?

Fibonacci propde também o problema semelhante em que
primeiro se acha o sétimo e depois se somam as quantias
(um euros, dois euros, etc.).

Gaspar Nicolas propde estas duas questdes e ainda as
que se obtém substituindo sétimos por nonos. E nés per-
guntamos ao leitor o que sucede se, em vez de sétimos ou
nonos, tivermos, com toda a generalidade dos valores na-
turais de n, a fragdo 1/n:

Um pai divide a sua heranga entre os filhos da seguinte
maneira. O primeiro recebe um euro e 1/x do restante;
o segundo tem direito a dois euros e 1/» do restante,
e assim sucessivamente. Acontece que todos recebem
quantias iguais. Quantos s&o os filhos, quanto toca a
cada um e de quanto era a heranga?

E se o primeiro receber 1/n da heranca mais um euro,
o segundo receber 1/n do restante mais dois euros, e
assim sucessivamente?

Sobre a questdo do ntimero anterior:

Dado um tabuleiro 3 x 3, pretende-se colocar (3) pedes
em trés casas distintas de forma a que as respetivas dis-
tancias sejam todas diferentes. Assumimos que os pedes se
identificam com os centros das células do tabuleiro e que
as distancias sdo as euclidianas, medidas em linha reta.

A menos de simetrias, este problema tem cinco solu-
¢Oes, aqui ilustradas.

Para n = 4 hd 16 solugdes e 28 para o caso n = 5. Para
n = 6 somente duas solugées, a menos de simetrias:

}. F
Hel AT
el

Ha& uma s6 solugdo paran =7:

Para valores superiores de n ndo had qualquer solugdo!
[Ver o livro de Martin Gardner The Colossal Book of Short Puz-
zles and Problems, W.W. Norton & Company 2006, pp. 119-
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CANTO DELFICO

A DESIGUALDADE DE KARAMATA

"There are three great pillars of the theory of inequalities: positivity,

monotonicity and convexity."
J. Michael Steele

NTRODUCAO
Uma boa estimativa vale ouro; a sua construgdo requer
profunda intui¢do das grandezas envolvidas. Numa ca-
deia de estimativas, cada elo deve ser o melhor possivel
para ndo por em risco a demonstragdo da desigualdade
desejada... isto se ela for verdadeira.
Saber estimar bem, munir-se das desigualdades certas
é crucial para quem queira entrar no mundo da Andlise
Real. Existem intimeras desigualdades notaveis, e muitas
elementares, que tém um lugar especial na resolugdo de
problemas de matemadtica olimpica.
Propomo-nos tragar um caminho por algumas desi-
gualdades bem conhecidas, terminando com aquela que
dé nome a este canto.

DESIGUALDADE DOS REARRANJOS
Seja n um inteiro positivo e sejam aq,...,a, e by,..., by
duas sequéncias de nimeros reais.

Qual é o emparelhamento dos termos de ay, ..., a, com
os termos de by, . .., by, para o qual a soma dos produtos
de pares de niimeros é maior? E qual é o emparelhamen-
to para o qual a soma dos produtos é menor?

A desigualdade dos rearranjos diz que, para qualquer es-
colha do emparelhamento, a soma dos produtos de pares
é sempre menor do que aquela obtida ordenando ambas
as sequéncias pela ordem decrescente (ou crescente) e
maior do que aquela obtida mantendo a ordem numa das
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sequéncias e invertendo-a na outra.
Para formalizar esta ideia, suponhamos, sem perda de
generalidade, que

ay>--->ageby > - > by.

A desigualdade dos rearranjos diz entdo que, para toda a
permutagdo ¢ dos indices 1,...,n,

n n n
Y 4bn—j1 < ) 8ibe() < ), 9505 1)
i=1 =1 =1

Notemos que, a primeira vista, é surpreendente que estas
estimativas se mantenham verdadeiras independente-
mente da existéncia de nimeros negativos entre os ter-
mos destas sequéncias. Demonstraremos esta desigualda-
de mais adiante. Até 14, pense em como o faria.

DESIGUALDADE MG - MA
Uma ideia recorrente na manipulagdo de uma desigual-
dade na sua forma geral é a de tomar casos especiais das
varidveis envolvidas, uma técnica que se poderia desig-
nar por especializagio.

Suponhamos que 4y, . ..,a, > 0 e tomemos

bj=g,j=1..,n

A ordenagdo decrescente dos termos de ay, ..., a, produz
em by,...,b, a ordenacdo crescente. Deduz-se entdo da

GAZETA DE MATEMATICA -



desigualdade dos rearranjos que

ay a as . Ay
— (1) a5(2) Ag(3) + Ag(n)

’

para qualquer permutacdo, ¢, dos indices 1,...,n. Em
particular, tem-se que

a; , a

a a
n< L4 2By 2)

an 41 42 An-1
Sejam agora p e xq,...,X, reais positivos quaisquer e to-
memos na desigualdade (2)

uj:p]xl---xj, j=1,...,n.

Obtém-se:

P X1
m‘FPXZ‘i““PXn

Fazendo p = 1/ {/x1 - - - x, e simplificando, obtemos:

X1+ Xy
Vxg -y < ———m——,
n
que é a famosa desigualdade entre a média geométrica de
n nimeros reais, no primeiro membro, e a média aritméti-

ca de n ndmeros reais, no segundo membro. (Cf[1].)

DEMONSTRACAO DA DESIGUALDADE

DOS REARRANJOS

A demonstracdo desta desigualdade assenta na seguin-
te observacgdo. Dadas duas sequéncias de ntimeros reais,
X1,..-,Xn€Y1,...,Yp asoma

X1y1 + xXoy2 + -+ XnYn

pode ser calculada a partir da férmula de Abel de soma por
partes:

Xn(y1+ - +yn)
+ (xnfl - xn)(yl +- - ""]/nfl)
+ (2= xp1) (Y1 4+ +Yu-2) 3)

+ (x1 = x2)y1 -

Consideremos, pois, ay,...,4; e by,...,b, sequéncias
decrescentes de numeros reais, e substitua-se em (3)
X1,...,Xp POr ay,...,a, € Y1, ..., Y, por qualquer permuta-
¢dodeby, ..., b, dada por uma permutacio, o, dos indices
1,...,n.
Como by, ..., b, é decrescente, temos
bi+--+ b 2oy + -+ by 2 by + -+ ba

para todo o k =1,...,n. Por outro lado, como ay,...,a,
também é decrescente, temos

g — k41 >0,

paratodoo k=1,...,n— 1. Deduz-se entdo que (3) serd
méxima se tomarmos ¢ (k) =k e minima se tomarmos
ok)y=n—k+1 O

FUNCOES CONVEXAS

A convexidade de fun¢des é uma nogdo com uma defini-
¢do extremamente simples, pelo que é surpreendente a
profundidade dos resultados que ela origina.

Definigao. SejaI C R umintervalo. Uma fungédo f: I —+ R
diz-se convexa se, para quaisquer a,b € I e para todo o
A € 10,1] se tiver

fAat+ (A =Mb) <Af(a)+ (1A =A)f(b). (@)

Diremos ainda que f é concava se — f for convexa.

H4é muitas desigualdades notdveis que na sua formu-
lagdo envolvem uma fungio convexa. A desigualdade que
dé o titulo a este canto é um exemplo, como veremos. Ou-
tra é a que se obtém como consequéncia imediata da defi-
ni¢do de convexidade e que pode ser demonstrada a partir
daquela por indugdo matemadtica: para qualquer fungio
convexa fe quaisquer x1,...,x, € [e Ay, ..., Ay € RT tais
que Ay +---+ A, =1, tem-se

£( iiAj %) < f%Ajf(xj) . 5)
j= j=

Esta desigualdade é conhecida por desigualdade de Jensen.
Ela é apenas uma entre vdrias cuja demonstragdo se atri-
bui a Jensen, muitas delas com aplica¢des importantes em
todo o edificio matematico.

Johan Ludwig Jensen (1859-1925) foi um matematico
dinamarqués que, pela relevancia dos seus trabalhos em
ciéncia e engenharia, entrou para o pantedo cultural da
Dinamarca. Nos anos 90 do século XX, o Departamento de
Matemadtica da Universidade de Copenhaga homenageou
este matemdtico com um selo de correio alusivo ao seu
trabalho. Na imagem que vemos abaixo ndo é possivel ver
uma outra inscri¢do que foi feita, e que traduzida para a
nossa lingua seria: "Jensen foi dinamarqués".

REATTRAATIR K i
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Geometricamente, a defini¢do anterior diz-nos que
uma fungéo é convexa se, para quaisquer a,b € I, o seg-
mento de reta que une os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) estd
acima do grafico de f. Sendo esse segmento dado por:

y:W(x—aHf(a), x € [a,b],

tem-se entao

M(x_mf(a) > f(x), x € [a,b],

ou ainda, trabalhando um pouco a expresséo,

fb) = f(@) _ f(x) = fla)

b—a - xX—a

, X €la,b].

Nao é dificil ver que este tipo de raciocinio nos leva uma
formulagdo equivalente da convexidade, usando a razdo
diferencial de f,

f(x) — fy)

Af(x,y) = —y

, com x #y.
Exercicio. Mostre que f é convexa em [ se, e sO se, para
todo o y € I (fixo), a fungdo Af(x,y) for crescente na va-
ridvel x € I\ {y}.

Uma vez que a razdo diferencial é simétrica nas duas
varidveis, deduz-se também que f é convexa se, e sé se,
fixando x, Af(x,y) for crescente em y.

Esta caracterizacdo da convexidade permite verificar
que a fungdo f(x) = x", com n > 1, é convexa em R*. De
facto, dados x # y, reais positivos, tem-se

Af(x )_xniyn_ n—1 n—2 n—1
Y) = =X +x ]/+ +y ’

-y
pelo que Af(x,y) é crescente na varidvel y, fixando x, e
vice-versa.
Exercicio. Verifique que a fungdo f(x) = \/x é concava.
Analisemos agora uma caracterizagdo da convexidade

de fungdes diferencidveis:

Se f for diferencidvel em 1, entdo f é convexa se, e somen-
te se, f* for uma fungdo crescente.

Demonstragdo. Suponhamos que f* é crescente em I
Tomem-se x,y,z € I com

x<y<z.

Entéo, pelo teorema do valor médio de Lagrange, existem

AN

x*,y*comx < x* <y <y* < ztais que
Af(xy) = f(x*) < f'(y") = Af(z,y)-

Logo, a razdo diferencial é crescente na primeira varidvel,
pelo que se conclui que f é convexa. Reciprocamente, su-
ponhamos que f é convexa. Sejam x, y, u,v € I com

x<y<u<v.

Entdo, como a razdo diferencial é crescente em qualquer
das varidveis, tem-se

Af(x,y) < BF(x,0) < Af(u0).

Logo, fixando x e v, temos

£/(3) = lim Af(x,y) < lim Af(,0) = £'(2),
ie, f'(x) < f'(v) paratodoox < veml. O

Deste teorema obtém-se, como coroldrio, um critério
bem conhecido para a convexidade de fungdes:

Se f for duas vezes diferencidvel, f é convexa se, e somen-
tese, f > 0.

DESIGUALDADE DE KARAMATA

Jovan Karamata (1902-1967) foi um matemdtico sérvio que
trabalhou em Anélise. No centendrio do seu nascimento,
também ele foi homenageado num selo de correios, como
se pode ver na figura abaixo.
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Para enunciarmos o teorema de Karamata, comece-
mos por fixar alguma terminologia. Dadas duas sequén-
cias decrescentes de ntimeros reais, ay,...,a, € by, ..., by,
diremos que a primeira majora a segunda se

ay Zblr
ay+ay > by +by,

ap+-tap 1 >by+-+byg e
ﬂ1+"'+ﬂn:b1+"'+bn-

Tem-se entdo o teorema de Karamata:

Sejam ay,...,a, e by,..., b, duas sequéncias decres-
centes de niimeros reais pertencentes a um intervalo L
Se a primeira sequéncia majorar a segundae f: I — R
for uma fungdo convexa, entdo

G EINICIE ©

Em boa verdade, a desigualdade de Karamata ja aparecia
numa publica¢do de Hardy, Littlewood e Pélya do ano de
1929. Karamata s6 publica a sua demonstracdo em 1932.
(Cf. [2, 4]). A demonstragdo elementar que aqui apresenta-
mos é retirada de [3].

Demonstragdo. Se existirem j, k tais que a; = by entdo
retirem-se estes termos das sequéncias, uma vez que eles
se cancelam na desigualdade pretendida. Como pode ser
verificado facilmente, as sequéncias resultantes também
satisfazem a hipétese de majoragdo. Sem perda de gene-
ralidade, suponhamos entdo que a; # by, para quaisquer
j, k. Ponhamos

f(a;) — f(b)) .

G =8 b) == —¢

Notemos que, como f é convexa e Af(a;, by) estd definida
para quaisquer j, k, se tem

¢j = Af(aj, bj) = Af(ajia,bj) = Af(aji,bja) = cjva,

ou seja, a sequéncia ¢y, . . ., ¢, é decrescente. Fixemos a no-
tacdo Ag = Bp =0 e, paratodok=1,...,n,

k k
Akz Zai, Bk: Zb’
i=1 i=1

Assim, da defini¢do de ¢y, ..., c,; obtém-se

Y- Fla) — 32 F(b) = Yy ay— by).
j=1 =1 =1

Como a;j=A;—Aj 1 e bj=B;j—Bj 1, para todo o
j=1,...,n,0segundo membro é igual a:

n n

Y ci(Aj—Bj) = ) cj(Aj1— Bj1)

=i =

n—1
= cn(An—Bn) + ) (cj —cjr1)(Aj — Bj).
=1

Dado que Ay > By paratodook=1,...,n—1e A, = By,
deduz-se (6). O

Observe-se que decorre diretamente da demonstragao
aqui apresentada que, se a fungdo for convexa e crescente,
na condicdo de majoracdo entre as sequéncias, a dltima
igualdade pode ser omitida.

A desigualdade de Fuchs é uma generalizagdo da desi-
gualdade de Karamata que envolve a introdugédo de pesos
em (6) e que pode demonstrar-se seguindo os passos da
demonstracdo da desigualdade de Karamata.

Fixando reais positivos yy,..., 4y, a desigualdade de
Fuchs diz que

i?‘jf(“j) > i?‘jf(bj)/
j=1 =1

sempre que 4y,...,a, e by,..., b, forem duas sequéncias
de niimeros reais decrescentes tais que y1 ay, . . ., yn 4, Ma-
jora py by, ..., tnby.

Notemos que da desigualdade de Fuchs se pode obter
a desigualdade de Jensen, (5), fazendo

blz"':bn:/\lal+"'+/\nﬂn,

e Aj =1/ (u+tm) paraj=1,...,mn.

PROBLEMAS
Terminamos com uma proposta de alguns problemas que
podem ser resolvidos usando as ideias aqui apresentadas.
Os problemas 1, 3 e 4 foram retirados de [5] e o problema 5
aparece em [6].

1.Sejam ay,...,a, eby, ..., b, duas sequéncias decrescen-
tes de ndmeros reais positivos tais que, para todo o

k=1,...,n setem
ﬂl"'ﬂkzbl”‘bk-

Mostre que ay + -+~ +ay > by + -+ + by.

2. Sejam xq,...,x, ERYT e Ay,..., A, € RT tais que
AM+---+A, =1 Dado recRT,
dia ponderada de ordem r de xj,...,x; com pesos

define-se mé-

A, ..., Ay por
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n 1/r
MP = (Yo Ax)
j=1
Suponha que 0 < r < s. Mostre que MP, < MP.

3. Sejam a3, . . . 4, ndmeros reais positivos. Mostre que

a3 a3 a3
4% .10 % 2 24 ... 2
a2+a3+ +a12111+a2+ +a .

4. Com as hipéteses do problema anterior, mostre que

]l[(1+u,-)§ (1+%)(1+“i—*l)(1+§)

j=1

5. Sejam f:[0,a] = R uma fungdo convexa e
ai,ay, ..., 0,41 uma sequéncia decrescente de ndme-
ros em [0, a1]. Mostre que

(L) < L),
L

j=1
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A MATEMATICA QUE PREVINE DOENGAS

P =N

FaBio CHALUB
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Nova de Lisboa

O ano de 2017 foi cheio de tragédias, uma se sobrepondo a outra. J4 quase
nao nos lembramos da epidemia de sarampo, que depois de uma pausa
de vérios anos voltou a matar em Portugal. Epidemias graves, de uma do-
enca que se julgava extinta, também ocorreram noutras regides do globo.
A quase-extingdo foi obra de um esforgo coletivo, onde um conceito mate-

matico teve um papel central: a imunidade de grupo.

Néo ha duvida de que a grande tragédia de 2017 foi
a sucessdo de mortes causadas pelos incéndios. Tao
graves que nos fizeram esquecer o inforttinio anterior: uma
morte causada por sarampo, algo que ndo acontecia desde
h4 vérios anos em Portugal. E 0 nosso canto da Europa ndo
esteve s6. Casos despontaram um pouco por todo o Velho
Mundo, com particular gravidade na Roménia. Os Estados
Unidos também ndo ficaram de fora, com um foco na Cali-
férnia, bem no lugar onde as criangas de todo o mundo se
encontram: a Disneylandia em Los Angeles. Ver figura 1.

O foco portugués iniciou-se a partir do internamen-
to de um bebé de 13 meses que néo havia sido vacinado
e que desenvolveu a doenga. Apesar de a primeira dose
dever ser dada aos 12 meses, é natural que haja atrasos.
Este doente contaminou diversos outros pacientes e tra-
balhadores, incluindo uma adolescente ndo vacinada
que faleceu devido a conjugacdo do sarampo com uma
pneumonia. Alegadamente, a rapariga tinha tido fortes
reacdes alérgicas a outras vacinas e, em virtude da virtual
extingdo da doenca, os pais, sob recomendacdo médica,
resolveram nao a vacinar [1].

Esta histéria envolve trés grupos nio vacinados que
serdo relevantes para a nossa discussdo. O bebé, que era
muito novo para receber a vacina; uma pessoa com aler-
gia, que portanto ndo pode ser imunizada; adultos que
ndo receberam as suas doses na idade que hoje é reco-
mendada (a vacina s6 foi introduzida no Plano Nacional
de Satde em 1992).

Fnes s CES G ¢ A k) Lisin

-
P o ¢y

80O

second dose
recommended
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0
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Figura 1. Em cima: Fragdo da populagdo vacinada e nimero de
casos na Europa. Veja a nitida correlagdo entre estas duas vari-
aveis. Fonte: https:/lwww.wvaccinestoday.eu/ Em baixo: Nimero de
casos, ano a ano, nos Estados Unidos. Veja a correlagdo entre
a introdugdo da vacina e o quase desaparecimento da doenca.
Infelizmente, a correlagio também funciona no sentido inverso,
quando houve no Reino Unido uma fake news relacionando va-
cinas e autismo, levando a um rdpido aumento do ndmero de
casos. Fonte: Wikipedia.

NA LINHA DE FRENTE -



 ESSAI DUNE NOUVELLE ANALYSE
De la mortalité caufée par la petite Vérole, &7 des
avantages de I’ Inoculation pour la piévenir.

Par M. DANiEL BERNOULLL
. xépondre au nombre 7, . par-1a nc

(dE 4 &
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Figura 2. Trabalho original de D. Bernoulli, no qual estuda a di-
namica da variola e os efeitos da variolacao, utilizando equacdes
diferenciais (no detalhe).

Quando cerca de 95% da populagdo estd imunizada
contra o sarampo, o virus para de circular e todos ficam
protegidos. E o que se chama de imunidade de grupo. De fac-
to, a ideia de que ndo é necessario imunizar cada uma das
pessoas na face da Terra é crucial para que as campanhas
de vacinagdo facam sentido, do ponto de vista da satide pt-
blica. E isto que vamos discutir hoje.

O estudo matematico das vacinas é tdo longo quanto as
proprias vacinas. Antes de a primeira ter sido criada pelo
médico inglés Edward Jenner, uma técnica chamada vario-
lagdo, usada tradicionalmente no Oriente, comecara a ser
introduzida na Europa. Esta consistia em aplicar um pouco
de material infeccioso da variola em criancas saudéveis. A
técnica ndo era desprovida de risco: poderia vir a ser de-
senvolvida uma infecdo grave. Esta, no entanto, ndo era a
situagdo mais comum. Em geral, havia uma infe¢do mo-
derada que ndo deixava sequelas, da qual resultava uma
imunidade permanente.

O conhecido matemético Daniel Bernoulli resolveu
enfrentar a questdo, levantada por um seu colega, sobre
como comparar as vantagens a longo prazo da variolagdo
em massa contra os riscos imediatos. Assim, fez o primeiro
uso de equagdes diferenciais no estudo da dindmica popu-
lacional [2]. Veja a figura 2, e também a referéncia [3], de
onde tirdmos parte das histérias abaixo.

Passaram-se mais de 100 anos, até que, no final do sé-
culo XIX, o médico britanico nascido na India Ronald Ross
resolveu dedicar-se ao estudo da maldria [4]. Esta é em
tudo diferente da variola: causada por um parasita, em vez
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Figura3. O modelo SIR, numa formulacdo particularmente sim-
ples: As pessoas nascem Suscetiveis e morrem com uma taxa
u (a mortalidade independe do estado do individuo, ou seja, a
doenca ndo é mortal e supomos igual a taxa de nascimento por
normalizacdo — ou seja, supomos a populagdo constante), sdo
contaminadas de forma proporcional ao numero de individuos
na classe Infecciosa e, depois de um certo tempo caracteristi-
co, adquirem imunidade permanente, ficando até o fim da vida
na classe Recuperada. Se a imunidade for tempordria, uma seta

ligard R e S. A vacinagdo de adultos € representada por uma
transicdo entre S e R, enquanto que a vacinagdo infantil € re-
presentada por uma parcela da populagdo que jd € R ao nascer.
Escrevemos uma equacdo diferencial para cada classe, por exem-
plo,S"=py—uS—pBIS,I"'=PBIS —ul — yl, etc.

de virus; ndo se transmite pessoa-a-pessoa, mas sim atra-
vés do mosquito, o chamado vetor da doenga. Por curio-
sidade, a palavra vetor, muito utilizada de forma distinta
em matematica, significa o que transporta. De facto, quando
Ross percebeu que a doenga era transmitida pelo mosqui-
to, foi tomado por uma ideia revoluciondria: seria possivel
eliminar a doencga reduzindo, mesmo sem eliminar, o nd-
mero dos seus transmissores. Esta ideia foi recebida com
ceticismo pelos seus contemporaneos, e Ross dedicou-se a
modelar o problema matematicamente. Com isto concluiu
que existe um pardmetro, a que hoje chamamos de fator
reprodutivo bdsico, ou R, que é capaz de prever a dindmica
a longo prazo da doencga. Grosso modo, R indica a quan-
tidade de infecgbes secunddrias gerada por um tnico in-
dividuo infeccioso numa populagio totalmente suscetivel.
Se este ntimero for menor do que um, entdo o nimero de
doentes vai diminuir no tempo e a doenga tende a desa-
parecer. Assim, dizemos que o estado livre de doenga é
estével.

Por outro lado, se Ry > 1, entdo o ntimero de doentes
tende a aumentar até que a diminui¢do do ntimero de no-
vas pessoas que possam ficar doentes (as que ja se curaram
gozam de imunidade) faz com que a doenga pare de se ex-
pandir e atinja o equilibrio endémico.

Portanto, o objetivo das intervengdes nédo precisa de ser
o de eliminar completamente o mosquito, ou seja, impedir
totalmente a transmissdo da doenga, mas sim fazer com
que cada doente infecte, em média, menos de uma pessoa.
Desta forma, naturalmente a doenga ird desaparecer.
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Esta ideia ganhou for¢a quando o médico escocés
Anderson Gray McKendrick e o quimico William Ogilvy
Kermack criaram o que hoje é conhecido como o mode-
lo SIR. Cada individuo pode estar num dos trés estados:
Suscetivel, Infeccioso ou Recuperado. Este tiltimo indica
pessoas com imunidade (que pode ser parcial ou per-
manente). Fornecendo os parametros para todas as tran-
sigdes possiveis entre os diversos estados, encontramos
uma expressdo explicita para o R, e isto permite com-
preender exatamente quais as intervengdes necessdrias
para o tornar menor do que 1. Veja a figura 3.

A vacinagdo pode ser entendida dentro deste esque-
ma: se for vacinag¢do de adultos, entdo uma fragdo dos
suscetiveis é transformada a cada unidade de tempo em
recuperados; para o caso da vacinagdo de criangas, colo-
camos os recém-nascidos em parte na classe S e em parte
na classe R.

Neste modelo, temos que Ry é func¢do de v, a taxa
de vacinagdo da populagdo, e existe um valor critico vy
tal que para v > vy a doenga desaparece, enquanto para
v < vg restard sempre uma fragdo de doentes na popula-
¢do. Se tivermos vy < 1, concluimos que nédo é necessario
vacinar todos. Desta forma, o desaparecimento da doenca
acaba por proteger também aqueles que ndo podem ser

vacinados, seja por serem muito jovens, seja por terem

IF.—:rﬂl:;_.!

alergia a algum dos componentes. Mas protege também
aqueles que decidem n&o vacinar, com base em informa-
¢Oes falsas, teorias de conspiracdo, crengas metafisicas
peculiares ou apenas por puro egoismo.

Evidentemente, ndo cabe aos matematicos — nem aos
médicos, diga-se — decidir se as vacinas devem ou néo ser
obrigatorias. A sociedade estd mais bem servida num mo-
delo democratico. Mas cabe, certamente, aos que domi-
nam as questdes técnicas chamar a atengdo para o facto
de que vdrios paises jd conseguiram eliminar o sarampo
e perguntar: "Porque é que a Europa ndo consegue?"
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Tendo como motivo proximo as
recentes alteracdes aos programas
de Matematica A do 11.° ano de
escolaridade, no que concerne a nogao
de limite de uma fun¢do num ponto,
fazemos uma descricdo das duas
principais defini¢des dessa nogao, suas
propriedades bdsicas e relacionamento
entre elas, e terminamos com uma
critica as mudancas postas em

prética, quer no contetido quer nos
procedimentos que levaram a sua

adocao.

I.INTRODUCAO

Os alunos e professores de matemadtica do 11.° ano de
escolaridade depararam-se no ano letivo 2016/17, pela
primeira vez, com a seguinte situacdo: a funcdo real
f1:R — R definida por

o ={Y 320

ndo tem limite quando x — 0 (fig. 1). Como € isto pos-
sivel? Entdo f;(x) ndo se aproxima de 0 tanto quanto se
queira para x suficientemente préximo de 0 (mas diferen-
te de 0)?" A existéncia de limite num ponto ndo devia ser
independente do valor da fung¢do nesse ponto?

fi

o

Figura 1.

Mas a restricio de f; a R\{0}, g = f1 [ R\{0}, defi-
nida por g(x) = 0 para todo x # 0 em R, j& possui limite
quando x — 0, e o limite é, naturalmente, 0:

lim g(x) = 0.
Por outro lado, também podera constatar que a fungéo f,
de N em R definida por f,(n) = 1é continua em todos os
pontos do seu dominio!

Nao hé contradigdo alguma a vista, o que ha é uma
“nova” nogdo de limite de uma fungdo real de varidvel
real num ponto, adotada nos novos programas e metas
curriculares de Matemadtica A para o ensino secundario
que resultaram da revisdo curricular iniciada em 2011 (ver
[NPM]).

Duas questdes se nos colocam com pertinéncia a pro-
posito da mudanca:

1) Aracionalidade da mudanga;

2) A maneira como foi efetuada.

Antes de discutir estas questdes, fazemos um resumo da
matemadtica que estd em causa, nomeadamente, das no-
¢Oes de limite e principais consequéncias num contexto
elementar de fungGes reais de varidvel real, isto €, funcGes
com dominio contido em IR e valores em IR. Como é natu-
ral, este texto destina-se a todas as pessoas interessadas no
ensino das matemdticas nas nossas escolas e, em especial,
aos professores de matemadtica do secunddrio.?

2. DUAS NOCOES DE LIMITE DE UMA FUNCAO
NUM PONTO

Pode dizer-se que a Andlise Matemadtica é a drea das ma-
temadticas onde mais se utilizam sistematicamente diver-
sas nogdes de proximidade e convergéncia. No ensino
elementar a convergéncia de sucessdes é tratada antes da
convergéncia de fun¢bes em geral, e esta pressupde aque-

1Evitar a imiscuidade desta interpretagdo “cinemdtica’” na concecao rigo-
rosa de limite de uma fun¢do num ponto foi precisamente um dos obje-
tivos de Weierstrass (licdes em Berlim, 1861) com a sua definicdo (9, €),
mas nem por isso aquela interpretacao perdeu estatuto como motivacao
intuitiva até ao presente. Sebastido e Silva, no Compéndio de Matemdtica,
2.2vol. (1976), pp. 129-131, referindo-se a expressio “f (x) aproxima-se de
b, quando x se aproxima de a” (subentendendo por valores “todos distin-
tos de a”, p. 131) comenta: “Esta intuicdo de cardcter dindmico é muito
valiosa e convém, por isso, manté-la sempre viva no espirito (...). Mas, em
matemadtica, ndo basta a intuicdo: é preciso definir os conceitos com rigor
légico, para podermos sobre eles raciocinar com inteira seguranga.”

2A presente versdo incorpora as corre¢des das vérias gralhas, lapsos e
sugestOes diversas assinaladas pelo revisor (anénimo) do artigo, que agra-
deco.
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la. Por sua vez, por uma questdo de sensibilidade ao pre-
ceito pedagdgico de caminhar do particular para o geral,
sempre que possivel, em muitos manuais elementares e
universitdrios (por exemplo, Bartle 1964), a continuidade
é tratada antes dos limites de fung¢des, mas ndo tem de ser
necessariamente assim.

Comecamos por dar duas defini¢des ligeiramente dife-
rentes do limite de uma fun¢do num ponto e depois trata-
remos da relagdo entre elas e da sua extensdo. Para facili-
tar as comparagdes, adotaremos o mais possivel a forma e
as notagdes dos programas acima referidos.

Salvo aviso em contrério, f serd sempre uma fungdo
com dominio D = Dy contido em R e valores em R. Re-
cordamos algumas nogdes topoldgicas basicas.

(1) Uma vizinhanca de um ntimero real ¢ é um con-
junto de nuimeros reais V contendo algum intervalo
aberto com centro em ¢, isto §é, tal que, para algum ¢ > 0,
Je—¢ c+e[C V.

(2) Uma sucessédo de ntimeros reais (x,,) = (x, : n € IN)
converge para um ntmero real ¢, e escreve-se x, — ¢, sse
para todo o &£ > 0 existe uma ordem k a partir da qual
|[xn —c| <e.3

(3) Um nimero real ¢ é um ponto de acumulagio de D
se em toda a vizinhanga de c ha pontos de D diferentes de
c¢. Equivalentemente, existe uma sucessdo de pontos de D
diferentes de c convergente para c. Resulta imediatamen-
te que em toda a vizinhanga de um tal ponto h4 infinitos
pontos de D.

(4) Um nimero real ¢ é um ponto aderente a D se em
qualquer vizinhanga de ¢ hd pontos de D, ou, equivalen-
temente, existe uma sucessio de elementos de D conver-
gente para c. Note-se que ¢ pode pertencer ou ndo a D. Se
¢ € D, pode ndo haver mais nenhum ponto de D numa
vizinhanga de ¢ — neste caso, ¢ é um ponto isolado de D,
mas néio deixa, por isso, de haver uma sucessdo de pontos
de D convergente para c: a sucessdo constante (x,) , com
Xp = ¢ para todo o n.

Observe-se ainda que todo o ponto de acumulagdo
de D é ponto aderente a D, mas nédo reciprocamente. Por
exemplo, se D = {0}, entdo 0 é aderente a D mas ndo é
ponto de acumulagdo de D.

Indicamos, pois, as duas nogdes de limite de uma fungao
num ponto com que vamos lidar até ao final deste artigo.

2.1 Definigao. Seja c um ponto de acumulagdo do dominio
D de f. Um ntmero real b diz-se o limite em ponto exclu-
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ido (ou simplesmente limite excluido) de f em ¢ sse para
cada vizinhanga V de b existe uma vizinhanga U de c tal
que para todo o x, se x e UND e x # ¢, entdo f(x) € V.
Neste caso, escrevemos

(2.1) b =lime,_,.f(x).

Aquilo que é “excluido” é simplesmente a consideragdo
do ponto ¢ nas “aproximacdes” de x a c.*

2.2 Defini¢ao. Seja c um ponto aderente ao dominio D de
f. Um ndmero real b diz-se o limite (em ponto) incluido
de fem c sse para cada vizinhanga V de b existe uma vizi-
nhanga U de ¢ tal que para todo o x, se x € UN D, entdo
f(x) € V,isto é f[U N D]. Neste caso, escrevemos

(2.2) b =Tlimiy_,f(x).

2.3 Observagoes.

1. Obviamente, s6 podemos comparar as duas defini-
¢oes de limite em pontos de acumula¢do do dominio da
fungdo. Neste caso, observa-se que a diferenga entre elas
se centra no facto de o valor f(c), quando existe, ser consi-
derado ou ndo. Na primeira, def. 2.1, ndo interessa consi-
derar o valor f(c), caso exista; note-se que c pode pertencer
oundaoaD iz

2. Observe-se também a distingdo de notagdo nas equa-
¢Oes (2.1) e (2.2). Deve-se perceber que a grande maioria
dos autores apresenta apenas uma dessas nogdes, caso em
que se refere a ela apenas como “o limite”, e geralmente
emprega a nota¢do “limy_,. f(x)”. O problema é que, con-
forme o autor, ou estamos a referir-nos a nog¢do 2.1 (lime)
ou a 2.2 (limi), e isto tem de ser absolutamente claro desde
o principio. Raros sdo aqueles que se referem as duas no-
¢Oes, e mais raros ainda os que desenvolvem a questdo das
propriedades e comparagdo entre elas.

Estd neste tltimo caso Robert G. Bartlet, The Elements
of Real Analysis, 1964, que estamos a seguir neste artigo
(com adaptagdes).

3. Atendendo a que o leitor estd provavelmente mais
habituado a nogdo de limite excluido (a “antiga”, como
em Vicente Gongalves, Dias Agudo, Carlos Sarrico, Elon
Lages Lima, mas ndo Madrio Figueira, Santos Guerreiro
nem Campos Ferreira, para s6 mencionar alguns dos mais
préximos), optamos por preservar o simbolismo conven-
cional (“lim”) ao nos referirmos ao limite em ponto exclui-
do. Assim, convencionamos que, daqui em diante,

lim f(x) = limef ().
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3. PROPRIEDADES DOS LIMITES

A unicidade de qualquer limite, quando existe, é pronta-
mente estabelecida. Assim acontece, igualmente, com a
maioria das outras propriedades dos limites de uma fun-
¢do num ponto.

3.1 Lema. (a) Se qualquer um dos limites lim, limi existe,
entao é unico.

(b) Se o limite incluido existe, entdo o limite excluido
existe e sdo iguais: limy ¢ f(x) = limiy_,f(x).

(c)Sec & D ¢, entdo o limite excluido existe sse o limite
incluido existir.

Nas partes (a) e (b), subentende-se que cada limite é
considerado num ponto conforme a defini¢do a que se re-
porta: ponto de acumulagdo em lim, ponto aderente em
limi. A parte (b) do lema mostra que a nogéo de limite in-
cluido (a dos novos programas) é um pouco mais restrita
do que a do limite excluido. A parte (c) mostra que elas
podem ser diferentes apenas no caso em que ¢ € Dy.

Dem. (b) Suponhamos que o limite incluido existe,
digamos b = limiy_,.f(x), e seja V uma vizinhanca qual-
quer de b. Entdo existe uma vizinhanca U de c tal que
flUN Dys] C V. Em particular, para todo x € UN Dy com
x # ¢, f(x) € V.Isto mostra que lim,_, f(x) = b. O

A funcdo fi ilustrada na fig. 1 constitui um exemplo
em que as duas nogdes de limite num ponto diferem. Se
¢ =0, o limite (excluido) de f; em ¢ = 0 existe e é igual a
0, enquanto o limite incluido néo existe.

Apresentamos a seguir algumas condigdes necessarias
e suficientes para a existéncia dos limites incluidos e ex-
cluidos, deixando a prova de algumas partes para o leitor.

3.2 Teorema de caracterizacdo. As seguintes condigoes,
relativas ao limite excluido em ponto de acumulagdo do
dominio, sdo equivalentes:

(a) Existe o limite excluidob = limy_, f(x).

(b) Para todo 6§ > 0, existe ¢ > 0 tal que, para todo o
x € D=Dy,se0< [x—c|<eentdo|f(x) —b| <.

(c) Para qualquer sucessio (x,) de elementos de
D = Dy diferentes de ¢ tal que lim,_, x, = ¢, tem-se
limy, toeo f (%) = b.

Dem. (a) = (b). Suponhamos que existe o limite exclu-
ido b = limy_. f(x), e seja dado d > 0 ao arbitrio. Como o
intervalo aberto V =]b — §, b + 6| é uma vizinhanca de b,

por (a) existe uma vizinhanga U de c tal que sex € UN D
e x # centdo f(x) € V, isto &, |f(x) — b| < 4. Por defini-
¢do de vizinhanga de ¢, para algum ¢ > 0 suficientemente

pequeno isto também acontece, em particular, para todo o
x €]c —¢, ¢+ ¢[ND e x # ¢, quer dizer, para todo o x € D
talque 0 < |x —¢| < &

(b) = (a). Seja V uma vizinhanga ao arbitrio de b, e
seja 6 > 0 tal que |b— 6, b+ 6[C V. Por (b), existe £ > 0
tal que, para todo o x, se x € Dfe0< |x —c| < en-
tdo |f(x) — b| < 4. Ora, o conjunto dos pontos x tais que
|x — ¢| < €é uma vizinhanga U de c. Provou-se, assim, que
existe uma vizinhanga U de ¢ tal que paratodoox € UN D
com x # ¢, f(x) € V. Portanto, b = lim,_¢ f(x).

(b) = (c). Seja (x,,) uma sucessdo de elementos de D
diferentes de c tal que x, — ¢, com vista a provar que
f(xn) — b. Seja pois § > 0 ao arbitrio. Por (b), existe € > 0
talqueparatodoox € D,0 < |x —¢c| < e = |f(x) —b| < J;
por hipétese sobre (x, ), existe k tal que, paratodoo n > k,
|xn — c| < &, donde se conclui que para todo o n > k se
tem |f(x,) — b| < 4.

(c) = (b). A prova de que (c) implica (b) [ou (a)] é por
reducdo ao absurdo. Admitamos (c) e suponhamos, com
vista a um absurdo, que nenhum nimero real b é o limi-
te de f quando x — ¢ por valores diferentes de c. Fixado
b ao arbitrio, temos entdo que existe y > 0 tal que, para
todo o0 £ >0, existe x € D tal que 0 < |x —¢| <& mas
£(x) — b] = &

Particularizando ¢ = 1,1/2,1/3,..,1/(n + 1),.., obtemos
elementos Xo, X1, X2, ..., X, ... de D, respetivamente, tais

que para todo o n,

1
0< |xn —C| < m mas |f(xn) —b| > 50.5

E evidente que x, — ¢ quando 1 — co, mas f(x,) -+ b, o
que é absurdo. O

3Consideramos N = {0, 1, 2, ...}. Recorde-se que no Formulaire Mathé-
matique de 1894, G. Peano toma o zero como primeiro ndmero natural.

40O termo “excluido” é utilizado porVicente Gongalves, relativamente ao
ponto c. Diz ele:"a [nosso "¢, ainda quando valor de x, € sempre exclu-
ido." Nota 2, p. 165 de Gongalves, 1953.

5 A “escolha” dos elementos xp, X1, X2, ..., Xp, ... de D tais que
0 < |x, —¢| < 1/(n+1) para todo o n é feita utilizando uma forma
enfraquecida do Axioma da Escolha, o chamado Axioma Numerdvel da
Escolha (NC).Ver Oliveira 1982.
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3.3 Teorema de caracterizagdo. As seguintes condigGes,
relativas ao limite incluido, sdo equivalentes:
(a) Existe o limite incluido b = limi, . f (x).

(b) Para todo o § > 0, existe ¢ > 0 tal que, para todo o
x € D, se|x —c| <¢g entdo|f(x)—b| <.

(c) Para toda a sucessdo (x,) de elementos de D = Dy
tal que lim, 0 X, = ¢, tem-se limy, 0 f(x,) = b.

As demonstragées dos dois teoremas anteriores sdo
formalmente semelhantes. Todavia, a titulo ilustrativo das
diferencas conceptuais, fazemos a demonstragao parcial.

Dem. (a) = (c). Seja (x,,) uma sucessdo ao arbitrio de
elementos de D = Dy tal que lim, 0 Xz = ¢, com vista
a provar que f(x,) — b. Dado § > 0 ao arbitrio, ponha-
mos V =]b— 4, b+ 6[. Por (a), existe uma vizinhanca
U de ¢ tal que f[U] C V, e, por defini¢do de vizinhanga,
existe ¢ > 0 tal que Jc —¢, ¢+ ¢[C U. Como, por hipéte-
se, x, — ¢, tem-se |x, —c| < ¢ a partir de certa ordem k,
donde |f(xs) —b| < é paratodo o n > k.

(c) = (a). Admitamos (c) e suponhamos, com vista a
um absurdo, que nenhum ntimero real b é o limite de f
quando x — c. Fixado b ao arbitrio, temos entdo que exis-
te o > 0 tal que, para todo o ¢ > 0, existe x € D tal que
|x —¢| < emas [f(x) —b| > .

Particularizando ¢ = 1,1/2,1/3,...,1/(n+ 1), .., obte-
mos uma sucessio xy, X1, ..., X, ... de elementos de D, res-
petivamente, tais que, para todoon, |x, —c| <1/(n+1)
mas |f(x,) —b| > &. ¢ E evidente que x, — ¢ quando
n — oo, mas f(x,) - b, 0 que é absurdo. O

A caracterizagdo dos limites em termos de sucessdes
desempenha um importante papel nos NPM, que discu-
timos na secgdo 4.

O resultado seguinte produz uma ligacdo instrutiva
entre esses dois limites e a continuidade de f num ponto
¢ do dominio de f. Esta por ser definida por: para toda a
vizinhanca V de f(c) existe uma vizinhanga U de ¢ tal que
flUN D] C V; aalinea (b) seguinte enuncia outra manei-
ra de definir a continuidade pontual a maneira “antiga”
preferida por muitos.

3.4 Teorema. Se ¢ é um ponto de acumulagdo pertencente
ao dominio D def, as seguintes condi¢des sdo equivalentes.
(a) A fungdo f é continua em c.

(b) O limite excluido de fem c existe e é igual a f(c).

(c) O limite incluido de fem c existe.

Dem. (a) = (b): Seja V uma vizinhanga qualquer de
f(c). Por (a), existe uma vizinhanca U de ¢ tal que, se
x € UND, entdo f(x) € V. Isto implica claramente que
lime,_..f(x) existe e é igual a f(c). Da mesma forma, f(x)
pertence a V para todo o x # c em UN D, caso em que
lime,_,f(x) existe e é igual a f(c). Por outro lado, vé-se
facilmente que as condigdes (b) e (c) implicam (a). O

Omitimos os enunciados e demonstragdes de resulta-
dos relativos a combinagdes algébricas de fung¢des (somas,
produtos, etc.). O seguinte resultado, referente a composi-
¢do de duas fungdes é mais profundo e é um dos poucos

lugares onde trabalhar com o limite incluido é efetiva-
mente mais simples do que com o limite excluido.

3.5 Teorema. Seja fuma fungdo com dominio Dy C R e va-
Iores em R e g uma fungdo com dominio De C R e valores
em R. Seja ¢ o fa composta de fe g (¢ apSs f) e seja c um
ponto de acumulagao de Dgof-

(a) Se os b =limy_¢ f(x),
a = lim,_,; ¢(x) existem e se g é continuaembou f(x) # b

limites  excluidos
para todo o x numa vizinhanga de ¢, entdo o limite exclui-
dode go f existeemce

a = lim(g(f(x)).

X—C

(b) Se os limites incluidos b= limi, . f(x)
a = limi,_,,¢(x) ambos existem, entdo o limite incluido

de go f em cexiste e a = limiy_,.g(f(x)).

Dem. (a) Seja W uma vizinhan¢a de a; como
a = lim, ,, ¢(x), h4& uma vizinhanca V de b, de modo
quesey € VN Dgey # b, entdo g(y) € W. Uma vez que
b = limy_. f(x), existe uma vizinhanca U de ¢ tal que se
x € UNDfex # ¢ entdo f(x) € V. Assim, se x pertencer
ao conjunto possivelmente mais pequeno U N Dy, rex # ¢,
entdo f(x) € VN Dg. Se f(x) # b em alguma vizinhanga
U de ¢, segue-se que para x # cem (U; NU) N Dy, en-
tdo (go f)(x) € W, de modo que a é o limite excluido de
go f em c. Se g for continua em b, entdo (go f)(x) € W
paratodooxemUNDgex # c.

Para provar a parte (b), observamos que as excegdes
feitas na prova de (a) ndo sdo mais necessdrias. Portanto,
se x pertence a U N DgO fr entdo f(x) € VN Dy e, portanto,

g(f(x)) e W. o

A conclusido na parte (a) do teorema anterior pode fa-
lhar se deixarmos de lado a condigdo de que g seja con-
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tinua em b ou que f(x) # b numa vizinhanca de c. Para
fundamentar esta observagdo, seja fi a fungdo de R em R
definida em (2.1) e tomemos ¢ = fye ¢ = 0. Entdo go f; é
dada por

o ={y 120

Além disso, temos limy_, f1(x) =0 = limy o ¢(y), mas é
claro que limy_,o ¢(f1(x)) = 1. Observe-se que os limites
incluidos ndo existem para estas fungdes.

Tal como os limites classicos, os limites incluidos es-
tendem-se sem dificuldade a limites laterais, limites no
infinito, limites infinitos, limite superior e inferior, conti-

nuidade, semicontinuidade, etc., e a fung¢Ges vetoriais.

4. DISCUSSAO FINAL

Com vista a melhor organizar os nossos comentdrios aos
NPM relativos aos dominios Sucessdes e Fungoes Reais de
Varidvel Real FRVR11, comecamos por citar algumas partes

relevantes dos mesmos.

4.1 Citagdes dos NPM (11.° Ano)
Na parte Contetidos, pode ler-se:

[1 (p. 15)]” “No dominio Sucessdes, apGs a apresenta-
¢do de alguns aspetos gerais, é introduzido o principio de
inducdo matematica, que constitui um instrumento fun-
damental para o estudo de diversas propriedades das su-
cessoes, servindo ainda de suporte teérico a definicdo de
sucessdes por recorréncia. Sdo estudadas as progressdes
aritméticas e geométricas bem como o célculo da soma de
sequéncias dos respetivos termos.”

[2 (p. 15)] “A nogdo de limite é introduzida de forma
cuidada. Uma abordagem puramente intuitiva dos limi-
tes leva rapidamente a insuficiéncias concetuais graves.
E pois exigida, em situagdes muito simples, a justifica-
¢do da convergéncia de certas sucessdes recorrendo di-
retamente  definicdo. E também desenvolvida, de forma
bastante completa, a dlgebra dos limites, incluindo uma
andlise das situagdes ditas indeterminadas, devendo os
alunos justificar igualmente alguns destes resultados.”

[3 (p. 15)] “No dominio Funcdes Reais de Varidvel Real,
do 11.° ano, utilizam-se os conceitos introduzidos no do-
minio Sucessdes, para, pelo processo atribuido a Heine, fi-
car definida a nogdo de limite de uma fung¢do, num dado
ponto ou em mais ou menos infinito. Neste contexto, sdo
essencialmente duas as op¢des que classicamente se con-
sideram para a defini¢do de limite num ponto 4 real, con-

soante o dominio em que se tomam as sucessdes a tender
para a, para o efeito de testar a existéncia do referido limi-
te. A opgdo privilegiada [p. 16] desde hé bastante tempo
no Ensino Secundario em Portugal tem sido a que consiste
em considerar, de entre as sequéncias no dominio da fun-
¢do, apenas aquelas que nunca tomam o valor a. Ou seja,
tem-se optado pelo que vulgarmente se designa por “li-
mite por valores diferentes de a”. Neste programa optou-
-se pela versdo alternativa, que consiste em admitir, com
0 mesmo objetivo, sucessdes que podem tomar o valor 4;
considera-se, com efeito, que esta op¢do apresenta diver-
sas vantagens. Em primeiro lugar, por ser mais simples
de formular (e permitir também uma formulagdo mais
simples da nogédo de continuidade) e, em segundo lugar,
porque a prépria nocdo de “limite por valores diferentes”
(como outras afins como a de “limite a esquerda” e “a di-
reita”) passa a poder ser encarada como caso particular da
nogéo de limite, quando considerada a restrigdo da fungdo
inicial a um subconjunto do respetivo dominio.”

[4 (p. 16)] “A definicdo de limite segundo Heine —
que ja é comum no Ensino Secunddrio — permite, de for-
ma bastante imediata estender ao caso de fungdes reais
a dlgebra de limites estudada a propésito das sucessdes,
bem como os teoremas de convergéncia por comparagéo,
como o Teorema das funcgdes enquadradas, que é uma
consequéncia direta, com esta abordagem, do Teorema
das sucessdes enquadradas e que sdo estudados no 12.°
ano. Apresenta-se em seguida a nogdo de continuidade e,
como uma aplicagdo da nogao de limite de uma fungéo, o
estudo das assintotas, em particular no caso do gréfico de
uma fungéo racional.”

Na parte Metas (Fungdes Reais de Varidvel Real FRVR11),
que concretiza em pormenor o que foi exposto nos Con-
-teidos acima, pode ler-se:

[5 (p. 36)] Limites segundo Heine de fungdes reais de
varidvel real

1. Definir limite de uma fun¢do num ponto e estudar
as respetivas propriedades fundamentais.

¢ A ‘“escolha” dos elementos Xo, X1, X2, ..., X, ..de D tais que
[xn — €| < Min+1) para todo o n é feita utilizando o Axioma Numerdvel
da Escolha (NC).

7 Para facilitar as referéncias, as numeracdes “[m (p. n)]” referem-se ao
ndmero do pardgrafo citado e a pdgina onde estd localizado. A ortografia
e as notagdes matemdticas nas citacdes sdo as originais € n3o as que eu
proprio utilizo neste artigo.

S
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1. Identificar, dado um conjunto ACRRea € R, a
como “ponto aderente a A” quando existe uma suces-
sdo (x,,) de elementos de A tal que lim x, = a.?

2. Identificar, dada uma fungdo real de varidvel
real fe um ponto a2 € R”, b € R como “limite de f(x)
quando x tende para a” quando a for aderente ao do-
minio Dy de f e para toda a sucessao (x) de elemen-
tos de Dy convergente para a, lim f(x,) = b, justificar
que um tal limite, se existir, é tnico, representd-lo por
“limy_, f(x)”, referir, nesta situacdo, que “ f(x) tende
parab quando x tende paraa” e estender esta definigdo
e propriedade ao caso de limites infinitos.

3. Identificar, dada uma fungdo real de varié-
vel real fe a € R, b como o “limite de f(x) quando
x tende para a por valores inferiores a 4” quando
b = limy—4 f||_co,q[(¥), representar b por lim, ,,+ f(x),
designd-lo também por “limite de f(x) a esquerda de
a”, referir, nesta situacdo, que “ f(x) tende para b quan-
do x tende para a por valores inferiores a a” e estender
esta defini¢do ao caso de limites infinitos.(...)

[6, p. 37] 2. “Definir a nogdo de continuidade e as res-
petivas propriedades fundamentais
1. Justificar, dada uma funcéo real de varidvel real
f e um ponto a do respetivo dominio, que se o limite
limy_,, f(x) existe entdo é igual a f(a).

2. Designar, dada uma fungéo real de varidvel real
f e um ponto a do respetivo dominio, a fungéo f por
“continua em 4” quando o limite lin,_,, f (x) existe.”

4.2 Comentérios
1 (p. 15). As sucessdes desempenham um papel muito im-
portante, por si mesmas e nas aplicagdes ao estudo dos
limites de fungGes e continuidade nos NPM curriculares.
Em primeiro lugar, trata-se de um primeiro confronto real
com o infinito numeravel, objetos infinitos e operagdes
transcendentes. Neste dominio é introduzido o principio
de indugdo matemdtica, mas sé depois é que se fala de
progressdes aritméticas e geométricas. Parece tudo um
pouco estranho. O lugar apropriado para se falar da in-
ducdo matemadtica seria no estudo dos nimeros naturais
e sua aritmética, chegando a divisibilidade e ao teorema
fundamental da aritmética. Em todo o caso, parece-nos
l6gica e pedagogicamente mais apropriado tratar das pro-
gressdes antes das sucessdes.

2 (p. 15). A convergéncia de sucessdes ¢é assunto deli-
cado, mas a este nivel ndo hd como evitar a defini¢do rigo-

rosa usual’ (para todo o & > 0, existe uma ordem a partir
da qual...) ainda que ndo sejam de eliminar ou evitar ex-
plicagGes intuitivas e muitos exemplos e contra-exemplos
ilustrativos.

3 (pp. 15-16). Chegamos ao dominio das fun¢Bes re-
ais de varidvel real, e aqui hd sérias novidades. Na revi-
sdo anterior a presente também se adotou a definicdo de
limite dita a Heine (ou segundo Heine), de uma func¢do
num ponto (ou no infinito qualificado), isto é, por meio
de sucessoes.'® Mas, agora, a mudanga para a perspetiva
do limite em ponto incluido néo foi precedida de nenhum
estudo que a recomendasse nem de experiéncia piloto
mais ou menos dilatada no tempo e devidamente avalia-
da no final. Agora, um voluntarista iluminado, amigo dos
poderes tutelares, propds a mudanga que a tutela procla-
mou, e o resto do mundo que se amanhe. Por outro lado,
é certo que a definicdo a Heine parece mais simples do
que a weierstrassiana, mas paga-se um preco elevado: a
forma légica mais simples fez-se a custa de uma subida
de tipo légico dos objetos quantificados, nomeadamente,
da quantificagdo de nimeros (para todo o ¢ ... existe um ¢
...) passou-se a uma quantificagdo de sucessdes (para toda
a sucessdo...). Ora, ndo estou certo de que no 11.° ano seja
bem assimilado o facto de uma sucessido de niimeros reais
ser um objeto, quanto mais, um objeto infinito quantifica-
vel. Mas esta subida no nivel de abstragdo proposto ndo é
a tnica."

Na concegdo e aplicagdo dos NPM, constatamos o autis-
mo das decisdes relativas a alteragdes nos programas, mas
mais gravosas, porque sdo mais profundas e muito menos
consensuais no universo das matematicas ligadas ao ensino
elementar. Porque, agora, se pds de lado a ideia de “limite
por valores diferentes de a” (acima designado por limite em
ponto excluido) nas sucessdes no dominio da fungéo, e se
adotou aquela outra que “consiste em admitir, com o mes-
mo objetivo, sucessdes que podem tomar o valor a” (ver os
teoremas de caracterizagdo 3.2 e 3.3 acima).

Os autores do novo programa e das novas metas consi-
deram que esta opgdo “apresenta diversas vantagens”, por

(i) “ser mais simples de formular (e permitir também
uma formulagdo mais simples da nogdo de continuidade)”,

(il) “porque a prépria nogdo de ‘limite por valores di-
ferentes’ (como outras afins como a de ‘limite a esquerda’
e ‘a direita’) passa a poder ser encarada como caso parti-
cular da nogédo de limite, quando considerada a restri¢do
da fungdo inicial a um subconjunto do respetivo domi-
nio”, e ainda porque

(iii) “A definigdo de limite segundo Heine (...) permite,
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de forma bastante imediata estender ao caso de fungdes
reais a algebra de limites estudada a propésito das suces-
sdes, bem como os teoremas de convergéncia por com-
paragdo, como o Teorema das funcdes enquadradas (...).
Apresenta-se em seguida a nog¢do de continuidade (...)".

E claro que “ser mais simples de formular” n&o é argu-
mento legitimo, se implicar, como é o caso, um “desvio”
no sentido da abstragdo e da generalizagdo (bourbakista?),
absolutamente despropositadas no nivel de ensino secun-
dério, e isso ndo é aliviado pela adocdo da defini¢do a Hei-
ne, a qual funciona igualmente bem com as duas nocdes
de limite de uma fun¢do num ponto. E quanto a continui-
dade, bem, ela j4 estd contida na nogéo de limite incluido,
no caso de a fungdo estar definida no ponto. Bartle em The
Elements of Real Analysis, p. 198, aponta uma vantagem do
limite em ponto incluido: na demonstragdo do teorema
sobre o limite da fungdo composta, a qual, todavia, ndo
faz parte dos programas. Mas uma vantagem decisiva dos
limites em ponto excluido, reconhecida por todos os que
a utilizam, que fica anulada com os limites incluidos é na
definigdo de continuidade, que surge como especializacdo
de uma nogdo um pouco mais geral.

Os autores dos NPM ndo enumeram nenhuma des-
vantagem, nem estudos que fundamentem as escolhas de
uma maneira ou de outra. Isto, se ndo é, pelo menos parece
ser uma maneira muito pouco cientifica ou pedagégica de
proceder. Ainda que tivesse havido um prazo alargado e
bem divulgado de apreciacdo prévia a entrada em vigor
dos NPM, haveria de se avaliar o que estava mal antes e
porqué, e sujeitar as partes novas a perfodo experimental,
com turmas piloto e professores especialmente treinados
para o efeito. Quem vier a seguir, puder e quiser mudar
tudo outra vez, a seu bel-prazer, ndo pode ser impedido
de o fazer com o argumento de ndo haver precedentes.
O minimo que se pode dizer é que tudo isto estd a léguas
de distancia de honrar a memoéria de José Sebastido e Silva.

Acrescentaria algumas opinides que me parecem con-
figurar desvantagens da nogdo de limite incluido. A pri-
meira e mais importante, a meu ver, ja foi indicada logo
no inicio deste artigo, a propésito da funcédo f; ilustrada
na fig. 1: a quebra da ligacdo a ideia intuitiva de limite
num ponto onde a fungdo estéd definida. Fica sem explica-
¢do uma tdo grande discrepédncia (entre o existir e o ndo
existir limite) quando x — c. A seguir, e sem querer cair
no argumento de autoridade, ndo se compreende a stibita
“quebra de tradi¢do” no nosso ensino elementar, quando
nada aconteceu a nivel do ensino superior, aqui ou 14 fora,
que justifique ou sugira a conveniéncia de tal mudanga.

O mesmo Bartle em The Elements of Real Analysis, p. 197,
assinala que o limite em ponto excluido é o mais popu-
lar, e em abono desse facto, por assim dizer, podemos
mencionar os autores seguintes, desde os cldssicos Cou-
rant (1924), Hardy (1921), Whittaker & Watson (1902),
aos modernos Apostol (1974), Lang (1986), Rudin (1976),
Strichartz (2000), Protter & Morrey (1986), Garling (2013),
Marsden & Weinstein (1980), Spivak (2008) e muitos ou-
tros. J& Mawhin (1980) e Dieudonné (1969) adotam os li-
mites incluidos, mas o tratamento que este dltimo da aos
limites (cap. III 13) pela necessidade de tratar diferente-
mente casos especiais conforme o ponto pertence ou ndo
ao dominio da fungao, ndo constitui o melhor exemplo da
tao elusiva mas desejada elegancia matematica.

Em conclusdo, nada justifica as dltimas alteragdes ao
programa do dominio FRVR11 assinalados. Nem estudos,
nem tradi¢do, nem adequagdo pedagdgica, e muito menos
transparéncia de processos.
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E SE SOMASSEMOS TODOS OS NUMEROS

NATURAIS?
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Que sentido terd somarmos os nimeros 1 +2 + 3 + 4 + -7 Ha quem
defenda que a soma é —1/12, mas é preciso ter algum cuidado com estas

afirmacgdes.

4 um video de matemadtica no YouTube' que, no mo-
mento que este texto estd a ser escrito, jd teve mais
de seis milhdes de visualizagbes e que deu origem a uma
grande polémica. A causa desta polémica torna-se clara
logo pelo titulo:
1
I

E natural que um tal titulo chame a atengéo e que nio seja

ESPANTOSO: 14243 +4+5+--- =

consensual.

O ponto de partida dos autores para chegarem a
igualdade do titulo do video é a série1 —1+1—1+---,
por vezes designada por série de Grandi. E claro que se so-
marmos os primeiros termos desta série obtemos 0 (se so-
marmos um ndmero par de termos) ou 1 (caso contrario).
Dai, os autores saltam para a conclusdo (?) de que a soma
daquela série é1/2, ou seja, tem-se

1

Em seguida, consideram a série
S§=1-243—-4+---,

a qual somam a ela prépria, mas com um ligeiro desfasa-

mento. Mais precisamente, fazem esta soma:

1-2+3-4+5—----
+ 1-2+3-4+.-+

obtendo 1—14+1—1+---, que ja tinham determinado

ser igual a 1/2. Assim sendo, deduzem que 25 =1/2 e,
portanto, que S = 1/4.

O passo seguinte consiste em pegar nasoma 1 +2 +3
+4 + - e subtrair-lheasomal -2 +3 -4 + - :

1+2+3+4+---
-1-2+3-4+--

obtendo 0 +4 + 0 + 8 + -, ou seja o quadruplo da soma que
queremos obter. Sendo assim,

1
(1+2+3+4+”')_Z:4X(1+2+3+4+"')’

pelo que
1
—3><(1+2+3+4+---):1,
ou seja,
1
1+2 44 = ——. 2
+243+4+ B @

Os autores do video explicam em seguida que a igualdade
(2) até tem aplicages a Fisica e ddo mesmo uma referéncia
bibliografica para apoiar esta afirmacéo [3, pdg 22].

Para j4, vejamos a parte matemadtica da igualdade (2).
Por vezes, é afirmado que ja Euler e Ramanujan afirma-
vam que esta é vdlida. No caso de Euler, embora se trate
de alguém que manipulava séries sem as preocupagdes
atuais relativamente a sua convergéncia, aparentemente

! https:/www.youtube.com/watchv=w-I6XTVZ Xww
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nunca fez essa afirmacdo [1, § 7]. Em contrapartida, é
verdade que Ramanujan defendeu que a igualdade (2) é
vdlida (fé-lo numa carta dirigida a G. H. Hardy, acrescen-
tando logo a seguir que o mais natural era que este, em
seguida, lhe indicasse o caminho para o manicémio mais
préximo) [2, pdg. 53]. A justificagdo dada por Ramanujan
sobre como deduzir (2) da igualdade

1—2+3—4+~~~:i ©)
foi essencialmente a que foi descrita acima. Mas a de-
monstragdo, por assim dizer, de que se tem (3) é mui-
to diferente. O que Ramanujan fez foi observar que, se
x €] —1,1], entdo

1

1-2 2 _ 434 =
x + 3x x4+ i+x72

(0 que estd inteiramente correto). Em seguida, substituiu
x por 1, a fim de obter (3).

Ha outra maneira de ligarasomal+2+3 +4 + - ao
nimero —1/12 a qual tem bastante a ver com Euler (veja-se
[1] ou [4]). Este estudou a fungdo

wﬂ+%+é+%+m, “
que se designa por funcdo ¢ (zeta) de Riemann. Acontece
que a série (4) s6 converge quando s > 1 (supondo que
s é real). Mas Riemann mostrou que é possivel prolon-
gar esta fun¢do a uma e uma sé fungéo derivével ¢ de $
C\ {1} em C. E acontece que, para essa fun¢do, tem-se,
de facto, {(—1) = —1/12, 0 que, juntamente com a expres-
sdo (4), parece justificar a igualdade do video. Mas é uma
interpretacdo bastante forgada.

Pode provar-se que

lim 1+l+l+l+--~=+°0-
s—1,5€]1,+00[ 25 35 48

Por causa disso, ndo é possivel prolongar a fungdo (4)
(originalmente definida unicamente quando s €]1, 4+oo[)
a uma fungdo continua de R em IR. Assim sendo, é na-
tural que, se quisermos prolongar a fungéo ¢ de forma a
termos uma fungdo bem-comportada, isso seja feito rode-
ando o ponto 1 e passando por nimeros complexos nido
reais. Mas, embora esta seja uma maneira frequentemen-
te empregue para justificar a igualdade (2), ndo deixa de
ser bizarro o uso de ntimeros complexos ndo reais para
justificar aquela relagéo.

De facto, Terence Tao (que, entre muitos outros pré-

mios, recebeu a medalha Fields em 2006) publicou no seu
blogue What’s new um texto muito interessante sobre este
tépico?, no qual explica como dar uma interpretagdo pu-
ramente realasomal+2+3 +4 + - de modo a dar —1/12.
Af ele também tece algumas consideragdes interessantes
sobre este tipo de somas, tais como:

» Naturalmente, hd algo de an6malo em a soma de
nimeros positivos dar um nimero negativo.

» Asigualdades envolvidas ndo parecem consisten-
tes entre si. Por exemplo, se a igualdade (2) se subtrair a
igualdade (1), obtém-se

7

2 4 o=
+3+4+5+ L

mas se se subtrair 1 a igualdade (2), o que se obtém é

13

2 4 o= ——,
+3+4+5+ =

Um aspeto essencial aqui reside na palavra “interpreta-
¢do”. O uso do simbolo de igualdade em (1), em (2) e em
(3) estd errado, a menos que se redefina o que se entende
por soma de uma série. Um dos problemas reside preci-
samente no facto de os autores do video nao fazerem isso.

Foi feita, no inicio deste texto, uma referéncia a aplica-
¢Oes a Fisica da igualdade (2). Uma tal aplicagdo consiste
no chamado efeito Casimir?, que é uma forga de atracdo
entre placas metdlicas prevista pelos fisicos holandeses
Hendrik Casimir e Dirk Polder em 1948 e confirmada ex-
perimentalmente em 1997. Os cédlculos empregues por es-
tes fisicos envolvem, se néo se tiver cuidado, a igualdade

1+22+3°+482 4+ = — ®)

(e, jd agora, sim, {(—3) = 1/120) e uma versdo simplificada
e unidimensional daqueles cdlculos envolve a igualdade
(2). Daf a afirmar-se que uma demonstracdo experimen-
tal da validade das igualdades (2) e (5) ja foi obtida é um
passo que ja foi dado... mas ndo devia ter sido.* O que,
de facto, aconteceu, foi que aqueles fisicos empregaram
numa passagem dos seus célculos o valor 1/120 ao qual
chegaram ndo da aplicagdo da igualdade (5) mas sim de
uma técnica préxima daquela que foi descrita por Terence
Tao no texto acima mencionado.

Mas isto ndo deixa de sugerir que ndo se devem igno-
rar as igualdades (2) e (5). Afinal, parecem ter aplicagdes
préticas. Isto é defendido por Edward Frenkel® (matemd-
tico conhecido do publico portugués através do seu livro
Amor e Matemdtica), que estabelece a seguinte analogia: a
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férmula de Cardano para resolugdo de equagdes de ter-
ceiro grau envolve ndmeros complexos ndo reais. Deveria
ter sido ignorada porque, inicialmente, ninguém conse-
guia explicar o que é a raiz quadrada de -1? E uma obser-
vagdo muito pertinente e hd outras analogias da mesma
natureza que se poderiam fazer, como, por exemplo, com
as bases do Calculo Infinitesimal, as quais suscitaram
durante muito tempo grandes ddavidas quanto a sua con-
sisténcia.

Sendo assim, a melhor opgdo consiste provavelmente
em continuar a investigar em que contextos é que é legi-
timo substituir 1 + 2 + 3 + 4 + - por —1/12 ou substituir
14+284+33+43+ por 1/120 e tentar construir uma teoria
geral sobre esse tipo de situagdes. E, ao mesmo tempo,
evitar cuidadosamente o uso do simbolo de igualdade
nestes casos. Um bom motivo para isso foi dado pelo Dr.
SkySkull (pseudénimo de um fisico norte-americano) no
seu blogue Skulls in the Stars®:

“ Uma proporg¢do deprimentemente grande da popula-
¢do parte automaticamente do principio de que a mate-
matica consiste numa feitigaria bizarra e anti-intuitiva
que somente os superinteligentes conseguem dominar.
Mostrar-lhe resultados malucos deste tipo sem quais-
quer reservas s reforga esta ideia e, na minha opiniéo,
isso presta um mau servigo a matemdtica.”
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A CONJETURA DAS ZONAS DE TOTH

Neste artigo falamos da demonstracdo de algumas conjeturas de
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Nova d

geometria discreta, come¢ando nos anos 30 e terminando no ano

passado.

esta coluna tentamos falar de resultados matemd-
N ticos demonstrados recentemente. Nem sempre
isso tem acontecido — por exemplo, aquando da morte
de Grothendieck, faldmos de resultados com mais de 40
anos. Desta vez, porém, o resultado que dé o tema a este
texto ndo pode ser mais recente: foi publicado na revista
Geometry and Functional Analysis em dezembro passado,
tendo ficado disponivel online a 24 de novembro, no ar-
tigo [1]. Trata-se da demonstra¢do de uma conjetura de
Lészl6 Fejes Toth, formulada nos anos 70 do século pas-
sado, relativa a coberturas de esferas em R".

Antes de descrevermos a conjetura, porém, vamos
falar de um problema do mesmo teor, o das coberturas
de conjuntos convexos de R” com bandas, isto é, com zo-
nas de R" compreendidas entre dois hiperplanos para-
lelos. Dizemos que a largura de uma banda é a distancia
entre estes dois hiperplanos e definimos largura de um
conjunto qualquer de R” como o menor w tal que uma
banda de largura w cobre o conjunto.

Num artigo de 1932, Tarski trata o problema de co-
brir um conjunto convexo do plano por bandas, provan-
do que, para qualquer cobertura, a largura do conjunto
nédo excede a soma das larguras das bandas que o co-
brem. Por outras palavras: mesmo usando vdrias ban-
das para cobrir um conjunto convexo, ndo se consegue
melhor do que cobri-lo com uma banda de largura mi-
nima. A figura 1 ilustra esta situagéo.

&

W3

S

1

S,
\ 1
'}

Figura 1. Duas coberturas de um conjunto do plano
por bandas: wy < w; + ws.

A generalizacdo da conjetura para conjuntos convexos
de R" aparece em dois artigos, de 1950 e 1951, de Theger
Bang, nos quais o autor prova esta versdo generalizada.
A conjetura teve entretanto mais reformulagées, desper-
tando ainda interesse hoje em dia, veja-se um levanta-
mento em [2].

A conjetura de T6th refere-se a coberturas de esferas

de dimensdo d em R9*!

. Nesta situagdo, apenas se consi-
deram bandas simétricas em relagdo ao centro da esfera,
que vém a ser simétricas também em relagdo a um hiper-
plano que contém o centro da esfera, chamado hiperpla-
no central (da banda). Veja-se uma ilustragdo para d = 2

na figura 2: a banda é delimitada pelos planos a amarelo,
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o hiperplano central estd a cinzento.
Chamamos zona a intersecdo de uma destas bandas

Figura 2. Intersecio de uma esfera com uma banda em R com
hiperplano central.

com a esfera. Medimos a sua largura angularmente: dize-
mos que a larqura (angular) de uma zona é w se esta pu-
der ser descrita como o conjunto dos pontos da esfera cuja
distancia angular ao hiperplano central (medida sobre a
esfera) é menor ou igual a «/2.

A figura 3 apresenta uma cobertura de uma circun-
feréncia por trés zonas. A soma das suas larguras é 7.
Estdo também representados vetores perpendiculares
aos hiperplanos centrais de cada uma das bandas que
definem as zonas — estes vetores definem a posigdo dos
hiperplanos.

Em 1974, Téth conjeturou que, se uma esfera de R4+
for coberta por n zonas de largura (angular) igual, entdo
esta largura tem de ser, pelo menos, 77/n. Mais tarde, ge-
neralizou esta conjetura para zonas de largura angular
ndo necessariamente igual: se n zonas cobrem a esfera,

=
o

Figura 3. Circunferéncia decomposta em trés zonas, com
W+ wy + w3 =T

AN
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entdo a soma das suas larguras tem de ser, pelo menos, 7T.
O tipo de afirmac&o é semelhante ao da conjetura de Tar-
ski: mesmo cobrindo a esfera com vdrias zonas, as suas
larguras somadas tém de ser, pelo menos, a de uma zona
s6, correspondente a esfera toda.

No artigo [1], Zilin Jiang e Alexandr Polyanskii de-
monstram esta conjetura, com um uso engenhoso de fer-
ramentas de matematica elementar e de ideias presentes
em artigos anteriores. Na verdade, o que demonstram é
mais forte. O resultado é o seguinte.

Teorema. Sejam Py, ..., P, 1 zonas que cobrem a d-esfera.
Além disso, para cadal < i < n, sejam 2a; a largura de P;
e r; a reta que passa pelo centro da esfera e é perpendicu-
lar ao hiperplano central de P;.

Temos entdo que a soma das larguras de P,... P, é,
pelo menos, 7, havendo igualdade se e s6 se, apés reor-
denamento das zonas, r1,...,1, sdo complanares e es-
tdo dispostas em sentido anti-hordrio, de tal modo que
o angulo entre r; e riq é igual a w; + w;,1, para todo o
1 <i < n (com a convengéo a, 1 = ay).

O resultado afirma, portanto, que num arranjo 6timo
de zonas na esfera, as retas perpendiculares aos hiper-
planos centrais se dispdem num plano. Ou seja, se inter-
setarmos toda a figura com esse plano, a disposicéo é se-
melhante a da figura 3. Assim, neste caso, o que se passa
em dimensdo 2 (com esfera de dimensdo 1) é exemplar,
as retas sdo dirigidas pelos vetores representados.

O artigo usa ainda estes resultados e métodos para
demonstrar uma versdo um pouco mais geral da conjetu-
ra de T6th, terminando com uma lista de conjeturas rela-
cionadas. Em 1930, quando Tarski apresentou a primeira
conjetura que aqui menciondmos, o tema da geometria
discreta estava a nascer. Quase 90 anos depois, vemos
que o tema continua vivo e a despertar interesse, gerando
novos resultados e novos problemas.
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professor Vladimir
Vladimirovich Goncharov,
discreto professor russo de Analise
Matemaética da Universidade
de Evora, faleceu em novembro
de 2017. Apenas uma duzia de
pessoas no mundo dominariam
todas as dreas abordadas nos
seus trabalhos cientificos. Esta
homenagem evidencia as suas
qualidades cientificas, enquadradas
num percurso da sua vida pessoal
orientado pela generosidade, a
honestidade e a sensibilidade.

Nada mais do que uma caneta e um papel sobre uma secretd-
ria nua no gabinete 250, do Colégio Luis Anténio Verney da
Universidade de Evora. Num dia de novembro mais quente
do que o costume, impos-se um siléncio pesado. Hoje, o pro-
fessor Goncharov ndo vem. E o que se diz nos corredores e
estd quase certo. Vladimir Vladimirovich Goncharov, o dis-
creto professor russo de Andlise Matemdtica, ndo vem mais.

Entre o seu tdltimo dia de vida e o primeiro, distam um
continente, uma cultura, um regime, uma forma de estar.

O pequeno Volodya nasceu a 9 de julho de 1962 em
Irkutsk, na Sibéria, ex-URSS. Filho tnico de um advogado
e de uma gedgrafa, desde pequeno comegou a ler livros de
vdrias matérias de matemadtica. Os pais ndo entendiam bem
0 seu entusiasmo, mas nao interferiram. Com 13, 14 anos,
Volodya ja conhecia os grandes mateméticos do mundo e era
um entusiasta da teoria de ntimeros e outros temas cientifi-
cos impercetiveis para 0s seus pais.

Nessa altura, em Irkutsk houve uma escola de verdo de
fisica e matematica, que frequentou com prazer e que selou
definitivamente o seu rumo para a matemadtica. Volodya ter-
minou o liceu e a universidade com resultados excelentes.
“Queria ser professor de escola. Mesmo quando se licenciou,
quis voltar a sua escola N.? 11 de Irkutsk para ensinar mate-
madtica a criangas”, lembra a sua mae.

Dado o seu bom desempenho durante a licenciatura,
o prestigiado professor Tolstonogov Alexander Alexandro-
vich, convidou Volodya para fazer consigo uma pés-gradua-
¢do. O ensino de matematica a criancgas estava irremediavel-

mente perdido. O percurso académico de Vladimir foi impe-
cdvel. Meses antes de completar 30 anos, acabou o seu Dou-
toramento em Equagdes Diferenciais e Fisica Matematica.

Por essa altura tornou-se diretor do Laboratério de In-
clusdes Diferenciais e Otimizagdo de Irkutz. Estava no topo
do seu percurso académico, a fazer investigagido em dreas de
ponta, mas Vladimir queria mais. Da Sibéria ainda fechada e
conservadora da década de 90, Vladimir desejava uma aber-
tura que a Russia ndo lhe dava.

Recebeu um convite de colegas do prestigiado SISSA
(Scuola Internazionale Superiore di Studi Avanzati), em
Trieste (Itdlia) em 1990, onde regressaria com bolsas de inves-
tigacdo novamente em 1993 e entre 1997 e 1999. Trabalhou
sob orientagdo de Arrigo Cellina e conheceu colegas como
Giovanni Colombo, com quem manteve uma duradoura
parceria. “Volodya tinha ideias matemadticas muito boas que
levaram a alguns dos resultados da minha carreira de que
mais gosto”, refere Giovanni Colombo. “Era um matematico
com uma formacdo sélida, com um gosto aristocratico. Tra-
balhar e escrever com ele era uma experiéncia dificil, estimu-
lante e interessante."

Em Itdlia conheceu também Anténio Ornelas, diretor do
Departamento de Matemdtica da Universidade de Evora e
responsavel pela sua vinda para Portugal. Em 2000, Goncha-
rov tornou-se professor na Universidade de Evora.

ERA RIGOROSO E PERFECIONISTA, COMO A SUA
EDUCAGCAO RUSSA IMPUNHA

Vladimir tinha um prazer intelectual e emocional na dis-
cussdo cientifica. “Ele ria e chorava a falar de matemética”,
lembra Telma Santos, colega e sua antiga aluna de doutora-
mento. Telma Santos tem na mdo muitas anotagdes, fruto das
intensas e prazerosas horas a fio passadas com Vladimir a
discutir matemadtica.

Rigoroso e perfecionista, como a sua educagdo russa im-
punha, era preocupado com a qualidade das demonstragdes
matemadticas, o que levava a algumas dores de cabeca e a
uma pontinha de desespero dos seus alunos.

Comecou por dar as quatro disciplinas de Andlise Mate-
matica para o curso de Matemdtica, mas depois deu também
as Andlises para vérios cursos de Engenharia e Ciéncias da
Terra e da Atmosfera, Estatistica e Semindrio — uma discipli-
na de Doutoramento. Estas disciplinas sdo por si sé dificeis
para os alunos, ainda mais com um professor com uma pre-
ocupagcdo obstinada pelo formalismo.

Como professor, munia-se de “umas folhinhas nas
quais redigia um verdadeiro guido cinematografico, inician-
do sempre com ‘Bom dia’ ou ‘Boa tarde, hoje vamos falar
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1. Volodya com 7 anos, no primeiro ano de escola, em 1969; 2. Volodya com 16 anos, no 10° Ano, numa tarde dedicada ao trabalho
do poeta Vladimir Mayakovsky. Leram poesia, fizeram textos e falaram acerca da vida do famoso poeta, em 1978; 3. Cerimdnia de
graduacdo na qual Volodya, com quase |7 anos, recebeu o certificado da mao do diretor da escola, em 1979; 4. Discussao cientifica
com colega durante a conferéncia “Louisiana Workshop on Mathematical Control Theory”, EUA, em maio de 2007; 5. Vladimir
Goncharov na mesa do “Encontro de Matemdtica em homenagem a Graga Carita”, em marco de 2017.

de...””, comenta Fatima Pereira, ex-aluna de Doutoramento
e docente de disciplinas partilhadas com Goncharov. Dessas
folhinhas que fez para a disciplina de Mestrado de Andlise
ndo Suave, preparava uma sebenta e uma aula que iriam ser-
vir para as suas provas de agregagdo. A sebenta, que estava a
crescer desmesuradamente, ainda precisava de uma revisdo
de portugués, lingua em que fazia questdo que fosse feita.
O seu portugués ndo era muito bom, limita¢do invulgar para
um russo, notavam os colegas de Evora, habituados a profes-
sores estrangeiros. Estas dificuldades com a lingua acentua-
vam uma certa timidez, mal confundida com distancia para
com alunos e colegas.

“Vladimir era um grande amigo, um amigo fantastico,
foi de uma grande generosidade e ajudou-me na minha via-
gem a Sibéria”, lembra Dulce Gomes, colega do departamen-
to, com contida emogéo.

A generosidade de Vladimir foi também canalizada para
o Gabinete de Apoio ao Emigrante da Céritas Diocesana,

onde facilitou a comunicacdo entre os emigrantes do Leste
Europeu e os professores de Portugués para estrangeiros.
Neste gabinete conheceu, em 2001, Custédia Casanova, que
veio a ser como uma segunda mée para Vladimir, acolhendo-
-0 na sua familia e na sua casa para celebrar as festividades.

Em conjunto com Custddia, trabalhou voluntariamente
nesta organizagao para ajudar os emigrantes no seu processo
de integracdo, de equivaléncias pedagogicas e outros proces-
sos administrativos. Vladimir sabia, por experiéncia prépria,
as dificuldades por que passam os emigrantes nos procedi-
mentos homéricos de mudanga de pas.

A RUSSIA ESTEVE SEMPRE PRESENTE

“Este ano ndo haverd uma 4rvore de Natal gigante em casa
de Vladimir. Ndo era uma drvore qualquer”, afirma Custé-
dia com tristeza. A drvore de Volodya lembrava a d'O Que-
bra-Nozes que guardava na sua memoria, decorada ao estilo
russo, com pequenos brinquedos, ctipulas e outros detalhes
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de uma riqueza e de uma diversidade muito apreciadas pe-
los amigos.

Volodya tinha adquirido o filme animado d'O Quebra-
-Nozes para divertir os filhos dos amigos em jantares 14 em
casa. “Quando Volodya nos recebeu, pés o filme para as
nossas meninas. Ele gostava de criancas e uma das nossas
meninas tinha uma idade préxima da do filho de Volodya”,
lembra Cldudia, sua amiga.

O afastamento de Vladimir da Russia era fisico, mas a
sua alma estava indelevelmente marcada pela cultura e pela
tradicdo russas. Celebrava a Pdscoa com Custddia, ou o Na-
tal, ou o magusto, mas celebrava também a Pascoa ortodoxa
e continuava apaixonado pelo Lago Baikal, pelos escritores
classicos e pela poderosa musica dos compositores que ou-
vira durante a sua educagdo na Sibéria. Giovanni Colombo
recorda o disco oferecido por Volodya do baixo de 6pera Fe-
odor Chaliapin e a leitura de um trecho de “Crime e Castigo”
feita em russo por Volodya para mostrar a musica da escrita
de Dostoiévski.

Apenas uma dizia de pessoas no mundo dominariam
todas as 4reas abordadas nos seus trabalhos cientificos. A sua
drea de especializagao era Equagdes Diferenciais e a Otimiza-
¢do, com interesse em Andlise Multivoca, ndo Suave, ndo Li-
near, Inclusdes Diferenciais, Célculo de Variagdes e Controlo
Otimo. Encontrava-se a desenvolver atividades nas 4reas
de Andlise Convexa, Problemas do Tempo Minimo, Solu-
¢Oes Viscosas e Processos Estocdsticos. Era coordenador do
grupo de Equacdes Diferenciais e Otimizagdo do centro de
investigagdo CIMA (Centro de Investigagdo em Matemdtica
e Aplicacdes) da Universidade de Evora. Foi autor de 27 ar-
tigos em revistas internacionais, como a Nonlinear Analysis,
Set-Valued Analysis, Convex Analysis, Nonlinear Differen-
tial Equations e Topological Methods in Nonlinear Analysis.
Os seus ultimos dois artigos foram Vector variational problem
with knitting boundary conditions, resultado da sua cooperagdo
com Graca Carita e Georgi Smirnov e Strong and weak con-
vexity of closed sets in a Hilbert space numa colaboragdo com
Grigorii E. Ivanov.

ESTE ANO NAO HAVERA O BOLO DE BOLACHA
DO GONCHAROV

O desaparecimento de Graga Carita foi um duro golpe na
sua vida profissional e pessoal. Tinha encontrado alguém
que o espicacava. Graga era explosiva, obrigava-o a estar
na Universidade e a trabalhar mais depressa. “Trabalhavam
bem juntos, complementavam-se”, afirma Dulce Gomes.
Vladimir foi mentor do “Encontro de Matematica em home-
nagem a Graca Carita”, que o departamento organizou nos

dias 3 e 4 de margo de 2017.

Este ano ndo haverd o bolo de bolacha do Goncharov na
festa de Natal do departamento. “Era um bolo excecional”,
refere Clara Grécio. O bolo demorava um dia a preparar, mas
as iguarias laboriosas ndo demoviam Goncharov. Receber os
amigos com um banquete de comida russa, impecavel e mi-
nuciosamente apresentada, era um prazer para si. “Cada vez
que fazia anos, convidava amigos e servia-lhes uma bebida
nuns copinhos pequeninos muito antigos, de pé alto, com
umas colherinhas que tinham sido da avé. Ele gostava muito
destes objetos”, acrescenta Dulce Gomes.

A personagem central da sua vida era a mae, Nadezhda
Mikhailovna, com quem tinha uma relacdo muito proxima.
Passavam sempre férias juntos e viajavam. Em viagem, con-
versavam, observavam, trocavam gragolas e brincadeiras
como criangas, como dois amigos de longa data.

“Hoje, 7 de novembro de 2017, dia centendrio da Revolu-
¢ao de Outubro, perdemos o Vladimir”, anunciou Rui Albu-
querque, seu colega de departamento, com quem escreveu
uma proposta ainda em avaliagdo. “N6és perdemos muito.
A Universidade perdeu muito”, diz Fatima Pereira, que
dependia cientificamente de Vladimir. Dizia que estava a
trabalhar com Giovanni no problema do século. Resolveria
problemas matemadticos enquanto andava, sempre a pé, pe-
las ruas de Evora ou enquanto plantava mais uma aromd-
tica no jardim da casa nova? A casa nova era o seu reftgio:
alterando-a a seu gosto, langava as suas raizes em Portugal.
Casa que o viu trabalhar no escritério arrumado, cendrio de
avangos matemadticos, e que o viu morrer quando o generoso
coragdo lhe falhou.

Marina Averyanova recorda o amigo de infancia como
“um homem incrivelmente inteligente, honesto e decente.
Um romantico na alma, capaz de apreciar a amizade e de
amar a vida”. Ainda este outono estiveram com colegas na
dacha de Marina. Toda a gente adorava Volodya pela sua
sinceridade, a sua gentileza e a generosidade da sua alma.
Juntos viajaram em 2016 para Roma, Corfu e Atenas. No pré-
ximo verdo, iriam para Espanha.

Nao irdo para Espanha, nem viajardo mais juntos. Vladi-
mir Goncharov permanecera em Irkutsk, ao lado do seu pai.

SOBRE O AUTOR

Ana Matias é Investigadora Auxiliar do CIMA (Centro de Investiga-
¢do Marinha e Ambiental) da Universidade do Algarve. Licenciada em
Geologia (Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa), Mestre em
Estudos Marinhos e Costeiros e Doutorada em Geologia Marinha (Uni-
versidade do Algarve) e Mestranda em Comunicagio de Ciéncia (Facul-
dade de Ciéncias Sociais e Humanas da Universidade Nova de Lisboa).
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SEGURANCA PRE E POS-QUANTICA

O uso de codigos secretos, ou cifras, para transmitir informagdes confiden-
ciais € multimilendrio. O advento da Internet multiplicou os usos da cripto-
grafia, e hoje prepara-se ja o futuro da seguranga informatica num potencial
mundo povoado por uma nova geragio de computadores radicalmente

diferentes dos atuais — os computadores quanticos.

criptologia, o estudo de cifras, isto é, de métodos se-
Aguros de transmissdo de informacdo confidencial por
forma a que esta seja ilegivel por terceiros, engloba duas
atividades algo opostas mas insepardveis: a criptografia, a
criacdo de cifras, e a criptandlise, a procura sistematica de
fragilidades nessas mesmas cifras. Para desenhar uma cifra
segura é necessdrio considerar a sua criptandlise e para fa-
zer criptandlise é essencial conhecer os sistemas criptogra-
ficos e as ideias subjacentes a construcdo de cada um deles.

A criptografia é bem antiga, remontando provavel-
mente as primeiras civilizagdes humanas [9, Cap.2]. Mas o
estudo sistemético da criptologia, e em particular da crip-
tandlise, parece ter sido iniciado no seio do império drabe,
provavelmente com importantes antecedentes persas [9,
pp- 93-99].

E também antigo o envolvimento de matematicos na
criptologia. Por exemplo, Frangois Viete (1540-1603), famo-
so pelo seu tratamento da teoria das equacdes, criptanali-
sou mensagens secretas espanholas ao servigo do rei Henri-
que IV de Franga [9, pp. 116-118]. Mais recentemente, Alan
Turing (1912-1954), um dos fundadores da ciéncia de com-
putadores, desempenhou um papel fundamental na crip-
tandlise da cifra Enigma, um sistema criptografico usado
pelas tropas alemas na Segunda Guerra Mundial [10, 12].

Todas as cifras cldssicas, isto é, anteriores a 1976, sdo si-
métricas, ou seja, sabendo a chave usada para cifrar, sabe-se
também como decifrar. Um exemplo simples e bem conhe-
cido consiste em usar uma permutacdo pré-combinada das

letras do alfabeto. Hoje as cifras cldssicas tém apenas um
interesse mais ou menos ltidico, embora a sua criptanali-
se possa constituir um bom exercicio [11] e hd vdrias ideias
essenciais na criptologia cldssica que sdo ainda hoje perti-
nentes.

Em 1976, Whitfield Diffie e Martin Hellman operaram
uma mudanga de paradigma em criptografia. Propuseram
um método engenhoso para duas entidades selecionarem
uma chave secreta, de um modo seguro, através de um ca-
nal ndo seguro — método hoje conhecido por protocolo de
Diffie-Hellman —, e introduziram o conceito de criptografia
de chave piiblica, explicando como poderiam ser elaborados
sistemas criptogréficos em que a chave usada para deci-
frar é, de um ponto de vista computacional, praticamente
impossivel de obter conhecendo a chave usada para cifrar,
que pode pois ser publica [3]. Apesar de ndo apresentar ne-
nhuma proposta concreta deste novo tipo de criptografia,
o artigo estimulou a procura de um tal sistema e, em 1978,
Ronald Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman publicaram
o primeiro sistema pratico de chave publica [13], que pode
ser usado para transmitir informacdo confidencial e tam-
bém como um esquema de assinatura digital, que ficou co-
nhecido pela sigla formada pelas iniciais dos apelidos dos
seus inventores: RSA.

A criptografia de chave publica veio alargar o uso da
criptografia, que, se antes se limitava essencialmente a
aplicacbes militares e a proteger segredos diplomaticos e
industriais, hoje é ubiqua, protegendo transagdes feitas via
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Internet, integridade e autenticacdo de documentos e en-
tidades, assim como os mais diversos dados pessoais dos
utilizadores.

O protocolo de Diffie-Hellman e a cifra RSA usam re-
sultados de Teoria dos Ntimeros descobertos e explorados
nos séculos XVII e XVIII. Dados' 1,4 € IN, vamos designar
aqui por r,(a) o resto da divisdo de a por n. Por exemplo,
r3(14) = 2. No século XVII, Pierre de Fermat descobriu
o seguinte resultado notdvel: se p é um ndmero primo e
a € N é um ntimero ndo divisivel por p, entdo rp, (a? 1) = 1
(sempre!). Por razdes que ndo cabe aqui detalhar, Fermat
ndo deixou escrita nenhuma demonstracdo deste, como
de muitos outros resultados (na época néo existiam ainda
revistas cientificas). Coube a Leonhard Euler, que viveu
no século XVIII, fornecer demonstragdes deste resultado.
E claro que bastava uma para garantir a sua veracidade,
mas diferentes demonstracdes podem fornecer perspeti-
vas extras que permitem ir mais fundo. Foi precisamen-
te assim que Euler acabou por descobrir uma notavel
generalizacdo do resultado de Fermat: dado n € N, seja
¢(n) =#{k € N:mdc(k,n) =1} ra(a®™) =1
sempre(!) que mdc(a,n) = 1. Euler descobriu ainda que

entao

para cada ntimero primo p existem niimeros g tais que os
ndameros 7 ( gi), para i=1,2,...,p—1, ddo exatamente
todos os ntimeros de {1,2,...,p — 1} (por uma outra or-
dem). Estes numeros sdo chamados raizes primitivas médulo
p. Acontece que hd algoritmos eficazes e rdpidos (em cer-
to sentido) que permitem calcular s = r,(g’), dados p, g i,
mas ndo se conhecem algoritmos "eficientes” para calcular
i dados p, g, s — questdo esta (a do cdlculo de i a custa de
p, § s) que é conhecida pelo nome problema do logaritmo
discreto, pois i é uma espécie de logaritmo (numa versdo
discreta, pois hd apenas um ntimero finito de possibilida-
des) de s médulo p, relativo a base g.

O protocolo de Diffie-Hellman pode agora ser descrito
do seguinte modo. Duas entidades A e B que queiram es-
colher, através de um canal ndo seguro, uma chave secreta
para ser usada numa cifra simétrica, comegam por escolher
um primo p e uma sua raiz primitiva g, sendo p suficiente-
mente grande para a resolugdo do respetivo problema do
logaritmo discreto ser um sério obstdculo a potenciais espi-
des. De seguida, A escolhe (de modo aleatério) um ntimero
a€{23,...,p—3}ecalculau = ry(g"), enquanto B esco-
lhe b nas mesmas condigdes e calcula v = r,( g?). Depois,
através do canal (que pode estar sob escuta), A envia u a B,
e este envia v a A. Finalmente, A calcula 7,(v”) e B calcula
p (u?). Ambos acabam por obter 0 mesmo niimero, k, pois
Pp(0%) = rp((81)7) = rp(g) = ryl(g™) = rp((g")) = ryp(ut).

O ntimero k pode, pois, ser usado como chave secreta
para comunicagdes futuras, uma vez que quem escutou
toda a transmissdo, ndo conhecendo nem 4, nem b (a me-
nos que consiga calcular logaritmos discretos), ndo con-
segue obter k.

Por seu lado, a cifra RSA baseia-se na observagao de
que, se n = pg, sendo p e g dois primos distintos, e se c for
escolhido de tal modo que mdc(c, ¢(n)) = 1, entdo existe
um niimero d tal que 7, (cd) = 1, obtendo-se duas fun-
cdes, x = 1, (x°) ex > r,(x?), do conjunto {1,2,...,n — 1}
nele préprio, que sdo inversas uma da outra — facto que
resulta do teorema de Euler atrds mencionado. A primeira
delas pode, pois, ser usada para cifrar mensagens por to-
dos os que conhegam 7 e ¢, a chave dita piiblica, e a outra
para decifrar mensagens por quem conhega a chave privada
d.J4 agora, d é calculado a partir de c e de ¢(n), usando um
método com mais de 2000 anos, conhecido pelo nome de
algoritmo estendido de Euclides.

Enquanto o protocolo de Diffie-Hellman baseia a sua
seguranca na dificuldade de calcular logaritmos discretos,
aseguranga do sistema RSA assenta na dificuldade de fato-
rizar ntimeros a partir de um certo tamanho, quando com-
parada com a relativa facilidade em gerar nimeros primos
da mesma ordem de grandeza. Por exemplo, enquanto se
pode hoje gerar primos com 1000 algarismos em fragdes
de segundo, a fatorizagdo de niimeros como o seguinte:

25 195 908 475 657 893 494 027 183 240
048 398 571 429 282 126 204 032 027 777
137 836 043 662 020 707 595 556 264 018 525
880 784 406 918 290 641 249 515 082 189 298
559 149 176 184 502 808 489 120 072 844 992
687 392 807 287 776 735 971 418 347 270
261 896 375 014 971 824 691 165 077 613 379 859
095 700 097 330 459 748 808 428 401 797 429
100 642 458 691 817 195 118 746 121 515 172
654 632 282 216 869 987 549 182 422 433 637
259 085 141 865 462 043 576 798 423 387 184
774 447 920 739 934 236 584 823 824 281 198
163 815 010 674 810 451 660 377 306 056 201
619 676 256 133 844 143 603 833 904 414 952
634 432 190 114 657 544 454 178 424 020 924
616 515 723 350 778 707 749 817 125 772 467
962 926 386 356 373 289 912 154 831 438 167
899 885 040 445 364 023 527 381 951 378 636
564 391 212 010 397 122 822 120 720 357,

1Como € usual emTeoria dos Niumeros, N designa o conjunto dos ndme-
ros naturais {1,2, 3,4, 5, ..}.
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estd fora do alcance dos nossos melhores algoritmos e de
todo o poder computacional existente. Este ntimero, que é
conhecido por RSA2048, tem o tamanho de um "n" tipico
usado para assegurar a transagdo de movimentos financei-
ros via Internet, por exemplo.

Em 1985, Taher Elgamal mostrou que a ideia em que
assenta o protocolo de Diffie e Hellman pode ser adaptada
para dar uma cifra e um método de assinatura digital [4].
No mesmo ano, e de um modo independente, Victor S. Mil-
ler e Neal Koblitz sugerem o uso de curvas elipticas — certas
curvas dadas por polinédmios ctibicos de duas varidveis que
podem ser munidas de uma estrutura de grupo, ou seja, de
uma operacdo que a dois pontos da curva associa um ou-
tro ponto e que é associativa, tem elemento neutro e cada
elemento tem um inverso. A vantagem do uso das curvas
elipticas sobre os nimeros primos e raizes primitivas da
proposta original de Diffie e Hellman advém do facto de
haver, para cada primo, vdrias curvas elipticas definidas so-
bre esse primo (i.e., para quem sabe o que isso significa, de-
finida sobre o corpo com esse nimero primo de elementos).

Porém, em 1994, Peter Shor mostrou que num com-
putador quéantico — um computador que tira proveito de
certos fenémenos subatémicos — podem implementar-se
algoritmos que, em certo sentido, "resolvem" o problema
da fatorizagdo e o problema do logaritmo discreto [14]. Ou
seja, um computador quantico torna obsoletos os proto-
colos de Diffie-Hellman e as cifras RSA e Elgamal. Apesar
de ndo haver ainda computadores quénticos merecedores
desse nome, sendo as dificuldades tecnolégicas da sua
construgdo imensas, hd ja alguns protétipos relativamente

Figura 1. Um exemplo de soma de pontos
numa curva eliptica

rudimentares que sdo suficientes para causar sérias preocu-
pagdes sobre o futuro da seguranga informaética.

Em consequéncia disso, tem havido um enorme inte-
resse no desenvolvimento e no estudo de sistemas cripto-
gréficos alternativos que se pensa poderem resistir a ata-
ques quénticos (em criptologia, como na vida, as certezas
absolutas sdo muito escassas). Hd varias propostas destes
sistemas ditos pds-qudnticos, usando as mais variadas fer-
ramentas matemadticas [2]: c6digos corretores de erros, reti-
culados geométricos, sistemas de equagdes quadraticas de
vdrias varidveis. Hd também propostas recentes interessan-
tes usando grupos ndo-abelianos [7, 8], i.e. grupos onde a
operacdo ndo € comutativa.

Uma outra alternativa que s6 muito recentemente
[1, 15] se comegou a explorar com alguma profundidade
deriva do trabalho do criptégrafo chinés Renji Tao, e assen-
ta na ideia de que a fatorizagdo de certas composigdes de
autématos finitos — modelos matemadticos abstratos, simples
mas bastante proficuos, de computacdo — poderd ser com-
putacionalmente intratdvel (em certo sentido).

N a introdugao do seu artigo intitulado "Teoremas sobre
os Divisores dos Numeros" [5], L. Euler escreveu:

" [...] o conhecimento de uma qualquer verdade vale a pena
por si s6, mesmo que esta parega ndo relacionada com o
quotidiano; vimos jd que todas as verdades, pelo menos
as que conseguimos compreender, estdo tdo fortemente
interligadas entre si que ndo podemos considerar uma
qualquer delas de todo iniitil sem alguma imprudéncia.

E portanto, mesmo que uma determinada proposi-
¢do parega ser tal que, sendo verdadeira ou falsa, ndo nos
traga absolutamente nenhum beneficio, mesmo assim, o
método pelo qual se venha a estabelecer a sua verdade ou
falsidade, pode, no entanto, ser 1itil na abertura de cami-
nhos para a descoberta de outras verdades mais iiteis. Por
esta razdo, acredito firmemente que ndo gastei inutilmen-
te o meu trabalho e o meu esforgo na investigacdo das de-
monstragdes de certas proposicdes. Por conseguinte, esta
teoria de divisores ndo carece de qualquer uso, mas pode,
em algum momento futuro, mostrar uma utilidade que
ndo pode ser desprezada.

Estou também especialmente convicto de que o mé-
todo de cdlculo que aqui uso pode, em algum momento,
contribuir de um modo ndo desprezdvel para investiga-
¢Oes mais sérias."

E muito interessante observar que aquilo que Euler expde
neste artigo, ap0s estas observagdes introdutdrias, é a sua
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segunda demonstragado do resultado de Fermat acima men-
cionado. Foi analisando as descobertas de Fermat com cui-
dado, e profundidade, que Euler viria a descobrir a genera-
lizagdo que acima ficou descrita (que ele expOs em [6]) e que
estd na base do RSA, assim como os resultados nos quais
assenta o protocolo de Diffie-Hellman. Euler ndo podia
estar mais certo nas suas palavras! E pode-se argumentar
que as ideias expostas neste seu artigo, e em outros subse-
quentes, motivaram ideias em Teoria de Grupos que hoje se
usam para tentar resolver o problema de seguranca coloca-
do por eventuais computadores quanticos. Este é mais um
exemplo da importancia da pesquisa dita fundamental, da
relagdo simbidtica entre matemaética pura e aplicada, mui-
tas vezes ignorada ou menosprezada pela sociedade em
geral e pelas entidades financiadoras em particular.

Espero ter aqui ilustrado, ainda que brevemente, o
quanto a matemdtica é fulcral na criptologia moderna e
que, se a Unica coisa certa acerca do futuro é que ele é in-
certo, isso ndo significa que deixemos de tentar antecipa-lo
e de nos precavermos da melhor forma possivel para o que
h4 de vir. A histéria do conhecimento, sendo a histéria que
aqui se resumiu um mintsculo exemplo, mostra que tentar
até pode dar resultado, e frutos interessantes.
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GONCALO MORAIS CONVERSA COM

ALBERT SHIRYAEV

GoNcALO MORAIS
Instituto Superior de
Engenharia, Lisboa
gmorais@adm.isel.pt

Albert Shiryaev licenciou-se em Matematica pela Universidade de Mos-
covo em 957 e doutorou-se, sob a orientagao de Andrei Kolmogorov,
pelo Instituto Steklov, em 1961, tendo mais tarde, em 1967, feito a
agregacio pela mesma instituicio. E desde 1997 membro da Academia
das Ciéncias Russa. E professor no Departamento de Probabilidade
da Universidade de Moscovo desde 1970, presidente do mesmo de-
partamento desde 1996 [sucedendo a Kolmogorov (1935-1965) e a
Gnedenko (1966-1995)]. Fez contribuicdes fundamentais nas areas da
Teoria das Probabilidades e em Matematica Financeira. Tendo recebi-
do inlmeros prémios e reconhecimentos, é considerado um sucessor
da escola de pensamento criada por Andrei Kolmogorov.

GONCALO Boa tarde, Professor. E uma honra para mim
ter oportunidade de fazer esta entrevista. Sabe que des-
de os meus primeiros tempos da faculdade, quando tive
a oportunidade de ler o livro Foundations of the Theory of
Probability do seu professor, Andrei Kolmogorov, fiquei
fascinado com a escola matematica russa. Depois, com o
decorrer dos anos, fui lendo outras referéncias, varios li-
vros sobre a histéria da matemadtica na antiga Uni&o Sovi-
ética e, depois destes anos todos, continuo a ser um adepto
da vossa escola.

Quando li esse livro do Kolgomorov, ainda néo tinha
estudado Teoria da Medida. Contudo, todas as coisas en-
caixavam perfeitamente, muito embora, percebo-o hoje, a
coeréncia formal ndo fosse de todo o objetivo dele...

SHIRYAEV Quando lemos qualquer coisa que o Kolmogo-
rov tenha escrito, temos de ter presente que a maior parte
das coisas para ele eram verdadeiramente triviais. Falo de
coisas sobre as quais poderemos debater durante muito

tempo até as compreendermos. Nesse livro em concreto,
ele constréi a ideia de Probabilidade sem incluir qualquer
coisa ndo essencial de Teoria de Medida e sem nunca se
referir a ela. Por exemplo, ele diz o que é o valor esperado e
baseia-se no integral de Lebesgue para o definir sem nunca
o referir explicitamente. Isso fazia parte da natureza dele.
Ele queria avancar, queria criar e movia-se rapidamente na
direcdo do objetivo. Com 17 anos, ele alcangou o primeiro
resultado que o tornaria conhecido...

GONCALO Sim! A construcdo de uma série de Fourier di-
vergente quase por toda a parte...

SHIRYAEV A sua demonstragdo desse resultado é brilhante!
Depois comegou a trabalhar em probabilidades e fez, junta-
mente com Kinshin, uma generalizagdo da desigualdade de
Tchebycheff... No seu primeiro trabalho em Probabilidades,
ele ajuda a criar um resultado extraordindrio.
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GONCALO Uma das constantes fundamentais em mate-
matica é a admiragdo que todos que com ele contactaram
demonstram...

SHIRYAEV Mas é claro! Ndo pela pessoa mas pela ma-
quina mental que ele era. O seu pensamento parecia ndo
ter quebras, mudando de um assunto para outro. Nao
era muito facil compreendé-lo. As suas aulas eram ex-
tremamente complicadas porque a maior parte das coi-
sas, volto a dizé-lo, eram para ele absolutamente triviais.
Existem alguns resultados dele que foram publicados
por outras pessoas. Ele dava-os simplesmente.

Um dos exemplos é o inicio do trabalho dele com o
Arnold em problemas de estabilidade em Sistemas Di-
namicos...

GONCALO A teoria KAM...

SHIRYAEV Exatamente.

GONCALO Consta que ele j4 tinha uma demonstragéo

para um caso muito geral, mas faltava estudar alguns ca-
sos particulares.

SHIRYAEV Muito por alto, o que ele fez foi dar a um con-
junto de alunos uma equagéo e pediu-lhes para eles per-
ceberem o que é que acontece quando o membro direito
é perturbado. Todos chegaram a conclusado de que o re-
trato-fase era 0o mesmo. Repetiu o mesmo no ano seguin-
te e os alunos chegaram novamente & mesma concluséo.
Ficou consciente de que aquilo que tinha pensado estava
correto. O Arnold veio e juntou tudo. O mesmo tipo de
situagdo ja tinha acontecido quando eles, antes, resolve-
ram um dos problemas de Hilbert. O Arnold deu o ulti-
mo passo e juntou tudo. O Sergei Novikov dizia muitas
vezes que a pior coisa que tinha acontecido ao Arnold
era ter sido aluno do Kolmogorov e por essa razéo se-
guia os passos do seu mestre. Caso contrdrio, poderia
ter sido um matemadtico da dimens&o do préprio Kolmo-
gorov. Nunca se sabera...
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Lembro-me que, a certa altura, Kolmogorov prop6s-
-me que déssemos a cadeira de Teoria das Probabilida-
des em conjunto porque tinhamos 250 alunos e as salas
tinham 100 de capacidade maxima. Comeg¢dmos entédo
a delinear as aulas em conjunto e quando chegdmos a
desigualdade de Tchebychef, ele perguntou-me se eu ja
tinha lido o artigo original. Ele exclamou que esse arti-
go era muito interessante e que essa desigualdade era
absolutamente trivial, podendo demonstrar-se em ape-
nas uma linha. No artigo original de Tchebycheff, pude
depois comprovar, a demonstragdo decorre durante dez
pdginas. A demonstracdo que temos hoje é a do Kolmo-
gorov, que aos olhos de todos estd longe de ser compli-
cada. Era isto que ele tinha de extraordindrio: tornava as
coisas mais simples.

Nas aulas, ele era diferente. Os assuntos que ele trata-
va eram tdo complicados que era necessario que alguns
de nés preparassem umas notas prévias para serem dis-
tribuidas pelos colegas, de modo a que todos pudessem
usufruir das aulas convenientemente.

GONCALO Ele tinha algum outro interesse para além
da matemadtica?

SHIRYAEV Ele era um excelente historiador, tendo publi-
cado um trabalho sobre a histéria da atividade agrdria
em Novgorod. Era um intelectual extraordindrio.

GONCALO E como é que comegou o seu interesse por
matemdtica e como é que encontrou o Kolmogorov?

SHIRYAEV Na verdade, durante o meu curso eu de-
diquei-me mais ao desporto do que a matematica. Fiz
patinagem artistica, saltos esqui e slalom e representei
a Selecdo da Unido Soviética nesta tltima modalidade.
Ja perto do fim do meu curso, preparei o trabalho para
obter o meu diploma. Ele leu-o e convidou-me para ser
seu colaborador no Instituto Steklov. E assim entrei, no
dia 1 de setembro de 1957, no Instituto e toda a minha

vida trabalhei neste local.

GONCALO Como é que era a vida no Instituto nesses
anos? Sentia-se a influéncia da politica no dia a dia do
Instituto?

SHIRYAEV Temos de clarificar isso. A minha situacdo
era muito especial porque os meus pais trabalhavam no
Ministério dos Negécios Estrangeiros e visitavam mui-
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tos paises fora da Unido Soviética e da Europa de Leste.
Além disso, tinha dinheiro suficiente para uma vida sem
problemas. Talvez por isso tivesse feito tanto desporto!
[risos]

GONCALO Mas o ambiente de entdo era diferente do que
é hoje...

SHIRYAEV Era diferente, sem divida, mas a diferenca ndo
era enorme. Eu ndo tinha muito contacto com a vida fora
da universidade e do desporto, pois isto ocupava-me todo
o tempo que eu tinha disponivel.

GONCALO Nunca sentiu, portanto, qualquer tipo de
opressdo na sua vida nesses tempos...

SHIRYAEV Nunca senti! Estando em matematica, eu era

relativamente livre.

GONCALO E como é que era o ambiente intelectual nes-
se tempo na Universidade de Moscovo?

SHIRYAEV Diz-se muitas vezes que 0s anos cinquenta
foram os anos de ouro da escola matemaética russa. Es-
tavam no mesmo departamento os seguintes nomes:
Kolmogorov, Alexandrov, Petrovski, Gelfand e muitos
outros. Era, por isso, de um nivel intelectual altissimo.
Com o fim da Unido Soviética, muita gente emigrou e a
esta escola ficou claramente mais fraca.

GONCALO E, contudo, o Professor nunca quis sair e
mudar-se para um pafs ocidental...

SHIRYAEV Visitei muitas universidades. E estive em
muitos sitios diferentes, mas nunca tive vontade de
sair. Eu tinha e tenho uma vida confortavel e o Instituto
Steklov funcionou sempre de uma forma absolutamente
democratica. Podiamos fazer, de facto, tudo o que qui-
séssemos. Na Academia das Ciéncias Russas, a mesma
coisa. Nunca ninguém se preocupou com as minhas
preferéncias politicas, apenas com a importancia do
meu trabalho enquanto matemético. Além disso, sem-
pre pude sair e entrar do pafs quando quisesse.
Existem muitos casos de matemadticos que sairam da
Russia, como é o caso do Sinai, e que aproveitam o tem-
po em que ndo tém aulas para manterem contacto com a
escola em Moscovo. No caso do Sinai, quando nao estd
em Princeton, ele estd em Moscovo e orienta alunos l4.
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O Arnold passava metade do ano em Franca e metade
do ano na Russia. Por isso, mesmo os que sairam nunca
perderam o contacto com Moscovo.

GONCALO E os alunos, hoje em dia, mantém de alguma
forma o mesmo espirito dessa altura?

SHIRYAEV Hoje os alunos tém uma visdo mais pratica.
Quando acabam os estudos preferem ir trabalhar para
bancos e seguradoras. Quando terminei os meus estu-
dos, as coisas eram muito diferentes. A administragdo
central fazia a distribui¢do dos alunos que tinham ter-
minado os seus estudos pelas vagas disponiveis. Ndo
tinhamos, por isso, grande palavra a dizer. Agora néo.

GONCALO Entretanto, passou a interessar-se por Mate-
matica Financeira...

SHIRYAEV Bem, eu trabalhei em diferentes &reas, Pro-
babilidades, Estatistica, Processos Estocdsticos... Nunca
desejei trabalhar durante demasiado tempo numa s6 di-
recdo. Eu fui, talvez, a primeira pessoa a escrever um li-
vro de Matemdtica Financeira, um livro enorme chama-
do Essentials of Stochastic Finance, que ja teve quatro ou
cinco edi¢des, publicado pela World Scientific. A certa
altura, assisti a um curso de Matematica Financeira na
Alemanha e percebi que as pessoas estavam a usar mar-
tingalas para fazer cdlculos que eu conseguia acompa-
nhar perfeitamente, mas néo fazia ideia do que era uma
obrigacdo ou uma opg¢ao financeira. Fiquei terrivelmente
chateado por isso! [risos]

Assim, quando cheguei a Moscovo propus aos meus
colegas que, trés vezes por semana, estuddssemos Mate-
madtica Financeira. Na altura, todos recusaram, mesmo
nomes que hoje estdo no topo da drea, como o Dmitry
Kramkov. Eu impus-me, fiz voz grossa e perceberam que
estava mesmo a falar a sério. Foi assim que tudo come-
¢ou. Hoje esse livro continua a ser considerado impor-
tante na drea. Fui convidado para ir para fora da Russia
dar aulas sobre Matematica Financeira, mas decidi ndo
aceitar, pelas razdes que ja discutimos. Entretanto, todos
os outros vado saindo. Agora toda a gente pode sair.

GONCALO Esta é uma questdo curiosa... Qual era o cri-
tério para alguém ser autorizado a sair antes da Peres-

troika?

SHIRYAEV E dificil dizer. Tinha tudo a ver com o Partido

Comunista e com o que eles achavam do comportamen-

to da pessoa que pedia autorizagdo...

GONCALO Significava que essa pessoa tinha um com-
portamento politico considerado errado ou demasiado
ativo...

SHIRYAEV Significava muitas vezes que essa pessoa nado
era suficientemente ativa! Para muitas pessoas, era sim-
plesmente proibido.

GONCALO Gostaria de saber qual a sua opinido acerca
do futuro da Matematica Financeira e quais os problemas
mais importantes nesta drea. Claro que ter uma férmula
fechada para op¢des americanas é algo com que muita
gente sonha...

SHIRYAEV Sendo especialista em Optimal Stopping, per-
cebo que esse problema é muito dificil. A raiz da difi-
culdade deste e de outros problemas em Matematica
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Financeira prende-se com o facto de serem problemas
ndo-lineares. Por isso, mesmo eu, que sou especialista
na drea, tenho cada vez mais dificuldade em ler os arti-
gos publicados porque as pessoas estdo a tentar resolver
estas ndo-linearidades com métodos muito diferentes.
Existem outros problemas ainda mais dificeis como é o
caso de opgdes russas, que basicamente dd o direito de
compra de uma call ou de venda de uma put ao preco de
mercado do colateral durante a vida da opgdo. Ao con-
trdrio do que acontece na maioria das outras opgdes, no

caso das opgdes russas a maturidade pode ser infinita.

Este é um problema talvez ainda mais complicado do
que o andlogo das opg¢bes americanas.

GONCALO Professor, resta-me agradecer-lhe o tempo
que me dispensou e esperar que de russo para inglés e de
inglés para portugués nédo se perca o essencial da nossa
conversa.

SHIRYAEV Obrigado.
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O QUE E QUE LEVA UM CIENTISTA A ESCREVER?

Pode nem sempre ser assim, mas a curiosidade e a criatividade sdo quase

MATEMATICA E LITERATURA

o
(A

de Aveiro

nfem@ua.pt

sempre pontos de partida tanto para cientistas como para escritores.

Na crénica anterior, tentei responder a uma das per-
guntas que me fazem com maior frequéncia: “Por
que escreve?” Hoje tentarei responder a outra que costuma
acompanhar a primeira: “O que é que leva um cientista a
escrever?”

Sempre houve escritores cuja formagéo era essencial-
mente cientifica: C.P. Snow, Arthur C. Clarke, Isaac Asi-
mov ou o italiano Paolo Giordano, autor de A Soliddo dos
Niimeros Primos. Também temos em Portugal varios exem-
plos: Rémulo de Carvalho, Jorge de Sena ou o nosso con-
temporaneo Jodo Ricardo Pedro, aos quais podemos juntar
diversos médicos que se dedicaram a literatura: Fernando
Namora, Miguel Torga e Anténio Lobo Antunes, entre
muitos outros.

Qual serd, entdo, a ligagdo entre as ciéncias e a pratica
das letras? Haverd alguma ou trata-se apenas de um aci-
dente estatistico? Nao posso responder por todos, mas te-
nho as minhas teorias.

Em primeiro lugar, a curiosidade, sim, tdo simples
quanto isso. Ninguém se interessa pela ciéncia se ndo pos-
suir uma grande e insacidvel dose de curiosidade: para que
serve? De onde vem? De que é feito? O que é que acontece
depois? Sdo estas algumas das perguntas, dir-se-ia quase
infantis, que nos levam até a matematica, a fisica, a quimi-
ca, a biologia e a todas as outras ciéncias. Perguntar pelo
prazer de perguntar, de perseguir uma resposta que talvez
jé tenha sido produzida ou que teremos de buscar por nés.
Esse instinto, o de levantar a cortina da realidade para lhe
conhecer os bastidores, é 0 mesmo que leva alguém a es-
crever um romance ou um poema. Por que somos como so-

mos? Por que amamos? Por que lutamos? Por que ficamos
tristes ou alegres? O que é que desejamos no nosso intimo?

Vi sempre a ficgdo como um laboratério da condicdo
humana - inventem-se personagens e uma trama, algu-
mas tensdes e desejos, e logo veremos o que acontece,
como se comportam, que caminhos trilham para obterem
os seus resultados. Qualquer grande obra nos ensina um
pouco mais sobre o que é isto de se ser humano. Ao lermos
Dante, Camdes, Cervantes ou Shakespeare aprendemos
muito sobre os outros e sobre nés mesmos, 0 que nos une
e o que nos aparta. Nenhuma verdade é absoluta, porém,
como na ciéncia, e estd sempre sujeita ao teste do tempo e a
aprovagao dos pares.

O outro grande ponto de contacto entre ciéncia e lite-
ratura é a criatividade, pois ambas se fazem com ela. Nao
por acaso, todos os grandes cientistas que conheci eram
leitores avidos de ficgdo, e comegaram muito cedo, enquan-
to criangas. As leituras que vamos fazendo obrigam-nos a
“pensar com a cabega de outra pessoa”, a imaginar cend-
rios, fisionomias, cenas de agdo, paisagens e até outras civi-
lizagdes e seres que ndo existem sendo na mente de quem
as escreveu e nas mentes de quem as 1é. Mais do que o cine-
ma, o teatro ou os jogos de computador, onde tudo esta ja
diante dos nossos olhos, um livro sé é eficaz se o leitor acei-
tar participar com a sua imaginagao e conseguir completar
as propostas do autor usando as suas préprias capacidades
criativas. Afinal, é sempre a mesma brincadeira infantil,
tdo simples e tdo complexa, tdo essencial para quem quer
viver num jogo permanente de perguntas e respostas.
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AFONSO BANDEIRA CONQUISTA O PRESTIGIADO SLOAN RESEARCH FELLOWSHIP 2018

Afonso Bandeira, antigo vencedor das Olimpiadas
Portuguesas de Matemadtica, acaba de ser distingui-
do com o prestigiado Sloan Research Fellowship
2018. Este reconhecimento premeia os mais promis-
sores investigadores de diferentes dreas cientificas,
atualmente a desenvolver trabalho de investiga-
¢do nos Estados Unidos da América e no Canada.
O montante pecunidrio da bolsa é de 65.000 délares
(cerca de 53.000 euros) e podera ser gasto ao longo
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de um periodo de dois anos em qualquer despesa
que apoie os seus trabalhos de investigacdo.
Afonso Bandeira, de 29 anos de idade, é atual-
mente professor auxiliar no Instituto Courant de
Ciéncias Matematicas, da Universidade de Nova
Iorque, sendo membro do Departamento de Ma-
tematica e do Centro de Data Science. O antigo
aluno da Universidade de Coimbra, onde com-
pletou o mestrado em 2010, obteve o seu doutora-
mento em Matemadtica Aplicada e Computacional
na Universidade de Princeton, sob orientagdo do
Professor Amit Singer, com a dissertagdo Convex
Relaxations for Certain Inverse Problems on Gra-
phs. Entre 2015 e 2016, foi instrutor de Matematica
Aplicada no Massachusetts Institute of Technolo-
gy (MIT). Ainda no Ensino Secunddrio, em 2006,
conquistou o Prémio Bento de Jesus Caraca e, em
2016, foi um dos oradores plendrios do Encontro
Nacional da SPM, com a apresentagdo “Problemas
Matematicos da Era da Revolug¢do de Dados”.
Afonso Bandeira procura uma compreensao
mais profunda de vdrios processos para extrair
informagoes de dados. Embora os conjuntos de
dados macigos hoje disponiveis permitam mu-
dar a forma de compreender o mundo que nos
rodeia, os desafios computacionais decorrentes
da andlise desses dados podem apresentar bar-
reiras fundamentais para aprender com eles.
O trabalho de Afonso Bandeira analisa os limi-
tes da inferéncia estatistica com restri¢des com-
putacionais. Num primeiro plano, tem-se focado
em problemas com uma estrutura algébrica rica,
como por exemplo reconstruir uma molécula atra-
vés de um grande conjunto de imagens com ruido
obtidas por microscopia crioeletrénica.



31.° SNHM EMVISEU

A Escola Superior de Educagdo de Viseu
recebe o 31.° Encontro do Semindrio Na-
cional de Histéria da Matematica (SNHM),
nos préoximos dias 11 e 12 de maio. O confe-
rencista convidado deste ano é o professor
Scott A. Walter, da Université de Nantes,
Centre Francois Viete. As inscri¢des no se-
mindrio terdo um valor reduzido até 21 de
abril e as submissées de comunicagGes ter-

minam a 31 de margo.

ESGIT40

European Study Group
with Industry

4-8 June 2018
Barreiro, Portugal

140TH EUROPEAN STUDY GROUP WITH
INDUSTRY NO BARREIRO

Terd lugar de 4 a 8 de junho de 2018, na Escola de Tecnologia
Barreiro do Instituto Politécnico de Settbal, o 140th Europe-
an Study Group with Industry (ESGI). Um grupo de estudo
é uma oficina de uma semana que retine matemadticos e em-
presas. As empresas propdem uma série de desafios e, no pri-
meiro dia, os matemdticos escolhem um grupo no qual traba-
lhardo um dos desafios juntamente com o parceiro industrial/
empresarial. No dltimo dia, cada grupo fard uma apresentagao
dos resultados obtidos e, posteriormente, serd enviado um re-
latério sobre cada problema a empresa correspondente, que
podera conter sugestdes para uma colabora¢do adicional. As
empresas tém a possibilidade de beneficiar dos conhecimentos
obtidos através da andlise matematica dos seus problemas e os
matemadticos de trabalharem com a industria e criarem novas
ideias e solugées para problemas reais. Os estudantes também
poderdo participar nestes grupos de estudo. Consulte toda a
informacdo em http://www.esgil40.ips.pt/

ste &

MATEMATICA

ISTO E MATEMATICA DISTINGUIDO NO
SCI-DOC 2018

O programa Isto é Matemdtica, apresentado
pelo matemadtico Rogério Martins, foi galar-
doado com o prémio de Melhor Programa de
Televisdo Generalista Europeu sobre Ciéncia
2018, atribuido pelo SCI-DOC: Festival Eu-
ropeu de Documentdrio Cientifico de Lisboa.
O evento é uma organizacdo conjunta da
Apordoc — Associagdo pelo Documentdrio, a
EuroPAWS e a EuroScience. A ceriménia de
entrega de prémios teve lugar, no dia 4 de
marg¢o, no Museu da Farmdcia, em Lisboa.
O episédio levado a concurso foi “A Corrente
que Levita”, da 11.7 série do programa, exibi-
do na SIC Noticias e na SIC Internacional em
2017. A série promovida pela Sociedade Por-
tuguesa de Matemadtica contou com o apoio
da Fundacdo Vodafone Portugal.

NOTICIAS
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ENCONTRO LUSO-
BRASILEIRO DE HISTORIA
DA MATEMATICA
COMEMORA 25 ANOS

O 8.° Encontro Luso-Brasileiro de
Histéria da Matemaética decorrerd,
de 13 a 16 de agosto de 2018, no
Centro de Engenharias e Ciéncias
Exatas da Universidade Estadual
do Oeste do Parand, Foz do Iguagu,
Brasil. Este evento, coorganizado
pelo Semindrio Nacional de Hist6-
ria da Matematica e pela Sociedade
Brasileira de Histéria da Matema-
tica, comemora 25 anos desde que
0 seu primeiro encontro aconteceu
em Coimbra, em 1993. Incentivar
o intercAmbio entre pesquisado-
res brasileiros e portugueses que
trabalham na drea de Histéria da
Matemética e divulgar e discutir as
pesquisas realizadas sdo os grandes
objetivos do encontro. As submis-
sOes de comunicagdes estdo abertas
até 15 de abril. Consulte a pagina do
evento em http:/[www.elbhm.com/.

istdvia da Matemdtica

13 a 16 de agasta de 2018
Fee da Tpuagn - Pavand - Pomall
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36.* FINAL DAS OLIMPIiADAS EM MIRANDELA

De 22 a 25 de margo, o Agrupamento de Escolas de Mirandela
recebe a final das 36.* Olimpiadas Portuguesas de Matematica.
As provas decorrerdo durante as manhas dos dias 23 e 24, e de-
pois do almogo os estudantes tém agendadas diversas atividades
ludicas. Domingo é dia de conhecer os vencedores, 36 no total:
12 na categoria Junior (6.° e 7.° anos), 12 na categoria A (8. e 9.°
anos) e 12 na categoria B (10.°, 11.° e 12.° anos) — que receberao as
merecidas medalhas de ouro, prata e bronze. Os vencedores das
categorias A e B poderdo ainda vir a integrar as delegagdes que
representardo Portugal nas competi¢bes internacionais depois
de frequentarem um estdgio no projeto Delfos, em Coimbra. As
Olimpiadas Internacionais de Matematica terdo lugar na Romé-
nia, em julho, e as Olimpiadas Ibero-Americanas de Matemadtica
decorrerdo entre Monte Gordo e La Rébida, em setembro.

3 aspOLIMPIADAS
L] PORTUGUESAS DE

MATEMATICA




INSCRICOES ABERTAS PARA O ENCONTRO
NACIONAL DA SPM 2018

ENSPM

O Encontro Nacional da Sociedade Portuguesa de Ma-
temdtica 2018 ird decorrer, de 9 a 11 de julho, nas ins-
talagdes da Escola Superior de Tecnologia e Gestdo do
Instituto Politécnico de Braganca (ESTG-IPBraganca),
co-organizadora do Encontro. As inscrigdes jd estdo
abertas na pdgina do evento, http:/[www.enspm2018.ipb.
pt/, e terdo um valor reduzido até ao dia 17 de junho. As
sessdes cientificas terdo como oradores: André Oliveira,
da UTAD, que tem trabalhado nas dreas da Geometria
Algébrica, Geometria Diferencial e Topologia Algébri-
ca; Nuno Freitas, da Universidade de British Columbia,
Canadd, galardoado em 2015 com o prémio José Luis
Rubio de Francia), e Patricia Gongalves, do Instituto
Superior Técnico, que estuda probabilidades e proces-
sos estocdsticos com forte ligagdo as equagdes com de-
rivadas parciais, tendo sido distinguida recentemente
com uma Starting Grant do Conselho Europeu de In-
vestigacdo (ERC). A sessdo de divulgacao ficard a cargo
do matematico espanhol Radl Ibdfiez, diretor do portal
DivulgaMAT, Centro Virtual de Divulgacién de las Ma-
temdticas e presidente da Comissdo de Divulgagido da
Real Sociedad Matemadtica Espafiola. Além das sessdes
plendrias, o evento contard com duas mesas-redondas e
vdrias sessdes de formacao. Este ano haverd ainda lugar
para uma sessdo especial dedicada ao ptblico em geral.

TARDES DE MATEMATICA NA FNAC COLOMBO
A partir do dia 22 de margo as Tardes de Matemdtica em Lisboa ganham

CONTAS DE CABECA - 50 DESAFIOS
MATEMATICOS DE FUTEBOL

ASociedade Portuguesa de Matematica acaba de langar,
em parceria com a Federagdao Portuguesa de Futebol,
o livro Contas de Cabega — 50 Desafios Matemdticos de Fu-
tebol, da autoria de Hélder Pinto e Cristina Silva. Este
livro pretende captar a atencdo dos jovens estudantes
para a matematica através de um tema universal e que
suscita paixdes em todo o mundo: o futebol. Com deze-
nas de imagens e exemplos, o livro contém 50 enigmas
acessiveis a maioria dos leitores.

CONTAS DE CABECA

50 DESAFIOS MATEMATICOS DE FUTEBOL

FELDER PNTD - CRESTINA SILWA

uma nova casa: a Fnac Colombo. Conhecida pela sua oferta inigualdvel de ' |

produtos culturais e tecnolégicos, a Fnac acolhe as Tardes de Matemdtica, f
1)
com trés palestras agendadas para 2018. Criadas pela Sociedade Portu- |

guesa de Matematica em 2001, as Tardes continuam a mostrar como a |

matemadtica estd presente em tudo.
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ADERITO ARAUJO
Universidade de Coimbra
alma@mat.uc.pt

ENCONTRO NACIONAL DA SOCIEDADE

A Sociedade Portuguesa de Matemdtica (SPM) e o Departamento de Mate-
matica da Escola Superior de Tecnologia e Gestao do Instituto Politécnico
de Braganca (ESTG-IPBraganga) estdo a organizar Encontro Nacional da
SPM 2018 que ird decorrer nos dias 9 a | | de julho de 2018, nas instalagdes

da ESTG-IPBraganca

e dois em dois anos, a SPM realiza o seu Encontro Na-
Dcional com o objetivo de proporcionar a comunidade
matematica a oportunidade de trocar experiéncias, conheci-
mentos e ideias, bem como a de promover a¢des de forma-
¢do para professores dos ensinos Bésico e Secundadrio. Pela
sua natureza, o evento constitui-se como o ponto de encon-
tro de todos os que investigam e ensinam matematica em
Portugal, dando a conhecer o que de melhor tem sido feito
por matemadticos portugueses, sendo o férum ideal para dis-
cutir assuntos relacionados com o ensino e a divulgacdo da
disciplina.

Na edigdo deste ano ndo faltam motivos de interesse.
As palestras plendrias sdo muito abrangentes e estdo a cargo
de matematicos que se tém destacado pela grande qualida-
de do seu trabalho. Como se pode ver na pagina do evento,
http:/fwww.enspm2018.ipb.pt/, os oradores das sessdes cienti-
ficas sdo: André Oliveira, da UTAD, que tem trabalhado nas
dreas de Geometria Algébrica; Geometria Diferencial e To-
pologia Algébrica, Nuno Freitas, da Universidade de British
Columbia, Canadd, galardoado em 2015 com o prémio José
Luis Rubio de Francia, concedido pela Real Sociedad Mate-
mética Espafiola (RSME), pela sua investigagdo em t6picos
da Teoria dos Ntmeros; e Patricia Gongalves, do IST, que
estuda probabilidades e processos estocdsticos com forte
ligacao as equagdes com derivadas parciais, tendo sido dis-
tinguida recentemente com uma Starting Grant do Conselho
Europeu de Investigagdo (ERC), pelo seu trabalho sobre li-
mites hidrodinamicos e flutuagdes de equilibrio, no 4&mbito
dos sistemas estocdsticos. O trabalho desenvolvido por estes

trés jovens da conta da enorme vitalidade da matematica
portuguesa.

A sessdo de divulgagao ficard a cargo do matemadtico
espanhol Ratil Ibdfiez, diretor do portal DivulgaMAT, Cen-
tro Virtual de Divulgacién de las Matemaéticas (http:/fwww.
divulgamat.net) e presidente da Comissdo de Divulgacio
da RSME (Real Sociedad Matemdtica Espafiola). O traba-
lho desenvolvido por Radl Ibafiez é muito vasto e tem sido
amplamente reconhecido, ndo s6 em Espanha mas também
na Europa. A sessdo do ensino ainda nio estd fechada mas,
como vem sendo hdébito, ird constituir uma excelente opor-
tunidade para refletir e discutir os temas que mais interes-
sam a todos professores. Além da sessdo plendria, o evento
contard com duas mesas-redondas e vdrias sessoes de for-
magcdo, proporcionando a todos os que se dedicam ao estudo
e ao ensino da matemadtica uma oferta rica e muito variada.

A semelhanga do que aconteceu em 2016, 0 programa do
Encontro Nacional é completo, com um diversificado leque
de sessdes tematicas, propostas pela comunidade cientifica,
que tem respondido entusiasticamente a chamada da SPM.
A grande novidade desta edicdo é a realizacdo de uma ses-
sdo dedicada ao ptiblico em geral, a decorrer numa das noi-
tes do evento, que, além de um pequeno momento cultural,
terd como protagonista o destacado matematico e divulga-
dor de ciéncia Rogério Martins. N&o faltam, por isso mesmo,
motivos para uma deslocagdo a bonita cidade de Braganca.

Fica o convite a participagdo dos associados. O Encon-
tro Nacional da SPM é de todos e para todos. Vemo-nos em
Braganca!
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POLITICA EDITORIAL DA GAZETA DE MATEMATICA:

Gazeta de Matematica continua a ser, tal como
acontece desde a sua fundagdo em 1940, o prin-
cipal elo de ligacdo da Sociedade Portuguesa de Ma-
temadtica com a comunidade matemaética portuguesa.

A Gazeta de Matematica é uma publicagdo essen-
cialmente de divulgacdo da cultura matematica. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matemadtica
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela
matematica.

A Gazeta de Matematica publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e secgdes
permanentes.

Incentivamos os nossos leitores a enviarem textos
para publicagdo na Gazeta de Matemdtica. Damos
preferéncia a artigos curtos (4 a 6 paginas) sobre temas
que tenham interesse para o nosso publico: algo rela-

cionado com um tema de investigacdo que possa ser
explicado a comunidade matematica em geral, algum
aspecto curioso de matemdtica menos conhecido, uma
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor
ou simplesmente algo que tenha uma ligagdo com o
mundo matematico.

Os artigos poderdo ser submetidos a apreciagdo de
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um
parecer sobre a sua adequagéo para publicacdo na Ga-
zeta de Matematica.

Os textos podem ser submetidos em
LaTeX ou em Word (com uma versdo em PDF). No
caso de o documento conter muitas férmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereco:
gazeta@spm.pt.

ASSINATURA DA GAZETA PARA O ANO 2018

Preco Assinatura
de Capa L Assinatura Assinatura
(avulso) + Guu?e-Bls?al{ Resto do para sécios de;\ oLfo
portes de Portugal Europa S.To'me e Principe Mundo SPM poi

AR Timor Leste

4.2€ 12€ 15€ 12€ 17€ 0€ >17.5€

A SPM disponibiliza na pdgina http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informagdo sobre emprego e carreira
para matemdticos. As pessoas interessadas em incluir antncios neste site devem enviar um email com os dados para
imprensa@spm.pt

Sociedade Portuguesa de Matematica ® Av.da Republica 45,3° esq. ® 1050-187 Lisboa ® Telf.:2] 793 97 85 © Email: spm@spm.pt

VISITE O SITE DA SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

www.spm.pt

E O DA GAZETA DE MATEMATICA

www.gazeta.spm.pt
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