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SIMETRIAS, CONTROVERSIAS E OUTROS

-l

SiLviA BARBEIRO
Universidade
de Coimbra

Encerramos o ano de 2018 com mais uma edicio da Gazeta de Matemadtica
recheada de artigos de grande qualidade que publicamos com orgulho.

artigo que inspirou o design da capa desta edigdo,
Matemitica dos Azulejos, que preenche a coluna do
Atractor, analisa do ponto de vista da simetria os pai-
néis de azulejos de casas. A observagdo dos padrdes ou
frisos ndo nos recompensa s6 com a sua beleza imediata.
Temos também o desafio de pesquisar as suas simetrias.
O texto incita uma visita virtual ou real aos azulejos das
casas das localidades de Ovar e Furadouro onde o Atrac-
tor fez recolha e tratamento de dados e desenvolveu
ferramentas para o seu tratamento. Com a ferramenta
GeCla, um programa criado e distribuido gratuitamen-
te pelo Atractor, podemos obter mapas que nos ajudam
localizar as casas com o motivo dos azulejos que esco-
lhemos ou o tipo de simetria que pretendemos observar.
A Gazeta de Matemitica publica frequentemente arti-
gos que abordam temas relacionados com o ensino que
sdo relevantes para uma boa parte dos nossos leitores.
Uma questdo que tem gerado alguma controvérsia pren-
de-se com as recentes alteragdes aos programas de Mate-
matica A do 11.° ano de escolaridade, no que diz respeito
anogdo de limite. Consideremos a defini¢do de limite de
uma fungdo num ponto 4, segundo a formulacdo de Hei-
ne. Had duas possibilidades que tém sido discutidas no
que diz respeito as sucessdes: escolher apenas aquelas
que nunca tomam o valor g, ou, em alternativa, permitir
sucessdes que possam tomar o valor a. A remodelagdo
curricular adota a segunda opc¢do em vez da primeira,
que vinha sendo considerada n&o sé no Ensino Secundé-
rio mas também em muitos cursos do Ensino Superior.
No ndmero 184 de margo deste ano, foi publicado um

GAZETA DE MATEMATICA -

artigo de Augusto Franco de Oliveira com uma visdo
critica das mudangas postas em prética. No artigo inti-
tulado Ainda a definigdo de limite no Ensino Secunddrio, que
agora publicamos, Anténio Bivar defende a escolha da
abordagem dos novos programas.

A equipa editorial desta revista tem procurado nédo
s6 alcangar novos publicos mas também alargar o gru-
po de autores. Queremos dar espaco aos investigadores
que querem divulgar as suas descobertas a um publi-
co alargado, professores motivados e inspiradores com
vontade de comunicar as suas experiéncias e jovens di-
namicos e talentosos que escolham a nossa revista para
partilhar os seus trabalhos e as suas ideias. Neste niime-
ro publicamos um artigo que chegou de além-mar sobre
a visualiza¢do da composta de rota¢des, da autoria de
Giinhan Caglayan, que leciona matemdtica na New Jer-
sey City University.

O leitor que percorra este e outros nimeros da re-
vista vai descobrir muitos mais motivos de grande inte-
resse. Recordo que a Gazeta tem um arquivo dos artigos
em formato digital acessivel pela pagina web e que os
assinantes tém acesso imediato aos artigos dos niimeros
mais recentes. Faco votos boas leituras!

Quero expressar um forte agradecimento a Graciano
de Oliveira, que deixou o Conselho Editorial. A Gazeta
de Matemdtica renasceu no ano 2000 sob a sua direc¢do
e manteve desde entdo uma publicacdo regular. A sua
contribuigdo ao longo destes anos tem sido notdvel e
determinante para o percurso da revista, como autor,
diretor e membro do Conselho Editorial.



MATEMATICA DOS AZULEJOS

O Atractor tem em curso um projecto de alguma dimensio com o objetivo

de analisar, do ponto de vista da simetria, os painéis de azulejos das casas de

uma localidade.

parte de recolha e tratamento de dados, relativamen-

te a Ovar (incluindo o Furadouro), estd avancada e

as ferramentas que foram desenvolvidas para esse tra-
tamento poderdo vir a ser aplicadas noutras localidades
com azulejos. Este texto faz um ponto da situagao atual.
A partida, o titulo Matemdtica dos Azulejos poderia le-
vantar a questdo de saber se a andlise matemaética "dos
azulejos" foca cada azulejo individualmente ou o resul-
tado da forma como o assentamento dos azulejos é feito
numa certa zona da fachada de uma casa. Por exemplo,
consideremos o azulejo' representado na figura 1, for-
mado por um V; esse azulejo, individualmente, tem uma
reflexdo vertical, com eixo exatamente a meio. Mas pode-
mos imaginar diversas formas de disposi¢do, por exem-
plo as representadas nas trés imagens da figura 2. Nos
trés casos, hd simetrias de reflexdo de eixos verticais pas-
sando pelo vértice do V de cada
azulejo, reflexdes essas prove-
nientes da simetria existente no
préprio azulejo. No segundo
caso, sdo as unicas, e nos outros
dois, hd também simetrias de

reflexdo com eixos verticais pas-
Figura 1. sando pelas jungbes verticais

dos azulejos; no terceiro
caso, hd ainda reflexdes de
eixos horizontais passan-
do pelas jung¢des horizon-
tais. Nos trés casos h4 ro-
tacdes de meia-volta cujos
centros sdo: i) no primeiro,
para cada V, os meios dos
seus dois segmentos e as
suas projegdes no lado do
azulejo que contém o vér-
tice do V; ii) no segundo,
os quatro vértices de cada
azulejo e os meios dos seus
lados verticais; iii) no ter-
ceiro, os meios dos lados
dos V (além das que resul-
tam das reflexdes).

Seria ilusério pensar

ATRACTOR

No dmbito de uma colaboracdo

é um C
do Atractor, relaciona

conteudos interativos do seu site
WWV\/.GUUC[OKD[
Quaisquer reacdes ou sugestoes
serdo bem-vindas para
atractor@atractor.pt

Figura 2.

1Salvo mengdo em contrdrio, os azulejos, zonas e casas representados
referem-se a Ovar (incluindo o Furadouro). O leitor que ndo conhecer
as notagdes referentes aos tipos de simetria de frisos e padroes pode

consultar [1].

ATRACTOR * Matematica dos Azulejos 03
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que, extrapolando o que é afirmado no inicio do para-
grafo anterior, poderiamos afirmar que a simetria de
reflexdo do azulejo V dd necessariamente lugar a uma
simetria de reflexdo do padrdo que o utiliza. No Fura-
douro foi encontrada uma casa com este azulejo, mas
disposto de uma forma que ndo conduz a nenhuma
simetria de reflexdo: ver na figura 3 uma imagem co-
piada de [1] com essa casa e uma zona da sua fachada
principal®. Nessa figura estd representada também, em
baixo a direita, uma Zona GeCla®. Clicando nessa ima-
gem no portal do Atractor, o leitor poderd importa-la e
utilizd-la com o GeCla para receber ajuda ao procurar
as simetrias e o tipo de simetria do padrdo correspon-
dente. Estas funcionalidades estdo disponiveis para to-
dos os padrées e todos os frisos de todas as casas com
azulejos, e hd casas que apresentam, entre padrdes
e frisos, um total de cinco diferentes.

A figura 4 representa: i) um mapa de [1], obtido por
um utilizador que escolheu um circulo (centro e raio)
e alguns tipos de simetria, para localizar as casas nesse

Figura 4.

circulo com azulejos desses tipos de simetria; ii) o carim-
bo correspondente ao azulejo da casa clicada, numa fase
da animac&o que o mostra a carimbar o friso.

A figura 5 apresenta os 18 tipos de simetria encontra-
dos em padrées e frisos de Ovar até esta data.

Todos os sete tipos de frisos existentes estdo presentes
(altima linha e dltimo elemento da pentltima) e, quanto
aos 17 padroes, os cinco que admitem rotagoes de 120°
(quatro no canto superior esquerdo e um no superior di-
reito) ndo estdo representados, como era de esperar, por
ser mais natural surgirem com azulejos hexagonais. H4
ainda um tipo de simetria, o dltimo da segunda linha,
que poderia perfeitamente aparecer, mas (ainda) ndo en-
contrdmos. Vamos dar algumas indicacdes sobre como
proceder para o obter usando azulejos de outras casas,
com disposicdo diferente; isso tornard fécil a tarefa de
alguém que decida, usando-as, fazer com que haja breve-
mente em Ovar todos os tipos de simetria que se podem
obter com azulejos existentes a venda.

Comecemos por notar que, nos padrdes com alguma

GAZETA DE MATEMATICA -« 186
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simetria de reflexdo, hd duas situagdes possiveis: ou o
azulejo ja tem alguma simetria de reflexdo e a forma de
assentamento respeita-a (casos da figura 2); ou o azulejo
ndo tem nenhuma simetria de reflexdo, mas existem dois
azulejos, um refletido do outro. A primeira situagao é, de
longe, a mais frequente. A figura 6 mostra todos os azu-
lejos encontrados em Ovar correspondentes a segunda
situagdo, isto é, em que, para cada azulejo, hd também o
seu refletido. Escolhendo um dos que néo tém nenhuma
simetria (qualquer diferente do primeiro e do quarto) e

20 padrio tem reflexdes deslizantes e grupo de simetria xx (pg), tendo
sido encontradas até agora, entre mais de 700 casas jd tratadas e referi-
das em [1], s6 mais trés com padrdes desse grupo, curiosamente todas

elas no Furadouro. Uma é contigua a representada na figura 3 e as trés

usam um mesmo azulejo com forma semelhante ao dessa figura, sendo

o assentamento exatamente do mesmo tipo.

3 GeCla é um programa criado e distribuido gratuitamente pelo Atractor
e que permite: i) produzir padrdes e frisos de qualquer tipo de simetria a
partir de um motivo desenhado pelo utilizador, ou contido numa imagem;
i) classificar um padrdo ou friso, facilitando a pesquisa de todas as suas
simetrias.

*333/ paml

w@*f pim1 xf plal o pl1l

Figura 6.
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Figura 8.

Figura 9.

usando o GeCla com essa imagem por motivo e o carim-
bo correspondente a 22x (plano projetivo), obtemos uma
zona com o tipo de simetria que (ainda) parece faltar em
Ovar: ver a figura 7 obtida com o quinto azulejo.

Para construir esta zona toma-se um azulejo e coloca-
-se junto a cada um dos seus lados um refletido mas ro-
dado de meia-volta. Basta, pois, dispor de pares de azu-
lejos, refletidos um no outro.

Vejamos brevemente o caso dos cinco padrdes que
faltam. No DVD Simetria - apresentagio dindmica, criado
pelo Atractor em 2009, hd imagens de padrdes recolhi-
dos no Alhambra referentes a esses 5 tipos de simetria.
Se houvesse azulejos hexagonais ou triangulares (equi-
ldteros) no mercado, seria uma tarefa simples encontrar
motivos para esses azulejos e com eles produzir natural-
mente os cinco tipos em falta‘. A figura 8 ilustra como
obter dois desses cinco tipos.

Sem azulejos hexagonais, hd uma solugdo com azu-
lejos retangulares de propor¢des adequadas. Conside-
remos, por exemplo, o tipo de simetria *632, que tem

Figura I1.

GAZETA DE MATEMATICA -« 186



como carimbo um tridngulo retidngulo com angulos
30° e 60° e suponhamos a hipotenusa de comprimento
unitdrio (ver figura 9 criada com o GeCla). Este carimbo
d4 origem a redes de hexdgonos regulares. Calculemos
as amplitudes das translagdes minimas em duas dire-
¢Oes perpendiculares entre si. As normas dos vetores de
translagdo sdo 3 para a vertical e v3 para a horizontal,
portanto a razdo é V3. Com azulejos retangulares de la-
dos nesta proporgdo, seria exequivel produzir o padrao.
A titulo de exemplo referente ao caso *632, o azulejo re-
presentado na figura 10 permite obter o primeiro padrao
do Alhambra da figura 8. Na figura 11, obtida com o Ge-
Cla, mostra-se o padrédo obtido com esse azulejo; nela es-
tdo marcados os vértices dos azulejos. Numa solugdo des-
tas, a concretizar-se, seria essencial que o assentamento
final dos azulejos tornasse praticamente impercetiveis as
juntas entre eles e seria crucial que as propor¢des entre
os comprimentos dos lados fossem respeitadas.

Alids, esta questdo da visibilidade ou ndo das juntas
foi varias vezes discutida durante a realizacido do traba-
lho, visto que o grau de destaque delas é muito varidvel
de casa para casa’® e té-las ou ndo em conta como parte da
figura altera frequentemente a classificacdo do ponto de
vista da simetria. Vejamos um exemplo. Vendo de longe
a casa representada na imagem da esquerda da figura 12,
apenas se notam umas linhas retangulares claras, tendo
o padrdo o tipo de simetria *2222. Aquelas linhas cor-
respondem as juntas dos azulejos, como se percebe ao
olhar mais de perto (imagem do meio), vendo-se neste
caso também o detalhe de cada azulejo. Entrando agora
em conta ndo s6 com aquelas linhas mas também com o

detalhe dos azulejos (nessa imagem do meio), nem muda
o tipo de simetria nem a regido fundamental, que é um
quarto do azulejo todo. Mas se tivermos em vista s6 o
detalhe dos azulejos e pintarmos as juntas de uma cor
préxima da do fundo do azulejo (imagem da direita) e
as ignorarmos, o tipo de simetria muda para *442, e uma
regido fundamental corresponde a 1/8 de um quadrado
azul, portanto sendo 16 vezes mais pequena do que a
anterior. H4, no entanto, outros casos em que as juntas
dos azulejos sdo impercetiveis e em que é, pois, natural
ignora-las a partida. Um caso extremo seria o de uma
fachada toda com azulejos quadrados brancos, sem de-
senhos. Sem vermos as juntas, nem sequer temos um pa-
drao®, mas com as juntas temos um *442, sendo a regido
fundamental 1/8 do azulejo. Um caso em que as juntas
sdo quase impercetiveis é o representado na imagem da
esquerda, na figura 13. Nessa figura estdo também repre-
sentadas: a imagem de um azulejo, tratada de forma a

melhorar a qualidade do desenho; uma imagem com si-

4 Seria interessante que a autarquia de uma localidade com abundén-
cia de azulejos indagasse da possibilidade de producdo econdmica de
azulejos hexagonais e promovesse a producao de tais azulejos, para vir
a poder, dentro de algum tempo, incluir na informagdo ou num roteiro
cultural a indicagdo de que jd estavam representados na localidade todos
os tipos de simetria existentes de padroes com azulejos...

¥ Mesmo considerando sé azulejos sem relevo, a visibilidade depende da
folga deixada entre azulejos e do contraste entre a cor do material de
remate e a cor de fundo do azulejo (por vezes branco com azulejos de
fundo escuro).

¢ Recorde-se que o Atractor sempre usa a palavra padrdo no sentido de
duplamente periddico.

i 4 P

Y VYYYYY

Figura 12.

ATRACTOR * Matematica dos Azulejos
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metrias assinaladas (reflexdes de eixos perpendiculares
entre si passando pelos centros das flores e rotagdes de
meia-volta) e também com o carimbo resultante, um cone
de bordos espelhados. Finalmente, a tltima imagem da
figura 13 mostra o que aconteceria se as juntas tivessem
sido assinaladas com destaque: desapareceriam todas
as simetrias com eixos de reflexdo descendentes para
a direita; das crescentes para a direita, ficariam as que
passam pelos cantos do azulejo e as outras dariam lugar
a reflexdes deslizantes: o carimbo seria uma tira de Mo-
bius de bordo espelhado.

O gréfico de barras da figura 14 permite comparar as

frequéncias com que aparecem, entre os dados até agora
tratados para Ovar, os diferentes tipos de simetria, des-
de o mais frequente (*442 ou p4m) com 38.8% até outro
(22x ou pgg) com 0%. Na coluna mais a esquerda estdo
indicados os 5.1% que foram classificados sem simetria.
A figura representa o gréfico (de [1]) no momento em que
se clicava na barra correspondente a *2222 (ou pmm).
Como nota final, vejamos exemplos de casos classifi-
cados como sem simetria. Um dos primeiros encontrados
foi o da figura 15, que mostra o azulejo e uma fotografia
da fachada. O azulejo ndo tem simetria de rotagdo e é por

isso importante o modo como ele é colocado, se se quiser

Figura 13.

FREQUENCIAS DOS TIPOS DE SIMETRIA

15 chart by amnCharts

=2222/ pmm: 56 (5.3 %)

N

pirm ob pdm  pég pd pImi plim pd
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Figura 14.
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produzir um padrdo. Ora uma andlise cuidada da
fotografia mostra que o assentamento do azule-
jo foi aparentemente aleatério, encontrando-se a
mesma regido do azulejo virada para cima, para
baixo, para a direita ou para a esquerda sem qual-
quer regra identificivel. Em particular, também
ndo foram identificadas translagdes que respeitem
o modo de assentamento do azulejo. Outros pro-
blemas do mesmo tipo surgem, ndo surpreenden-
temente, com azulejos como os representados na
figura 16. O desenho muito irregular levanta logo
a questdo de saber se ele varia de azulejo para
azulejo. A resposta é negativa, portanto, havendo
cuidado no assentamento, é possivel criar padrées
com vdrios tipos de simetria, embora essa sime-
tria seja muito mais dificil de identificar visual-
mente. Mas, na verdade, nos exemplos analisados
néo se verificou nenhuma preocupagéo no assen-
tamento, o que, alids, é mais compreensivel com
imagens deste género.

Finalmente, hd outro tipo diferente de zonas
sem simetria: aquelas em que os azulejos sdo to-
dos intencionalmente diferentes. Um muito fre-
quente, representado na figura 17, é o formado por
azulejos com um retangulo claro para o qual apa-
rentemente foram enviados chapiscos coloridos,
diferentes de azulejo para azulejo. Como essas
diferengas entre os azulejos foram intencionais e
ndo devidas a imperfei¢do no desenho, as zonas
das fachadas foram classificadas como sem si-
metria: ndo hd nenhuma translagio (diferente da
identidade) que ndo altere o aspeto da zona em
questao.

O Atractor tem a intengdo de, apds a conclusao
do tratamento dos dados existentes, acrescentar ao
portal [1] algum material introdutério que facilite o
eventual uso por alunos de escolas da regido e su-
gerir alguns roteiros comentados que possam ser
utilizados por visitantes com interesses culturais.

[1] www.atractor.pt/mat/matematica_azulejos2

Ao

Figura 17.

ATRACTOR * Matematica dos Azulejos
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A FONTE ETERNA DO MESTRE

Martin Gardner nasceu em 21| de outubro de 1914. Desde a sua morte,em

JorGE NuNO Siva
Universidade
de Lisboa

2010, que a sua vida é celebrada globalmente, no movimento Celebration
of Mind, mediante palestras, workshops, sessdes de problemas, jogos,
magia, etc. A vida intelectual de Gardner foi variada e o CoM reflete isso
mesmo.Temos sempre honrado esta homenagem e este ano nao é excegao.
Martin Gardner foi celebrado durante a Feira da Matemdtica, que decorreu
no MUHNAC nos dias 19 e 20 de outubro. E ainda da vasta colecio de
recreagdes que nos deixou que seleciondmos os desafios de hoje.

DIVIDIR IRMAMENTE. Dois irmaos resolvem vender
um rebanho de ovelhas, propriedade comum de ambos.
Curiosamente, cada ovelha rende um ndmero de euros
igual ao ntimero de ovelhas no rebanho. O comprador
paga em notas de €10 mais trocos (os trocos correspondem
a um valor inferior a €10).

Para efetuar uma divisdo equitativa do dinheiro,
0s irmdos comecaram pot, alternadamente, retirar uma

nota de €10, comegando o mais velho. Acontece que a
dltima nota também coube ao irm&o mais velho, pelo que
0 mais novo se queixou. O mais velho deu-lhe os trocos
todos, mas nem mesmo assim o mais jovem parou o seu
protesto. Entdo, o mais velho disse-lhe: “Vou passar-te um
cheque com a quantia que te devo para ficarmos iguais.”

De quanto era o cheque passado pelo irmado mais velho
ao mais novo?

MOEDAS MUITO UTEIS. A moeda japonesa de ¥1
pesa exatamente um grama e o seu didmetro mede dois
centimetros.

GAZETA DE MATEMATICA 186

jnsilva@cal.berkeley.edu



E f4cil ver como, dispondo de varias moedas destas, se
pode pesar objetos em gramas, usando uma balanca (de
pratos). Também é evidente que, alinhando as moedas,
podemos medir qualquer distancia sobre uma reta, desde
que corresponda a um nimero par de centimetros.

Como podemos usar as moedas para medir também
qualquer distancia impar sobre a mesma reta?

MOEDAS ESTRANHAS. As cinco moedas da figura sdo
muito semelhantes entre si, mas sabemos que tém pesos
distintos. Com uma balanca de pratos, de quantas pesa-
gens necessitamos para as ordenar por ordem crescente de
peso?

Se o problema dissesse respeito a duas moedas, uma
pesagem bastaria. Se fossem trés, precisarfamos de trés
pesagens. Cinco pesagens bastam para ordenar quatro
moedas.

E em geral, quantas pesagens para ordenar n moedas
de pesos diferentes?

Sobre a questdo do nimero anterior: Aplicando estra-
tégia similar a descrita no texto, a probabilidade de vitéria
é de 31/32. Em geral, sen =2" —1 para algum r natural,
a probabilidade de acerto é de 1/ (n + 1). Note-se que esta
probabilidade cresce com 7 (evito o ponto de exclamagdo
para evitar confusdes com o fatorial de n).
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O ALBERTO DESCOBRE UMA FAMOSA CURVA

Sécrates maga o escravo de Meno com questdes, até que ele des-

fs
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ALEXANDER
Kovacec
Universidade
de Coimbra

cubra por si sozinho a relagao entre comprimento de lado e area
dum quadrado; Galileu, no seu Didlogo, deixa discutir Salviati, Sagre-
do e Simplicio sobre dois sistemas do Mundo; e Polya interpela no
seu livrinho Como Resolver Problemas por intermédio dum professor
um simples 'aluno'. Todos tém um mesmo obijetivo: pela técnica de
questdes criteriosamente escolhidas e argumentos pro e contra,
aproximam os parceiros da conversa, pouco a pouco, ao reconheci-
mento de factos cientificos. Levamos assim o Alberto a descoberta
da catendria! Nao é preciso muito mais do que o que esta nos pro-

gramas de Fisica e de Matemdtica A do Secundario.

Professor (P): Caro Alberto, visto que tanto te interes-
sas pela fisica como pela matematica e ja leste até
sozinho um pouco num manual de Andlise Matemdtica,
como sempre fazem alguns Délficos, levo-te estes dias a
descoberta da equagdo da catendria: daquela curva que é
assumida por uma corrente fixada em dois pontos e que,
de resto, livremente estd pendurada numa parede vertical.

Alberto (A): Isto deve ser complicado. Ndo faco ideia de
como eu podia, com os meus modestos conhecimentos,
chegar a descobri-la! Mas a curva tem importancia. Vemo-
-la nas linhas de alta tensdo, nos cabos que fixam os barcos
aos cais, etc. Parecem-me pardabolas.

P: J& Galileu (1564-1642) suspeitava de que talvez fossem
parabolas. Mas ndo é assim tdo simples: a equagdo corre-
ta da catendria foi descoberta apenas 50 anos apds a sua
morte. Experimenta em casa. Marca o vértice (o ponto
mais baixo da corrente) e traca uma pardbola que passe
pelo mesmo vértice e os dois pontos fixos duma catendria,
e compara as curvas.

A, um dia depois: Fiz como sugeriu; nas varias expe-
riéncias, as diferengas sdo minimas. A corrente estd qua-
se sempre um pouco abaixo da correspondente pardbola.
Por isso, se calhar, as diferencas ndo sdo todas atribuiveis
a imperfei¢des da corrente ou a imprecisdes com que
tomamos medidas.

P: Estds a ver! Um cdlculo exato deverd também levar a
uma férmula cujo gréfico se aproxima de baixo a pardbo-
la. Vamos entdo matematizar o assunto. Ja te mencionei o
que fazemos quando um problema parece ser demasiado
complexo...

A: Pois. Disse-me que devemos pensar num problema
mais simples...; um andlogo...; ou algum problema que
tenha algo a ver com aquilo que queremos resolver.

P: E entdo...

A: Bom, podemos, por exemplo, pensar num fio de peso
negligencidvel e alguns pesos fixados nele. Isto vai dar de
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certeza uma linha quebrada. Talvez isto ajude... para cla-
rificar a situagdo?

P: Boa ideia! Quantos pesos queres pendurar?

A: Disse-nos que devemos pensar na situagdo mais simples
que ndo seja imediatamente evidente.... Ora, se eu puser
apenas um peso, entdo acho que, independentemente do
peso, a linha quebrada vai ser sempre a mesma — enquanto
o fio ndo rebentar, claro. Por isso, opto por dois pesos.

P: Mas mesmo com um sé peso, podemos perguntar-nos
que for¢as o mantém no sitio onde esta.

A: A pergunta parece-me um pouco estdpida... — pego des-
culpas — ... Estd onde estd porque, se o peso é fixado ou
pendurado num ponto P em distancia 79 do ponto fixo A e
r1 do ponto B, digamos, P deve estar evidentemente num
dos pontos de interse¢do das circunferéncias de centros
em A e B e raios rg, rq, respetivamente. E, evidentemente,
ndo pode ficar no ponto superior, pois daf iria cair.

P: Ora! Nédo fazemos apenas geometria! O ponto P tem
alguma liberdade para se mexer, mas fica no sitio... Devi-
amos estranhar. Segundo Newton (1642-1727), isto aconte-

ce apenas em situag¢ées bastante especiais ...

A:Pois, estd bem... a soma das forgas que nele atuam deve
ser zero.

P: E estas sdo?

A: O peso puxa para baixo, mas forgas transmitidas pelo
fio fixado em A e B equilibram este peso.

P: E tu podes determinar estas forgas segundo uma lei que
ja aprendeste hd algum tempo!

A: Pela regra do paralelograma das forgas?

-

/
Y
—

-

P: Isso mesmo! Isto significa...?

A: Que as tensdes nos fios devem ser tais que se tem a fi-
gura mostrada: a soma vetorial das forcas que atuam nos
fios deve ser igual ao negativo da forca vertical exercida
pelo peso.

P: Muito bem! Agora podemos atacar o caso de dois pesos.
Este caso é, de facto, mais complicado; a linha quebrada
que o fio vai assumir ndo depende apenas das distancas
|APy|, |P1 P>, |P>B|, mas sobretudo também da magnitu-
de dos pesos. Introduz uma notacdo que seja facilmente
generalizadvel para n pesos, se possivel.

A: Bom. Para tratar dos pesos "em pé de igualdade” vou
denotar os pontos fixos A, B por Py e P; — pois, em equili-
brio, parece-me que quaisquer dois pontos dos P; podiam
ser aqueles onde fixo a corrente — sem que o trogo entre
eles se modifique relativamente a situagdo anterior. A for-
¢a que "puxa" o ponto P; para P, vou escrever como ve-
tor 7; = (;:) Vai ser, portanto, um vetor paralelo a lm ;
ou seja, algum muiltiplo real positivo deste vetor.

Estou ja a pensar em célculos que faremos num sistema
cartesiano com eixo yy orientado no sentido contrério da
forca gravitica.

P: OK. Parece-me razodvel. E como queres escrever a forca
vertical que atua no i-ésimo ponto?

A: Se o peso, enquanto escalar positivo, for p;, o vetor que
indique a correspondente forca deve ser escrito p; = (7Opi),
pois ndo tem componente horizontal; e, sua componente
vertical é em sentido contrario do eixo yy. Este facto é in-
dicado pelo sinal negativo.

P: Muito bem. Sdo escolhas notacionais simples e naturais.
Usando a tua notagéo, o facto de que em equilibrio o pon-

to P; ndo se mexe significa o qué?

A: Significa que a soma das forcas que sobre ele atuam é o
vetor zero. Ou seja, significa que temos algo como

x1 0 0
7+ + = .
n —p1 0
P: E ndo sabes o que pdr no lugar com o "?" ?

A: Nao.
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P: Ora pensa: quando brincas com o teu cdozinho, tu
puxando numa extremidade duma corda, ele na outra,
os dois ficam em equilibrio porque...

A: ... porque nés dois puxamos com a mesma forca em
sentidos contrdrios. Nao é assim?

X0
Yo
exercida no ponto Py em dire¢do a P;. Agora deve ser claro

P: Pois! E, segundo as tuas definigdes, (3?) indica a forca

como a equagdo para o ponto P; se 1é. A equagdo para o
ponto P; serd andloga.

A: OK. Portanto as equacdes vao set, julgo eu:
0 0
O+ ) = O

—H+C+5) = ©.

E se tivéssemos mais pontos a considerar, terfamos mais
tais equagdes. Mas assim entram cada vez mais incégnitas

Xi, ]/i'

P: Pois, parece assustador. Mas olha para as equagdes.
Em principio, podes expressar qualquer (;/) por (i) s6.

A: E verdade! Da primeira equagao, obtenho ("}) ; e subs-
tituindo isto na segunda equagéo, obtenho (;;) Assim

X1 _ X0
(yl) - (y0+P1)
X _ X
(yi) - (y0+P[1)+P2)

P: Portanto, tens agora, como sendo as tnicas indetermi-
X ~
nadas, apenas as entradas de (yg). Ora, ndo te esquegas,
X,
0s (y
tudo nos interessa sdo as posigdes dos vértices Py, Ps, ...

:) sdo os vetores das tensdes nos fios. Mas o que sobre-
do poligono...
A: Mas noto que xy, yp ainda ficam indeterminados...

P: Bom, as equagbes obtidas sdo genéricas. Sdo vdlidas

AN

para quaisquer fios com dois pesos, sejam quais forem as
suas posi¢des, sejam quais forem as suas magnitudes...;
e sejam quais forem os pontos onde a corrente € fixada.

A: Estou a ver. Portanto, devemos dar tanto as posi¢oes
A, B, ou seja de Py e P3 dos pontos fixos como os compri-
mentos rg, 71, 72 dos trogos, como, finalmente, os préprios
pesos p1, pz. S6 dado todo este input em forma numérica
podemos calcular a linha poligonal que o fio ird assumir.

P: Pois. E, supondo isto tudo conhecido, como podes saber
0s vértices?

A: ]Ja sabemos que as forcas atuam segundo a orientagdo
. P Py X0 e~ 2
dos trogos; ou seja, PyP; serd paralelo a (yo)' Py P, sera pa-
ralelo a (;}), etc. Mas sdo vetores de forgas; a sua norma
tipicamente néo reflete os comprimentos dos trocos.

P: Ora se tens um vetor ndo nulo qualquer, como podes dar-
-lhe o comprimento desejado sem mudar a sua orientagdo?

A: Divido o vetor pela sua norma e depois multiplico-o
pelo o comprimento que quero. E a norma de um vetor é
dada pela raiz quadrada da soma dos quadrados das suas
componentes.

P: Entdo, obténs para os vértices da linha poligonal que
equagoes?

A: Obtenho P; adicionando a P, o vetor de direcdo (;g)
e de comprimento ry. P, P3 obtenho de formas andlogas
e assim tenho o sistema

) X
e =
_ " X
Boo= Pt )
Xz).

L)
e A

P. Ora P; é, no nosso exemplo de dois pesos, igual a...

P =

AE igual a B. Portanto, serd também dado.

P: Exatamente. Assim podes agora, em principio, calcular
a tua linha poligonal. Escreve uma equacédo cuja solugio te
permita calcular a posicdo dos vértices!

A: Bom, vejo que xp=x1=2x3, € Y=Y+ p1,
Y2 =Yo+ p1+p2. p1 e p2 conheco. Por isso, sabendo
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também o vetor (g;) — AB ,isto é,
B-A=P—Py=(Ps—P)+ (P,—P1)+ (P —Po),
obtenho do sistema acima uma equacdo vetorial. Se eu

introduzir a expressao
+ 1 )
\/x2+y Va2 +(y+pr)? \/x2+ (y+p1+p2)?’

onde escrevi x, y em vez de X, }/o, tenho de resolver o se-

D(x,y) =

guinte sistema de equagdes:
D(x,y)

01 =

"1p1 4+ _npitp)
Va2 2yt tp)?

yD(x,y) +

0 =

Por exemplo: (0,1.3), B= (4.5,2.1),

ro =151 =24,rp =18, p; =1, pp =5, temos

Supondo A =

1.5 24 1.8
VxZ+ 2 \/x2 +(1+y)2 \/x2 + (6 +y)2

e devemos resolver o sistema seguinte em ordem a x e .

D(x,y) =

45 = xD(x,y)

24 10.8

0.8
Va2H(14y)2 /22 (6+y)?]

yD(x,y) +
Naéo me parece fdcil resolver este sistema.

P: Certo. Provavelmentendose podeexpressarx, y de forma
elementar em termos dos simbolos 01, 03, p1, p2, o, 11, 12
Mas se estas grandezas sdo conhecidas, entédo este tipo de
sistema resolve-se com métodos numéricos; e para mais
pesos existem 6bvias extensdes deste sistema. Em Mathe-
matica®, por exemplo, basta escrever umas poucas linhas
para o resolver. A figura abaixo foi produzida com este
cédigo, usando os valores numéricos mencionados. Podes
verificar que os valores que tiras da figura resolvem o sis-
tema. E, em casa, verifica que a Natureza Chega a mesma
solugéo!

A: Caso me torne engenheiro da construgéo civil, tenho
aqui uma boa opgdo. Resultados deste género, julgo eu,
podem ser tteis na construgdo de pontes de suspensao?

P: Com certeza! Mas voltemos ao nosso problema princi-
pal. Decorre das nossas equagdes uma coisa que é impor-
tante perceber: a componente horizontal das tensdes que
atuam no fio é em todos os trogos a mesma: xg.

Agora imagina que todos os pesos sdo iguais e estdo pen-
durados em distancias iguais. Por exemplo: o fio tem 1
metro de comprimento e a cada centimetro colocamos um
peso de 1 grama. Mais: assume que o primeiro centimetro
define um trogo horizontal. Diz-me os declives que tere-
mos nos trogos que definem o primeiro, o segundo, o ter-
geiro centimetro...

A: Generalizando equagdes atrds obtidas, temos no caso
de n pesos

(x"> = ( o ),i:O,l,...,n—l
Yi Yotpit+pat---+pi

e o "declive" deste vetor é, portanto,

(o +pr+pat--+pi)/x.

Declive zero no primeiro centimetro significa y; = 0.De-
pois, temos de calcular o "declive" do vetor (;) Sendo
p1 = .. = pn =1, obtemos declive 1/x,, depois 2/x, de-
pois, 3/x...

linearmente com a distancia percorrida ao longo da curva.

Estou a ver: O declive cresce essencialmente

P: Viste uma coisa muito importante. O nosso arranjo as-
semelha-se em muito a uma corrente. A razdo é que cada
elo de uma corrente regular tem o mesmo peso. Se defi-
nirmos a abcissa como sendo 0 no ponto onde a catendria
tem tangente horizontal, entdo o declive da catendria cres-
ce linearmente com o comprimento percorrido ao longo
dessa, partindo da abcissa 0.

A: Ou seja, se a catendria for dada pela fungdo x — f(x), e
I(x) for o comprimento dessa curva até o seu ponto de ab-
cissa x, vamos ter uma equagéo da forma I(x) = c- f/(x),
onde ¢ é um fator de proporcionalidade positivo, pois o
declive cresce com o comprimento. Tal como é o caso com
0s nossos poligonos.

P: Exato.
A: Mas como determino /(x)?
P: Olha a seguinte figura do gréfico de uma fungéo f.

Concordas que o comprimento da linha poligonal inscrita
aproxima bem o comprimento da prépria curva?
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A: Obviamente.

15
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P: E que, portanto, é natural definir o préprio comprimen-
to da curva como o limite de comprimentos de poligo-
nos inscritos, se tornarmos cada vez mais curtos os seus
segmentos?

A: Sim, se este limite existir.

P: OK. Aceita que para curvas suficientemente afdveis se
prova que, seja qual for a sucessdo de parti¢des cada vez
mais finas que consideremos, se obtém um limite bem defi-
nido e que este limite ndo depende da sucessao. Este limite
comum define-se como o comprimento da curva. Vamos
supor entdo que um intervalo [a, b] é dividido em n subin-
tervalos iguais; todos de comprimento A = (b — a)/n. Seja
x a abcissa de um ponto qualquer da parti¢do. Quais sdo as
coordenadas do ponto da curva e do seu sucessor? E qual
é o comprimento do segmento que liga estes dois pontos?

A: Os pontos sdo (x, f(x)) e (x+ A, f(x+ A)); e segundo
Pitdgoras, o comprimento que liga estes pontos é dado

pela raiz quadrada de (x + A — x)2 + (f(x + A) — f(x))~

P: E como podemos, segundo o célculo diferencial, repre-
sentar f(x+ A) — f(x)?

A: Se f for continuamente diferencidvel, entdo existe
um ¢ no intervalo ]x, x + A[ tal que /(&) = M.

P: Portanto, o pedido comprimento é...

AR FEPR = T PP

P: E, portanto, o comprimento do poligono de, digamos n
segmentos associado a f, é dado por ...

A Y, /14 f(&)?A, onde cada &; é um ponto ade-

quado no i-ésimo intervalo.

P: E, como dissemos, quando n vai para infinito, estas
somas convergem. Elas dizem-se...

A: Somas de Riemann!

P: E, como convergem, o limite escreve -se no caso do
intervalo considerado [, b] por...

A [P /TF F(0)%dt.

P: Portanto, se medirmos o comprimento da curva do
ponto 0 até ao ponto x, e, a partir de agora voltando a su-
por que f representa a catendria, teremos para o teu I(x):

Ail(x) = [ /14 f/(£)2dt.

P: Muito bem, estamos a aproximar-nos do fim. Relati-
vamente & fungdo integranda /1 + f/(¢)2, a fungao I(x)

é uma...
A: Primitiva!

P: Aprendeste um teorema que se diz teorema fundamen-
tal do célculo. Se derivarmos a primitiva / em x, obtemos
o qué?

A: Obtemos I'(x) = /1 + f'(x)?.
P: Por outro lado, I'(x) é, segundo tua equagdo inicial
I(x) = ¢f'(x), acima encontrada igual a ...

A: ¢f”(x). Ah! Portanto, a nossa fungio f satisfaz a equa-
¢do c¢f" = /1 + f72, e portanto também a equagio
%0 : C2fll2 7f/2 =1.

Alguém uma vez me disse que uma tal equagdo em que en-
tram derivadas de fungdes diz-se uma equagao diferencial.

P: Certissimo! Agora, como ainda ndo aprendeste méto-
dos sistematicos para resolver tais equagdes, deves usar os
poucos conhecimentos que tens e a imaginagéo para a re-
solver. Repara que do lado direito da equagéo *( estd uma
constante. Se derivas *( mais uma vez, obténs, portanto...?

A: Segundo a regra do produto e porque constantes tém
derivada 0, obtenho,

16
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Csz//f/// _ zf/f// — 0, ou seja, fll(CZf//l _ f/) =0.

Isto significa que para cada x temos f”(x)=0 ou
2 f"(x) — f'(x) = 0. Mas acima vimos c¢f” = \/1+ 2,0
que é evidentemente positivo.

Por isso, temos

E agora?
P: Lembra-te: se ndo sabemos fazer progressos,...

A: ... olhamos, por exemplo, para casos especiais. Acho
muito estranho a derivada de f ser mtiltiplo de uma outra
derivada de f. Mas, espere 14! Quando faldmos da fungdo
exponencial achei muito curioso que exista uma fungéo,
e*, que é igual a sua propria derivada. Assim é claro que,
para ¢ = 1, e* é uma solugdo. Possivelmente, alguma mo-
dificagdo de e* resolve a equagdo?

P: Entdo brinca um pouco!

A: A modificagdo 6bvia de e* &
f(x) = weP* + 9. Neste caso, obtemos f' = afef*,
" = ap2efr, f" = apeP*. Substituindo estas deriva-
das na equagdo *;, obtemos (c2af® — aB)eP* = 0, ou seja,

mais

¢?B? =1, pois supondo aB = 0, obtemos apenas que f é
constante; solugdo que evidentemente podemos descartar.
Assim, ¢f =1 ou cf = —1. Portanto para ay, a, v1, 72
quaisquer, as fungdes f; = a1e*/c 4y e fo= ape /¢ 4y
sdo solugdes de 1.

P: Pode dizer isto de forma mais elegante usando o concei-
to da "combinagéo linear"?

A: Parece-me claro que toda a combinacéo linear das
fungdes base 1, e¥/¢, e=*/¢, ou seja, qualquer funcéo da
forma 7y + a1e*/¢ + ape /¢, resolve a equagao. Isto é de-
vido a que a k-ésima derivada de uma combinagéo linear
de fungdes suficientes vezes diferencidveis é a combinagao
linear das k-ésimas derivadas destas fun¢des com os mes-
mos coeficientes. Fiz exercicios relativamente a questdes
deste género nas pdginas 322 e 368 em [6].

P: Muito bem. A tua observagao relativamente a 1 é cor-
reta porque nesta equagéo nédo entram quadrados nem po-
téncias superiores de derivadas de f. A equagdo 1 € linear
homogénea de ordem trés e de coeficientes constantes.
Sabes de [6] se calhar que tais equagBes tém um espago

de solugdo de dimensédo trés; portanto, a solugdo por ti
proposta € a geral. E agora lembra-te de duas coisas: obti-
vemos a equagao *j porque derivdmos *p. Mas querfamos
resolver esta tltima equagdo. Sabemos apenas que toda a
funcéo trés vezes diferencidvel que satisfaz xg satisfaz *;.
Mas pode haver fungdes trés vezes diferencidveis que sa-
tisfazem % mas que ndo satisfazem *o. Em segundo lugar
podemos esperar férmulas mais "limpas" se procurarmos
aquelas solugdes de *(, que também tenham tangente ho-
rizontal no ponto x = 0. Pois destas férmulas podemos
esperar que mostrem a simetria da catendria, clara por
razdes fisicas, também a nivel formal.

A: Estd bem. Se eu considerar a solugdo geral
f =7+ Délex/c + aze*x/c,
obtenho
f/ — ﬂ%ex/c _ %efx/c e f// _ %ex/c 4 %efx/c.
Substituindo  estas Cf— 2 =1,

entdo muita coisa se corta e fica 4ajap = 2. Agora,

derivadas em

querendo tangente horizontal em 0, f/(0) =0, ou seja,
41 ,0/c _ a2 ,-0/c _ ; — _1c

e Ze = 0. Assim & = a, logo aq = £5.

E assim a nossa curva é dada por

f — %(ex/c + e—x/c)_

Os parametros 7, que suprimi, e ¢, ndo tém importancia
maior do ponto de vista tedrico. Sdo determinados, se
bem entendo ideias anteriores, pelo comprimento do fio
e os pontos onde este estd fixado. Mais um pardmetro ndo
aparece devido ao requerimento f’(0) = 0!. Este permiti-
ria transladar a catendria ao longo da horizontal. Também
noto que a outra escolha para «; dava, face a que ¢ > 0,
uma curva virada para baixo, o que evidentemente ndo é
0 caso. Se bem que num planeta com forga gravitica repe-
lente pudesse ser...

P: Fantéstico! Esta equagdo é, de facto, a da catendria.
Foi encontrada em resposta a um desafio de Jakob Ber-
noulli, em 1691, por Leibniz, Huyghens e Johann Ber-
noulli, dos maiores luminares do século XVII. Pondo
c = 1, obtém-se a fungdo cosh(x) = 1/2(e* +¢~%), que se
diz cosseno hiperbélico de x, nome que provém do fac-
to de que, se x/2 define a drea sombrada limitada por
uma hipérbole x> —y?> =1, o eixo xx, e uma reta pela
origem, tal como na figura mostrada, entdo cosh(x) é
o comprimento do segmento da origem até a projecdo
do ponto P, interse¢do de reta e curva, sobre o eixo xx.
Nota que o cosseno usual cos(x) podia ser analogamente
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definido usando a drea de um setor circular em vez do
usual comprimento de um arco. O nome "catendria" alids
provém do latim "catena", que significa corrente.

A nossa dedugdo da catendria ndo é particularmente ele-
gante. Saltdmos a discussdo de algumas subtilezas e podi-
amos ser acusados aqui e ali de falta de rigor. Mas foi mais
importante mostrar-te os principios que fundamentam a
sua deducdo e incentivar-te a fazer o uso maximo dos teus
ainda modestos conhecimentos: numa palavra, treinar-te
na resolucdo de problemas e acreditar nas tuas capaci-
dades. Modernas dedugdes (ver, e.g. [1, p. 480]), chegam
muito cedo a uma equacdo diferencial — usualmente di-
ferente da nossa — e resolvem-na doutra maneira. Pode
deduzir-se a catendria também de forma inteiramente
diferente invocando os principios minimais da Natureza.
No caso presente procurar-se-ia a curva cujo baricentro
tenha, dadas as 6bvias restri¢des, a menor altura possivel
- ou seja, a curva que tenha energia potencial minima — e
aplicava-se o célculo das variagdes, uma fascinante area
da matemadtica criada por Euler (1707-1783) e Lagrange
(1736-1813). Alguma da sua matemadtica e da sua histéria
é contada em [4], [5]. A catendria tem vdrias ligages com
outros objetos geométricos interessantes: Por exemplo, se
perguntarmos qual a curva por dois pontos fixos que, por
rotagdo em torno do eixo xx, gera uma superficie de area
minima, a solugdo, encontrada por célculo das variagGes,
é uma catendria. A evoluta da catendria, obtida cortando-a
no seu vértice, define uma curva chamada tractriz, porque
esta também se obtém puxando uma extremidade dum fio
ao longo do canto de uma mesa, sendo que na outra extre-
midade estd fixado um peso que escorrega sobre a mesa.
A tractriz, por sua vez, quando rodada em torno desse
canto, define uma superficie de revolugdo, dita pseudos-
fera, que tem curvatura gaussiana negativa constante.
E a superficie "oposta" de uma esfera. E a pseudosfera

foi usada em 1868 por Eugénio Beltrami (1835-1900) para
construir um dos primeiros modelos de uma geometria
nao-euclidiana e, assim, definitivamente mostrar a sua
existéncia... E talvez mais ligagdes surpreendentes exis-
tam! Bom, fiquem estes tépicos para vindouros estudos
teus. Despeco-me por hoje, mostrando-te que uma para-
bola que tem as mesmas extremidades e 0 mesmo vértice
que uma catendria fica muito perto dela: a catendria é a
curva verde por baixo da pardbola preta. Por nimeros,
por exemplo, cosh(0.6) = 1.1854, enquanto a associada
pardbola t +— 0.543t> + 1, tem no ponto 0.6 o valor 1.1954.
(Atengdo: A interse¢do dos eixos estd no ponto (0, 1),
cosh(x) ndo passa por (0, 0).)
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SOL E LUA A BEIRA-MAR

Escrevo estas linhas no final do verio. Verio é, evidentemente, sindbnimo de

i =
L
FaBio CHALUB

Universidade
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praias. Para melhor aproveitar as horas a beira-mar, recomenda-se ter em
mente o horario das marés. Afinal,uma maré alta signfica uma estreita faixa
de areia, enquanto na maré baixa temos mais espago para esticar as pernas
ao sol. Hoje, vamos, entio, falar das marés. Um assunto que nos permite ir

longe no espago, sem sair do nosso areal favorito.

nivel do mar sobe e desce periodicamente, num

movimento conhecido como maré. Conhecer a sua
dindmica em detalhes é fundamental para a navegagéo,
a administragdo portudria, as pescas, etc. Mas também é
fundamental para o lazer a beira-mar, seja para esticar as
pernas num areal espagoso, para um bom mergulho ou
para prever a hora das melhores ondas.

A cada dia temos, em geral, duas marés altas e duas
baixas. Numa primeira aproximagado, a maré alta se dé-se
ao longo da linha que une a Terra a Lua, enquanto a maré
baixa ocorre na diregdo perpendicular. Vamos comegar
por discutir por que é assim. Veja, também a referéncia
[1] para mais detalhes, em particular para o efeito fora do
eixo que une os centros de massa.

Tanto a Lua quanto a Terra estdo a rodar, e fazem-no
na mesma dire¢do. Imagine o nosso veranista olhar para
o sol a pino ao meio-dia. Vinte e quatro horas depois, no
mesmo local, estard novamente o sol a pino. A Lua, no
entanto, esteve a rodar em torno da Terra e portanto ja ndo
se encontra no mesmo lugar. De facto, estard um pouco a
frente. Logo, todos os efeitos que se devam a Lua, mesmo
que apenas parcialmente, precisardo de um pouco mais
de tempo para se repetirem.

Para estimar o tempo desta repeticdo, vamos
considerar como linha de referéncia o eixo Sol-Terra.
Evidentemente, este ndo estd parado - gira 360 graus
por ano. No entanto, a nossa andlise serd simplificada
se o tomarmos por referencial. A pergunta que temos
de formular é: qual o 4ngulo « tal que, no tempo em que
a Lua gira em torno da Terra por um angulo «, a Terra
roda deste dngulo, mais uma volta completa, ou seja, de
27 + a. Quando isto acontece, a configuracdo Terra-Lua
repete-se. Neste referencial, a Terra d4 uma volta sobre
si prépria por dia, enquanto uma revolugdo completa da
Lua em torno da Terra (o chamado més sinédico) demora
29,53 dias.

Um pouco de conta se faz necessdrio: sejam wr e wy as
velocidades angulares da Terra e da Lua, respetivamente.
Nominalmente, estas velocidades sdo: 27t/dia e 27t/ meés.
O tempo necessario para se deslocar de um certo angulo é
dado pela razdo entre o dngulo percorrido e a velocidade
angular. Desta forma, uma repeti¢do aproximada da maré
ocorrerd quando a/wy, = (271 + &) /wr, ou seja,

_ 2nwy,  2m
- - w
wT — WL, W—E —
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Fazendo as contas, encontramos queaé aproximadamente

0,2202 radianos. Assim, uma maré de mesma tipologia
(alta ou baixa) ocorre cerca de 50 minutos mais tarde a
cada dia. Veja a figura 1.

Figura 1. Num dia, o Sol, a Terra e a Lua estdo alinhados. Apds
24h, a Terra completou uma volta sobre si mesma e adiantou-
-se 1/365.25 de volta em relagdo ao Sol. (Podemos ignorar este
dltimo efeito rodando novamente o referencial). No mesmo
tempo, a Lua roda, em relagdo a Terra, uma fragdo de 1/29.53
de uma volta completa. A Terra tem de girar mais um pouco

para alcancar a mesma configuragdo da Ultima maré alta.

Vamos agora refinar um pouco a nossa andlise e
considerar os efeitos conjuntos do Sol e da Lua. Apesar
de estar mais longe, aquele tem muito mais massa e os
seus efeitos sdo compardveis. A forma mais simples de
modelar a configuracéo relativa é levar em consideracdo
a fase da Lua, cuja importancia para prever as marés é
notodria.

E natural imaginar que quando o Sol e a Lua puxam
a d4gua na mesma direcdo, entdo as marés serdo maiores.
E o que ocorre nas luas cheia e nova. Quando a mesma
estd na fase crescente ou decrescente, entdo a maré serd
menos intensa. E isto, e mais uma grande coincidéncia,
que nos permitird prescutar o interior do Sol e da Lua a
partir das praias da costa. O nosso argumento seguira
uma ideia original de [2].

Comegamos por quantificar a forcas motrizes da
maré. Estas estdo diretamente relacionadas com a gra-
vidade, mas ndo sdo a mesma coisa. A gravidade, uma
lei universal da fisica, afirma que "matéria atrai matéria".
A maré ocorre por as diferentes partes de um corpo
extenso serem atraidas com diferente intensidades.
Efetivamente, a gravidade decai com o quadrado da
distancia, e desta forma as partes da Terra que estdo
mais préximas da Lua sdo atraidas com mais for¢a do
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que as que estdo mais distantes. Assim, a forga que causa
a maré deve-se a variagdo da gravidade, e esta decai de
intensidade com o cubo da distancia, a derivada espacial

da intensidade da forga gravitacional. Veja a figura 2.

O

Figura 2. Efeito da Lua sobre a Terra, com uma parte rigida (em
castanho) e uma parte fluida (azul), representando os oceanos.
A parte mais préxima da Lua é atraida com mais forca, enquan-
to a mais distante, com menor intensidade, sempre em com-
paracdo com a atragdo média, que se faz sentir no centro da
Terra. Dal que a altura da linha d'dgua é maior tanto na regiao
virada para a Lua, quanto na parte a esta oposta. A diferenca da
atragdo gravitacional nas diversas partes da Terra é que causa
os efeitos das marés. (A bem da verdade, devido a inércia da
massa d'dgua, a maior maré alta ndo se dd nem na lua cheia nem
na lua nova, mas um ou dois dias depois destas, assim como, a
cada dia, um atraso de alguns minutos ou horas € normal.) Para

completar a figura, seria necessdrio incluir o Sol neste desenho.

Como a forga gravitacional é proporcional ao produto
das massas, entdo a for¢a de maré devida ao Sol é dada por
kMs/R?S’, onde Mg e Rg sdo a massa do Sol e a distdncia
Sol-Terra. Identicamente, a for¢a de maré devida a Lua é
dada por kM, /R%, com M, e L a massa da Lua e a sua
distancia a Terra. Em ambos os casos, k é uma constante
de proporcionalidade, idéntica para ambos os sistemas.

Agora vem o ponto interessante. Vistos da Terra, a Lua
e 0 Sol tém aproximadamente o mesmo tamanho. A partir
de uma relagio de semelhanga de tridngulos, concluimos
que a razdo entre o raio do Sol e a sua distancia a Terra
é igual a razdo entre o raio da Lua e a distancia desta a
Terra. Podemos entdo escrever as forcas de maré do Sol
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e da Lua como EMs/rg e EML/Y%, onde k é uma nova
constante, idéntica em ambos 0s sistemas e rg e 71, 30 0s
raios do Sol e da Lua.

Aproximando ambos por esferas, temos que a razdo
entre a massa e o cubo do raio é proporcional a densidade.
a densidade de
cada dos astros. E importante notar que isto ocorre

Assim, a forga da maré é proporcional

apenas porque os tamanhos aparentes do Sol e da Lua
sd30 0s mesmos, um facto fortuito.

Podemos, finalmente, inferir a densidade relativa dos
mesmos acompanhando as flutuages do nivel do mar
hora ap6s hora, dia apés dia. A figura 3 mostra a altura da
linha d'dgua no porto de Lisboa no més de junho de 2018,
com especial énfase para a preamar e a baixa-mar [3].

A diferenca méxima entre ambas dé-se na lua nova,
onde comparamos o momento em que os dois efeitos do
Sol e da Lua se somam (L+S) com aqueles aquando da
auséncia de ambos. Encontramos uma diferenga maxima
de L + S = 3,6 metros no dia 14 de junho. Por outro lado,
na lua decrescente, temos a comparagao entre 0 momento

e,

'3 e =

] . . e w0 %8,
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Figura3. Tabela de marés para o porto de Lisboa em junho de
2018. Note a correlagdo entre as fases da lua, marcadas por C,
®, ), O para as luas decrescente, nova, crescente e cheia, res-
petivamente. Veja que a cada dia, entre as marés altas, hd uma
que é um pouco mais alta: esta refere-se a quando estamos
virados na direcdo da Lua. (A forca de maré cai com o cubo da
distancia, e portanto é mais fraca na direcdo oposta ao astro
que a causa). Repare também que na lua nova as marés sao mais

intensas, pois nestes dias os efeitos do Sol e da Lua somam-se.

onde s6 h4 efeito da Lua (preamar) com o momento onde
0 Unico astro a atuar é o Sol (baixa-mar). Encontramos
que L — S = 1.5 metros, no dia 7/6. Resolvendo o sistema,
concluimos que os efeitos da Lua e do Sol na maré sao
de 2,55 e 1,05 metros respetivamente, ou seja, o efeito
da Lua sobre as marés é o 2,4 vezes o efeito do Sol.
Consequentemente, sua densidade média deve ser 2,4
vezes a densidade solar.

Em  medidas  astronémicas  completamente
independentes, estima-se que a densidade do Sol seja de
1,41 g/cm? enquanto a da Lua é de 3,34 g/cm®. A razdo é
de 2,37.

Nada mau para uma conta feita a beira-mar, ndo é?
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ormalmente, o estudo que se onde O denota a origem de IR?. Vamos convencionar que,

faz em cursos de Geometria caso nada seja dito em contrdrio, sempre que nos refe-
Moderna ou Algebra Linear rirmos a uma rotacdo, estamos a considera-la no sentido
5 5 . anti-horario.
sobre rotagoes em R” baseia-se na Qualquer rotagdo em R? pode ser reduzida a rotagdo

sua descri¢do como composi¢ao centrada na origem com a mesma amplitude através de

de duas reflexdes. Neste artigo translagdes. A forma usual é a seguinte: se P; for a ima-

tend ¢ gem de P pela rotagdo de centro A e amplitude g, isto é,
pretendemos apresentar uma se P; = Ry, P, entdo podemos obter P

abordagem diferente, estudando : . .
a) comecando por aplicar a translagdo associada ao

.~ ~ 2
a composigao de rotagdes em R vetor —A ao ponto P, obtendo o ponto P — A;

sem recorrer ao uso de reflexdes. b) depois aplicar a rotagdo de centro O e amplitude «
ao ponto P — A, obtendo o ponto Rp 4 (P — A);

c) e, finalmente, aplicar a translacdo associada
ao vetor A ao ponto Rp,(P— A) obtendo o ponto

1. SOFTWARES DE GEOMETRIA DINAMICA Py =Rp. (P—A)+ A.

Para ilustrar as varias situacdes consideradas neste ar- Contudo, podemos seguir uma perspetiva diferente.
tigo, ndés construimos duas applets num software de ge- Note-se que

ometria dindmica, nomeadamente no Geogebra. Uma Py =RpP=Rp.(P—A)+A=

das applets é sobre a composi¢do de duas rotagdes. Nessa
applet incluimos seletores que nos permitem escolher um = RouP+ (I = Rou)A = RouP+ 54,

ponto P qualquer e obter a sua imagem pela composigdo onde I é a matriz identidade e Sy, =1— Rp,. Logo,
de duas rotagdes quaisquer (ver figuras 2, 3 e 4). Note-se podemos obter Py

que os seletores py e py representam as coordenadas do (i) aplicando a rotagdo de centro O e amplitude & ao
ponto P, isto é, P = (px, py). Situagdo semelhante aconte-

ponto P, obtendo o ponto Rp . P;

ce para os centros A e B das rotagdes. A segunda applet é

sobre a composta de trés rotagdes (ver figura 5). Embora (ii) e, depois, aplicando a translagdo associada ao
neste artigo apenas se aborde a composta de trés meias- vetor 54 A ao ponto Rp 4 P.

-voltas, a applet construida permite considerar qualquer
8

5

-

caso de composta de trés rotacées. Este tipo de applets P-AN

L =

pode ser muito ttil na abordagem deste tépico e de tépi- il et

4
cos semelhantes. Elas permitem que os alunos explorem x 3
vérias situagdes e elaborem conjeturas, antes de as tenta- :
rem provar. \'

2. REDUCAO DE ROTACOES A ROTACOES EM i
TORNO DA ORIGEM. af-AA Vecter P2 (R ul+ A
Dado um ponto A€ R? e um angulo &, vamos denotar sT

. . . B a =230
por R( A,) @ matriz associada a rotagdo de centro A e am- P v “

plitude a no sentido anti-horério, ou seja, se P € R?, en- -

B L 8 1 =" Vector v; (R._ P}

ta0 R4 4)P € a imagem de P pela rotacdo de centro A e =
A . . L. E 4 -3 2 10 2 3 4 5 8 7T B B WO O OM W@

amplitude & no sentido anti-hordrio (note-se que, como 4 | o B.

é usual, estamos a identificar vetores com matrizes colu- ol B U
-3 Lo Vector P (R P} + (5 A)

Vector u: (S A 5

R _ [cosa —senw "
(O) = \sena  cosa

na). Logo, como exemplo,

Figura 1.

S
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3. COMPOSTA DE DUAS ROTACOES

Consideremos duas rotagdes, digamos uma de cen-
tro A e amplitude « e outra de centro B e amplitude
B. Vamos estudar a sua composi¢do sem recorrer ao
uso de reflexdes. Veremos que esta composicdo é uma
translagdo se a« + =27 e uma rotagdo caso contra-
rio. No caso da translagdo, veremos também que o ve-
tor de translacdo pode ser descrito a partir dos pontos
A e B e da matriz Sﬁ. No caso da rotagdo, veremos que
RpgRaaP =Ro P +S,C=RcyPonde y=a+peCé
um ponto que pode ser descrito a partir dos pontos A e B
e das matrizes Sg e S,,.

Note-se que
RppgRauP = Rog[RouaP + SuA] + SgB

como Sey — Sﬁ = RO,ﬁ — RO,’y = RO,ﬁ(I — RO’“)

= RO,ﬁSzx, temos que

Logo,

RpgRawP = Ro,P + (Sy — Sp)A+ SgB.

3.1.Casoy = a + B = 360°

Neste Ro,=1Sy ¢é a
RppRaaP =P+ S;_;(B — A), ou seja, estamos na presenga
da translacdo associada ao vetor Sg(B — A). Ilustramos

caso, matriz nula e

este caso na figura 2.

Uma situagdo particular deste caso acontece quan-
do a = p =180°. Note-se que Rop = —I,Sﬁ =2I] e
RppgRauP =P +2(B— A). Estamos, por_ta:nto, na presen-
¢a da translagdo associada ao vetor 2AB. Esta situagdo

= RO,ﬁRo,aP‘FRO,‘BSaA‘FSﬁ
= Ro,P+ Ro,ﬁS,XA + S/gB estd ilustrada na figura 3.
& 082 —D3T |
- 0.57 -0.82 | o=253 I
0n.E 05T F
Ros=( Zosr _oma )| "N\ B=37s | iesemseabamerssneamn
1 o
Ror={ g 1) . .
g 1.8 0,57 L Ry P
» = | —o57 182 ) Vector R F": (R, K_F) + (5, §)
1.82 —0.57
mEleer we) L L | O O 0 1 L
a o’ I -4 -3 -1 -1 z 1 4 % & 7 8 @ 10 11
L | | ] By o
oo -1 P }_ p\,v‘i
2| a,'- -1 ;\,I|II = ;
b,=1 Bb=2
&
51

1 0% a=3.14 ]
Ry, = | o =t 3. 'il"l.
= 3.14
R —|"I 0 foon &
Lp, 0 — ﬂ 1| H
L 0}
R
ox={p 1)
$..—i§g|
200
s=(218)
00
s, |:1]l:|-|

Figura 3: O efeito de Rg g Ra,q sobre um ponto arbitrédrio P quando a = 8 = 180°.
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32.Casoy =a + 8 # 360°
Denotando por 5,7; a matriz transposta de S.,, temos que

52;57 = (I - RO,"/)T(I - RO,”y) = (I - RO,,W)(I - RO,'y)
=I1—-Rp—y—Ro,+1=2(1-cosv)I,
pois Ro,—, + Ro,y = 2cos v - I. Logo, a matriz S, € inver-
1

2(1—cos )
rarmos agora C =S, 1((S, —Sg)A+ SgB), concluimos

que

tivel com matriz inversa S; 1= S,? . Se conside-

RB,ﬁRA,txP = RO,’yP + (S,y — Sﬁ)A + S,BB
= RO,’yP + S,YC = RC,’yP ,

ou seja, obtemos a rotacdo de centro C e amplitude Y.

Finalmente, vejamos melhor a descrigdo do ponto C:

C=(I-8,"S)A+S,'SgB=(I—L)A+LB

_c-lc. _ 1
ondeLfsw Sﬁfz

T
(T—cosy) S’Y Sﬂ'

Uma situacgdo particular com algum interesse surge

e ettt saary
0556 078 yLsiL ImediS) 8 )4

fe2m0

quando 7y = a + B = 180°. Neste caso, S;l = %I, pois
Sy=2I,eL=S5,1S5= 1S5 =11 — $Rop. Assim,

1 1 1 1

(£5) 5o (15

Iustramos esta situagdo particular na figura 5.

A—-B

2

A+B

2

4. COMPOSTA DE TRES MEIAS-VOLTAS
Consideremos trés meias voltas, Ry ,, Rpg e Rcy, de
centros A, B e C, respetivamente. Logo &« = =y = 7.
Pelos calculos ja efetuados em 4.1,
Rc4RpgRAWP = Rc,y[P+2(B— A)]
—I[P+2(B—A)]+2IC
=-P+2(A-B+C)

7

poisRo,, = —1eS, = 2, ouseja, Rc,, Rp gRanP = Rp,P

L=1 _g78 oss 2 & o 1ad
B 0,34 0.4
e R ¥ . T FaR, P
F s
R 0.5 ~0.87 i vieciot I (R} + (5 Al
= a7 as
.64 0.7 7 4 7T 3 4 3 & T B ¥ oW T
M= o1 —0.4 i T ol e
% 134 094 e . Scfiy i el !
004 134 2= w o4
E] e —————
5 15 0.87
b~ oEr 1.5 i SR R
164 ~0.77 L.d Bp a0
7 e tes) Y| [vestor e vaceniR,, 7+ 15, 8)

Wecior - Vecton(il « Lj A) + (L Bix-2
1

] R P

waelt u: VeeloiR,_ P} + 45, C)

&

Figura 4.
f 1 0%
I=|
i a=2.53
Ro, = [ —082 -057 )
6a =\ a7 <087 f - 061
oo (82 28 |
: i Q- ——
et 4 P RaaP
o 0 -1)
{182 0.87
5=\ _os7 182 )
018 0.57
S = | 057 n.lul
2 0|
s,=(32)

Figura 5: O efeito de Rg g Ra,« sobre um ponto arbitrdrio P quando y = a 4+ 8 = 180°.

S
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onde D = A — B + C. Verificamos assim que a compos- Agradecimento: Gostaria de agradecer aos editores e revi-
ta de trés meias-voltas é outra meia-volta de centro no sores da Gazeta Matemdtica pelos seus tteis comentdrios.

ponto D. Note-se também que

AB =DC

BC = AD.
Daf, que D seja o quarto vértice do paralelogramo defi-
nido pelos pontos A, B e C (se A, B e C forem colineares,
entdo estamos a considerar um paralelogramo degenera-

do e D também é colinear com estes trés pontos). A figura

6 ilustra este resultado.
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Figura 6: A composicdo de trés meias-voltas € outra meia-volta.
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EMANUEL LASKER

Emanuel Lasker, o segundo campedo do mundo de xadrez, nasceu ha

150 anos. E também foi matematico.

4 150 anos, na véspera de Natal de 1868, nasceu em

Berlinchen, na Alemanha (embora hoje em dia fique
na Polénia e se chame Barlinek), Emanuel Lasker, que viria
a ser o segundo campedo do mundo de xadrez e o cam-
pedo que manteve o titulo em sua posse por mais tempo:
27 anos, de 1894 a 1921."
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Quando Lasker nasceu, o titulo de campedo do mundo
de xadrez ainda ndo existia. No entanto, o austriaco
(mais tarde norte-americano) Wilhelm Steinitz era entdo
geralmente considerado o melhor jogador do mundo,
desde a sua vitéria em 1866 num match contra o aleméo
Adolf Anderssen, que era professor de Matemadtica no
Ensino Secunddrio. S6 em 1886 é que teve lugar o primeiro
match pelo titulo de campedo do mundo, entre Steinitz e
o polaco Johannes Zukertort, que terminou com a vitéria
de Steinitz.

Lasker
intelectual e os pais mandaram-no estudar para Berlim

revelou desde cedo grande capacidade

aos 11 anos de idade, junto do seu irm&o Berthold, que
era oito anos mais velho e que viria a ser quem o ensinou
a jogar xadrez. Berthold Lasker foi um jogador notével e
chegou a ser um dos dez melhores jogadores do mundo,
no inicio da dltima década do século XIX.?

Os estudos secunddrios de Lasker terminaram em
1888 e ele, em seguida, estudou Matemdtica e Filosofia
nas Universidades de Berlim, Gottingen e Heidelberg.
Mas, tal como ja vinha a fazer antes de se tornar aluno
universitario, xadrez. Os

continuou a jogar seus

resultados desportivos foram melhorando e participou no

Para mais informagdes sobre Lasker, com énfase na matemdtica, veja-se
http:/lwww-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Laskerhtml

2 http://chessmetrics.com/
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seu primeiro internacional em Amesterdéo, tendo ficado
em segundo lugar. Logo na primeira ronda desse torneio,
jogou uma das partidas mais famosas da sua carreira.?

O nivel de Lasker continuou a subir. Jogou diversos
matches e torneios no Reino Unido e nos Estados Unidos
da América em 1892 e em 1893, vencendo-os a todos.
Alids, num torneio no qual participou em Nova Iorque,
em 1893, Lasker ganhou fodas as partidas, um feito
extremamente raro. Nesta altura, era claro que ele era um
dos trés principais candidatos ao titulo mundial, sendo
os outros o russo Mikhail Tchigorin (que jd disputara
duas vezes o titulo com Steinitz, tendo sido derrotada
em ambos as ocasides) e o alemdo Siegbert Tarrasch
(que tinha tido a oportunidade de disputar o titulo em
1892, mas que resolveu adiar a oportunidade por razées
ligadas a sua profissdo de médico). Por essa altura, Lasker
desafiou Tarrasch para um match, o qual reagiu dizendo:
“Este jovem deve primeiro provar o seu valor vencendo
um ou dois grandes torneios internacionais. Ainda nao
tem o direito de disputar um match contra alguém como
eu” [2, cap. 4] Lasker ndo esteve com meias medidas:
desafiou entao Steinitz para um match pelo titulo mundial.
Asnegociagdes levaram algum tempo, pois Steinitz exigiu
um prémio bastante elevado em caso de vitéria, mas
acabou por baixar o valor exigido inicialmente,* o que foi
visto na época como um sinal de grande desportivismo
(mas é possivel que Steinitz estivesse desesperadamente
a precisar de ganhar dinheiro). O match teve inicio a 15 de
margo de 1894, em Nova lorque, continuou em Filadélfia
e terminou em Montreal, a 26 de maio do mesmo ano,
quando Lasker venceu ao alcancar a sua décima vitéria
(Steinitz s6 venceu cinco partidas).® Tarrasch desvalorizou
a vitéria de Lasker, dizendo que se devia a idade de
Steinitz (que tinha 58 anos nessa altura).

Ap6s a sua vitéria sobre Steinitz, Lasker participou
no torneio de Hastings de 1895, que ndo lhe correu
particularmente bem: ficou em terceiro lugar, tendo
perdido partidas para Tchigorin, Tarrasch e para o
campedo britdnico Joseph Henry Blackburn. Por essa
altura, Lasker proferiu uma série de palestras, que
estiveram na base do seu primeiro livro [3], publicado em
1896. Apés o percalgo em Hastings, Lasker venceu dois
importantes torneios, em Sdo Petersburgo (1895/96) e em
Nuremberga (1896). Finalmente, concedeu a Steinitz um
match de desforra (em 1896/97), no qual triunfou de uma
maneira ainda mais convincente do que da vez anterior
(dez vitérias de Lasker contra somente duas de Steinitz).®

Voltemos agora a carreira matematica de Lasker, que
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nédo esteve parada. Ainda em 1893, proferiu uma série de
palestras sobre equagdes diferenciais na Universidade
Tulane, em Nova Orledes. Dois anos depois, sendo jd
campedo do mundo, publicou dois artigos de matemdtica
na Nature. Finalmente, doutorou-se em Matemadtica na
Universidade de Erlangen, em 1900, sob a orientagdo de
Max Noether. A sua tese, sobre convergéncia de séries,
também seria publicada sob a forma de artigo, no ano
seguinte.

Lasker viveu nos Estados Unidos de 1902 a 1907, mas
jogou relativamente pouco xadrez nesse periodo. Em con-
trapartida, publicou em 1905 o seu resultado mais famoso,
um teorema relativo a anéis de polinémios. Mais tarde,
esse teorema seria generalizado por Emmy Noether, filha
do seu antigo orientador de doutoramento, sendo essa ge-
neralizagdo conhecida por teorema de Lasker-Noether.’

Ap6s o match de desforra de 1896/97, passaram-se
bastantes anos até o titulo de campedo do mundo de
xadrez estar novamente em jogo. Mas depois houve uma
série de matches: contra o campedo norte-americano Frank
Marshall em 1907 (Lasker venceu oito partidas e ndo
perdeu nenhuma), contra Tarrasch em 1908 (oito vitérias
de Lasker contra trés de Tarrasch), contra o polaco David
Janowski em 1910 (tal como no match contra Marshall,
Lasker venceu oito vezes e ndo perdeu nenhuma) e, ainda
em 1910, contra o austriaco Carl Schlechter, tendo este
altimo match terminado empatado (uma vitdria para cada
um e oito empates), o que fez com que Lasker mantivesse
o titulo, pois um candidato a campedo do mundo tem de
derrotar o campedo para o substituir. Este seria o primeiro
match para o titulo de campedo do mundo de xadrez a
terminar com um empate.

Depois disso, voltaram a decorrer bastantes anos até
haver um match pelo titulo mundial. Houve negociacdes
nesse sentido com o cubano José Ratl Capablanca e com
o polaco Akiba Rubinstein, mas ndo deram em nada e
entretanto comegou a Primeira Guerra Mundial. Nos anos
que antecederam a guerra, Lasker s¢ participou em dois
torneios (em 1909 e em 1914), ambos em S&o Petersburgo,
tendo vencido os dois (no caso do primeiro torneio ex aequo
com Rubinstein, sendo o vencedor isolado no segundo).

A guerra foi um periodo dificil para Lasker. Naciona-
lista convicto (escreveu uma brochura em 1916 a explicar
como seria uma tragédia para a civilizagdo caso o Império
Alemdo perdesse a guerra®), investiu as suas poupangas
em titulos de guerra e, como o Império Alemao foi derro-
tado, Lasker ficou sem esse dinheiro.

Convém fazer algumas observagdes sobre o estilo de
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Lasker como xadrezista. Um aspecto importante da sua
maneira de jogar consistia na sua abordagem psicolégica:
tentava jogar da maneira mais desagraddvel para o seu
oponente. Por exemplo, ndo jogava com um adversario
que precisava desesperadamente de ganhar uma partida
da mesma maneira que jogava com um adversario que
se contentava com um empate. E tinha em conta o facto
de o adversdrio preferir ou ndo que houvesse muitas
pecas em jogo (0 chamado meio jogo) ou ndo (finais).
Mas isto ndo bastava para explicar os sucessos de Lasker.
O xadrezista checoslovaco Richard Réti defendeu em 1933
a ideia de que o segredo de Lasker consistia em procurar
ndo aquela que era objetivamente a melhor jogada para
cada posigdo mas sim aquela que mais incomodava o
adversdrio, mesmo que fosse uma md jogada [5]. Lasker
negou categoricamente que fosse esse o caso. De qualquer
modo, comegou cedo e perdurou por muito tempo a
imagem de Lasker como um jogador brilhante mas
incompreensivel. Por exemplo, durante o match contra
Lasker, Janowski afirmou que este jogava de uma maneira
tao estupida que ele (Janowski) nem conseguia olhar para
o tabuleiro enquanto Lasker pensava. E o quinto campedo
do mundo, o matemdtico holandés Max Euwe, afirmou:

“Néo é possivel aprender muito com ele. Tudo o
que se consegue é apreciar e ficar maravilhado.”

Euwe sabia do que falava: enfrentaram-se por trés vezes
em torneios e Lasker derrotou-o em todos eles, tendo a
dltima derrota tido lugar quando Euwe jd era campedo do
mundo.

Um aspecto importante da personalidade de Lasker,
que contribuiu para o seu sucesso, era o seu elevado
autocontrole. Tarrasch, que ndo perdia uma oportunidade
de o criticar, afirmou uma vez que, embora Lasker por
vezes perdesse uma partida, se havia algo que nunca
perdia era a cabeca.

Mas voltemos a carreira de Lasker. Em 1920, este
escreveu uma carta a Capablanca a abdicar do titulo de
campedo do mundo e a transferi-lo para o cubano, mas a
comunidade xadrezistica ndo quis saber disso. Assim, em
1921 os dois enfrentaram-se em Havana, naquele que foi
um dos pontos mais baixos da carreira de Lasker: estando
previsto um match de 30 partidas, Lasker desistiu ao fim
de 14, tendo ja sofrido quatro derrotas e sem ter vencido
uma tnica vez. Foi a primeira vez que um campedo do
mundo perdeu o titulo num match sem vencer qualquer
partida e a tinica em que um campedo desistiu a meio de
um match.

Lasker era uma pessoa com interesses variados.
Durante os primeiros anos ap6s o fim da guerra, dedicou-
se a Filosofia e, juntamente com o seu irmdo, escreveu
uma pecga de teatro (que foi levada a cena). S6 voltou a
participar num torneio de xadrez (ap6s ter recusado varios
convites) em 1923, em Ostrava, e venceu brilhantemente,
sem perder uma tinica partida. No ano seguinte houve um
torneio muito forte em Nova lorque, no qual participou
toda a elite do xadrez mundial da época e, em particular,
Capablanca e o futuro quarto campedo do mundo, o russo
(naturalizado francés) Alexander Alekhine. Lasker, que
era o segundo participante mais idoso (o mais idoso,
Janowski, ficou em dltimo), venceu por uma grande
margem, embora Capablanca tenha tido uma espécie de
prémio de consolacdo, ao infligir-lhe a tnica derrota que
teve nesse torneio. Apds mais um torneio no ano seguinte,
em Moscovo, no qual ficou em segundo lugar (mas
novamente a frente de Capablanca), Lasker preparou-se
para abandonar a competicdo. Publicou nesse ano o seu
livro mais famoso, o Manual de Xadrez [4]. Entretanto,
tinha ficado fascinado com o Go, jogou bridge a nivel
de competigdo e escreveu um livro sobre esse jogo,’ e
inventou o seu préprio jogo, chamado Lasca."® Einstein
descreveu-o como uma das pessoas mais interessantes
que conheceu na fase avangada da sua vida, além de ser
alguém eminentemente criativo. [2, Prefdcio]

Poderia parecer que o que aguardava Lasker era
uma reforma tranquila, mas néo foi isso o que se passou.
Os nazis chegaram ao poder na Alemanha e, aos olhos
deles, Lasker era somente um judeu e nada mais (o
mesmo aconteceu ao igualmente nacionalista Tarrasch).

3 https://en.wikipedia.orglwiki/Lasker_versus_Bauer,_Amsterdam,_1 889

4 Na época, ndo havia nenhum organismo internacional a regulamentar
o titulo de campedo do mundo de xadrez. Mesmo depois de a FIDE
(Federagdo Internacional de Xadrez) ter sido criada, em 1924, ainda
foi preciso decorrer cerca de um quarto de século até comecar a
desempenhar essa fungdo. Antes de isso acontecer, um candidato ao
titulo tinha de obter patrocinadores, que avancassem com dinheiro para
o prémio

5 Em todos os matches aqui mencionados (com excecdo do match
Steinitz-Anderssen) houve empates, mas na maior parte dos casos sé
serdo mencionadas as partidas que acabaram com a vitéria de um dos
lados.

¢ Ao disputar este match aos 60 anos, Steinitz estabeleceu um recorde,
que nunca foi batido, do xadrezista mais idoso a disputar o titulo mundial.

T https:/len.wikipedia.orglwiki/Primary_decomposition

8 https://books.google.pt/books?id=0D20kgEACAA

9 Veja-se [, pp. 332-363] para a carreira de Lasker como jogador de
bridge.

19 https:/len.wikipedia.orgiwikilLasca
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Emigrou para o Reino Unido e, logo em seguida, para
a Unido Soviética, a convite do futuro Comissdrio da
Justica, Nikolai Krylenko, que era um fervoroso adepto
de xadrez. Lasker tornou-se entdo cidaddo soviético e
foi-lhe atribuido um lugar no Instituto de Matemdtica de
Moscovo, além se tornar treinador de xadrez. Retomou
nessa altura a sua atividade xadrezistica, participando
em quatro torneios internacionais de 1934 a 1936. No
primeiro destes, que teve lugar em Zurique, o vencedor
foi Alekhine, que ja era entdo campedo do mundo e que,
no banquete ap6s o fim do torneio, afirmou publicamente:

“Emanuel Lasker foi meu professor toda a minha
vida. Sem ele, ndo seria o que sou. O seu livro
sobre o torneio de Sao Petersburgo de 1909' foi
para mim uma espécie de catequese. Estudei, vez
ap6s vez, cada ideia exposta por Lasker nesse livro
e hd anos que o tenho comigo noite e dia. O préprio
conceito de xadrez como uma forma de arte seria
impensével sem Emanuel Lasker.”

Em 1935, Lasker teve o seu ultimo resultado notdvel em
torneios: ficou em terceiro lugar, a distdncia minima dos
vencedores (o soviético Mikhail Botvinik, futuro sexto
campedo do mundo, e o checoslovaco Salo Flohr), sem
perder uma tnica partida. Este desempenho, aos 66 anos
de idade, foi descrito na altura como um milagre biolégico.
Nos seus tltimos torneios, jogados em 1936 em Moscovo e
em Nottingham, terminou a meio da tabela.

Em 1937, Lasker emigrou pela tltima vez, para os
Estados Unidos, onde viveu até a sua morte, primeiro
em Chicago e depois em Nova lorque. Estando entdo
jé demasiado idoso para participar em competicoes,
Lasker ganhava a vida a fazer palestras e a jogar partidas
simultaneas. Faleceu de problemas renais a 11 de janeiro
de 1941. Sem dinheiro para pagar os préprios tratamentos,
foi internado num hospital por caridade. O boletim da
Federagdo Alema de Xadrez nem sequer deu a noticia da
sua morte."

Estava-se entdo em plena Segunda Guerra Mundial
e, naturalmente, o xadrez ndo era uma prioridade.
Capablanca morreu trés meses ap6s Lasker e Alekhine,
que perdera o titulo para Euwe em 1935 mas que o
recuperara dois anos mais tarde, morreu no Estoril em
1946, ainda campedo do mundo. A partir dessa altura,
comecou a hegemonia dos jogadores soviéticos, que
dominariam quase completamente o xadrez mundial nas
décadas seguintes. Lasker ia-se tornando uma meméria
cada vez mais distante, acompanhado da sua fama
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de jogador brilhante mas incompreensivel. Passaram-
se muitos anos e, por fim, alguns jogadores soviéticos
voltaram a examinar em detalhe as partidas de Lasker e...
acharam a sua maneira de jogar perfeitamente natural. Ou
seja, Lasker estava décadas a frente do seu tempo. Viktor
Korchnoi, um dos melhores jogadores de xadrez a ndo
conseguir sagrar-se campedo do mundo, considerava-o o
seu heréi xadrezistico.” E ndo é de espantar que o oitavo
campedo do mundo, Mikhail Tal, tenha afirmado:

“O maior de todos os campedes foi, claro, Emanuel
Lasker. Ele fez milagres em pleno tabuleiro.”

REFERENCIAS
[1] R. Forster, S. Hansen e M. Negel (eds.), Emanuel Lasker:
Denker Weltenbiirger Schachweltmeister, Exzelsior, 2009

[2] J. Hannak, Emanuel Lasker: The life of a chess master,
Dover, 1991

[3] E. Lasker, Common Sense in Chess, Dover, 1965

[4] E. Lasker, Lehrbuch des Schachspiels, Joachim Beyer, 2012.
Traducgao para inglés: Lasker’s Manual of Chess, Dover, 1960

[5] R. Réti, Masters of the Chessboard, Dover, 1977

Uhttps://archive.orgldetails/internationalcheO0lask
12 http:/lwww.chesshistory.com/winter/extra/nationalism.html

3 Em [I] podem ver-se andlises detalhadas feitas por Korchnoi a trés
partidas da fase final da carreira de Lasker.
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discussao sobre qual a
defini¢do de limite que deve ser
ensinada aos alunos portugueses
do Ensino Secunddrio continua
viva. Em Marco de 2018, a Gazeta de
Matemdtica publicou um artigo de
Augusto Franco de Oliveira sobre
o tema. Defendendo uma posigao
distinta, Anténio Bivar explica agora
algumas das razdes matematicas e
pedagoégicas que sustentam a sua

preferéncia.

1 INTRODUCAO

No passado dia 13 de Abril realizou-se em Coimbra, no
Departamento de Matemaética da FCTUC, por iniciativa
da Sociedade Portuguesa de Matematica, um debate rela-
tivo a duas defini¢des alternativas de limite de uma fun-
¢do num ponto e a utilizagdo destas defini¢des no Ensino
Secunddrio em Portugal. Este debate surgiu também na
sequéncia de um artigo ([10]) publicado na Gazeta da Ma-
temadtica, relativo a esta questdo, pelo Prof. Augusto Fran-
co de Oliveira; para facilidade do leitor utilizarei a termi-
nologia introduzida nesse artigo para as duas defini¢des
que adiante se especificardo, nomeadamente «limite (em
ponto) incluido» (com a notagdo abreviada ou em férmu-
las, «limi») e «limite (em ponto) excluido» (com a notagdo
abreviada ou em férmulas, «lime»). Participei nesse deba-
te enquanto co-autor do novo programa de Matemadtica A
(de 2014), em que se optou pelo limite incluido enquanto
definigdo bdsica de limite, ao contrdrio do que era usual
no Ensino Secunddrio; assim, nesse contexto, se se preten-
der também introduzir o conceito de limite excluido, para
o designar serd necessdrio acrescentar algum qualificativo
ao termo «limite».

Naturalmente, e contra a opinido do Prof. Franco de
Oliveira, defendi, nesse debate, a opcdo tomada no pro-
grama de que fui co-autor e aceitei agora o desafio que me
foi feito pela redaccdo da Gazeta da Matematica para ex-
por em artigo o meu ponto de vista. Utilizarei livremente,
quer um documento da minha autoria destinado a ac¢des
de formagdo e que se encontra on-line no site da Direccédo
Geral de Educagdo’, quer o préprio texto da minha pales-
tra no referido debate em Coimbra.

Apesar desta alteragdo, no programa de Matemdtica
A de 2014 optou-se por manter as defini¢des “4 Heine” de
limite de fungdo real de varidvel real num ponto, ja habi-
tuais no Ensino Secunddrio, em detrimento das defini¢Ges
“i Cauchy”, que ndo sdo portanto utilizadas. Assim, neste
artigo, ndo se analisardo as eventuais vantagens e desvan-
tagens de cada um destes grupos de defini¢des (em certo
sentido equivalentes) para uma primeira abordagem da
nogdo de limite, a nivel do Ensino Secunddrio. Diremos
apenas que, tal como desde hd muito ocorre no Ensino
Secundario, comeca por tratar-se em primeiro lugar do
conceito de limite de sucessdo de niimeros reais, como
preliminar para o estudo mais geral do conceito de limite
de fungao real de varidvel real; passa-se assim de funcdes
reais em que o dominio é sempre o conjunto dos ntimeros
naturais e o limite é sempre calculado “em mais infinito”
para o caso mais geral de funcdes reais de varidvel real
(portanto ndo apenas para fungdes com dominio igual
a IN, como era o caso das sucessdes, mas para dominios
arbitrdrios reais) e em que, em condi¢des adequadas, se
alarga aos niimeros reais e a menos infinito os “pontos em
que se calcula o limite”. Assim, para além da vantagem
pedagoégica de se iniciar o estudo dos limites com um caso
particular mais simples, utiliza-se depois este caso par-
ticular como base para o alargamento da nocdo a outras
situagbes; no que se segue supor-se-d que o leitor conhece
a definicdo e propriedades elementares dos limites de su-
cessOes reais.

2. UMA DEFINICAO GERAL DE LIMITE E O LIMITE
“BASICO”.

Fixando-nos entdo na formulagdo de Heine e analisando
apenas, para fixar ideias, os limites em pontos da recta
real, recordemos que, dada uma fungéo:

f:DCR—=R

e sendo a4,b € R, para definir o que se entende por b ser,

[
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em algum sentido, limite de f em a (dizendo-se, nesse caso
que «b é limite de f(x) quando x tende para a», abreviadamen-
te b = limy_, f(x), eventualmente com outros qualificati-
vos que explicitam de que tipo de limite se trata), fixamos
determinado conjunto A C R e consideramos sucessdes
X, de ndmeros reais pertencentes a AND a convergir
para a4, analisando o que acontece as sucessdes f(x,); se,
para qualquer sucessdo x, naquelas condigdes, a sucessdo
f(xy,) tender para b, sendo satisfeitas as condigdes suplemen-
tares que adiante se explicitardo, diremos que b ¢ limite de f(x)
quando x tende para a, acrescentando eventualmente um
qualificativo ao termo “limite”, dependente da escolha do
conjunto A.

As distintas nog¢des de limite dependem portanto, es-
sencialmente, dessa escolha, a qual determina, por seu
lado, que condi¢des prévias suplementares se devem im-
por ao ntimero 4; estas condi¢des serdo as necessdrias e
suficientes para que, a existir, o limite em a seja tinico. Nao
é dificil concluir que basta e é necessdrio, para esse efeito,
que exista pelo menos uma sucessdo x, de elementos de AN D
a tender para a; por outras palavras, que a seja o que ha-
bitualmente se designa por (ponto) aderente a AN D. Com
efeito, se essa condic¢do ndo for satisfeita, fixadob € R, ndo
existindo nenhuma sucessio x,, de elementos de AND a
tender para a4, em particular ndo existira nenhuma para a
qual, além disso, f(x,) nédo tenda para b; assim, qualquer
numero real satisfard a condi¢do necessdria acima expres-
sa para ser um limite de fem 4, com essa escolha de A (ja
que a negacdo de tal condi¢do nunca pode ser verdadeira),
perdendo-se a unicidade. Reciprocamente, se a for aderen-
teaANDeb,ceR,b#c considerando uma sucessdo
x, de elementos de AN D a tender para a (que sabemos
existir, por defini¢do de ponto aderente), ndo podemos ter
simultaneamente f(x,) a convergir para b e para c, aten-
dendo a unicidade do limite de sucessdes, pelo que b e ¢
ndo podem ser ambos limite de f(x) quando x tende para
a, para esta escolha do conjunto A, ou seja, valerd a unici-
dade pretendida.

Atendendo ao exposto, ndo hd ddvidas na comunida-
de matemdtica quanto a “legitimidade” de qualquer nogao
de limite de fung¢do que seja caso particular da defini¢do
acima exposta, independentemente da designacdo que se
utilize para a identificar. Podemos resumir nos seguintes

termos a defini¢do genérica de limite acima analisada:
Dada uma fungao:

f:DCR—RR,
a,b € R, A C R, diremos que & é o limite de f(x) quando
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x tende para a (ou o limite de f em a) por valores em A
se 4 for aderente a AN D e, para qualquer sucessdo x, de
elementos de A N D tendendo para a, f(x,) tender para b.

Também ndo hd qualquer divergéncia assinaldvel no
seio da comunidade matemadtica quanto a determinadas
designagdes para certas escolhas particulares do conjun-
to A. Assim, por exemplo, para A =]a, +co|, 0 limite por
valores em A designa-se habitualmente por limite «a di-
reita», ou «por valores superiores», para A =] — oo, a[ por
limite «a esquerda» ou «por valores inferiores».

Quanto as designagdes referidas no inicio deste artigo,
«limite (em ponto) incluido» (com a notagéo, abreviada ou
em férmulas, limi) e «limite (em ponto) excluido» (com a
notagdo, abreviada ou em férmulas, lime), correspondem
respectivamente a A = Re A = R\{a}.

A divergéncia que subsiste na comunidade matemd-
tica, com exemplos que se podem encontrar em obras de
diferentes niveis de complexidade e de qualidade, desde
que seja referida uma nocéo de limite de funcéo, consiste
apenas na escolha “entre limi e lime” para nogdo bdsica de
limite, ou seja, limite a referir sem qualquer qualificativo,
ficando-se assim obrigado a utilizar algum qualificativo
para a outra nogdo, caso se pretenda utilizd-la. Quando a
escolha recai sobre o limi, muitas vezes designa-se o lime
por «limite por valores diferentes» (que em francés se de-
signa por vezes por «limite épointée»), jd que neste caso
AN D é exactamente o conjunto dos elementos do domi-
nio de f distintos de a; quando recai sobre o lime ndo é usu-
al utilizar-se a nogdo de limi (que alids ndo é definivel de
modo simples com base na de lime), pelo que ndo hd uma
designacdo minimamente consagrada para o efeito. Con-
soante a escolha feita, outras designa¢Ges 6bvias poderdo
corresponder a determinagdes diferentes de A; assim, por
exemplo, se for limi o limite “bdsico” escolhido, o «limi-
te por valores racionais» corresponderd naturalmente a
A = Q, ao passo que corresponderd a A = Q\{a} se essa
escolha recair sobre o lime.

Né&o nos alongaremos sobre as razdes histéricas ou
psicolégicas que podem explicar esta divergéncia. Tra-
ta-se de situacdo semelhante a muitas outras em Mate-
matica, pois ndo foi ainda possivel, nem provavelmente
alguma vez o serd (ou sequer serd desejavel), uniformi-
zar totalmente as defini¢des, mesmo as de conceitos tao
usuais como o de «conjunto dos ntimeros naturais» (con-
tém ou ndo o 0?) ou «rectas paralelas» (uma recta é ou
ndo paralela a si prépria?). Desde que, evidentemente,
em cada obra matemadtica se esclareca adequadamente
o significado dos termos utilizados e se procure confor-



mar as escolhas feitas, tanto quanto possfvel, a consensos
estabelecidos na comunidade matematica, estas “diver-
géncias” nao ferem a qualidade da comunicagdo com os
utilizadores dessas obras.

A questdo que subsiste serd apenas a maior conveni-
éncia de uma ou outra opc¢do para o fim a que se destina
a obra em que é adoptada, ou, mais genericamente, qual
das opg¢bes permite um desenvolvimento mais “simples”
ou “esteticamente mais apelativo” da teoria dos limites de
fungdes reais de varidvel real. Estas expressdes entre aspas
deixam suspeitar que haverd sempre algum grau de sub-
jectividade nestas apreciagdes, mas procurarei descrever
quais os argumentos que me parecem favorecer a opgdo
pelo limite incluido, que é a do actual programa de Mate-
matica A, em particular também por se tratar de uma pri-
meira abordagem deste conceito e para o nivel de escolari-
dade a que se destina, mesmo contrariando uma tradicdo
h4 muito estabelecida no nosso Ensino Secundario.

Antes de abordarmos questdes mais técnicas e outras
de cardcter pedagdgico, também convém analisar ale-
gagdes que por vezes se fazem quanto ao cardcter mais
intuitivo do limite excluido relativamente ao limite inclu-
ido, enquanto conceito bésico de limite. Um argumento
habitual a este respeito segue linhas equivalentes ou pelo
menos muito préximas das seguintes: na linguagem co-
mum, a nogdo de “aproximagdo”, que de alguma manei-
ra se pretende formalizar matematicamente com a nogéo
de limite (no contexto das fung¢des reais de varidvel real),
pressupde que “quem, ou aquilo que, se estd a aproxi-
mar” ndo chega a atingir “aquilo de que se aproxima”;
ninguém diz que “se estd a aproximar” de um sitio se ja
14 tiver chegado... Assim, considera-se que a tradugéo ma-
temdtica da expressdo “quando x tende para a” (que pre-
tende significar mais propriamente qualquer coisa como
“quando x se aproxima indefinidamente de a”) quando é
feita através de sucessdes convergindo para a, ndo deve
admitir sucessdes que tomem o valor 4. No entanto nin-
guém contesta que f(x,) possa tomar o valor b, quanto as
correspondentes sucessdes f(x,) cuja convergéncia para
b traduz matematicamente a expressdo “f(x) tende para
b”... Esta “assimetria”, inerente ao limite excluido, entre a
interpretacdo matemadtica do conceito de “aproximagdo
indefinida” no caso das varidveis independente e depen-
dente de uma funcao real de varidvel real, explica de cer-
ta maneira as dificuldades, adiante analisadas, com que
nos deparamos ao pretendermos enunciar um teorema
do lime da fun¢do composta que seja simultaneamente tdo
geral quanto possivel, com um enunciado suficientemen-

te simples para ter alguma utilidade, e com uma demons-
tragdo abordével no Secunddrio, ao passo que com o limi
é uma trivialidade enunciar (e demonstrar) um teorema
com essas caracteristicas. Com efeito, a prépria nogdo de
composi¢do conduz a que a varidvel dependente de uma
fungdo passe a funcionar como varidvel independente da
que com ela se compde...

Para se apreciar o quanto nos afastamos dessa suposta
visdo intuitiva da “aproximagdo” com qualquer das no-
¢des de limite, basta pensarmos na interpretagdo de uma
fungao real de varidvel real como trajectéria de um ponto
num eixo, em que a varidvel independente representa o
tempo e a dependente a abcissa do ponto no eixo em ques-
tao; uma funcdo constantemente igual a b € R em deter-
minado intervalo ndo degenerado representard “o repou-
s0” no ponto de abcissa b do eixo, ao longo do intervalo de
tempo considerado. E ébvio que, com qualquer das duas
nogdes de limite, incluido ou excluido, é igual a b o limite
dessa fungdo em qualquer ponto (“instante”) tq do interva-
lo-dominio, mas dificilmente alguém diria, em linguagem
comum, que um objecto cujo movimento seja representa-
do por essa fungdo “se estd a aproximar” do ponto de ab-
cissa b do eixo quando t tende para f, ja que o objecto estd
parado nesse ponto durante todo o intervalo de tempo...
Assim, a tentativa de adequar a nogdo de limite de fungdo
a este aspecto particular da linguagem comum através do
recurso ao lime é, de certa maneira, iluséria.

3. CONFRONTO DO LIME COM O LIMI.
Abordemos agora alguns aspectos mais técnicos que dis-
tinguem o lime do limi quanto ao modo como se pode de-
senvolver, a nivel do Ensino Secundério, uma iniciagio
ao estudo da Andlise Matemdtica e quanto as ferramen-
tas que os alunos podem adquirir a esse nivel, também
para a prossecugdo dos estudos. Como é 6bvio, a escolha
de uma nogdo para “limite bdsico” tem como consequén-
cia que, sempre que possivel, se privilegie essa nogdo no
enunciado dos diversos resultados inerentes a essa inicia-
¢do; tratando-se de nogdes matematicamente distintas, é
de prever que os resultados devam ser distintos, podendo
resultados andlogos ser mais ou menos complexos, quer
quanto ao enunciado quer quanto a demonstragéo, e/ou
mais ou menos tteis, consoante a escolha feita. A aprecia-
¢do global destes efeitos deverd pesar na escolha a fazer,
nomeadamente quando se desenha um curriculum.

Uma primeira observagdo resulta facilmente da ma-
neira como se apresentou acima uma defini¢do geral de
limite por valores num conjunto A ou «segundo um con-
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junto A»; é claro que o caso A = R (correspondente ao
limite incluido), ou seja, “o mais extenso possivel”, serd o
que menos parece justificar um qualificativo, j4 que nao
hé qualquer restri¢do ao dominio de f para efeito de esco-
lha das sucessdes “a tender para a”; todas as outras esco-
lhas de A sdo suceptiveis de restringir o conjunto em que
se tomam essas sucessdes, pelo que parecem merecer al-
gum qualificativo que explicite essa restri¢do. Do mesmo
modo, no caso do limi, a restri¢do suplementar a impor ao
ponto a é simplesmente que seja aderente ao dominio D de
f, ao passo que com qualquer outra escolha de A teremos
de considerar o conceito de “ponto aderente a AN D",
o que no caso do lime, em que A = R\{a}, justifica a in-
troducgdo de uma nova designagédo para tais pontos, no-
meadamente «pontos de acumulagdo do dominio de f», con-
ceito portanto, neste sentido, mais complexo do que o de
ponto aderente.

O que precede justifica que se possa considerar o con-
ceito de [imi mais simples do que o conceito de lime, po-
dendo este tltimo e todos os outros conceitos de limite por
valores em A que correspondam a subconjuntos estritos A
de R, ser considerados muito simplesmente “limis” (ou
seja “limites”, sem mais, se for limi o limite basico consi-
derado) de restrigdes de f aos correspondentes conjuntos
AN D (ou simplesmente A, com uma adequada defini¢do
geral de restri¢do de fungdo a conjunto ndo necessaria-
mente contido no dominio).

E de notar também que esta abordagem (escolha do
limi, limite incluido, como limite basico) estd bastante vul-
garizada em diversos &mbitos em que se introduz ou em
que se desenvolve uma introdugdo a Andlise Matematica;
ou seja, a unanimidade que se verificou a nivel do Ensino
Secunddrio em Portugal durante muito tempo quanto a
definigdo alternativa a actualmente em vigor, sempre este-
ve muito longe de existir a nivel do ensino universitario’.
Assim, sendo o limite excluido (lime) um caso particular, no
sentido acima referido, do limite incluido (limi), a eventual
adaptacdo a uma altera¢do na defini¢do de limite é sim-
ples quando se faz passando desta dltima versdo para a
anterior, sendo fécil utilizar para o lime todos os teoremas
enunciados para o limi (bastard considerar as restri¢cdes
das fungbes a D\{a}). Como é 6bvio, 0 mesmo nio se
pode dizer de uma eventual adaptacdo ao limi da teoria
desenvolvida com base no lime, j& que néo existe nenhuma
maneira 6bvia de encarar o primeiro como caso particular
do segundo.

Em segundo lugar, embora qualquer das defini¢des
obrigue a cuidados por vezes com alguma subtileza para
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que se evitem erros no enunciado de determinadas pro-
priedades, o limite excluido obriga a cuidados suplementares,
infelizmente muitas vezes escamoteados mesmo em obras
de referéncia.

Vejamos alguns exemplos numa excelente obra de co-
-autoria de Sebastido e Silva.

Comegaremos com um exemplo que s6 por si ndo per-
mite ainda distinguir as duas defini¢des quanto a simpli-
cidade de uma abordagem correcta, mas serve de alerta
quanto aos cuidados a ter com estes assuntos.

Utilizaremos o Compéndio de Algebra de Sebastido e
Silva e Silva Paulo, 1° Tomo, 6° ano, edigdo de 1968 ([12]).

Introduz-se o limite excluido como conceito bdsico de
limite (cf. op. cit. p. 188), com toda a generalidade quanto
ao dominio das fung¢ées e com o cuidado, na definigdo de
limite, de exigir que o ponto a em que este se calcula seja
ponto de acumulagdo do dominio da fungdo, embora nido
se utilize essa terminologia. Essa exigéncia aparece numa
nota de rodapé (cf. op. cit., loc. cit.):

Subentende-se nesta definicdo que os valores atribuidos
a x pertencem ao dominio da fungdo e que existe pelo
menos uma sucessio de pontos deste dominio, diferentes
de a, tendente para a.

E esta exigéncia que permite depois garantir a unicida-
de do limite, tal como é enunciada na pédgina seguinte. No
entanto, com as defini¢bes gerais adoptadas de operacdes
com fungdes reais de varidvel real (cf. op. cit., p. 118), em
que se definem estas operagdes nos casos mais gerais pos-
siveis e, como é habitual, com os dominios também mais
extensos possiveis, ndo é possivel agora, com toda a gene-
ralidade, garantir, como se faz logo em seguida (cf. op. cit.,
p- 189), que:

Se duas fungdes f(x) e g(x) tendem para limites finitos quan-
do x tende para um limite a (finito ou infinito) também a soma, a
diferenca e o produto dessas fungoes tendem para limites finitos
quandox — a(...)

Com efeito, o dominio de f + g, por exemplo, pode
reduzir-se ao ponto a; ou, mais geralmente, a pode ndo ser
ponto de acumulagdo do dominio de f + g, ainda que o seja de
cada um dos dominios de f e . Nesse caso, com as defini¢des
dadas, podem existir os limites (em particular finitos) de
fe g quando x — a mas ndo pode existir o limite de f + g
quando x — a...

Se na defini¢do de limite se omitisse aquela exigén-



cia, entdo perder-se-ia a unicidade; em qualquer caso ndo
poderiamos simultaneamente demonstrar todas as propriedades
dos limites expressas na mesma pdgina, do modo como estdo
enunciadas.

Por exemplo, sendo f(x) =+x—2,¢(x)=+/2—x
sabemos que ambas as fun¢des tém limite 0 quando
x —2, mas f+ ¢ tem dominio reduzido ao ponto 2,
pelo que, com a definigdo dada, ndo existe o limite (lime) de
f(x) + g(x) quandox — 2...

Se na defini¢do de limite elimindssemos a exigéncia ex-
pressa na referida nota de rodapé, entdo v/x — 2 + /2 — x
tenderia para qualquer valor quando x — 2, como atrds se
viu. Que nesta obra se admite a utilizacdo de somas de
fungbes deste tipo fica expresso num exemplo que se apre-
senta em nota de rodapé, na pagina em que se introdu-
zem as operagOes algébricas sobre fungdes (cf. op. cit. p.
118): /1 — x + v/x — 2, chamando-se a atengdo, com este
exemplo, para a possibilidade de ser até vazio o dominio
da soma.

Note-se que os enunciados anteriormente referidos fica-
riam adequadamente corrigidos acrescentando-se a hipéte-
se de que o ponto em que se calcula o limite também ¢é de
acumulagdo dos dominios das fungdes resultantes das ope-
ragdes executadas sobre as funcdes dadas. Analogamente,
com o limite incluido enquanto definicdo basica de limite, é
necessdrio pressupor uma condigdo idéntica, substituindo
“ponto de acumulagdo” por “ponto aderente”.

Assim, neste caso, a “vantagem” do limite incluido es-
tard apenas em que a condigdo a impor a partida aos pon-
tos em que se pode “permutar passagem ao limite com
operacao algébrica” é menos restritiva, ja que todo o ponto
de acumulagdo é aderente, ndo sendo a reciproca verdadeira
(“é mais fécil ser ponto aderente do que de acumulagdo”).

Noexemplodado,com f(x) = vx —2,g(x) = V2 —x,
como 2 é aderente ao dominio da soma das duas fungdes,
embora ndo seja ponto de acumulagdo desse dominio, po-
demos concluir que existe limi da soma nesse ponto, em-
bora néo exista lime.

E claro que alterando adequadamente as fungées, pon-
do, por exemplo,

x2—4 4— 52
flx) = ﬁ,g(x) =

jd 2 ndo é aderente ao dominio da soma das duas fungoes
(que, neste caso, é vazio...), pelo que ndo existe limite dessa
soma em 2, embora exista o limite nesse ponto de cada
uma delas. Assim, mesmo com o limite incluido, ndo se pode
dispensar uma condigdo suplementar para que os referidos

enunciados correspondam a teoremas.

Outro tipo de incorrec¢des que se podem encontrar,
agora claramente mais facilmente evitdveis com o limite
incluido, estd associado a defini¢do habitualmente dada de
continuidade (cf. op. cit., p. 204):

Diz-se que uma fungdo f(x) é continua num ponto a,
quando se verificam as duas seguintes condi¢oes:

(1) o ponto a pertence ao dominio da fungéo f(x).

(2) f(x) tende para f(a) quando x tende para a, isto é:

lim £(x) = £(a).

X—a

Com esta definigdo e sendo o “excluido” (lime) o limite
adoptado no enunciado, uma fungdo ndo seria continua
num ponto isolado do dominio...

Portanto, por exemplo, m ++/2 —x nio seria
continua em 2, tinico ponto do respectivo dominio, o que
é um contra-exemplo para (cf. op. cit., p. 209):

A soma, a diferenga e o produto de duas fungdes conti-
nuas num dado ponto ainda sdo fungdes continuas nesse
ponto.

O programa anterior (de 2002) de Matemdtica A, em-
bora também prescrevesse a definigdo de limite segundo
Heine, ndo explicitava qual das versdes deveria ser adoptada
e, uma vez que ja tinha acabado o regime de livro tnico
e ainda ndo tinham sido adoptadas as metas curriculares
agora em vigor, foram os autores de manuais que opta-
ram unanimemente por manter a definicio de Heine com
a formulagdo “por valores diferentes” (limite excluido), en-
quanto esse programa vigorou.

No entanto, ndo havendo também prescri¢des expli-
citas do anterior programa quanto a diversos aspectos
do tratamento a dar a estas questdes, as solugdes encon-
tradas foram variadas e nem todas correctas. Em particular,
por um lado impunham-se, em alguns manuais, restrigdes
aos dominios (por exemplo para se definir a nogdo de con-
tinuidade) que ndo existiam enquanto vigorou o regime
de livro tnico (por vezes para contornar as dificuldades
acima apontadas) e, por outro, nem sempre houve o cui-
dado de, nos enunciados das propriedades algébricas dos
limites ou das fungées continuas, se imporem condicdes

Para a opcdo pelo limite incluido, cf., por exemplo, os manuais [6], [3] e
[4], utilizados ao longo de décadas respectivamente na FCUL e no IST.
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adequadas para a validade das conclusdes a tirar’. Parece
assim que havia aqui uma “méquina a necessitar de repa-
ra¢do” e uma andlise a fazer do que teria contribuido para
a danificar...

A definicdo de limite adoptada no Programa de 2014
permite que a defini¢do e propriedades da nogdo de continui-
dade sejam enunciadas como acima ficou ilustrado (até de
maneira mais simples e equivalente...) sem necessidade
de ressalvas relativas aos dominios das fun¢des ou aos
pontos em que se define a continuidade. Jd& com o limite
excluido, para que funcione o Teorema da continuidade da
soma, produto, etc. de fungdes continuas com o mesmo grau
de generalidade, serd necessario acrescentar a defini¢do
de continuidade algo equivalente a: “além disso qualquer
fungdo real de varidvel real se considera continua nos pontos
isolados do dominio”.

Como vimos, com o limite incluido, para que tenha lu-
gar a unicidade do limite, hd que restringir também os pon-
tos onde se calculam limites, agora aos chamados pontos
aderentes.

No Programa e Metas Curriculares de Matemdtica A
de 2014 ([8], de agora em diante designados apenas por
«metas») ficou entdo, aqui com alguns negritos acrescen-
tados (FRVR11):

1. Definir limite de uma fungdo num ponto e estudar as respeti-

vas propriedades fundamentais.

1. Identificar, dado um conjunto ACR ea €R, a
como «ponto aderente a A» quando existe uma sucessdo

(xn) de elementos de A tal que lim x, = a.

2. Identificar, dada uma funcdo real de varidvel real
feum ponto a € R, b € R como «limite de f(x) quan-
do x tende para a» quando a for aderente ao dominio
Dy de f e para toda a sucessdo (x,) de elementos de Dy
convergente para 4, (X,) = b, justificar que um tal limite,
se existir, é tinico, representd-lo por «limy_,, f(x)», refe-
rir, nesta situacdo, que «f(x) tende para b quando x tende
para a» e estender esta defini¢do e propriedade ao caso de

limites infinitos.

Com alguns cuidados nas propriedades algébricas dos
limites:
FRVR11-1:
9. Justificar que os limites da soma, do produto e do
quociente de fungdes f: Dy — R e g:Dg — R e do
produto por um escalar & e da poténcia de expoente ra-

cional r de uma fungdo f : D¢ — R, se calculam, em pon-
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tos aderentes aos dominios respetivamente de f + g, f g,
f/g, af e f" apartir dos limites de f e g nesse pontos de
forma analoga ao caso das sucessdes, reconhecendo que

se mantém as situa¢des indeterminadas.

J4 quanto a continuidade, tudo fica mais simples
(FRVR11-2) :

1. Justificar, dada uma fungdo real de varidvel real

f e um ponto a do respetivo dominio que se o limite

limy_,, f(x) existe entdo é igual a f(a).

2. Designar, dada uma funcao real de varidvel real f e
um ponto a do respetivo dominio, a fungdo f por «conti-

nua em a» quando o limite lim,_,, f(x) existe.

5. Justificar que se as fungdes reais de varidvel real
f: Df —Reg: Dg — IR sdo continuas num ponto 4,
entdo as fungdes f + g, f — g e f x g sdo continuas em a
e, se g(a) # 0, a fungéo f/g é continua em a.

Também a defini¢do dos limites laterais pode aprovei-
tar a definicdo geral dada de limite e de restricdo de uma
fungdo (exemplifica-se com a defini¢do de limite a direita
- FRVR11-1):

4. Identificar, dada uma fungdo real de varidvel
real fe a €R, b € R como o «limite de f(x) quan-
do x tende para a por valores superiores a a» quando
b = limy 4 f|}5 4.c0[(x), representar b por lim,_,,+ f(x),
designd-lo também por «limite de f(x) & direita de a»,
referir, nesta situagéo, que «f(x) tende para b quando x
tende para a por valores superiores a a» e estender esta

defini¢do ao caso de limites infinitos.

Veremos adiante qual a utilizagdo que os limites late-
rais tém no desenvolvimento da introducdo a Andlise no
Ensino Secundaério.

4. ALGUMAS DIFICULDADES INEVITAVEIS
E UM TEOREMA “FERIDO DE MORTE E
RESSUSCITADO”.

Limite da composta:
Como acabdmos de ver, mesmo com o limite incluido ha
que ter alguns cuidados com os domihios das fungdes quan-
do se pretende enunciar resultados relativos a limites de
fungoées definidas pela aplicagdo de operagoes algébricas
ou composi¢do a fun¢des dadas.

Esses cuidados ja foram referidos e exemplificados a
propésito dos resultados gerais acerca do limite da soma,



produto e quociente. O mesmo ocorre com o limite de uma
fungdo composta. Formalmente gostarfamos de poder
“permutar a passagem ao limite com a composigdo” no
sentido seguinte:
lim ¢(f(x)) = —— f(x>g(y)-

e, de facto, com o limite incluido é possivel fazé-lo, nas con-
digbes mais gerais possiveis em que os limites expressos
no segundo membro fagcam sentido, sendo suficiente para
o efeito acrescentar a hipé6tese de que 4 é também aderen-
te ao dominio da fungdo composta, condi¢do que é alids
também necessdria para a existéncia do limite no primeiro
membro. Este resultado ocorre nas metas com o seguinte
enunciado (FRVR11-1):

11. Justificar, dadas funges reais de varidvel real fe g e
um ponto a aderente a D, , que se limy_, f(x) = b € R
e lim,_,; ¢(x) = ¢ € R entdo limy_,4(gof)(x) = c.

O problema, mais uma vez, é que néo fica garantido
a partida que o ponto a em que se pretende calcular o li-
mite continue a ser aderente ao dominio da nova fungéo
construida a partir das fun¢des dadas. Considere-se, por
exemplo, f(x) = —x2, g(x) =xInx e a=b=c=0; te-
mos lim,_,g f(x) = 0 e limy_,0g(x) = 0 (em particular 0 é
aderente aos dominios de f e g), mas o dominio de go f é
vazio, ndo tendo portanto pontos aderentes, pelo que, em
particular, ndo existe lim,_,o(gof)(x).

Pelo contrdrio, quando se trata de analisar a continui-
dade tais cuidados sdo agora desnecessdrios, pois, nesse
caso, a é sempre elemento do dominio tanto das fungdes da-
das como da nova fungao, nos casos considerados, sendo
portanto forcosamente aderente ao respectivo dominio.
Note-se que o ponto a em que se estuda a continuidade o
que ndo tem de ser é ponto de acumulagio dos dominios das
fungbes dadas e, mesmo que o seja, daf ndo resulta que
tenha de ser ponto de acumulagio do dominio da nova fun-
¢do construida a partir delas. Daf as dificuldades até agora
detectadas relativas ao tratamento da continuidade com a
definigdo baseada no limite excluido e que se esfumam com
o limite incluido.

O teorema do limite da fungdo composta acima reprodu-
zido (FRVR11-1.11) é outro dos temas em que o “compor-
tamento” do limite excluido levanta dificuldades talvez, a
primeira vista, inesperadas.

Na verdade, com o limite excluido ndo é mesmo possi-
vel enunciar um teorema relativo ao limite de uma fungéo
composta simultaneamente tdo abrangente como o acima
recordado e com um grau de simplicidade suficiente para

que seja verdadeiramente ttil. Em particular, o resultado,
tal qual estd enunciado, fica falso para o limite excluido,
mesmo substituindo nas hipéteses «ponto aderente» por
«ponto de acumulagdo» e, o que é talvez mais inespera-
do, mesmo para fun¢des ambas com dominio igual a R
€ mesmo No caso em que existem tanto os limites (exclui-
dos) limy, f(x) = belim, ,, g(y) = ¢, nos termos da hi-
potese do teorema do limite da fungdo composta, como o
limite (excluido) lim,_,, ¢ © f(x), como nos termos da tese
do referido teorema; o que acontece é que este tiltimo limite
pode ndo ser igual a c...

Basta considerar o seguinte exemplo (também referido
no artigo do Prof. Franco de Oliveira atrds citado [10]):

s ={Y 12051

Como é 6bvio, existe limey_,of(x) = 0 e portanto também
lime_,0¢(x) = 0. No entanto, como também é ébvio,

sof={y 320,

pelo que
lime,_,pg o f(x) =1 % 0!

Uma vez que o “limite por valores diferentes” (excluido) é
simplesmente um limite incluido de uma restricdo da fun-
¢do dada, cabe perguntar como analisar o exemplo ante-
rior a esta luz e tendo em mente o teorema do limite (lim1)
da fungdo composta; notemos que a restri¢io f; a R\0 de
f é muito simplesmente, neste caso, a funcdo constante

cf. por exemplo, [9], [5], [2] e [11]; apenas no primeiro manual se dd uma
definicdo simultaneamente geral e correcta de limite (lime, em todos os
casos) e se enunciam correctamente os teoremas relativos a operagdes
algébricas com limites. No segundo, estando bem formulada a definicao,
jd os enunciados dos referidos teoremas estdo, em bom rigor, incomple-
tos e no terceiro, para além dos correspondentes teoremas, a prépria
definicdo ndo é abordada de modo inteiramente correcto. No quarto
manual impdem-se restricdes suplementares aos dominios das funcdes
para as quais se define a nocdo de limite; em alguns dos teoremas, para
que figuem correctos, tem de presumir-se que essas restricdes também
se aplicam as funcdes resultado das operacdes algébricas consideradas.
Quanto a continuidade, apenas o terceiro manual ndo impde condi¢des
suplementares ao ponto em que se define continuidade, mas a definicdo
fica incorrecta, e apenas o primeiro e o quarto enunciam as propriedades
algébricas da continuidade de forma coerente com a definicdo adopta-
da (com uma pequena ressalva para o primeiro), mas com restricoes
relativas aos dominios das funcdes consideradas. Em todos os manuais
s30 escassas ou inexistentes as indicacdes relativas a demonstracdes dos
referidos resultados; em nenhum deles se aborda o limite da fun¢do com-
posta, resultado tradicionalmente utilizado no Secunddrio, por vezes sob a
forma de “célculo de limites por mudanca de variavel”.
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igual a 0 nesse dominio, portanto com limite 0 em 0, que é
aderente ao dominio, 0 mesmo se passando portanto com
g1 = f1. No entanto, como também é ébvio, o dominio de
g1 o f1 é vazio! Assim, nada podemos concluir do teorema
quanto a existéncia de limite da composta em 0, jd que 0
nédo é aderente ao dominio de g; o fi.

A inexisténcia de um teorema para o limite excluido
de uma fung¢do composta com hipéteses razoavelmente
simples e suficientemente geral torna dificil de justificar
determinadas passagens ao limite, numa formulagdo ba-
seada no lime, que sdo trivialmente justificdveis com o
referido teorema, para uma abordagem baseada no limi.
Consideremos, por exemplo, o limite:

llm ex sen %

x—0
E fécil concluir que lim, .o xsen% = 0 (basta notar que
|x sen%| < |x|, para x # 0); admitindo a continuidade da
exponencial, teremos entdo lim, ,oe¥ = V=1, pelo que,
pelo teorema do limite (limi) da composta, concluimos
imediatamente que lim,_,oe* seny _ 1,

Podemos também substituir a exponencial por uma
funcdo qualquer com limite em 0, desde que, evidente-
mente, 0 continue a ser aderente ao dominio da composta;

por exemplo, admitindo o limite notdvel lim,_,o 53+ =1
e notando que hd sucessdes x, a tender para 0 tais que
Xy sen 37 nunca se anula (por exemplo, x,, = m), o)
que garante que 0 é aderente a0 dominio da composta
abaixo utilizada, podemos imediatamente concluir que:
sen <x sen %)

lim ————+ =1.

x=0  xsen
Ja com o limite excluido como limite bdsico, por um lado,
como veremos, ndo se disporia de um teorema de limite
da composta que abrangesse de modo simples todos estes
casos; por outro, se pretendéssemos usar apenas a defi-
nicdo de continuidade para obter o limite em zero da pri-
meira daquelas “fung¢des compostas” ficarfamos atrapa-
lhados, pois tentando usar a defini¢do de Heine de limite e
a defini¢do de fungdo continua baseada no limite excluido,
terfamos de tomar uma sucessdo arbitrdria a tender para
zero por valores diferentes, digamos x;, e depois verifi-
car o que acontece com a sucessdo das imagens. Embora
soubéssemos que x;, sen xi,, tende para 0, como pode néo
ser por valores sempre diferentes de 0 (basta tomar, por
exemplo x,; = 2/nn), ndo saberiamos logo o que acontece,

1
por exemplo, a ¢ *" @, pois pela defini¢do de continui-
dade de e* em 0 que tem por base o limite excluido apenas

sabemos 0 que se passa para o limite em 0 de ¥ se y,
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tender para 0 por valores diferentes. E claro que no ensino
superior a conclusdo seria, em geral, facil de obter, por-
que se estaria habituado a trabalhar com propriedades de
limites de sucessdes envolvendo subsucessdes, ou com a
defini¢do de Cauchy de continuidade, mas qualquer des-
sas abordagens obrigaria a trazer esses temas para o Ensi-
no Secundadrio...

Podem encontrar-se alguns enunciados de resultados
relativos a fun¢des compostas com a defini¢do de limite
“por valores diferentes” (ou seja, adoptando o limite ex-
cluido como defini¢do bdsica de limite). Num excelente
manual de Elon Lages Lima ([7]) encontra-se a seguinte
versdo do Teorema do limite da fungdo composta, no caso
do limite excluido (em que se utiliza a notagdo X’ para o
conjunto dos pontos de acumulagdo de um conjunto X):

Sejam XYCR f: X—=R, g:Y =R, com
f(X)CY.Sejamac X ebe Y NY, se limy,, f(x) =b
e lim,_,; g(y) = ¢ tem-se limy_,, g(f(x)) = ¢, desde que
seja ¢ = g(b).

O enunciado é manifestamente mais complicado do
que o atras recordado para o limite incluido. E, no entan-
to, mais restritivo; com efeito impdem-se condigbes su-
plementares aos dominios de f e g (0 que evita ter de se
acrescentar que o ponto 4 seja de acumulagdo do dominio
da composta, jd que este dominio, neste caso, coincide
com X) e impde-se além disso que ¢ = g(b), ou seja, que
a fungdo g esteja definida e seja continua em b. Além dis-
so, a respectiva demonstragdo, com a defini¢do a Heine,
suscitaria as dificuldades apontadas atras, relativas ao uso
de subsucessdes, o que na prética a tornaria dificilmente
acessivel ao Ensino Secundario, quando no caso do limite
incluido a demonstracdo do teorema da composta é uma
simples justificagdo de cardcter imediato, para um aluno
do Secunddrio que siga esta abordagem dos limites. Além
disso, este teorema do livro de Elon Lages Lima, mais
complicado tanto no enunciado como na demonstragao,
nem sequer se aplica imediatamente ao segundo exemplo
atrds apresentado de célculo de limite de uma composta,
em que, logo a partida, ndo estava satisfeita a condi¢do
relativa aos dominios, nem sequer a fungdo g estava de-
finida em b.

No artigo atras referido do Prof. Franco de Oliveira
apresenta-se uma versdo mais geral do teorema do lime da
composta em que ndo se colocam restrigdes aos dominios
das fungdes e consequentemente se acrescenta a condigdo
(que é obviamente necessdria) de que a seja de acumula-
¢do do dominio da composta; para além da condigdo sufi-



ciente apresentada por Elon Lages Lima enuncia-se uma
condigdo suficiente alternativa para a conclusdo desejada
quanto ao lime da composta, que € a seguinte (adaptando
as notagdes as usadas por Elon Lages Lima):

f(x) # b para todo o x numa vizinhanga de a.

Infelizmente, mais uma vez, este teorema mais abrangen-
te (mas de enunciado ainda mais complexo e de demons-
tracdo igualmente dificilmente acessivel ao Secunddrio)
também ndo se aplica directamente ao referido segundo
exemplo atrds apresentado de célculo de um limite de

composta, pois, nesse caso, em qualquer vizinhanga de 0

existe uma infinidade de pontos em que x sen% se anula,
ou seja, em que “f(x) = b".

Note-se que, com o limite incluido, o teorema do limi-
te da composta atrds apresentado revela que se existirem
os limites das fung¢des componentes (em condi¢des de se
poder formalmente “passar ao limite dentro da composi-
¢d0”, no sentido atrds explicitado) uma condigdo necessa-
ria e suficiente para que exista limite da composta e seja
igual ao que se espera, é muito simplesmente que o ponto
em que se calcula o limite seja aderente ao dominio da
composta; todos os casos “que facam sentido” de calculo
do limite da composta ficam assim abrangidos por este
enunciado extremamente simples e de demostragao ime-
diata, bastando em cada caso verificar que o ponto em que
se calcula o limite é aderente ao dominio da composta.

Os teoremas acima apresentados relativos ao limite
excluido da composta, apesar da complexidade acrescida,
ndo se aplicam a todas as situagdes em que existem os [i-
mites incluidos das fungdes componentes, nas condi¢des
acima expostas, mesmo que, em particular, sejam também
limites excluidos (o que acontece sempre que os pontos em
que se calculam os limites sdo de acumulacdo dos domi-
nios das respectivas fung¢des) e que o ponto em que se cal-
cula o limite seja de acumula¢do do dominio da compos-
ta, ou seja, a situagdes em que o préprio limite excluido da
composta pode ser calculado usando o Teorema relativo
ao limite incluido.

Note-se que, quer a condigdo de continuidade de g do
teorema acima referido, constante do livro de Elon Lages
Lima ([7]), quer as condi¢des do resultado exposto no arti-
go do Prof. Franco de Oliveira ([10]), ndo sdo necessdrias,
mas apenas suficientes para a existéncia e valor esperado
do limite da composta, embora estas tiltimas no universo
mais alargado possivel de pares de fungdes componentes
e de valores admitidos para os limites. O segundo exem-
plo atrds apresentado mostra que é possivel existirem os

limites (tanto excluidos como incluidos) quer das fun¢des
componentes quer da fun¢do composta e este dltimo ter o
valor esperado e ndo se verificar nenhuma das condigdes
suficientes do teorema exposto em [10].

E possivel colmatar esse “defeito” introduzindo uma
terceira condicdo alternativa e enunciando entdo o seguin-
te teorema de fun¢do composta para o limite excluido:

Teorema. Dadas fungées reais de varidvel real fe g e sen-
do a2 ponto de acumulagdo de Dgo f, se existirem o0s limites
excluidos limey_,,f(x) =b € R e lime, ,;¢(x) =c € R
entdo é condigdo necessdria e suficiente para que exista
e seja igual a c o limite excluido lime,_,,(gof)(x), que se
verifique uma das duas seguintes condi¢oes:

)b ¢ Dyg;

2)b e Dg e, ou g é continua em &, ou existe uma vizi-
nhanga V de a tal que, em (V\{a}) N D
valor &.

¢of, f ndo toma o

Demonstragdo: Seja x, uma sucessdo de elementos de
Dg,r a tender para a e com x, sempre distinto de a; se
b ¢ Dg, necessariamente (por defini¢do de Dy, f) flxy) é
sempre distinto de b e, atendendo aos limites que por hi-
potese tém lugar, esta sucessdo tende para b e consequen-
temente ¢(f(x,)) converge para c¢. Supondo agora que
b € Dg e g é continua em b ou que existe uma vizinhanga
de a tal que, em (V\{a}) N Dyyf, f ndo toma o valor b, por
um lado, do mesmo modo f(x,) tende para b, e, por ou-
tro, s6 poderd existir uma subsucessdo x,; de x, para a
qual se tenha sempre f(x,;) = b se g for continua em b;
se ndo existir tal subsucessdo concluimos imediatamente
da hipétese relativa ao limite excluido de g que g(f(x,))
converge para c. Caso tal subsucessdo exista, a mesma
conclusdo se pode tirar, pois, por um lado, g é, nesse caso,
continua em b, e portanto, por defini¢do de continuidade,
g(b) = ¢; por outro lado, considerando duas subsucessoes
de x, indiciadas em conjuntos formando uma partigdo de
IN, uma delas, x,, constituida exactamente pelos termos
de x,, para os quais f(x,) = b, concluimos que g(f(xux))
converge para ¢, jd que é constantemente igual a este valoz,
e para a outra subsucessdo a mesma conclusdo resulta da
hipétese relativa ao limite excluido de g. Mais uma vez
portanto concluimos que g(f(x,)) converge para c; fica
assim demonstrada a condigdo suficiente.

Reciprocamente, supondo que existe e é igual a c o [li-
mite excluido lime, _,,(gof)(x), que b € D¢ e que ndo existe
uma vizinhanga V de a tal que, em (V\{a}) N Dy, f ndo toma
o valor b, ou seja, que em qualquer vizinhanga V de a existe
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pelo menos um ponto distinto de a em Dg, ¢ no qual f toma o
valor b, podemos construir uma sucesséo x, de pontos de
Dy, distintos de a a convergir para 4 tal que se tem sem-
pre f(x,) = b; entdo, por um lado, pela hip6tese acerca do
limite de gof, concluimos que gof(x,) tende para c e por
outro tem-se sempre gof(x,) = g(b), pelo que, necessa-
riamente, ¢ = g(b) e portanto, por defini¢do, g é continua
em b, jd que, por hipétese, c é o limite excluido de g em b.
A condigdo é, assim, também necessdria. O

Este Teorema do lime da composta, apresentando
uma condigdo necessaria e suficiente, obviamente que ja
se pode aplicar ao exemplo ja diversas vezes referido do
limite
sen (x sen %)

1
x

lim -

x=0 X sin
No entanto este novo teorema para além de ainda mais
complexo (jd que acrescenta uma terceira condi¢do su-
ficiente, enunciada na primeira alinea, as duas que ja se
tinham introduzido) tem caracteristicas que o tornam
muito pouco util (dai talvez ndo se encontrar na literatu-
ra, tanto quanto sei): se utilizado a nivel de uma iniciagédo
a Anélise no Secunddrio teria uma demonstragdo dificil-
mente acessivel, atendendo ao que acima ficou exposto; se
utilizado a nivel do ensino superior, tendo sido abordado,
por exemplo, o estudo das subsucessdes e de alguns re-
sultados simples relativos a existéncia de limite de suces-
sdo envolvendo o referido conceito, ou entdo a defini¢do
de Cauchy de limite, a demonstragdo do teorema ficaria
bastante simples, sendo o enunciado do teorema de certo
modo “desproporcionado”, na respectiva complexidade,
a demonstragdo, sobretudo porque, na prética, é a condi-
¢do suficiente que se desejaria, em geral, utilizar. Ora um
teorema cuja demonstragdo é tdo ou mais clara ou tdo ou
mais curta do que o enunciado ndo apresenta obviamente
grande utilidade matematica; o tempo perdido a decifrar
e verificar as condi¢des da hipétese em cada caso concreto
poderia ser usado, talvez com vantagem, numa demons-

tragdo directa da tese nesse caso particular...

Continuidade da composta:

Com a defini¢do de continuidade baseada no limite inclui-
do, a continuidade da composta é uma trivialidade, ja que
é coroldrio imediato do teorema do limite da composta,
razdo pela qual aparece nas metas apenas com a mengao
“justificar”, o que se usa quando a demonstragdo pedida é
muito imediata (FRVR 11.2):
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10. Justificar, dadas fungdes reais de varidvel real f e
gea € Dgor, que se fé continua em a e g é continua em

a) entdo a fungdo composta ¢ o f é continua em a.
p 8

Ja com a defini¢do usual de continuidade baseada no
limite excluido, mesmo presumindo que se adopta a defi-
nicdo que leva em conta o caso dos pontos isolados, tor-
nar-se-ia dificil a nivel do Ensino Secundario demonstrar
este dltimo resultado, mais uma vez por néo se dispor em
geral de resultados relativos a limites envolvendo subsu-
cessoes.

Esbarrarfamos no mesmo escolho anteriormente de-
tectado e que resulta da “assimetria” inerente a defini¢do
de lime, no sentido em que as sucessoes x,, que se tomam
“a tender para a” ndo tomam o valor 4 mas ndo se impe-
de que as sucessdes f(x,) tomem o valor do respectivo
limite...

Com efeito, se tentdssemos uma demonstragao directa,
nédo incluindo a prévia demonstragéo de resultados ade-
quados envolvendo o conceito de subsucessao irfamos de-
parar-nos com dificuldades talvez inesperadas apesar do
cardcter intuitivo das conclusées que é necessdrio extrair.

Excluindo j4 o caso trivial dos pontos isolados do do-
minio de g o f, se x, for sucessdo de pontos deste dominio
a tender para a (por valores diferentes), f(x;,) tende para
f(a), por definicdo de fungdo continua. Teremos agora de
provar que g(f(x,)) tende para g(f(a)); mas ndo basta
aplicar a defini¢do de continuidade de g baseada no lime,
pois nao sabemos se f(x,) toma ounao o valor f(a)... As-
sim, teremos de construir a partir de f(x,) subsucessdes
(designando—as ou ndo assim...) respectivamente com 0s
termos diferentes de e iguais a f(a), a partir das quais seja
depois possivel concluir que a sucessdo g(f(x,)) tende de
facto para g(f(a)).

Note-se ainda que, com o limite excluido, mesmo ten-
tando utilizar um resultado admitido sem demonstragao
relativo a continuidade da composta para justificar algu-
mas das passagens ao limite anteriormente examinadas,
poderiam surgir outras dificuldades. Voltando a examinar
o limite:
sen (x sen %)

lim T ,
x—0 xsen

poderiamos comegar por definir fun¢des continuas f e g

dadas por:
sen x
, x#0
f)=49 * ,
1, x=0



1
xseny, x #0
8(x) = :
0, x=0
e concluir, pela continuidade da composta, que fog é
continua em 0, donde se deduziria a existéncia e valor do
limite em questdo. Mas note-se que a fungéo original tem

dominio igual a:

[omrlo Wi aoeo Wl oeean]
e

pelo que 0 ndo ¢ “interior a” nem “extremo de” nenhum
intervalo ndo degenerado de interior contido neste domi-
nio, o que exclui esta fungdo (se for apenas prolongada
ao ponto em que se calcula o limite) do &mbito em que a
continuidade era estudada em muitos dos manuais utili-
zados com o anterior programa, embora 0 seja ponto de
acumulacgdo do referido dominio. Apenas alguns manuais
abrangiam esta situacdo, mas entre estes também nem to-
dos enunciavam depois correctamente as defini¢des e/ou
alguns dos resultados relativos a fun¢des continuas.

Terfamos assim ainda de argumentar que a existéncia
e o valor do limite em 0 de f o ¢ implica a existéncia, com
o0 mesmo valor, do limite em 0 de

sen(x sen %)

1
xsen}

o que, sendo fdcil pela definicdo de limite, poderia ter de
ser feito sem passar pela continuidade desta dltima fun-
¢do (prolongada a 0) e voltando antes ao &mbito dos limi-
tes de fungdo, desde que também aqui nio tivesse havido
restri¢des de dominio que excluissem esta situagao.

Hé que reconhecer que a op¢do de ndo introduzir no
Secundario a nocdo de subsucessdo e as propriedades
essenciais dos limites que envolvem essa no¢do, nem os
limites e continuidade “a Cauchy”, tem um “prego” para
ambas as defini¢des de limite.

Ja vimos que, quanto a continuidade da composta,
esse preco é apenas devido pelo lime, mas levantam-se
dificuldades semelhantes, desta vez para ambas as defi-
nigdes, se pretendermos justificar as propriedades usuais
envolvendo limites laterais; foi essa a razdo pela qual nas
metas se colocaram tais propriedades sem exigéncia de
demonstragdo, apenas como “saber” (FRVR11-1):

5. Saber, dada uma fungdo real de varidvel
real f e um ponto a aderente ao respetivo domi-

nio Dy, que se a ¢ Dy e se os limites lim,_,,- f(x)

e lim, ,,+f(x) existirem e forem iguais, en-

tdo existe o limite limy,—, f(x) e que, nesse caso,
limy f(x) =lim, ,,- f(x) =lim,_,,+ f(x)

6. Saber, dada uma funcdo real de varidvel real f
e um ponto a € Dy, que se os limites lim,_,,- f(x)
e lim, ,,+ f(x) existirem e forem ambos iguais a
f(a), entdo existe o limite limy_,, f(x) e que, nesse

caso, limy_y, f(x) = lim,_,,- f(x) = lim,_, .+ f(x).

Um pequeno prego suplementar a pagar pela “nova” definigao:
Quanto a estas questdes hd uma pequena distingdo entre
as duas defini¢des, no caso em que se lida com o limite
num ponto a nédo isolado do dominio, pois quanto ao lini-
te excluido o problema reside apenas na possibilidade de
se ter de lidar com sucessdes tomando simultaneamente
valores superiores e valores inferiores ao ponto em que
se calcula o limite, ao passo que com o limite incluido, tais
sucessdes podem ainda tomar esse ponto como valor. Mas
com qualquer delas, sem invocar propriedades envol-
vendo subsucessdes, com os pré-requisitos habituais em
vigor no Ensino Secunddrio, torna-se necessario admitir
sem demonstragdo um resultado como o FRVR11-1.5 atrds
reproduzido.

Ja quanto a continuidade, com as defini¢des envol-
vendo o limite excluido, pode concluir-se imediatamente
(por defini¢do) que uma fungdo f é continua num ponto
a ndo isolado do dominio desde que tenha limite (“por
valores diferentes”) nesse ponto igual ao valor da fungéo,
ao passo que com o limite incluido, se apenas soubermos
que existe limite em a, por valores diferentes, igual a f(a),
também neste caso terfamos de utilizar propriedades en-
volvendo subsucessdes para concluir a continuidade. Ha
aqui portanto um pequeno prego suplementar a pagar
por se adoptar esta defini¢do, que é afinal “mais exigente”
para se verificar que determinada funcdo é continua num
ponto ndo isolado do dominio.

Exemplifiquemos; para uma fun¢do como:

sen x
=, sex <0

fy=9 1

ef—1
X 7

sex =0

sex > 0.

Tanto com a defini¢do de continuidade baseada no lime
como com a que se baseia no limi, para concluirmos a con-
tinuidade de f em 1 teremos de invocar uma propriedade
envolvendo limites laterais como a acima reproduzida
(FRVR11-1.6) e que, como vimos, dificilmente podera ser
demonstrada no Secunddrio, ndo se dispondo de proprie-
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dades envolvendo subsucessdes. Ja para uma fungdo como:

L x#0
f(X)—{
1, x=0

com a defini¢do de continuidade baseada no limite excluido
é 6bvio que f é continua em 0 por definigdo, ao passo que
com a definicdo que se baseia no limite incluido é neces-
sdrio também aqui invocar qualquer propriedade como
FRVR11-1.6.

Ainda poderfamos examinar o seguinte exemplo:

—Senﬁ, x>0
fly=4 V&
1, x=0

Mais uma vez, com a defini¢do baseada no lime é facil ve-
rificar que f é continua, por defini¢do (desde que o limite
em 0 seja considerado conhecido, pois com a abordagem
através do lime, mesmo partindo do limite “notavel” de
senx
X
curso directo a definigdo de limite para justificar a existén-

. . . sen+/x
cia e valor do limite de \/;f no mesmo ponto...); com o

em 0, dificilmente se poderia dispensar depois um re-

limi, neste caso, sendo embora imediato passar do referido
limite notdvel para o limite a direita de fem 0 (invocando
apenas o teorema do limite da composta), ndo bastaria em
seguida invocar FRVR11-1.6, ja que néo existe limite a es-
querda... Poderiamos utilizar uma propriedade semelhan-
te envolvendo o limite “por valores diferentes”, ou entdo
comegar por prolongar a fungdo, por exemplo, por 1 aos
valores negativos de x, aplicar FRVR11-1.6 a essa fungdo e
em seguida concluir que f é continua em 0 por ser restricao
de uma continua...

Assim, hd este pequeno prego a pagar por se substituir
as “antigas” defini¢des pelas “novas” na abordagem da
nogao de limite no Secunddrio, mas esse prego resulta ape-
nas de, na defini¢do de continuidade, se exigir “menos” (a
partida) quando se usa o lime do que quando se usa o limi
(basta testar o que se passa com um conjunto mais reduzi-
do de sucessdes); em contrapartida, essa menor exigéncia
tem depois como consequéncia, entre muitas outras tam-
bém atrds analisadas, que se torna tarefa mais complexa
(fora do alcance usual do Ensino Secundadrio) justificar um
resultado tdo basico quanto a continuidade da composta.
Assim este “preco” parece bastante exiguo em compara-
¢do com o preco de as manter...
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Fomos confrontados com o problema prético de embalar tubos num con-

tentor. Mais concretamente, dada uma encomenda de varios tubos (para
saneamento, condutas de abastecimento de dgua, etc.) ha que calcular o
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numero minimo de contentores que devem ser utilizados para transportar
os tubos da encomenda (bin-packing problem). A complexidade do proble-
ma aumenta dada a possibilidade de telescopagem dos tubos, isto &, os tubos
podem ser colocados dentro de outros tubos de forma recursiva.

istoria. A empresa FERSIL (Cesar, Oliveira de Aze-

méis, Portugal), fabricante de tubos de pldstico, re-
alizava manualmente a distribui¢do dos varios tubos de
uma encomenda (na ordem dos milhares) por vérios con-
tentores, tentando minimizar o seu ntimero. Este processo
era tratado pelos funciondrios da empresa, com alto nivel
de qualificagdo, por um processo de tentativa-erro, com o
auxilio de uma folha Excel. Este processo envolvia tempos
elevados de resposta aos pedidos dos clientes, com altos
custos operacionais. Apdés um estudo completo dos requi-
sitos, a Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto
(FECUP), através do gabinete de prestagdo de servicos GE-
MAC (Gabinete de Estatistica, Modelagdo e Aplicagdes
Computacionais) celebrou um contrato para criagdo de um
algoritmo de otimizagdo de carga em contentores, e sua
implementacdo computacional, que permitiu uma solugio
automdtica para o problema referido.

PROBLEMA MATEMATICO.

Os problemas de empacotamento de circulos tém a
sua origem na industria de tubos, onde os custos de
transporte representam uma fragdo importante do custo
total da entrega do produto. Os tubos sdo produzidos por
uma mdaquina de extragdo continua e cortados com um

comprimento igual ao do recipiente dentro do qual serdo
enviados.

Antes de serem colocados no recipiente, eles podem ser
inseridos dentro de outros tubos mais grossos, de modo
que o uso do espago do recipiente seja maximizado — um
processo chamado telescopagem. Como todos os tubos
ocupam o comprimento total do recipiente, maximizar a
carga do recipiente é equivalente a maximizar a drea pre-
enchida com circulos (ou, mais precisamente, anéis/anéis)
numa secgdo transversal do contentor.

Neste projeto, propusemos um método heuristico que
provou ser capaz de produzir solugdes muito boas para
fins préticos.

Descrevemos a seguir, muito sucintamente, uma forma
possivel de abordar este problema. Quando se embala um
tubo (que tratamos como um circulo) no recipiente retan-
gular, este tubo é telescopado com outros tubos mais finos.
A telescopagem é feita de uma maneira recursiva, isto §é,
qualquer tubo colocado no interior pode ser preenchido
com tubos mais finos disponiveis; isso é tentado recursi-
vamente até ndo haver candidatos que possam ser inse-
ridos. Apés a conclusdo da telescopagem, o tubo externo
(que tem possivelmente outros tubos internos) é inserido
no contentor; isso corresponde ao problema mais comum

PT-MATHS-IN -

47



AN

48

Figura 1. Possibilidades de empacotamento de circulos dentro
de outro circulo (telescopagem): possibilidades de posiciona-
mento, dados circulos fixos (a preto). Ver referéncia [1].

A e

Figura 2: Possibilidades de empacotamento de circulos den-
tro de um retangulo: possibilidades de posicionamento, dados
circulos fixos (a preto). Ver referéncia [1].

de agrupar circulos diferentes num contentor retangular.
A ideia bdsica para escolher o local de colocagdo de um cir-
culo é tornd-lo tangente a dois outros objetos (a excegdo é o
primeiro circulo sendo empacotado dentro de um circulo;
este é colocado na parte inferior, como mostra a figura 1).
Pontos possiveis para a colocagdo de um circulo tangente a
dois objetos sdo apresentados nas figuras 1 e 2.

Uma heuristica para posicionar um circulo consiste
em escolher posi¢do de menor ordenada entre as posi¢des
possiveis para cada circulo e, para desempate, selecionar
a posicdo mais a esquerda entre posi¢des com a mesma
(menor) ordenada.

Essas ferramentas especificam um procedimento dvi-
do para obter solugbes para a versdao de minimizagdo de
contentores nos problemas de empacotamento de circulos
(RCPP): criar sequencialmente novos contentores para o
embalamento de tubos, inserindo em cada um deles tu-
bos telescopados, até que a lista de tubos remanescentes

Figura 3. Gréficos de solu¢des obtidas com construgdo dvida
(esquerda e centro) e com GRASP (mediana de solugdes obtida
em 25 observacdes independentes, a direita) para pequenas
instancias: s0311 (topo), s05i1 (centro) e s1611(inferior).
Os tubos requeridos estdo representados a preto e os ndo
requeridos a cinza. Ver referéncia [1].

esteja vazia.

Quanto a versdo de maximizagdo de carga, o procedi-
mento é adaptado da seguinte forma: apds o acondiciona-
mento de um contentor com os tubos exigidos, o contentor
e os tubos internos sdo preenchidos com tubos néo reque-
ridos, novamente de forma dvida. Isso é feito a partir do
tubo mais valioso ndo requerido, até que nenhum tubo
adicional possa ser inserido sem se sobrepor, ou até que a
lista de tubos nédo solicitados esteja vazia. Novos conten-
tores sdo abertos apenas enquanto houver tubos exigidos
ndo embalados.

Este problema é mais geral que o empacotamento de
circulos, que é conhecido, na teoria da complexidade com-
putacional, por ser do tipo NP. Um outro fator de comple-
xidade resulta do facto de haver encomendas com tubos
de varios comprimentos. Este problema foi também abor-
dado, resultando na criagdo de um algoritmo de divisdo
longitudinal 6tima do contentor em médulos (subconten-
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tores virtuais).

Neste curto artigo, ndo é possivel detalhar os modelos
de otimizagdo que foram usados. Estes modelos, suas limi-
tagdes, e os algoritmos construidos estdo extensivamente
descritos na referéncia [1], para a qual remetemos a aten-
¢do do leitor mais interessado. Na figura 3 apresentamos
algumas das solugdes obtidas.

IMPLEMENTACAO.

Foi proposto um algoritmo baseado num procedimento
de busca adaptativa, com componente aleatéria (GRASP
= greedy randomized adaptive search procedure) sendo o seu
desempenho avaliado num conjunto de instancias de
referéncia.

1. Estudos preliminares (quatro meses) — O objetivo
desta fase foi a caracteriza¢do das necessidades reais dos
promotores e a especificagdio do modusoperandi, métodos
e programas do software para a entrega do workflow, e as
caracteristicas necessdrias para uma melhor integragdo no
sistema de informac&o da Fersil.

2. Desenvolvimento de Algoritmo de Estudo e Distri-
buigio (oito meses) - Esta fase consistiu no estudo, na mo-
delagdo matemadtica e em rotinas de desenvolvimento que
otimizam a colocagdo de dos tubos, incluindo a possibi-
lidade de telescopagem. A abordagem final usou técnicas
GRASP (random and greedy adaptive search procedure). Foram
desenvolvidos cédigos em Python, para empacotamento
3D de caixas, e para empacotamento e telescopagem de
tubos.

RESULTADOS.
Com a implementagdo do programa de otimizagdo de car-

ga de contentores, destinado a aumentar a eficiéncia a curto

prazo dos processos associados ao orgamento e a execugdo
de carga, conseguiu-se um impacto muito significativo na
redugdo do custo desses processos e melhorias significati-
vas na qualidade dos servigos prestados a clientes, com im-
pacto imediato na sua satisfacdo. A solugdo implementada
resultou numa importante melhoria dos processos logisti-
cos e comerciais da Fersil, aumentando significativamente
a sua competitividade.
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CONVERSA COM...

GONCALO MORAIS CONVERSA COM

SAMUEL KOU

Samuel Kou nasceu na China em 1974, tendo-se licenciado em
Matemdtica Computacional pela Universidade de Pequim. Mais tarde
mudou-se para os Estados Unidos, onde se doutorou em Estatistica
pela Universidade de Stanford em 2001l. Nesse mesmo ano, comegou
a lecionar na Universidade de Harvard, onde é atualmente Professor
of Statistics e Professor of Biostatistics. Recebeu varios prémios e faz
investigagdo em vdrias areas relacionadas com Andlise Estocastica,
entre as quais, destacamos, aplicagdes a dinamica de proteinas. Fica
aqui parte da conversa que tivémos com este senhor de uma simpatia

GONCGALO MOoRAIS
Instituto Superior de
Engenharia, Lisboa
gmorais@adm.isel.pt

e de uma simplicidade tocantes.

GONCALO Em primeiro lugar, gostaria de agradecer a
sua disponibilidade para conceder esta entrevista. Como
surgiu o seu interesse em estudar matematica?

SAMUEL KOU Eu nasci e cresci no Noroeste da China.
Mudei-me para Pequim quando fui para a universidade
(Universidade de Pequim) onde me licenciei em
Matematica. Depois de ter terminado a licenciatura, fui
para Stanford para estudar Estatistica, 4rea na qual fiz
o mestrado e o doutoramento. Mudei-me novamente
em 2001, desta vez para Harvard, onde desde entdo sou
professor.

GONCALO Antes do mestrado, estava mais ligado ao
que se habitualmente se chama Matemadtica Pura, certo?

SAMUEL KOU Sim, estudava as coisas mais habituais
como equagdes diferenciais e combinatdria, por exemplo.
Percebi que podia estudar estes temas com boas notas

N

e com relativo sucesso. Contudo, a medida que ia
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fazendo os diferentes cursos em Matemdtica Pura e em
Matemadtica Aplicada, especialmente em Probabilidades
e Estatistica, percebi que a minha visdo da matematica
era a de alguém que a praticava no século XVIII ou no
infcio do século XIX. Eu gostava imenso de estudar
modelos matemadticos, mas precisava de os aplicar a
algum fenémeno natural. Se nés olharmos para os
grandes vultos desse periodo, como o Euler, o Gauss
e outros, eles fizeram contribui¢des fundamentais em
matemadtica, mas, por outro lado, sujavam as maos,
trabalhando com dados reais, sobretudo com dados
astronémicos. Este tipo de matemdtica era, sem duvida,
0 que mais me atrafa. Comecei entdo a estudar modelos
computacionais de modo a poder fazer aplicagdes com
base em dados reais.

Quando chegou o momento de decidir qual o caminho
que haveria de tomar no seguimento dos meus estudos,
entre Matemdtica Pura e Matemadtica Aplicada, a escolha
foi natural e decidi escolher algo relacionado com dados
reais. Daf a minha escolha de ir estudar Estatistica.
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GONCALO E serd que a tinica forma de manter as maos

sujas, no sentido que referiu, é ir para Estat{stica?

SAMUEL KOU Na&o necessariamente. Por exemplo,
podemos trabalhar em problemas relacionados com o
clima, usando equagdes diferenciais, e ter um contacto
préoximo com fenémenos reais. Mas para mim, o que
mais me atrafa era estudar o que € aleatdrio e estocdstico,
tentar perceber as flutuagdes de algum fenémeno que
tem também ruido. Por isso, fui para Estatistica e para
Stanford.

GONCALO E passar da China para Stanford... Foi uma
mudanga enorme ou pelo facto de estar imerso no
trabalho essa mudanga foi de alguma maneira atenuada?

SAMUEL KOU Foi uma mudanga enorme, quer a nivel
cultural quer a nivel mental. Em primeiro lugar, como
ja referi, na China estava a estudar assuntos ligados a
equacdes diferenciais. Em Stanford passei a estudar

de imediato Probabilidades e Estatistica. Foi passar de
uma visdo orientada para os modelos para uma visdo

orientada para os dados.

GONCALO Por outro lado, viver nos Estados Unidos da
América deve ser diferente de viver na China...

SAMUEL KOU A distancia cultural é imensa. Mais talvez
do que em Portugal, na China os alunos sdo discipulos
dos professores, seguindo o professor em tudo o que ele
diga ou faga. Os alunos sdo absorvedores passivos de
conhecimento, ndo colocando qualquer tipo de questdes.
Os professores sdo o conhecimento, sendo a tnica fungio
dos alunos a de absorver a maior quantitade possivel de
conhecimento, tipo esponja. Nos Estados Unidos percebes
imediatamente que as aulas sdo mais dindmicas e que as
pessoas tém uma maior ligacdo. E os alunos, quer seja
uma pergunta profunda quer parva, sdo encorajados a
fazé-la. Claro que no meu primeiro ano em Stanford nao
levantei quase nenhuma questéo.

Eu percebo hoje que esta mudanga foi muito impor-
tante, porque a cultura popular nos Estados Unidos é
muito interessante.

GONCALO E depois passou da Costa Oeste dos Estados
Unidos para a Costa Leste. Esta também terd sido uma
mudanga enorme...

SAMUEL KOU Sem duvida! A cultura académica em
ambos os lados era muito diferente. Eu estive a estudar em
Stanford entre 1997 e 2001. Foi no final desse periodo que
rebentou a chamada bolha das dotcoms. Na altura, todos
em Stanford, devido a proximidade com o Silicon Valley,
falavam de stock options e de startups. Todos procuravam
uma ideia. Este espirito empreendedor era uma marca de
Stanford.

Harvard é algo mais parecido com a ideia de que
temos do mundo académico. Por outro lado, do ponto de
vista cientifico, Harvard estd mais ligado as aplicagGes.
Pelo menos, no caso das Probabilidades e Estatistica.

GONCALO Quando estava a preparar esta entrevista,
foi uma agradével surpresa saber que ambos temos um
interesse profundo no que habitualmente se chama de
Movimento Browniano Fracciondrio. Para os que nos
leem, a diferenca entre este e 0 mais habitual Movimento
Browniano prende-se com o facto de no primeiro os

incrementos ndo serem estatisticamente independentes.
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Este modelo foi criado pelo Mandelbrot para tentar
explicar os comportamentos dos mercados financeiros.
No entanto, este mesmo modelo, no seu caso, tem
aplicagdes bem diversas...

SAMUEL KOU Quando cheguei a Harvard, tive a
oportunidade de trabalhar com um nome importante em
Quimica e um dos nomes principais de uma drea entdo
recente designada por Single-Molecule Biophysics.

Com a tecnologia de dispomos atualmente, podemos
ampliar ao ponto de visualizarmos o comportamento
individual das moléculas. Falo especificamente das
moléculas de protefnas. Do ponto de vista experimental,
isto foi um avancgo extraordindrio, com muitas &reas
diferentes envolvidas. Este avangos aconteceram no final
dos anos 90 e foram de tal maneira revoluciondrios que o
Nobel da Quimica de 2014 foi atribuido a cientistas que
fizeram contribui¢Ges fundamentais nesta drea.

Quando em 2001, falei com o Sunney Xie e ele me
descreveu esta drea, fiquei de imediato fascinado. Li de
seguida uma série de artigos sobre o assunto e tive de
aprender bastante Fisica Estatistica ao longo do processo.

O fenémeno interessante é o seguinte. A partir do
momento em que podemos ampliar ao ponto de seguir
as trajetérias individuais das moléculas, numa escala
subnano, passamos a viver num mundo governado pela
Mecénica Estatistica e pela Mecanica Quantica. Entdo
todos os fenémenos tém necessariamente uma natureza
estocdstica. Pelo facto de as moléculas das protefnas serem
relativamente grandes, podes iluminar as extremidades
da molécula e fazé-la aparecer num microscépio
moderno. A partir daqui, podemos estudar, por exemplo,
a evolugdo da estrutura tridimensional da molécula. Era
entdo necessdrio encontrar um modelo matematico que
permitisse descrever esta dindmica. Os modelos classicos
sdo os tradicionais modelos brownianos de difus&o. Isto
implica que sdo processos sem memoria: 0 que acontece
neste preciso momento é independente do que aconteceu
em qualquer instante do passado. Por outro lado, olhando
para os dados, percebemos que, de facto, existe uma
correlagdo entre instantes diferentes e, portanto, o processo
tem memoria. Uma das coisas que tentdmos de seguida
perceber foi como é possivel a molécula ter memoria. Foi
neste momento que chegdmos a equagdo de Langevin
generalizada e a possibilidade de nela introduzirmos uma
componente que sintetiza a memoria do processo.

Quando nas equagdes substituimos o processo de
Wiener pelo movimento Browniano Fraciondrio, vimos

que o nosso modelo se ajustava muito melhor aos dados
do que os modelos tradicionais.

GONCALO E, de um ponto de vista intuitivo, de onde

vem a memoéria do processo?

SAMUEL KOU A ideia fundamental tem origem na
concegdo do Movimento Browniano apresentada pelo
préprio Einstein. O Movimento Browniano vem de um
modelo de difusdo. Quando, por exemplo, imergimos
uma particula em dgua, com uma massa muito superior
as das moléculas de dgua, o Movimento Browniano é o
resultado da colisdo desta com as particulas da dgua. Pelo
facto de a particula que imergimos ser muito maior do
que as particulas de dgua e por estas serem em enorme
nimero, a particula perde memoria.

Quando mudamos a escala, quando conseguimos
acompanhar o movimento individual das moléculas,
contra o que é que estas moléculas colidem? Contra
outras moléculas de tamanho comparavel! Deste modo,
ao contrdrio do que acontecia no modelo cldssico, as
moléculas jd ndo perdem memodria das colisdes recentes.
E por isso que este processo tem memdria. Mais tarde, este
modelo foi comprovado numa experiéncia independente.

GONCALO Um dos aspetos que mais me fascinam na
dindmica estocdstica prende-se com o seguinte. Quando
olhamos paraateoria dossistemas dindmicos, percebemos
que com um modelo puramente determinista podemos
gerar uma complexidade imensa. Contudo, é dificil gerar
um tipo especifico e determinado de complexidade. Com
a dindmica estocdstica isto é possivel...

SAMUEL KOU E verdade. Os modelos tradicionais apre-
sentam uma certa rigidez que s6 é ultrapassada quando
introduzimos uma componente estocdstica.

GONCALO Quando se introduz o Movimento Browniano
Fraciondrio nos modelos, uma das coisas inovadoras que
ele permite em comparagdo com os modelos cldssicos
é a ocorréncia de acontecimentos extremos no sentido
estatistico do termo. Nas experiéncias que realizavam,
foi possivel observar estes acontecimentos extremos ou
as power laws que lhes estdo associadas?

SAMUEL KOU O que conseguimos observar sdo as power
laws. Dito de outra maneira, as observa¢des mostram um
ajuste bastante bom a fenémenos com caudas pesadas.
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GONCALO Um outro facto que apresenta é o deachamada
big data estar ainda afastada do mundo académico...

SAMUEL KOU Em primeiro lugar, big data é uma
expressdo empregue em muitas situagdes diferentes. No
Silicon Valley, em Wall Street e na indtstria farmacéutica,
usa-se essa expressdo. No entanto, e a histéria recente do
Facebook é prova disso, podemos usar uma quantidade
enorme de dados para tentar perceber tendéncias
sociais. Na inddstria farmacéutica, por outro lado, uma
quantidade enorme de dados pode ser o contributo para
que se possa, um dia, desenvolver um medicamento
individualizado para cada paciente. Por esta razdo,
mesmo em contextos diferentes, todos estio muito
excitados com as possibilidades futuras do uso de uma
enorme quantidade de dados.

Ao mesmo tempo, ji existem pessoas no mundo
académico a trabalhar com este tipo de tecnologia, por
exemplo, na classificagdo de imagens.

GONCALO Mas quando vamos ver os artigos que
estabeleceram as chamadas deep neural networks, alguns
destes, e ndo hd muito tempo, foram rejeitados pelas
revistas cientificas apesar de os resultados praticos que
eles apresentavam serem muitas vezes devastadores para
0 que se conseguia fazer entdo...

SAMUEL KOU Essa é uma descri¢do interessante da
realidade. F, de facto, necessdrio que passe algum tempo
para que as novas ideias sejam aceites. Quando falamos
especificamente da drea que referiste, do chamado deep
learning, grande parte desse trabalho tem um aspeto mais
empirico, sem grandes desenvolvimentos teéricos. Neste
preciso momento ainda ndo sabemos de uma forma
profunda por que razdo essas ideias funcionam, de que
forma obtemos a melhor taxa de aprendizagem para uma
determinada tarefa, por exemplo. Este é o facto decisivo
para que estas ideias sejam ainda de dificil aceitagdo
dentro da comunidade cientifica. Por outro lado, eu
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vejo isto como uma enorme oportunidade, pois é uma
drea fértil para se poder, no futuro, fazer contribui¢ées
importantes.

GONCALO Quando pensamos em modelos matemdticos
aplicados a ciéncias sociais, uma coisa que sempre me
intrigou foi pensar que se o modelo for suficientemente
bom a prever um determinado fenémeno, ao ponto de as
pessoas mudarem o seu comportamento com base nas
previsdes deste, isso iria, em dltima andlise, contradizer
as proprias previsdes do modelo...

SAMUEL KOU Por outras palavras, o que estds a pergun
tar-me é acerca da possibilidade de um modelo ser tdo

bom que possa derrotar-se a ele préprio...

GONCALO Precisamente!

SAMUEL KOU Ainda estamos muito longe desse ponto.
Hoje as autoridades ainda ndo levam estes modelos
demasiado a sério, de modo a que possa acontecer o que
estds a descrever. Se o que descreves pudesse acontecer
entdo os modelos passariam a ter uma componente sobre

a forma como as pessoas reagiam ao préprio modelo.

GONCALO Mais uma vez queria agradecer o facto de me
conceder esta entrevista.

SAMUEL KOU Obrigado!

Exposi¢coes
(ma)tematicas
da SPM.

Disponiveis para exibi¢cdo nas escolas,
bibliotecas ou instituigcoes similares®.

Mais Informacdes em
www.spm.pt/exposicoes

"4 requisicao das exposicdes tem custos de manutencao.



CIENCIA E POESIA

A ciéncia aplicada e a ciéncia fundamental sao duas formas de encarar a ci-
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éncia e que se completam entre si. Embora quase sempre a ciéncia aplicada

seja tida como mais relevante.

uito se tem debatido sobre se as universidades e os
laboratérios cientificos devem dedicar-se maiorita-
riamente a ciéncia aplicada em detrimento da chamada
ciéncia bésica (ou fundamental), onde a aplicabilidade
tecnolégica ndo é garantida nem direcionada para areas
especificas. A ciéncia aplicada procura resolver questdes
prementes em dreas de relevancia econémica ou social
(telecomunicag()es, satde, transportes, armamento, etc),
enquanto a ciéncia pura tende a ser guiada por mera
curiosidade e o desejo de aumentar o conhecimento hu-
mano, mesmo que este ndo represente um ganho material
imediato. Algumas questdes associadas a este dominio
podem ser vistas como meramente teéricas ou inconse-
quentes — Como comegou o universo? Qual é a natureza
do tempo? O que é a consciéncia? E sdo muitas vezes criti-
cadas por produzirem teorias abstratas e inconsequentes.
A evolugdo da prética cientifica e a forma como esta

é financiada tém levado as instituicdes a favorecer as
dreas mais tecnolégicas, ja que estas resultam num maior
ntimero de patentes e publicagdes com impacto e num
maior investimento por parte das empresas privadas.
“It’s the economy, stupid” como foi tantas vezes repetido
pela campanha de Bill Clinton em 1992. Porém... serd do

nosso interesse, enquanto espécie, abdicar das perguntas
fundamentais ou reservar-lhes um espago residual nas
universidades publicas? Tentemos uma resposta.

Hé4 dois argumentos a favor da ciéncia badsica:
O primeiro é que muitos dos avangos tecnolégicos mais
significativos foram um produto secunddrio da tentativa
de responder as grandes questdes. Basta-nos pensar nos
primeiros instrumentos 6ticos usados por astrélogos
e filésofos, na quimica que nasceu da busca pela pedra
filosofal ou, mais recentemente, nos avangos promovidos
pelos programas espaciais ou que surgiram no CERN
enquanto se procuravam as particulas elementares.

O segundo argumento, que me parece o mais forte, é
que a nossa natureza enquanto seres humanos nos leva
a querer respostas e a persegui-las pelo simples prazer
de saber mais. A ciéncia fundamental aproxima-se da
poesia, ambas sdo ferramentas do intelecto, expressées
méaximas da humanidade, de seres pensantes que se
definem num confronto continuo com o mistério.
A pergunta “porque é que havemos de fazer ciéncia
podemos
“porque somos uma espécie de poetas”.

fundamental?” responder simplesmente
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OLIMPIiADAS IBERO-AMERICANAS DE MATEMATICA
ORGANIZADAS PELA SEGUNDA VEZ EM PORTUGAL

A 33.% edigdo das Olim-
piadas de Ibero-Ame-
ricanas de Matemdtica
(OIAM) decorreu, de 21
a 29 de setembro, entre
Monte Gordo e La Ra-
bida. Pela primeira vez,
a competicdo foi uma
organizagdo conjunta da
Sociedade
de Matemadtica e da Real
Sociedad
Espafiola. Mas Portugal

Portuguesa
Matematica

ja tinha sido anfitrido
destas Olimpiadas em
2007, em Coimbra. Nesta edicdo participaram 22 paises e 80 alunos.
As OIAM atribuiram sete medalhas de ouro, 19 de prata e 22 de bron-
ze. Portugal, Espanha, Argentina e Brasil conquistaram as medalhas de
ouro do certame. Espanha teve o aluno mais bem qualificado na tabela,
no entanto, a equipa que somou mais pontos foi a Argentina. Pedro
Moreira Fernandes (Pombal, 12.° ano) é o responsével pela medalha de
ouro portuguesa. Kevin Luiz Ponte Pucci (Chaves, 11.° ano), e Rodrigo
Tuna de Andrade (Matosinhos, 11.° ano) conquistaram as medalhas de
prata. Ana Sofia Silva Guerreiro (Loulé, 12.° ano), o elemento feminino
da equipa, foi distinguido com uma mencao honrosa, atribuida a quem
tenha uma pergunta com a pontuagdo maxima. O evento contou no seu
Comité de Honra com o Presidente da Reptblica Portuguesa, Professor
Marcelo Rebelo da Sousa, e Sua Majestade, Rei Dom Felipe VI. A ceri-
monia de abertura teve lugar no dia 24 de setembro, no Centro Cultu-
ral Anténio Aleixo, em Vila Real de Santo Anténio. Para comemorar a
ocasido, foi lancado um postal inteiro em parceria com os Correios de
Portugal, com a imagem que representa estas Olimpiadas. A cerimoénia
de encerramento decorreu no dia 28 de setembro em La Rébida. A par-
ticipacdo de Portugal nas OIAM é organizada pela Sociedade Portugue-
sa de Matematica e a preparacdo dos alunos é assegurada pelo Projeto
Delfos, do Departamento de Matemaética da Universidade de Coimbra.
O Ministério da Educacgdo, a Ciéncia Viva, o Novo Banco, a Fundagao
Calouste Gulbenkian e a Pathena apoiam a realiza¢do das Olimpiadas.
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CONCURSO PARA O
LOGOTIPO DO DIA
INTERNACIONAL
DA MATEMATICA

A IMU (International Mathema-
tical Union) estd a liderar um

projeto para declarar o Dia do Pi,
comemorado a 14 de margo, o
Dia Internacional de Matemati-
ca (IDM). Se a UNESCO decidir
favoravelmente, a primeira co-
memoragado serd a 14 de margo
em 2020. Neste momento a IMU
langou um concurso para o logé-
tipo do IDM. Todas as propostas
devem ser enviadas por e-mail
para idm@mathunion.org.
O prazo para a apresentagao de
propostas para a competicao é
31 de dezembro de 2018. A de-
cisdo da IMU serd conhecida em
abril de 2019. Consulte o regula-
mento da competi¢do em hitp://
euro-math-soc.eu/news/18/10/12/
international-day-mathematics-
-logo-competition.



MEDALHAS FIELDS 2018

As Medalhas Fields 2018 foram atribui-
das durante a ceriménia de abertura do
Congresso Internacional de Matemadtica
(ICM), que decorreu no Rio de Janeiro,
de1a9deagosto. Os mais recentes galar-
doados sdo: o alemao Peter Scholze, o in-
diano Akshay Venkatesh, o italiano Ales-
sio Figalli e o iraniano Caucher Birkar.
A Medalha Fields é o mais importante
prémio em matematica e é atribuida de
quatro em quatro anos pela Unido Ma-
tematica Internacional, desde 1936. Um
momento caricato marcou esta cerimo-
nia: apenas alguns minutos depois de
conquistar a medalha, Caucher Birkar
viu a sua medalha roubada dentro do
local do evento. O iraniano tinha deixa-
do a medalha dentro da sua pasta numa
mesa durante a ceriménia. A medalha,

feita de ouro, corresponde a um valor de
mais de quatro mil euros.

ADELIA SEQUEIRA NA ACADEMIA DAS CIENCIAS

Adélia Sequeira, professora do Instituto Superior Técni-
co, acaba de ser eleita membro correspondente nacional
da Academia das Ciéncias de Lisboa. Adélia Sequeira é
coordenadora da Area Cientifica de Analise Numérica e
Andlise Aplicada e diretora do Centro de Investigagdo em
Matemadtica Computacional e Estocdstica — CEMAT/IST-
-UL. E doutorada em Anélise Numérica, desde 1981, pela
Ecole Polytechnique em Paris, Franga, e em Matematica,
desde 1985, pela Faculdade de Ciéncias da Universidade
de Lisboa. De 2001 a 2007, foi diretora do Centro de Inves-
tigagdo em Matematica e Aplicagdes (CEMAT/IST). Atu-
almente, 0s seus interesses de investigacdo centram-se na
drea da modelacdo matemadtica do sistema cardiovascular
e simulagdes de problemas intimamente relacionados de
relevancia clinica associados a doengas vasculares: pro-
gressdo de aneurismas cerebrais especificos do paciente;
e agdes biomecanicas e bioquimicas em vasos sanguineos,
com aplicagdo nos processos de trombose e aterosclerose.
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140™ EUROPEAN STUDY GROUP WITH INDUSTRY
Raquel Barreira — Instituto Politécnico de Settbal e CMAF-CIO

Entre 4 e 8 de junho de 2018 decorreu, no Barreiro, o
140 European Study Group with Industry (ESGI140),
organizado pela Escola Superior de Tecnologia do
Barreiro do Instituto Politécnico de Settbal sob coor-
denacdo da PT-MATHS-IN. Foi o décimo segundo ano
consecutivo em que este método de transferéncia de
tecnologia e conhecimento entre a matematica e a in-
ddstria se realizou em Portugal. Durante uma semana
mais de 30 participantes, nacionais e estrangeiros, de
vdrias dreas da matemdtica, trabalharam em colabora-
¢do em desafios lancados pelas empresas participantes.
O ESGI140 contou com a presenga das empresas Infra-
quinta, gestora de infraestruturas da Quinta do Lago,
e a Lap2go, uma empresa de cronometragem e gestao
de eventos.

A Infraquinta, pela sua localizagdo e o seu contexto
sécio-econémico, confronta-se com desafios muito
particulares e foram dois os que apresentou ao Study
Group. O primeiro disse respeito a estruturagdo das ta-
xas de consumo de dgua e saneamento. Estando loca-
lizada numa zona turistica (a Quinta do Lago), possui
um numero elevado de clientes com grande consumo
de dgua devido a necessidade de rega de grandes zo-
nas relvadas e ao enchimento de piscinas. Além disso,
a populagdo da regido em que se insere é flutuante ao
longo do ano. As receitas sdo baseadas em taxas fixas
e taxas varidveis, de acordo com o consumo de dgua,
divididas por escaldes de consumo. A empresa preten-
de implementar mecanismos que auxiliem o seu pla-
neamento e encontrar o equilibrio entre as taxas fixa
e varidvel. Recentemente, deram aos clientes a possi-
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bilidade de adogdo de um segundo contador para con-
sumos que ndo produzem saneamento, geralmente as
regas, com uma taxa fixa superior e uma taxa varidvel
do consumo sem as componentes de residuos urbanos e
saneamento de dguas residuais, mas receiam que opgdo
torne a sustentabilidade da empresa vulneravel as alte-
ragdes climdticas, pelo que foi pedido que este aspeto
fosse também tido em conta. Além disso, sendo o setor
da dgua regulado, é preciso atender as recomendagdes
do regulador (a ERSAR - Entidade Reguladora dos Ser-
vigos da Agua e Residuos).

O grupo de participantes que trabalhou este desafio
desenvolveu um modelo de otimiza¢do que minimiza
o aumento mdximo das taxas, tendo em conta as reco-
mendag¢des da ERSAR e de modo a que a empresa con-
tinue a poder garantir disponibilidade financeira para
a manutenc¢do da infraestrutura. Com base no modelo
construido, foi possivel apresentar resultados para va-
rios cendrios de diminui¢do do consumo devido a al-
teracdes climdticas e mudanga de comportamento dos
consumidores, conjugados com variagdes no nimero de
clientes que poderdo vir a adotar um segundo contador
dedicado a rega.

O segundo desafio langado pela Infraquinta foi o de an-
tecipar a necessidade de substituigdo dos seus contado-
res de dgua antes da sua avaria total, tendo por base os
dados de consumo. Como ponto de partida, forneceram
aos participantes trés casos de estudo, através da dispo-
nibilizagdo de séries temporais de consumos da dgua.
Dada a sazonalidade do consumo naquela regido, foi
necessdrio utilizar uma metodologia de anélise da série



temporal que tivesse isso em conta. Foi utilizado um
método de decomposicdo para extrair a componente de
sazonalidade e assim permitir analisar a tendéncia da
série temporal. Desta forma, foi possivel detetar a per-
da de performance do contador através da observagdo
de quebras estruturais na tendéncia e da aplicagdo de
um modelo linear simples entre quebras consecutivas.
O que foi sugerido é que a empresa adote medidas de
controlo, através da implementagdo de um algoritmo
que tenha por base a metodologia proposta, e que em
conjunto com outras varidveis de decisdo permita iden-
tificar os contadores que devem ser substituidos.

A Lap2go apresentou um desafio relacionado com a
gestdo de eventos de corrida de estrada com um niime-
ro elevado de participantes (na ordem dos milhares).
Neste tipo de eventos é comum utilizar uma estratégia
de partida segmentada, por vagas, com tempos de par-
tida desfasados, de forma a evitar congestionamentos
e quedas. Geralmente, a segmentacgao dos atletas é de-
cidida pela organizagdo tendo por base o tempo expec-
tdvel de chegada de cada atleta, que deve fornecer no
momento da inscri¢do o comprovativo do tempo rea-
lizado numa prova anterior para a mesma distancia.
A tecnologia utilizada pela empresa é baseada na lei-
tura por radiofrequéncia de chips que os atletas trans-
portam e que, tipicamente, sdo lidos na partida, na che-
gada e nalguns pontos intermédios de controlo. Foram
fornecidas pela empresa as leituras para uma prova em
particular e indicada qual a estratégia de segmentagdo
que tinha sido adotada. Da anélise dos dados, foi pos-
sivel perceber que a estratégia de segmentagdo nao terd

sido a mais eficaz, dado que se observou algum conges-

tionamento. Através da construgdo de um sistema de
equagdes lineares ordindrias que descreve a variacdo de
posigdo dos atletas, tendo também em conta o impacto
da topografia do percurso, foi possivel simular nume-
ricamente a corrida apresentada como caso de estudo e
realizar simulagdes de outras estratégias de segmenta-
¢do possiveis (diferentes numeros de vagas e diferentes
de tempos de partida entre vagas). Foi também propos-
to um modelo de otimizacdo dos tempos de partida.
Os representantes das empresas tiveram oportunidade
de ir acompanhando o progresso do trabalho ao longo
da semana, esclarecendo dividas que foram surgindo,
e mostrando grande satisfagdo no dia das apresentagdes
finais devido a qualidade dos resultados alcangados du-
rante a semana. Os grupos fizeram varias recomenda-
¢bes as empresas e apresentaram sugestdes de desen-
volvimento de trabalho futuro, como tem sido habitual
nestes Study Groups. Os Study Groups, que se realizam
um pouco por toda a Europa, proporcionam uma expe-
riéncia muito enriquecedora tanto para o tecido econé-
mico, que beneficia dos resultados alcancados durante
o Study Group, como para os participantes académicos,
que tém assim oportunidade de trabalhar num proble-
ma real, em equipas multidisciplinares, sendo muitas
vezes expostos a novas abordagens e metodologias e
estabelecendo novas colaboragdes. Estes encontros po-
dem constituir-se também como um ponto de partida
para colaboragdes mais duradouras entre a academia
e a industria, com beneficios para ambas as partes.
Mais informag&es sobre o ESGI140 em www.esgi140.ips.pt.
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MAIA RECEBERA 15.° CAMPEONATO
NACIONAL DE JOGOS
MATEMATICOS

A 15.% edicdo do Campeonato Nacional de
Jogos Matemadticos (CNJM15) estd marcada
para o dia 29 de margo de 2019, na Maia. As
inscri¢des para esta competicdo deverao ser
efetuadas em https:/fenjm19.wixsite.com/pe-
droucos. O CNJM é organizado pela Ludus,
pela SPM, pela APM e pela Ciéncia Viva.
Nesta edicdo, o jogo Atari Go vem substi-
tuir o Flume.

ICM 2022 SERA EM SAO PETERSBURGO

Sao Petersburgo serd o anfitrido do préximo In-
ternational Congress of Mathematicians (ICM),
0 maior congresso internacional da comunidade
matematica, que decorrerd de 15 a 23 de agosto
de 2022. Paris foi o outro pafs que apresentou
candidatura. O ICM realiza-se de quatro em
quatro anos, sob a alcada da Unido Matemadtica
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Internacional (IMU), e é durante a ceriménia

de abertura, no primeiro dia do congresso, que
sdo atribuidas as mais importantes distin¢des
na drea da matemdtica: as Medalhas Fields,
o Prémio Gauss e a Medalha Chern.

Veja a pagina oficial: http://icm2022.rufenficm-
-in-st-petersburg].
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7TH IBERIAN
Evora, Port
October 12 - 14, 2

IMM7 EM EVORA

O 7.° Encontro Ibérico de Matemadtica decorreu na Uni-
versidade de Evora, entre os dias 12 e 14 de outubro.
O evento é uma organizagdo conjunta da Sociedade Portu-
guesa de Matemadtica e da Real Sociedad Matematica Es-
pafiola. Seguindo a tradigdo dos encontros anteriores, foi es-
truturado em trés dreas cientificas principais. Nesta edicéo,
as dreas cientificas foram: Matematica e Biologia, Big Data, e
Andlise Harmoénica e Complexa. O encontro, com cerca de 60
participantes, teve como oradores principais Daniel Abreu
(Austrian Academy of Sciences), Carlos Braumann (Univer-

]

sidade de Evora), Emilio Carizosa (Universidad de Sevilla),
Joan Mateu (Universitat Autbnoma de Barcelona), Joan Sal-
dafia (Universitat de Girona) e Jodo Xavier (IST, Universida-
de de Lisboa). O Encontro Ibérico de Matemdtica realiza-se
desde 2007 e tem como objetivo incentivar a colaboracido
entre matemdticos portugueses e espanhéis e desenvolver
a investigagdo matemadtica na Peninsula Ibérica. As edi¢des
anteriores do Encontro Ibérico de Matemadtica decorreram
em Lisboa (2007), Badajoz (2008), Braga (2010), Valladolid
(2012), Aveiro (2014) e Santiago de Compostela (2016).

NOTICIAS
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CARTAS DA DIREGAO

FiLipe OLIVEIRA

PRESIDENTE DA DIRECAO SPM

foliveira@iseg.ulisboa.pt

UMA AGENDA PARA O BIENIO 2018-2020

A direcio da SPM, que tomou posse no passado més de setembro, é com-
posta por investigadores e por professores do Ensino Basico e do Ensino
Secundario, do Ensino Politécnico e do Ensino Universitario, de diversas are-
as e de vérios pontos do Pais. Trata-se de uma lista equilibrada, integrando
membros que se estreiam nestas fungdes e outros que acumulam ja uma
longa experiéncia diretiva. Se, por um lado, o conhecimento profundo da ati-
vidade presente da SPM, da sua estrutura e da sua situagao atual é indispen-
savel para enfrentar com seguranca o futuro, as instituicdes devem também
saber renovar-se através de novos dirigentes e de novas ideias.

nossa Sociedade percorreu um longo caminho des-

de a sua fundagdo, afirmando-se hoje de forma ine-
quivoca no panorama nacional como uma instituigdo de
referéncia nas trés componentes que constituem a sua
principal missdo: a promogéo da investigagdo cientifica, a
defesa da qualidade do ensino e a divulgacdo da matema-
tica para publicos diversificados.

A par da SPM, também o Pafs percorreu um longo
caminho nas ultimas décadas e devemos olhar o futuro
com algum otimismo: a atividade de investigacdo tem-
se desenvolvido de forma robusta. A qualidade da
investigacdo produzida em Portugal aproxima-se a passos
largos da dos melhores centros a nivel europeu. No que
diz respeito ao ensino, apds os catastréficos resultados
obtidos nos anos noventa do século XX, o desempenho dos
alunos portugueses estd hoje, tendo em conta os tltimos
estudos internacionais (2015), totalmente alinhado com
o desempenho dos jovens oriundos dos paises mais
desenvolvidos da OCDE.

A nossa Sociedade ndo pode naturalmente chamar a
si a responsabilidade por estes sucessos. Contudo, nido
devemos coibir-nos de ter orgulho na nossa contribui¢do
para tais progressos, tendo-nos mantido sempre firmes e

coerentes ao longo de largos anos na defesa da exceléncia
da atividade matemadtica nacional em todos os seus
aspectos. A esse propdsito, é também relevante salientar
a importancia das diversas atividades de divulgagdo
realizadas ou apoiadas pela SPM, que, dirigidas a um
publico alargado, realcam a importancia do conhecimento
da matemadtica.

E objetivo da atual direcéo dar continuidade e reforcar
estas diferentes linhas de acdo.

No plano interno, procuraremos auxiliar o trabalho
das delegagdes regionais, no respeito da sua autonomia,
e apoiar as duas secgdes auténomas da SPM: o Semindrio
Nacional de Histéria da Matemadtica e a Rede Portuguesa
de Matematica para a Industria e Inovagdo. Pretendemos
igualmente promover campanhas de angariagdo de novos
sécios, agdo essencial para manter a vitalidade da SPM.

Aatividade editorial constitui também uma importante
missdo da Sociedade. E essencial continuarmos a apoiar
a Portugaline Mathematica, cuja qualidade e a reputagdo
internacional tém vindo a crescer de forma sustentada.
Também a Gazeta de Matemdtica e o Boletim da Sociedade
Portuguesa de Matemdtica, revistas centrais da histéria da
nossa Sociedade, mantém hoje intacta a sua relevancia

CARTAS DA DIREGAO
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no panorama matematico nacional. A margem destas
publicagdes periddicas, procuraremos editar outras obras
de interesse para a comunidade matematica portuguesa.
Por outro lado, os Encontros sio momentos privilegiados
para a reunido de investigadores, professores, estudantes
e publico em geral. Além da Escola de Verdo e do
Encontro Nacional da SPM, a realizar respetivamente em
2019 e 2020, contamos organizar ou coorganizar eventos
cientificos nacionais e internacionais com diversos
parceiros, como universidades, institutos politécnicos,
centros de investigagdo, sociedades cientificas nacionais
e estrangeiras, o International Center for Mathematics
(CIM) ou a Comissdo Nacional de Matematica (CNM).

Os ensinos Bésico e Secunddrio constituem um setor
em constante transformagdo que a SPM tem o dever de
continuar a acompanhar de perto, em defesa de uma
formagdo em matemdtica de qualidade para os jovens.
Temos, pois, o objetivo de continuar a dinamizar o Gabinete
para o Ensino Bdsico e Secundério (GEBS), promovendo
andlises, debates e emitindo pareceres rigorosos sobre
as alteracdes que vdo sendo implementadas nesta drea,
assim como criar novas estruturas de apoio ao ensino
da matemadtica. Tal como o GEBS, teremos também em
vista o desenvolvimento do Centro de Formacédo da SPM,
e continuaremos, nos termos legais, a cumprir a nossa
missdo no Centro de Acreditagdo e Avaliagdo de Manuais
Escolares.

As Olimpiadas Portuguesas de Matemadtica (OPM),
organizadas em parceria com a Universidade de Coimbra,
sdo uma das nossas atividades-bandeira de que muito nos
orgulhamos. Envolvem anualmente mais de 70 000 alunos
e desempenham um papel impar no contacto dos jovens
portugueses com a matematica e no despertar de paixdes

e vocagoes nessa drea e em dreas cientificas afins.

E nosso objetivo dar continuidade ao alargamento
da adesdo a esta iniciativa, tornando-a ainda mais
visivel para o publico em geral. As equipas portuguesas
que representam o Pafs nas competi¢des internacionais
(Olimpiadas Internacionais de Matemadtica, Olimpiadas
Ibero-Americanas, Olimpiadas da CPLP) tém alcancado
resultados que seriam impensdveis ainda hd poucos
anos. Sdo um motivo de orgulho redobrado e merecem
naturalmente o maximo apoio por parte das estruturas
diretivas da SPM.

Todas estas atividades tém de ser complementadas
com agdes de divulgagdo junto da populacdo em geral
e dos jovens em particular. Assim, continuaremos
a promover a realizagdo das Tardes de Matemdtica,
procurando alargar esta iniciativa ao maior nimero
possivel de locais. No que diz respeito a estas atividades
de divulgacdo, contamos com um grande ntmero de
parceiros institucionais (Museu Nacional de Histéria
Natural e da Ciéncia, Associagdo Ludus, Associagdo de
Professores de Matemadtica, entre outros), sendo nosso
propésito prosseguir a coorganizacdo de eventos com
estas entidades, como o Campeonato Nacional de Jogos
Matemiticos, o ciclo de conferéncias Matematica as Tercas
e a Feira da Matematica.

A imagem das direcoes passadas, a atual direcdo
tem pela frente uma desafiante e ambiciosa agenda, cuja
consecugdo sé tem sido possivel gragas a generosidade
dos colaboradores mais ativos bem como de todos os
associados.

Tomamos a liberdade de contar desde ja com o seu
precioso contributo!

Saudag¢des matematicas,
Filipe Oliveira, presidente da diregdo

GAZETA DE MATEMATICA -« 186
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FUNDADA POR: Anténio Monteiro ® Bento Caraca ® Hugo Ribeiro ¢ J. Silva Paulo ® M. Zaluar Nunes

POLITICA EDITORIAL DA GAZETA DE MATEMATICA:

Gazeta de Matemadtica continua a ser, tal como
acontece desde a sua fundagdo em 1940, o prin-
cipal elo de ligacdo da Sociedade Portuguesa de Ma-
temadtica com a comunidade matemaética portuguesa.

A Gazeta de Matematica é uma publicagdo essen-
cialmente de divulgagdo da cultura matemaética. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matemadtica
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela
matematica.

A Gazeta de Matematica publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e secgdes
permanentes.

Incentivamos os nossos leitores a enviarem textos
para publicagdo na Gazeta de Matemdtica. Damos
preferéncia a artigos curtos (4 a 6 pdginas) sobre temas
que tenham interesse para o nosso ptblico: algo rela-

cionado com um tema de investigacdo que possa ser
explicado a comunidade matematica em geral, algum
aspecto curioso de matemdtica menos conhecido, uma
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor
ou simplesmente algo que tenha uma ligagdo com o
mundo matematico.

Os artigos poderdo ser submetidos a apreciagdo de
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um
parecer sobre a sua adequagéo para publicacdo na Ga-
zeta de Matematica.

Os textos podem ser submetidos em
LaTeX ou em Word (com uma versio em PDF). No
caso de o documento conter muitas férmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereco:
gazeta@spm.pt.

ASSINATURA DA GAZETA PARA O ANO 2019

Preco Assinatura
de Capa L Assinatura Assinatura
(avulso) + Guu?e-Bls,sau' Resto do para sécios deiA\ ou'o
portes de Portugal Europa S.To'me e Principe Mundo SPM poi

envio Timor Leste

4.2€ 12€ 15€ 12€ 17€ 0€ >17.5€

A SPM disponibiliza na pdgina http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informagdo sobre emprego e carreira
para matemadticos. As pessoas interessadas em incluir antincios neste site devem enviar um email com os dados para
imprensa@spm.pt

Sociedade Portuguesa de Matematica ® Av.da Republica 45,3° esq. ® 1050-187 Lisboa ® Telf:21 793 97 85 ¢ Email: spm@spm.pt

VISITE O SITE DA SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

www.spm.pt

E O DA GAZETA DE MATEMATICA

www.gazeta.spm.pt
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