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EDITORIAL

Sílvia BarBeiro

Universidade 
de Coimbra
silvia@mat.uc.pt

Perguntam-me com frequência se a igualdade de género é uma realidade na 
matemática.

HonoreS mutant moreS

A primeira Medalha Fields foi entregue em 1936, mas até 
2014 nenhuma mulher tinha recebido esta distinção.  

A iraniana Maryam Mirzakhani, que faleceu precocemen-
te com apenas 40 anos em 2017, foi até agora a única mulher 
a ganhar uma Medalha Fields. Este prémio, cujo nome ho-
menageia o matemático canadiano John Charles Fields, é 
considerado uma das maiores honras que um matemático 
pode receber. Desde 1950 é concedido a cada quatro anos 
e premeia dois, três ou quatro matemáticos com menos de 
40 anos de idade. Dos 60 laureados até hoje, 59 são homens. 

No passado dia 19 de março, a Academia Norueguesa 
das Ciências e das Letras anunciou ao público que o Pré-
mio Abel, um dos mais prestigiados prémios no campo da 
matemática, distinguiria a cientista norte-americana Ka-
ren Keskulla Uhlenbeck. Pela primeira vez, foi galardoada 
uma mulher. Além do reconhecimento, o prémio tem o va-
lor monetário de seis milhões de coroas norueguesas (cerca 
de 619 mil euros). O Prémio Abel, criado em homenagem 
ao matemático norueguês Niels Henrik Abel, é concedido 
anualmente desde 2003 para destacar avanços importantes 
na matemática. Dos 20 laureados, 19 são homens. 

O reconhecimento profissional e os prémios deveriam 
ser alheios à condição e ao género. Essa é a minha expe-
riência pessoal. A nível profissional, não me recordo de 
haver sido discriminada pelo facto de ser mulher. Con-
tudo, a disparidade dos números leva-me naturalmente 
a pensar que a igualdade de oportunidades ainda não é 
uma realidade. 

Se, por um lado, relatórios recentes da OCDE destacam 
positivamente Portugal pela percentagem de mulheres 

com formação universitária em áreas STEM (acrónimo de 
Ciência, Tecnologia, Engenharia e Matemática), por outro 
lado, revelam que as mulheres têm menos oportunidades 
de carreira do que os homens e com as diferenças salariais 
entre géneros para o mesmo tipo de trabalho a persistirem. 
Há ainda um caminho a percorrer para a concretização da 
igualdade de género.

Nos próximos dias 22 a 24 de julho vai decorrer na Ca-
parica o primeiro congresso em Portugal da série Women 
in Mathematics Meeting. Este encontro tem o apoio da Asso-
ciação European Women in Mathematics e da Sociedade Por-
tuguesa de Matemática. A motivação para a realização da 
conferência prende-se com o facto de em Portugal, como 
em muitos outros países, as posições de topo nas univer-
sidades, e também os painéis de oradores convidados em 
conferências nacionais e internacionais, incluírem muito 
poucas mulheres. É necessário incentivar um maior nú-
mero de alunas de matemática a prosseguirem os estudos 
de doutoramento e a liderarem projetos de investigação.  
A conferência, além de dar visibilidade ao trabalho científi-
co de mulheres matemáticas, constitui também um fórum 
de discussão sobre a realidade nacional no que diz respeito 
às questões de igualdade de género na carreira científica.

As notícias de atribuição de prémios a mulheres que 
fazem descobertas excecionais parecem ser acolhidas com 
grande satisfação por toda a comunidade matemática. Se 
isto contribuir para nos tornarmos uma comunidade mais 
solidária e inspiradora, sei que estaremos no trilho certo.  
A minha convicção reporta ao título deste editorial: os êxi-
tos mudam os costumes.
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recreio  •  os problemas do reino unido

Jorge NuNo Silva

Universidade 
de Lisboa
jnsilva@cal.berkeley.edu

oS problemaS do reino unido

The UK Mathematics Trust (UKMT) publicou um curioso livro de proble-
mas.  Transparece nesta obra o facto da instituição ter a seu cargo a orga-
nização de competições matemáticas de diversos níveis, do elementar ao 
olímpico. É com curiosidade e prazer que percorremos estes problemas, 
um para cada dia do ano. 

QUANTA gENTE? Quando a Laura entrou num dado bar, 
onde estavam já algumas pessoas, a idade média subiu 4 
anos. O Manuel entrou de seguida, tendo a média subido 
mais 3 anos. 

Quantas pessoas estavam inicialmente no bar?

No prefácio, Marcus du Sautoy realça, como muitos 
outros antes dele, a importância de um bom profes-

sor no percurso escolar de cada um, que promova o gosto 
pela matemática. Felizmente, o seu curto texto contempla 
ainda uma referência, incontornável, a Martin Gardner e à 
tradição dos problemas e quebra-cabeças. O bom profes-
sor de Sautoy apresentou-lhe as colunas do Scientific Ame-
rican de Gardner. Sorte a sua, e sorte a nossa ao obtermos 
agora este livro inspirado no maior dos divulgadores que 
a matemática conheceu. 

Do livro, The Ultimate Mathematical Challenge (Harper 
Collins 2018), retirámos algumas questões para os nossos 
leitores. 

QUANTO MEDE EsTE âNgULO? Cinco quadrados de lado 
unitário formam o retângulo ilustrado. Quanto mede o 
ângulo assinalado?
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só INTEIROs? Considere a sucessão numérica (xn) defi-
nida por 

x0 = 1, xn+1 =
1
2

✓
3xn +

q
5x2

n  4
◆

(n > 0).

Mostre que (xn) é uma sucessão crescente de números 
naturais. 

QUE PERCENTAgEM? A figura ilustra uma pavimentação 
do plano por retângulos verdes (cada um com lados de 
8 e 6 cm) e quadrados vermelhos. Quando o plano esti-
ver todo coberto, qual é sua percentagem que está sob os 
quadrados? 

 Sobre as questões do número anterior:
O CAsINO DAs DIFERENçAs: O cálculo do valor esperado 
permite-nos concluir que o jogo é justo, não beneficia a 
Casa nem o jogador. 

ETIQUETAR UM CUbO: Eis duas soluções possíveis (há 
mais).

O ANIvERsáRIO DO MANUEL: O facto de o Alex ter a cer-
teza de que a Laura não sabe a data do aniversário permi-
te eliminar 31 de março e 11 de julho, portanto podemos 
também eliminar estes meses. A réplica da Laura permite 
descartar o dia 27, pelo que estamos reduzidos a 30 de 
agosto, e 8 ou 29 de dezembro. Agora o facto de o Alex 
ficar a saber a data certa permite-nos concluir que o mês 
terá de ser agosto. Em resumo: 30 de agosto é a data de 
aniversário do Manuel. 

sALTITONA: Seja a a probabilidade de a partícula ser ab-
sorvida em x = 1 e b a de ser absorvida em x = 2. Temos 
a + b = 1 e considerando a probabilidade de a partícula 
saltar para x = 2, tendo saltado antes para x = 1, concluí-
mos que a = 2b, donde b = 1/3. 
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CANTO DÉLFICO

canto dÉlFico  •  zeta de dois

João Filipe  
Queiró

Universidade  
de Coimbra
jfqueiro@mat.uc.pt

zeta de doiS

1. introduÇÃo
Um dos assuntos mais interessantes que são estudados no 
1.º ano do Ensino Superior são as séries. A descoberta das 
somas com um número infinito de parcelas é sempre um 
momento de fascínio. Umas somas dão um resultado – são 
as séries convergentes –, outras não – são as séries divergentes.

A definição de série convergente é muito natural: se 
queremos que a soma 

u1 + u2 + u3 + · · ·

tenha um resultado, o mais óbvio é exigir que a sucessão 
das somas parciais

S1 = u1

S2 = u1 + u2

S3 = u1 + u2 + u3

...
tenha limite, que será por definição a soma da série dada.

O estudo dos limites de sucessões surge portanto 
como um pré-requisito para o estudo da convergência de 
séries. Historicamente não foi assim. As séries são um ob-
jecto matemático que surgiu antes das sucessões, pela sua 
aparição natural em questões de Análise, e esta precedên-
cia atravessou todo o século XVIII.

A distinção entre séries convergentes e séries diver-
gentes leva a um estudo pormenorizado de critérios de 
convergência, com aplicação a variados tipos de séries. Há 

Qual é a soma dos inversos dos quadrados perfeitos?

muitos critérios, alguns com enunciados subtis. Durante 
o seu estudo, apercebemo-nos de que investigar se uma 
série é ou não convergente é uma questão distinta da de 
calcular a sua soma. Na verdade, há numerosos exemplos 
de séries que conseguimos provar que são convergentes 
sem que saibamos achar a sua soma.

Dir-se-á que este é um falso problema: se a série 
u1 + u2 + u3 + · · · for convergente, o cálculo de alguns 
termos da sucessão Sn das somas parciais dará uma ideia 
do valor da soma, ainda que esse valor seja aproximado. 
Isto é verdade, ainda que se ponha o problema da veloci-
dade da convergência: dadas duas séries convergentes, pode 
ser enorme a diferença entre o número de termos de Sn 
que temos de considerar nas duas para obter, digamos, 
três casas decimais estáveis.

Por exemplo, no caso da série 

1 +
1
1!

+
1
2!

+
1
3!

+ · · ·

basta somar sete parcelas para obter 

2,71805 . . .

e as primeiras três casas decimais já estabilizaram. A soma 
da série é 

2,7182818284 . . . 

um número a que se costuma chamar e.
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Compare-se esta situação com a da série 

1  1
2
+

1
3
 1

4
+ · · · , 

a chamada série harmónica alternada. É simples mostrar que 
é convergente. Mas, ao somar 1000 parcelas, só se conse-
gue estabilizar as casas decimais 0,69. A soma da série é 

0,6931471806 . . .

São muito interessantes os casos em que, para uma sé-
rie dada que se sabe que é convergente, se consegue achar 
um valor exacto para a sua soma, relacionando-a com al-
guma função ou alguma constante conhecida. Por exem-
plo, a soma da série harmónica alternada é log(2).

Outro exemplo curioso em que a convergência é muito 
lenta surge nos baixos-relevos da entrada do Departamen-
to de Matemática da Universidade de Coimbra:

1 +
1
22 +

1
32 +

1
42 + · · · 

é um objecto natural de estudo. A sua convergência é len-
ta. Antes de Euler, Daniel Bernoulli deu 8/5 como valor 
aproximado para a soma e Goldbach afirmou que a soma 
está entre 1,64 e 1,66.

Euler começou por calcular valores aproximados para 
a soma, usando um método engenhoso em 1731 para che-
gar à aproximação 1,644934. Em 1732, com um novo mé-
todo (a hoje chamada fórmula de Euler-Maclaurin), chegou 
a 1,64493406684822643647.

3. a Soma exacta da SÉrie
Em 1734, Euler escreveu a Daniel Bernoulli comunicando-
-lhe que tinha descoberto o valor exacto da soma da série:

1 +
1
22 +

1
32 +

1
42 + · · · = p2

6
.

Após ter apresentado o resultado numa comunicação, veio 
a publicá-lo em 1740 [5] e voltou ao assunto por várias ve-
zes mais tarde (ver, por exemplo, [2]). Esta foi a primeira 
descoberta de Euler que lhe trouxe reputação internacional.

O que vamos fazer é expor o argumento de Euler tal 
como aparece no livro Introductio in analysin infinitorum 
[6], de 1748, do qual se pode dizer que marca o início da 
análise matemática como estudo de funções, em vez de 
curvas.

2. aS SÉrieS de diricHlet
Neste artigo vamos olhar para as séries da forma 

1 +
1
2a

+
1
3a

+
1
4a

+ · · · ,

às vezes chamadas séries de Dirichlet. Aqui a designa um 
número real. Se a = 1 obtemos a série harmónica, que facil-
mente se vê que é divergente. O mesmo acontece se a < 1. 
Mas para a > 1 pode ver-se de várias maneiras que a série 
converge. Qual será a sua soma?

O interesse despertado por este tipo de séries levou 
Riemann, no século XIX, a definir uma função, denotada 
por z , precisamente por essa soma: 

z(a) = 1 +
1
2a

+
1
3a

+
1
4a

+ · · ·

(Esta função define-se mesmo para valores complexos de 
a, o que conduz a questões muito interessantes, mas não 
vamos entrar nisso aqui.)

Nas décadas de 30 e 40 do século XVIII, Leonhard Eu-
ler (1707-1783) dedicou vários trabalhos ao cálculo de z(a) 
para valores inteiros pares de a. No caso de a = 2 o inte-
resse pelo assunto era grande e já vinha do século anterior. 
A série dos inversos dos quadrados 
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No Capítulo 9, Euler começa por tratar a questão da 
factorização de polinómios, relacionando-a de forma ób-
via com as raízes desses polinómios: um número p/q é raiz 
de um polinómio f (z) se e só se p  qz for factor de f (z). 
Depois de algumas considerações gerais, que incluem o 
caso de raízes imaginárias, Euler exibe factorizações explí-
citas de alguns polinómios especiais.

Depois, sem qualquer transição, afirma: "Esta resolu-
ção em factores pode também aplicar-se às séries infini-
tas." Começa pela série da exponencial e faz vários cálcu-
los em que figura "um número infinito i". Exemplo de uma 
das suas fórmulas: 

1 +
z
1!

+
z2

2!
+

z3

3!
+

z4

4!
+ · · · =

⇣
1 +

z
i

⌘i
.

Factoriza a função ez  1 e a seguir faz o mesmo para 
as funções seno e co-seno e seno e co-seno hiperbólicos, 
usando a sua relação com a função exponencial. Por exem-
plo, como os zeros da função seno são 0, ±p, ±2p , ±3p , 
±4p, . . ., tomando p = 1 e q = ±1/(kp) para os sucessivos 
valores naturais de k, deverá ter-se 

sen z = z
⇣

1 − z
p

⌘ ⇣
1 +

z
p

⌘ ⇣
1 − z

2p

⌘
⇥

 

⇥
⇣

1 +
z

2p

⌘ ⇣
1 − z

3p

⌘ ⇣
1 +

z
3p

⌘
· · ·

onde no segundo membro temos um produto infinito. 
Daqui tira-se 

sen z = z
✓

1  z2

p2

◆✓
1  z2

4p2

◆✓
1  z2

9p2

◆✓
1  z2

16p2

◆
· · ·

No capítulo 10, Euler aplica as factorizações encontradas 
ao cálculo das somas de algumas séries. Começa por ob-
servar que se se tiver uma igualdade do tipo 

1 + Ax + Bx2 + Cx3 + Dx4 + · · · =

= (1 + ax)(1 + bx)(1 + gx)(1 + dx) · · · 

deverá ter-se 
A = a + b + g + d + · · · .

Isto é óbvio no caso de somas e produtos finitos, mas  
Euler afirma que se mantém verdadeiro no caso de somas 
e produtos infinitos.

Igualando agora a série do seno 

sen z = z  z3

3!
+

z5

5!
 z7

7!
+ · · ·

ao produto infinito visto, chegamos a 

1  z2

3!
+

z4

5!
 z6

7!
+ · · · =

 

=

✓
1  z2

p2

◆✓
1  z2

4p2

◆✓
1  z2

9p2

◆✓
1  z2

16p2

◆
· · ·

ou, pondo z2 = x ,

1  x

3!
+

x2

5!
 x3

7!
+ · · · = 

=

✓
1  x

p2

◆✓
1  x

4p2

◆✓
1  x

9p2

◆✓
1  x

16p2

◆
· · ·

Usando a observação acima sobre coeficientes de  
séries chegamos imediatamente a 

p2

6
= 1 +

1
22 +

1
32 +

1
42 + · · · .

4. obSerVaÇõeS adicionaiS
O problema com a engenhosa demonstração de Euler é 
que os processos infinitários em meados do século XVIII 
não estavam ainda bem definidos e fundamentados. Euler 
usa manipulações formais – e mesmo números infinitos 
e infinitamente pequenos – como se estivesse a trabalhar 
com somas, produtos e números finitos. Como em geral 
acontece com matemáticos do mais alto nível, vale a pena 
estudar os raciocínios de Euler, mesmo que não resistam 
à exigência dos dias de hoje, porque em geral podem ser 
transformados em demonstrações completamente rigo-
rosas. O leitor interessado nas obras de Euler tem à sua 
disposição o excelente arquivo [7].

A fundamentação dos processos infinitários só veio 
mais tarde. A este propósito, é interessante recordar que 
a primeira definição rigorosa de convergência de uma sé-
rie foi apresentada por um português, José Anastácio da 
Cunha, em [3]. Isto foi observado pela primeira vez em 
1940 por Vicente Gonçalves [8]. Duas referências mais  
recentes são [10] e [11].

Com o mesmo tipo de técnica Euler obtém as somas 
das séries dos inversos das potências de expoente par,  
escrevendo explicitamente as primeiras:

z(4) = 1 +
1
24 +

1
34 +

1
44 + · · · = p4

90
.

z(6) = 1 +
1
26 +

1
36 +

1
46 + · · · = p6

945
.

z(8) = 1 +
1
28 +

1
38 +

1
48 + · · · = p8

9450
.
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z(10) = 1 +
1

210 +
1

310 +
1

410 + · · · = p10

93555
.

...

E a seguir reescreve os coeficientes das potências de p  
de uma forma que, em notação moderna, permite escrever 
as somas assim: 

z(2k) =
(1)k122k1B2k

(2k)!
p2k

 

onde os B2k são os números de Bernoulli: 

B2 =
1
6

, B4 =  1
30

, B6 =
1
42

,

B8 =  1
30

, B10 =
5

66
, . . .

Hoje são conhecidas outras demonstrações desta 
igualdade. Uma muito recente, redigida por um estudante 
português, pode ser vista em [12]. É totalmente elementar 
e próxima do estilo matemático de Euler.

O passo decisivo no raciocínio de Euler é a expressão 
do seno como um produto infinito. Só no século XIX foi 
integralmente justificada. Uma prova elementar pode ser 
vista em [4].

E quanto aos expoentes ímpares? Embora Euler tenha 
feito algumas observações sobre o caso, nunca conseguiu 
obter uma expressão para a soma dessas séries. Nem ele 
nem ninguém. De facto, extraordinariamente, só há cerca 
de 40 anos se conseguiu provar que z(3), com valor aproxi-
mado 1,202056903..., é um número irracional (ver [1], [9]).
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o ano de todaS aS eleiÇõeS
Em 2019, muitas eleições serão realizadas: europeias, legislativas, regionais... 
De todos os assuntos em que a matemática tem um papel fundamental, 
poucos são tão relevantes como o estudo das eleições: desde como de-
senhar o mapa do país, escolher os representantes e modelar o funciona-
mento do legislativo.  veremos aqui uma pequena amostra destes estudos.

Há tantos modelos eleitorais quanto países. Mesmo 
entre os países consensualmente considerados demo-

cráticos, os modelos são muito distintos. A razão é simples: 
não há nenhuma forma de eleger um governo que tenha 
todas as características desejáveis. A situação é a de um 
cobertor curto: quando se cobre a cabeça, os pés ficam de 
fora.

Vamos então construir uma democracia representa-
tiva a partir do nada, e apresentar a ementa de opções. 
Em cada passo, como veremos, a matemática terá um 
papel fundamental: não para dizer o que deve ser feito, 
mas quais as consequências expectáveis de cada opção.  
A decisão final – ou seja, a escolha do modelo exato – será 
eminentemente política.

Começamos por dividir o país em circulos eleitorais. 
Pode até mesmo ser apenas um, como é feito na eleição 
para Presidente ou nas eleições para o Parlamento Euro-
peu. No entanto, o mais comum é o país ser divido em di-
versos círculos, ver figura 1. A primeira pergunta que de-
vemos fazer é: devem os círculos ser construídos de forma 
mais ou menos arbitrária, de modo a terem todos aproxi-
madamente o mesmo tamanho, ou devem corresponder a 
divisões já existentes, baseadas na História das populações 
envolvidas ou na geografia da região?

No primeiro caso, que ocorre nas eleições parlamenta-
res norte-americanas, inglesas e francesas, são desenhados 
círculos que elegem apenas um representante. Desta for-
ma, é necessário que estes sejam equilibrados em relação 

Figura 1. À esquerda, em cima: O boletim de voto para Presi-
dente da República: há apenas um círculo (o país), elege-se 
apenas o vencedor, definido em sistema de duas voltas, com 
maioria simples na segunda volta. À esquerda, em baixo: bo-
letim para a Assembleia da República.  Fonte: Comissão Na-
cional de Eleições. À direita, divide-se o país em vários círculos 
eleitorais, cada um elege um certo número de representantes. 
Fonte: Wikimedia Commons. O voto é numa lista ordenada 
de nomes, referida pelo nome de um partido político, ou um 
nome inventado com este propósito específico. Elegem-se os 
primeiros e cada lista, de acordo com o número de assentos 
atribuídos ao distrito e utilizando o método de d'Hondt.
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ao número de eleitores registados ou mesmo em relação à 
população. Como estes mudam periodicamente, é neces-
sário, de tempo em tempos, proceder à reorganização dos 
distritos. Nos EUA, onde isto é feito por políticos, as comis-
sões partidárias que propõem os novos mapas incluem um 
grande número de matemáticos, que tentam maximizar a 
probabilidade de um certo partido ter maioria absoluta (e 
não necessariamente maximizar o número de eleitos). Este 
processo, conhecido como Gerrymandering, é um grave 
problema da democracia representativa norte-americana. 
Já discutimos esta questão na Gazeta 160. No Reino Unido 
e em França, isto é feito por órgãos técnicos independentes, 
que, por mais falhas que tenham, são bem considerados 
nos seus países. 

Uma outra pergunta que tem de ser respondida é: 
como desenhar o processo eleitoral de forma a termos 
um eleito que melhor represente a vontade da população?  
É claro que, desta forma, a pergunta não é clara, mas mes-
mo assim tem que ser respondida. A opção mais utilizada 
é eleger quem tiver mais votos numa ronda em que todos 
se apresentam a votos ("maioria simples"). Caso ninguém 
chegue a um certo valor de corte (frequentemente 50% 
dos votos válidos, mas com algumas subtilezas), realiza-
-se uma segunda volta apenas com os mais votados. Nesta, 
aplica-se o conceito de maioria simples.

Vejamos de forma simples como este método pode 
dar resultados indesejáveis (o exemplo, assim como pra-
ticamente toda a discussão deste artigo, é adaptado de 
[1]). Considere um procedimento eleitoral simples, com 25 
eleitores e 4 candidatos: A, B, C e D. Para cada grupo de 
eleitores, colocamos as suas preferências em ordem decres-
cente, de cima para baixo:

matemático que primeiro percebeu esta situação, ao estu-
dar os sistemas eleitorais vindos da Revolução Francesa, 
o início de uma ideia simples: um homem, um voto. Esta 
situação, que parece exótica, ocorreu em 2012 na pátria de 
Condorcet, onde François Bayrou ficou em quinto lugar na 
primeira volta, mas as sondagens indicavam que ganharia 
todos os possíveis segundos turnos [2]. Ver figura 2.

Um mecanismo utilizado, por exemplo, para escolher 
a sede olímpica ou em alguns concursos académicos, é de 
fazer várias iterações, onde, em cada uma, se elimina o 
que tiver menos votos. Neste exemplo, começa-se por eli-
minar C, a seguir os seus votos são transferidos integral-
mente para D. Elimina-se B e finalmente D é declarado 
o vencedor.

Em Espanha e no Brasil, os círculos eleitorais para o 
parlamento nacional são dados pelas unidades adminis-
trativas, inferiores ao Estado nacional, superiores aos mu-
nicípios. Grosso modo, no primeiro caso, são as províncias, 
no segundo, os estados. Para as eleições da Assembleia da 
República, os círculos são os distritos (mais regiões autó-
nomas e exterior), que não têm a autonomia dos exemplos 
anteriores mas existem de forma independente do proces-
so eleitoral. Nas eleições presidenciais norte-americanas, 
são os estados mais o distrito de Colúmbia, caso já tratado 
na Gazeta 181, e não mais falaremos aqui. O ponto impor-
tante é que estes círculos têm características muito distin-
tas, e portanto o número de eleitos por cada um deve ser 
diferente. A questão que se põe é: como atribuir assentos 
parlamentares de forma proporcional?

Esta atribuição pode ser baseada na população, nos 
eleitores, ou mesmo nos votantes (uma maior abstenção 
pode resultar num menor número de eleitos, como na Ale-
manha). 

Figura 2. Marquês de Condorcet (1743-1794), Jean Charles Bor-
da (1733-1799) e Victor d'Hondt (1841-1901). Três matemáticos 
que se dedicaram à compreensão dos problemas advindos dos 
processos eleitorais. Nenhuma solução é perfeitamente satis-
fatória. O método de Borda, utilizado em processos com pou-
cos votantes, não foi explicado neste texto. Fonte: Wikimedia 
Commons.

Tabela 1

Número de eleitores 5 7 4 3 3 3

Preferências

A B A C D D

C D D D C C

D A C B A B

B C B A B A

Note que, numa eleição por maioria simples, A é eleito 
com 9 votos, contra 7 de B, 6 de D e 3 de C. Numa possí-
vel segunda volta, A perderia para B por 12 a 13. O mais 
interessante, no entanto é outro fenómeno. Veja que se D 
enfrentasse isoladamente qualquer outro candidato, então 
seria este o preferido: 16 a 9 contra A, 18 a 7 ao enfren-
tar B e, finalmente 17 a 8 no combate direto com C. D é 
conhecido como vencedor de Condorcet, em homenagem ao 
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Outros métodos também são utilizados, cada um com 
as suas vantagens e desvantagens. Nenhum é perfeito – e 
isto é o teorema de Balinski-Young, que fica para outro ar-
tigo.  

reFerênciaS
[1] Antonio Morena Verdejo, Adela Mª Villegas Escobar. 
Matemáticas Electorales. Colección Miradas Matemáticas. 
Los Libros de la Catarata, 2017. 

[2] Rémi Peyre. "Et le vainqueur du second tour est ... Le 
critère de Condorcet". https://images.math.cnrs.fr/Et-le-vain-
queur-du-second-tour-est.html?lang=fr

[3] https://en.wikipedia.org/wiki/D%27Hondt_method

[4] https://en.wikipedia.org/wiki/Apportionment_paradox

Em Portugal, assim como em muitos países europeus, 
usa-se o método de d'Hondt, batizado em homenagem ao 
matemático e jurista belga Victor D'Hondt. 

A ideia é apresentarem-se a votos listas ordenadas de 
candidatos; cada eleitor escolhe uma lista. O número de 
votos será convertido em assentos no Parlamento. Supo-
nha, apenas para facilitar a descrição, que uma dada lista 
quer comprar n assentos utilizando como moedas os V votos 
recebidos. Assim, esta lista poderá pagar V/n por cada as-
sento. A ideia é que o preço de cada lugar no Parlamento 
será definido de forma a que todos os assentos sejam ven-
didos pelo maior preço possível. O preço tem de ser o mesmo 
para todas as listas.

O exemplo abaixo foi retirado da Wikipedia [3]. Neste, 
quatro listas foram a votos, A, B, C e D, obtendo 100 000, 
80 000, 30 000 e 20 000 votos, respetivamente, na disputa de 
8 lugares. Na tabela 2, indicamos quanto estariam dispos-
tas a pagar por n assentos.

Se cada lugar custasse 50 mil votos, então apenas 3 se-
riam vendidos: 2 para a lista A, um para a B. Para vender 8 
lugares, é preciso descer o preço até 25 mil votos. O resulta-
do será a atribuição de 4 lugares à lista A, enquanto as ou-
tras terão 3, 1 e 0 assentos parlamentares, respetivamente.

Variantes destes métodos, por vezes chamadas método 
de Sainte-Laguë, são utilizadas pela Alemanha (que atri-
bui parte às eleições em lista e parte em círculos uninomi-
nais) e pela Suécia (que divide por fatores não inteiros de 
assentos para dificultar a entrada de partidos com poucos 
votos).

No Brasil, usa-se o método dos restos, criado pelo políti-
co norte-americano Alexander Hamilton. Este foi apenas 
brevemente utilizado nos EUA, por uma característica ma-
temática que não foi notada inicialmente: um maior Parla-
mento (ou seja, mais cadeiras em disputa), mesmo manti-
do o resultado eleitoral, pode resultar num pior resultado 
para algumas listas. Isto ficou conhecido como paradoxo 
do Alabama, em que este estado teria uma diminuição da 
representação após um aumento do tamanho da House of 
Representatives [4].

Tabela 2

Número de assentos 1 2 3 4 5 6 7 8
Lista A 100.000 50.000 33.333 25.000 20.000 16.666 14.286 12.500
Lista B 80.000 40.000 26.666 20.000 16.000 13.333 11.428 10.000
Lista C 30.000 15.000 10.000 7.500 6.000 5.000 4.286 3.750
Lista D 20.000 10.000 6.666 5.000 4.000 3.333 2.857 2.500

ERRATA:
O artigo "À tous les temps, À tous les peuples” publicado na 
Gazeta n.º 187 continha alguns erros e algumas imprecisões. 
Para minha sorte, e também evidentemente de quantos lei-
tores por cá houver, a Gazeta tem um público informado e 
atento: o Olivier Pellegrino, do Instituto Português da Qua-
lidade, e a sua colega Sílvia Gentil mandaram-me um e-mail 
com um longo rol de pontos que merecem reparo. O mais 
importante de todos − e eu deveria chumbar por isto − é uma 
insistente confusão no texto entre peso e massa. Apesar da 
linguagem mais relaxada da divulgação científica, este é um 
erro imperdoável. O quilograma é uma medida de massa, 
ponto final. 

Num outro momento infeliz, o artigo refere que "Em 
1960, a definição de metro foi alterada para a distância entre 
duas riscas em uma certa barra metálica." De facto, esta de-
finição foi introduzida em finais do séc. XIX; em 1960 ela foi 
substituída por um múltiplo bem definido do comprimento 
de onda de uma radiação específica, abandonando a defini-
ção via objeto físico. 

Há mais algumas notas, como corrigir "mol" para 
"mole", "luminosidade" para "intensidade luminosa", acres-
centar o "n" final de Boltzmann e alguns outros de cariz mais 
específico.

Que sorte para todos nós termos leitores como o Oliver, 
a quem deixo meus sinceros agradecimentos.
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Os instrumentos náuticos são uma peça 
fundamental para permitir uma nave-

gação segura. Com o objetivo de fazer uma 
navegação puramente astronómica surge, 
em 1700, a invenção do sextante por Isaac 
Newton. O funcionamento do sextante é 
baseado num princípio de Ótica Geométri-
ca elementar e pretendem-se apresentar os 
princípios do instrumento fazendo uso da 
Geometria.

Greenwich, uma carta com a descrição de um instrumen-
to que media alturas, munido de espelhos. O instrumento 
apresentava o princípio ótico dos modernos sextantes náu-
ticos. A carta foi encontrada no diário de Edmund Halley 
mas só foi publicada em 1742 [4, 34], já após a morte de 
Newton e Halley, na revista Philosophical Transactions na bi-
blioteca de Oxford, a Bodleian.

Durante 42 anos, outros instrumentos foram cons- 
truídos e logo deram importantes aplicações práticas.  
O inglês John Hadley, a 13 de maio de 1731 [4], apresentou 
um instrumento, numa reunião da Royal Society, em tudo 
semelhante ao sextante de Newton mas que na verdade 
era um octante que, devido à dupla reflexão, media ângu-
los até 900. Outros nomes ligados ao instrumento foram 
Thomas Godfray, de Filadélfia, e John Bradley, em Lon-
dres. Os dois inventores, em 1744, receberam um prémio 
da Royal Society, no valor de 200 libras. Os seus trabalhos 
foram considerados um caso de invenções independentes 
e simultâneas, embora provavelmente tenha havido uma 
diferença de alguns meses [1].

O instrumento foi testado com sucesso no mar, mas só 
muito mais tarde os navegadores substituíram instrumen-
tos como o astrolábio ou a balestilha pelo sextante.

2. o Sextante
O sextante é um instrumento que se utiliza para medir o 
ângulo entre as direções segundo as quais se veem dois 
objetos afastados (dois astros, um astro e o horizonte, etc.) 
[1]. Baseia-se no princípio de Ótica Geométrica elementar 
de que, se um raio de luz é refletido de dois espelhos suces-
sivamente, fazendo entre si um ângulo a e sendo o plano 
de incidência perpendicular à linha de interseção dos espe-
lhos, o ângulo do raio incidente e do segundo raio refletido 
é igual ao dobro do ângulo dos espelhos, 2a.

No esquema da figura 1, podemos observar a compo-
sição de um sextante. Vemos um setor circular (madeira 
ou metal), com uma estrutura variável com o modelo, que 
tem por objetivo manter a rigidez do setor e a planifica-
ção de uma das faces. Designamos este setor por limbo, C.  
O setor circular C está graduado e é unido por duas hastes 
radiais A e B e por uma plataforma que contém o centro 
do setor. Podemos ainda ver uma régua móvel (madeira 
ou metal) I, que se move sobre o setor circular, munida de 
uma extremidade recortada e com uma graduação em cor-
respondência com a graduação do setor circular.

1. introduÇÃo
Com o desenvolvimento tecnológico a navegação, pela sua 
facilidade e pela sua fiabilidade, quase nos fez esquecer o 
difícil percurso de descoberta e aperfeiçoamento dos ins-
trumentos usados pelos pioneiros da arte de navegar.

Navegar, no ar ou no mar, é um desafio a cada momen-
to e requer que o navegador obtenha uma resposta rápida 
e precisa para encontrar a sua posição sobre a superfície 
da Terra. 

Os instrumentos náuticos, como o astrolábio, o qua-
drante e o sextante, são uma peça fundamental para a 
navegação e, ao longo dos tempos, foram sendo cada vez 
mais aperfeiçoados, permitindo uma navegação mais lon-
ga e segura.

Inicialmente, a navegação era feita por estimativa do 
navegador e, antes de os instrumentos científicos serem 
usados para medir altitudes, a altura da Estrela Polar aci-
ma do horizonte era estimada através do uso de mão e de-
dos. Esta técnica foi usada pelos árabes e seguida, no início 
do século XV, pelos pilotos chineses [4].

Ao longo dos tempos foram surgindo vários instru-
mentos, facilmente transportáveis e elaborados de dife-
rentes formas, mas cujo objetivo comum é medir ângulos 
entre astros ou entre astros e o horizonte. O astrolábio foi 
um dos primeiros instrumentos usados pelos marinheiros. 
No entanto, com a pretensão de fazer uma navegação pu-
ramente astronómica, houve a necessidade de inventar os 
instrumentos de reflexão, como é exemplo o sextante.

A descoberta deste simples e importante instrumento 
deve-se a Isaac Newton que, em 1700, enviou a Edmund 
Halley, primeiro astrónomo do Observatório Real de  
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uma vez que atravessa diretamente o espelho de horizon-
te (que é translúcido). Definimos a altura do corpo celeste  
sobre o horizonte como o ângulo de elevação q.

 Considerando o triângulo EEhD, vemos que

180◦ = q + g + (180◦ − b) , q = b − g.

Recordemos que o ângulo de incidência num espelho é 
igual ao ângulo de reflexão. Resulta daqui que as retas que 
contêm os espelhos E e Eh são, respetivamente, as bisse-
trizes dos ângulos g e b. Seja a o ângulo formado pelos 
espelhos. Do triângulo EEhE0, temos que

180◦ = a +
g

2
+

✓
(180◦ − b) +

b

2

◆
, a =

b

2
− g

2
.

Resulta que o ângulo de elevação é o dobro do ângulo for-
mado pelos dois espelhos, q = 2a.

 Determinado o ângulo de elevação q, é possível deter-
minar a latitude e a longitude do local onde foi feita a leitura.

Considerando que o astro em questão é o Sol, reconhe-
cemos que ele se encontra no zénite (instante em que se 
encontra sobre a nossa cabeça) quando a sua altura (ân-
gulo q, entre o horizonte e a direção do Sol) for igual a 90º. 
Nesse caso, a latitude do local é igual à declinação do Sol 
(ângulo entre a linha que liga o centro do Sol ao centro da 
Terra e o plano do equador). No entanto, nem sempre isso 
é possível, uma vez que o Sol não pode ser observado no 

Na plataforma está um espelho, E, que por meio de 
parafusos apropriados, permite colocar a face espelhada 
perpendicular ao plano do setor circular. Um segundo es-
pelho, Eh, está numa das hastes radiais que também é ajus-
tável de forma a que a face espelhada esteja perpendicular 
ao plano do setor circular e paralela à face do espelho E, 
quando a régua está alinhada com o zero no setor circular 
C. Na outra haste radial encontra-se um tubo (telescópio), 
D, que permite a observação do objeto terrestre (horizonte, 
H). Junto aos espelhos existem filtros que podem, ou não, 
ser necessários para interpor os raios solares. O jogo de es-
pelhos, o movimento da régua sobre o setor circular aliado 
aos ajustes necessários, facilita-nos a leitura do ângulo en-
tre o astro e o horizonte.

Como já foi referido, Newton apresenta o funciona-
mento do sextante usando uma abordagem ótica. No es-
quema da figura 2 vamos explicar os princípios do instru-
mento fazendo uso da Geometria. Estamos a supor que o 
sextante está alinhado de forma a que o raio de luz que 
sai do horizonte atravesse o espelho de horizonte em dire-
ção ao observador, e o raio de luz que sai do corpo celeste, 
objeto de medição, seja refletido pelo espelho E. Podemos 
observar que o raio de luz que sai do corpo celeste segue 
o trajeto representado a vermelho, sendo refletido nos es-
pelhos situados em E e Eh, até que chega ao observador D.  
O raio de luz que sai do horizonte vai direto ao observador, 

Figura 1. Sextante – esquema. Figura 2. Esquema.
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zénite em todos os locais, sendo então necessário consultar 
tabelas que nos dão a sua declinação em função do tempo.

Como referido, há locais para os quais o Sol nunca está 
no zénite, que são todos os que se encontram a latitudes 
inferiores a −23◦270 ou superiores a +23◦270. O mesmo é 
dizer que o Sol só poderá estar no zénite para locais entre 
aquelas duas latitudes. A razão para isso deve-se à inclina-
ção do eixo de rotação da Terra relativamente ao plano da 
sua órbita em torno do Sol, que é de 23◦270, e por isso, du-
rante o ano, a declinação solar oscila de +23◦270, em junho, 
até −23◦270, em dezembro (figura 3).

Uma vez que a posição do Sol num mesmo horário 
muda gradualmente a cada dia do ano, fizeram-se as ta-
belas de declinação solar (figura 4) que nos auxiliam no 
cálculo correto da latitude. 

Podemos então concluir que a latitude f é dada pela 
soma da declinação do Sol d, com a sua distância zenital 
z , sendo z = 90◦ − q (figura 5). Assim, a latitude é dada 
pela equação 

f = z + d = 90◦ − q + d.

A declinação d pode ser positiva se obtida em locais 
situados no Hemisfério Norte ou negativa se obtida em  
locais situados no Hemisfério Sul.

Para determinar a longitude, precisamos de uma po-
sição inicial natural. Essa posição foi convencionada ser o 

Meridiano de Greenwich ou Meridiano Principal (passa 
sobre a localidade de Greenwich, no Observatório Real, 
nos arredores de Londres, Reino Unido) e divide o globo 
terrestre em Ocidente e Oriente.

A longitude pode ser calculada fazendo a diferença en-
tre a hora local e a hora de Greenwich. Como o dia tem 24 
horas e uma circunferência tem 360º, a Terra move-se em 
relação ao Sol a uma taxa de 15º por hora (360/24 = 15 por 
hora), ou seja, cada hora de movimento do Sol (de Leste 
para Oeste) equivale a 15º de longitude.

A longitude é dada por: (hora local − hora de Greenwi-
ch)⇥15.

 Figura 3. Declinação solar.

 Figura 4. Tabela de declinação

 Figura 5. Projeção no plano meridiano [2].
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3. concluSÃo
Os progressos da Álgebra e a introdução da Geometria 
Analítica criaram condições que permitiram a resolução 
de inúmeros problemas matemáticos, astronómicos e físi-
cos. Desde o século XVI que a navegação suscitou o apa-
recimento de grandes avanços, tanto a nível prático, com 
observações usando instrumentos óticos, como teórico.  
As longas viagens no oceano exigiam novos métodos de 
cálculo de posições e rotas que tinham uma forte compo-
nente matemática, envolvendo Geometria e Astronomia.  
O sextante é um bom exemplo de uma aplicação prática de 
distâncias em que podem ver-se aliados estes dois concei-
tos. Com este instrumento, a determinação da latitude fi-
cou mais simples, uma vez que a medição do ângulo entre 
o horizonte e o corpo celeste se tornou mais precisa. Inclu-
sive, vários melhoramentos foram introduzidos, como por 
exemplo, a substituição de régua graduada (representada 
por I) por um nónio. O nónio tinha sido inventado em 1542 
pelo português Pedro Nunes [1].

Mais tarde, em 1919 [3], Gago Coutinho, marinheiro 
com prática de fazer observações astronómicas e levan-
tamentos topográficos e pioneiro da navegação aérea de 
longo curso, pensou em introduzir a navegação astronómi-
ca na aeronáutica. Para isso, utilizou instrumentos como o 
cronómetro e inventou um horizonte artificial para o sex-
tante, uma vez que não é possível observar o horizonte do 
mar a grande altitude.

O sextante é um instrumento de grande fiabilidade, de 
tal forma que foi utilizado no projeto Apollo inaugurado 
na década de 1960, que tinha como objetivo levar um ho-
mem à Lua e trazê-lo de volta em segurança. O sistema 
de navegação foi idealizado de raiz e os astronautas usa-
ram periodicamente um sextante para fazer o alinhamento 
do sistema usado e para verificar a exatidão dos dados de  
rastreamento baseados em terra.
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da lógica à FÍSica
Os teoremas da incompletude de gödel podem ser vistos como um 
exemplo acabado de Matemática Pura, sem ligação a qualquer área fora 
da matemática. Mas descobriu-se recentemente que têm consequên-
cias ligadas à Mecânica Quântica.

Há proposições aritméticas que são indecidíveis face 
aos axiomas de Peano. Por exemplo, o matemático inglês 
Reuben Goodstein definiu uma família de sucessões de 
inteiros não negativos e provou que, para cada uma delas, 
todos os termos da sucessão acabam por ser 0 a partir de 
certa altura. Mas não se pode provar este resultado (nem 
a sua negação) a partir dos axiomas de Peano.2 Gödel pro-
vou que isto não pode ser visto como um defeito dos axio-
mas de Peano, no sentido de que, para qualquer axiomática 
da Aritmética, haverá sempre proposições indecidíveis... a 
menos que a axiomática seja inconsistente (ou seja, condu-
za a resultados contrários), caso em que qualquer proposi-
ção (bem como a respetiva negação) poderá ser deduzida 
desses axiomas. 

incompletude e FÍSica 
Naturalmente, este tipo de resultados é um exemplo aca-
bado de Matemática Pura. Mas poderão ter algum inte-
resse fora da matemática? Conta-se (veja-se [1, cap.3], por 
exemplo) que, uma vez, o físico norte-americano John Ar-
chibald Wheeler foi ao gabinete de Gödel no Instituto de 
Estudos Avançados de Princeton, e perguntou-lhe se ha-
via alguma relação entre os teoremas da incompletude e o 
Princípio da Incerteza de Heisenberg. Gödel ficou furioso 
com a pergunta a pôs Wheeler fora do seu gabinete. É uma 
história engraçada... e quase sem qualquer base factual.  
O que aconteceu3 foi que, num simpósio, Wheeler fez 

oS teoremaS da incompletude de gödel
Os teoremas da incompletude de Gödel contam-se entre 
as descobertas matemáticas mais famosas do século XX. 
Publicados em 1931, estes teoremas revelam as limitações 
inerentes a qualquer tentativa de formalizar a matemática 
(e, mais especificamente, a Aritmética) a partir de um sis-
tema de axiomas. 

Um conceito central para se compreender estes teo-
remas é o de indecidibilidade. Consideremos um ramo da 
matemática, tal como, por exemplo, a Aritmética. Agora 
consideremos uma axiomática para esse ramo da matemá-
tica. No caso da Aritmética, a axiomática mais frequente-
mente empregue são os axiomas de Peano.1 Finalmente, 
consideremos uma proposição P desse ramo, tal como, por 
exemplo: o produto de quaisquer dois números naturais 

consecutivos é um nú-
mero par. Uma questão 
natural neste contexto 
é: é ou não possível de-
duzir dos axiomas em 
questão que a proposi-
ção P é verdadeira ou, 
em alternativa, que é fal-
sa? Se for possível, dize-
mos que a proposição é 
decidível; caso contrário, 
que é indecidível. 
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concluSÃo 
Não se pode afirmar de nenhum enunciado matemático, 
por mais isolado que possa parecer de tudo o que seja ex-
terior à matemática, que nunca poderá ter aplicações cien-
tíficas. Os teoremas da incompletude de Gödel são um 
exemplo disso. 
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aquela pergunta a Gödel e este não se mostrou interessa-
do no assunto. Um ano mais tarde, num cocktail, Wheeler 
perguntou a Gödel porque é que não estava interessado 
no Princípio da Incerteza e, pela resposta que obteve, ficou 
com a impressão de que Einstein lhe tinha feito uma lava-
gem ao cérebro, que teve como efeito eliminar de Gödel 
qualquer interesse em Mecânica Quântica.4

Mas eis que, em 2015, foi provado que um problema 
de Física, que tem origem na Mecânica Quântica, é indeci-
dível; veja-se [2]. O problema tem a ver com a própria ori-
gem da Mecânica Quântica: em 1900, Max Planck propôs 
que, para uma onda eletromagnética com uma frequência 
dada, nem todas as energias são possíveis, como se julgava 
até então. Em particular, existe uma lacuna entre a energia 
0 e a menor energia possível. Essa menor energia possível 
passou a ser designada por um quantum de energia. 

Gradualmente, foram surgindo problemas importan-
tes na Física e na matemática ligados à existência ou não 
de uma lacuna para uma teoria física dada. Existe mesmo 
um prémio de um milhão de dólares para quem conseguir 
resolver um destes problemas: o problema da existência e  
da lacuna de massa de Yang-Mills.5 

Não é claro à partida que o conceito de decidibilidade 
tenha importância para a Física, mas em 1974 Georg Krei-
sel (veja-se [3]), da Universidade de Stanford, fez notar que 
provar-se que um problema de Física é indecidível tem 
consequências práticas computacionais.6 

O que foi provado em 2015 foi que, para uma família 
de tais problemas, não há (nem pode haver) nenhum algo-
ritmo que permita decidir se existe ou não uma tal lacuna. 
É claro que uma reação natural à demonstração de que um 
problema não tem solução é a de que se trata de um resul-
tado inteiramente negativo. Mas não é assim. Como disse, 
numa entrevista, um dos autores do artigo:7 

No entanto, nem tudo são más notícias. Este pro-
blema não pode ser resolvido em geral porque, a 
este nível, os modelos exibem um comportamento 
extremamente bizarro que basicamente condena ao 
fracasso qualquer tentativa de o analizar. Mas este 
comportamento bizarro também prevê uma Física 
nova e muito bizarra que nunca foi vista anterior-
mente. Por exemplo, os nossos resultados mostram 
que acrescentar uma única partícula a uma grande 
porção de matéria pode, por maior que esta seja, 
alterar dramaticamente as suas propriedades. Uma 
nova Física deste tipo é frequentemente explorada 
tecnologicamente mais tarde. 

1 http://mathworld.wolfram.com/PeanosAxioms.html
2 https://en.wikipedia.org/wiki/Goodstein\%27s_theorem
3 https://www.youtube.com/watch?v=YIutbiPiJVg

4 https://www.youtube.com/watch?v=rZXcVkUqTkU 
5 https://en.wikipedia.org/wiki/Yang\%E2\%80\%93Mills_existence_and_mass_
gap
6 Para se saber mais sobre as ideias de Kreisel e sobre como estão liga-
das à descoberta concreta mencionada neste artigo, veja -se Why some 
physicists are excited about the undecidability of the spectral pap problem 
and why should we, de Vladik Kreinovich: https://digitalcommons.utep.edu/cgi/
viewcontent.cgi?article=2163&context=cs_techrep
7 https://m.phys.org/news/2015-12-quantum-physics-problem-unsolvable-godel.
html 
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a matemática na preViSÃo  
da criminalidade
Os assaltos a residências e a espaços comerciais constituem uma das prin-
cipais preocupações das forças de segurança nas grandes zonas urbanas.  
A criação de modelos matemáticos que permitam simular a dinâmica  
associada a estes assaltos pode ser muito útil para o desenvolvimento  
de medidas eficazes para o controlo do crime.

1. motiVaÇÃo
Tem havido um interesse crescente no uso de ferramentas 
matemáticas para obter informações sobre as leis que re-
gem a atividade criminosa. São hoje muitos os investiga-
dores com formação em diferentes áreas da matemática, da 
física e das ciências dos dados que dedicam grande parte 
da sua investigação à modelação e à simulação do crime, 
nas suas mais diversas vertentes. Neste artigo, vamos fo-
car a nossa atenção num modelo diferencial para o estudo 
particular do problema dos assaltos a edifícios em zonas 
urbanas. 

O acesso a dados reais relativos a atividades crimino-
sas é crucial para a simulação e a validação dos modelos 
matemáticos. Na figura 1 pode verificar-se que a simples 
análise da distribuição dos assaltos a residências e edifícios 
comerciais registados numa dada região ao longo do tem-

po permite reconhecer algumas tendências e características 
importantes associadas a este tipo de criminalidade. Nos 
gráficos exibidos nessa figura distinguem-se claramente os 
efeitos da sazonalidade, sendo que os mesmos são distin-
tos consoante a tipologia de edifício assaltado. Notemos, 
por exemplo, que na região analisada os assaltos a edifícios 
comerciais são mais frequentes ao final do dia e que o mês 
de setembro é particularmente calmo.

Além desta análise temporal, existe também uma com-
ponente relacionada com a dispersão espacial da crimina-
lidade que merece ser considerada. Neste artigo vamos 
focar-nos, essencialmente, nessa característica espacial que 
iremos tratar com base nalgumas experiências efetuadas. 
Em concreto, vamos apresentar um modelo matemático 
que permite explicar quais as circunstâncias favoráveis ao 
aparecimento de zonas de elevado risco criminal (ou zonas 

Figura 1. Frequência relativa de assaltos a residências e a espaços comerciais numa determinada região. 
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O efeito da revitimização pode ser constatado na aná-
lise da Figura 3, onde é comparado o intervalo de tempo 
entre duas ocorrências (assaltos a residências) consecuti-
vas em três blocos residenciais de uma determinada zona 
urbana. Nos 30 dias subsequentes à primeira ocorrência, 
verificam-se diversas repetições cuja existência se encontra 
muito acima do valor previsto teoricamente, caso existisse 
independência entre as ocorrências.

A literatura da especialidade revela a existência de vá-
rios tipos de modelos matemáticos que permitem explicar 
as condições que favorecem a formação de zonas de maior 
risco criminal: modelos diferenciais; modelos assentes na 
teoria dos jogos; modelos estatísticos; modelos de inteli-
gência artificial, entre outros. No nosso estudo, optámos 
por considerar o modelo diferencial proposto, em 2008, 
por Martin Short, Andrea Bertozzi e seus colaboradores, 
modelo esse construído a partir de um modelo probabilís-
tico discreto [5]. Nesse primeiro artigo, os autores estuda-
ram a existência e a estabilidade de padrões localizados de 
atividade criminal e, posteriormente, em [6] e [7], aperfei-
çoaram o modelo de forma a incluir outras funcionalida-
des como, por exemplo, o efeito concreto do policiamento. 

 Neste artigo vamos apresentar o modelo descrito em 
[5] e dar conta de algumas das suas características e poten-
cialidades mais interessantes. Começaremos por descrever 
o modelo discreto, onde os imóveis são representados por 
nós de uma rede retangular e os criminosos por agentes 
que se movimentam nessa rede de acordo com regras de-
finidas à custa do nível de atratividade do local onde os 
imóveis se encontram. Posteriormente, consideraremos o 
modelo diferencial contínuo, obtido à custa do modelo dis-
creto, onde, genericamente, se diminui a granularidade da 
malha e se considera que os assaltantes estão distribuídos 
espacialmente de acordo com funções de distribuição. Esse 
modelo será descrito por um sistema de equações diferen-

Figura 2. Zonas quentes de criminalidade em Baltimore, EUA, 
julho 2009. Fonte: https://blog.spotcrime.com/2009/07/crime-heat-
maps-shootings-baltimore.html. [Acedido a 20 de maio de 2019].

quentes, do inglês hotspots), isto é, zonas onde a probabili-
dade de ocorrer um assalto é substancialmente mais ele-
vada que nas suas vizinhanças. A existência destas zonas, 
como se pode ver na figura 2, corresponde a uma distribui-
ção assimétrica da criminalidade no território. 

Sabe-se que existem dois tipos de factores sociológicos 
que têm um papel importante na formação de padrões as-
simétricos de criminalidade associada a assaltos em zonas 
urbanas [5]. O primeiro é o chamado fenómeno de reviti-
mização, que se refere ao risco aumentado de vitimização 
repetida, não apenas no local onde já tinha sido registada 
uma ocorrência, mas também em locais próximos e por um 
determinado período de tempo. O segundo é o chamando 
efeito de janela partida, que corresponde a uma teoria crimi-
nológica que defende que sinais visíveis de crime, com-
portamento anti-social ou de desobediência civil criam um 
ambiente urbano que encoraja mais crimes e mais desor-
dem, nomeadamente crimes violentos.

Figura 3. Revitimização: probabilidade de recorrência com independência vs real.  
Período de tempo em que o risco de revitimização é relevante.
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ciais do tipo difusão-reação e irá permitir analisar a evo-
lução da densidade de criminosos e da atratividade dos 
locais, tanto no espaço como no tempo.

2. modelo diScreto
Suponhamos que as residências de uma determinada zona 
urbana se encontram localizadas nos nós de uma rede bi-
dimensional. Por uma questão de simplicidade, vamos 
considerar que essa rede é retangular e uniforme, de espa-
çamento constante h.

Cada residência é descrita pelas suas coordenadas 
x = (x1, x2) na rede e por um parâmetro A(x, t) que re-
presenta, para cada instante de tempo t, a atratividade do 
local onde a residência se encontra. Este parâmetro preten-
de ser uma medida da perceção que os assaltantes têm da 
atratividade do local x, perceção essa que pode variar ao 
longo do tempo devido a vários fatores. Vamos considerar

A(x, t) = A0(x) + B(x, t),

onde A0  representa a componente da atratividade que não 
varia com o tempo e B a componente dinâmica associada a 
fenómenos sociológicos como aqueles que foram descritos 
na secção anterior. 

Os assaltantes movimentam-se na rede em intervalos 
de tempo discretos (vamos considerar dt como sendo a 
unidade de tempo) e, em cada local, optam por uma de 
entre duas situações: ou assaltam a residência que aí se en-
contra ou se deslocam para uma das residências vizinhas.  
A probabilidade de o criminoso assaltar a residência loca-
lizada em x no intervalo de tempo definido pelos instantes 
t e t + dt é dada por

pa(x, t) = 1  eA(x,t)dt.

Se o edifício localizado em x for assaltado, iremos assu-
mir que o assaltante irá desfrutar do proveito dos bens 
saqueados, abstendo-se de cometer novos assaltos nos 
tempos mais próximos. Assim, no nosso modelo, se o cri-
minoso consumar um assalto, é removido da rede. Para 
simular o regresso dos assaltantes à atividade, iremos 
considerar que cada local da rede irá gerar assaltantes a 
uma taxa G.

Se, por algum motivo, o criminoso que se encontra 
em x decidir não assaltar esse local no intervalo de tempo 
considerado, ele move-se para um dos outros z vizinhos 
– em geral, os 4 pontos da malha (em cima, em baixo, 
à esquerda ou à direita) – adjacentes à sua localização 
atual. Este movimento será tratado no modelo como um 
movimento aleatório enviesado no sentido das áreas de 

maior atratividade. A probabilidade de o assaltante, es-
tando em x, escolher um vizinho x0 para assaltar é pro-
porcional a A(x0, t) e é dada por

pm(x0, t; x) =
A(x0, t)

Âx00⇠x A(x00, t)
,                       (1)

onde a notação x00 ⇠ x indica que x00 é vizinho de x. Este 
carácter local do comportamento dos assaltantes é justifi-
cado pelo facto (conhecido das autoridades policiais [5]) 
de que, especialmente na questão dos assaltos a residên-
cias, os criminosos tendem a assaltar numa vizinhança dos 
seus locais de residência ou dos locais que normalmente 
frequentam. A título de exemplo e segundo um estudo efe-
tuado recentemente, no Rio de Janeiro a maioria dos deti-
dos cometeu o crime num corredor de deslocamento de até  
12 km entre o local da residência e a ocorrência do delito [2]. 

Como vimos, atratividade de um local x num instan-
te t pode ser definida como a soma de uma componente 
estática, mas não é necessariamente constante, A0(x) com 
uma componente dinâmica B(x, t). Para estudar o com-
portamento dessa componente dinâmica, comecemos por 
notar que, de acordo com o fenómeno da revitimização, a 
atratividade de um local aumenta sempre que um assalto 
ocorre nesse local. Se representarmos por n(x, t) o número 
de assaltantes esperados em x no instante t, a componente 
dinâmica da atratividade, B(x, t), é aumentada por uma 
quantidade qn(x, t)pa(x, t), com q um parâmetro positivo, 
uma vez que n(x, t)pa(x, t) representa o número de assal-
tos previsto para esse local e nesse instante. 

Além disso, quando um local x é muito atrativo a sua 
segurança diminui e essa insegurança é propagada à vizi-
nhança, de acordo com o fenómeno de janela partida des-
crito na secção anterior. Assim, além do efeito da revitimi-
zação, a atratividade dos locais vizinhos também aumenta, 
por difusão, depois de um assalto bem-sucedido em x. 

O modelo discreto que tem em conta os fenómenos que 
acabámos de descrever pode ser escrito na forma

B(x, t + dt) =

=

 
(1 − h)B(x, t) +

h

z Â
x0⇠x

B(x0, t)

!
(1 − wdt) + qn(x, t)pa(x, t),

(2)
onde n(x, t) representa o número de assaltantes esperados 
no local x e no instante t, h 2 [0, 1] é um parâmetro que 
permite controlar a influência da vizinhança na atrativida-
de, z é o número de vizinhos, q um parâmetro que controla 
o efeito de revitimização e w o parâmetro correspondente 
ao decaimento exponencial da atratividade ao longo do 



24 gazeta de matemática  • 188

tempo. O termo 1/z Âx0⇠x B(x0, t) surge para representar a 
influência dos vizinhos na atratividade do local. Se usar-
mos a notação 

DhB(x, t) =
1
h2

 

Â
x0⇠x

B(x0, t)− zB(x, t)

!
,

a equação (2) pode ser reescrita na forma

B(x, t + dt) =
✓

B(x, t) +
hh2

z
DhB(x, t)

◆
(1  wdt) + qn(x, t)pa(x, t),

(3)

A figura 4 esquematiza a dinâmica da atratividade 
no modelo discreto considerado. Cada local da cidade é 
caracterizado pela sua atratividade que é constituída por 

duas componentes: uma componente estática (a azul) e 
uma componente dinâmica (a vermelho). Os assaltantes 
movem-se de forma aleatória, mas com um movimento 
enviesado de acordo com os alvos mais atrativos. Após co-
meterem um assalto num local atrativo, são removidos. A 
atratividade dos locais aumenta após um assalto e, além 
disso, difunde-se pelos locais vizinhos e decai se nesse lo-
cal não ocorre nenhum assalto.

Para concluir o modelo discreto, falta definir a equação 
que traduz a dinâmica dos assaltantes. Motivado pelo lu-
cro, um assaltante apenas chega ao local x se esse local for 
o mais atrativo de entre os seus vizinhos. Assim, o ladrão 
move-se para x se não assaltar o vizinho x0 (o que acontece 
com a probabilidade 1 − pa(x0, t)) e x for suficientemente 
atrativo. Por outro lado, um assaltante que se encontra em 
x move-se para x0 na vizinhança com uma probabilidade 
pm(x0, t; x) dada por (1). Podemos então dizer que o nú-
mero de criminosos em x no intervalo de tempo [t, t + dt]
é dado por

n(x, t + dt) = Â
x0⇠x

n(x0, t)pm(x0, t; x)(1 − pa(x0, t)) + Gdt,

(4)

onde G representa a taxa a que os assaltantes são gerados. 
Tal como foi feito para (3), esta equação também poderia 
ser escrita à custa do operador discreto Dh mas a sua de-
dução é mais complicada e, por isso mesmo, será omitida. 

As equações (3)–(4) constituem um modelo discreto 
para descrever a dinâmica da atratividade e do número 
de assaltantes. De notar que este sistema se encontra em 
equilíbrio quando todos os nós da malha tiverem a mesma 
atratividade Ā = A0 + B̄ e o mesmo número de assaltantes 
n̄. Esses valores de equilíbrio podem ser obtidos algebrica-
mente de (3)–(4) e são dados por 

B̄ = qG/w, n̄ = G/(1  p̄a),                   (5)

com p̄a = 1  eĀdt.

3. modelo diFerencial
O modelo diferencial é deduzido a partir das premissas 
estabelecidas para o modelo discreto. Comecemos por 
converter n(x, t) numa densidade r(x, t), simplesmente 
dividindo por h2, sendo h o espaçamento da malha. Para 
obter a equação diferencial para a componente dinâmica 
da atratividade, subtraímos B(x, t) em ambos os membros 
de (4) e dividimos a equação por dt. Diminuindo o espa-
çamento da malha, isto é, tomando o limite quando dt e h 
tendem para zero, e impondo as restrições de h2/dt = D 
(constante) e qdt = e (também constante), obtemos a se-

Figura 4. Modelo discreto: variação da atratividade  
na presença de assaltos.
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guinte equação para a componente dinâmica da versão 
contínua da atratividade 

∂B
∂t

=
hD
z

DB  wB + eDrA.

Para obter a equação para r, procedemos de forma 
idêntica. Subtraindo n(x, t) em ambos os membros de (4), 
redefinindo a expressão em termos da nova variável r, di-
vidindo por dt, tomando o limite quando dt e h tendem 
para zero com as restrições já apresentadas e definindo 
g = G/h2, obtemos a equação para a densidade de crimi-
nosos dada por

∂r

∂t
=

D
z
r ·

✓
rr − 2r

A
rA

◆
− rA + g.

Essas equações são, usualmente, definidas num domínio 
retangular W ⇢ R2 e para um intervalo de tempo [0, T], 
com T > 0. Se efetuarmos uma conveniente mudança de 
variáveis e escalonamento (ver [5]), e considerarmos a si-
tuação em que A0  é constante em W, as equações para a 
densidade de criminosos e a atratividade do meio podem 
ser escritas na forma

∂r

∂t
= r ·

✓
rr − 2r

A
rA

◆
− rA + B̄, em W ⇥ (0, T),    (6)

∂A
∂t

= hDA + rA − A + A0, em W ⇥ (0, T),    (7)

onde B̄ = Ā  A0 é dado por (5) ou, o que é equivalente 
B̄ = eDg/w. Para o modelo ficar completo, é necessário in-
troduzir condições iniciais e de fronteira. No nosso estudo 
considerámos condições de fronteira de Neumann homo-
géneas, o que corresponde a considerar que o domínio W 
é isolado. 

Notemos que o problema diferencial obtido inclui me-
nos parâmetros do que o modelo discreto, mas garante 
uma evolução espaciotemporal semelhante. Além disso, 
partilha ingredientes essenciais com o célebre modelo de 
Keller-Segel [3], introduzido em 1971 para descrever o mo-
vimento de bactérias induzido por substâncias químicas. 
Aqui, o papel das bactérias é desempenhado pelos crimi-
nosos e o das substâncias químicas pela atratividade. 

O primeiro termo, em (6), corresponde a uma difusão 
de criminosos e a um movimento segundo o gradiente da 
atratividade, com velocidade inversamente proporcional 
à atratividade local. Esse movimento condicionado pela 
atratividade representa a tendência de os criminosos se 
moverem para locais com maior atratividade, tal como as 

bactérias, no modelo de Keller-Segel, se movimentam no 
sentido dos gradientes das substâncias químicas. Na mes-
ma equação, B̄ (que depende de g) corresponde à taxa de 
adição de criminosos e rA equivale à remoção de crimi-
nosos ao interagirem com a atratividade. Relativamente à 
equação (7) para a atratividade, o primeiro termo corres-
ponde à difusão para a vizinhança, com coeficiente de di-
fusão h. A atratividade vai reduzindo, com valor base A0 . 
O termo rA representa a interação com os criminosos que, 
neste caso, faz aumentar a atratividade.

4. inStabilidade de turing e a FormaÇÃo 
de padrõeS
Para perceber influência dos parâmetros que definem o 
modelo – A0 , B̄ e h – na dinâmica da densidade de assal-
tantes e na atratividade em cada local, vamos começar por 
considerar um exemplo numérico resultante da aplicação 
de um método de diferenças finitas semi-implícito na reso-
lução do problema adimensional (6)–(7), com condições de 
fronteira de Neumann homogéneas

Consideremos uma malha de espaçamento uniforme 
h = 0,2 num quadrado W = (0, 8)2 e uma medida de passo 
temporal dt = h2. Sejam A0 = 0,5, Ā = 2, o que correspon-
de a B̄ = Ā  A0 = 1,5, e h = 0,064 os parâmetros que de-
finem o sistema diferencial. Como condição inicial, vamos 
considerar uma perturbação do estado de equilíbrio 

Ā = A0 + B̄, r̄ =
B̄

A0 + B̄
                       (8)

dada por

A(x, 0) = Ā + dA(x), r(x, 0) = r̄,

com dA(x) um valor aleatório em (0, 103), para todo o 
x 2 W.

Na figura 5 pode ver-se que este conjunto de parâme-
tros conduziu à formação de um padrão na distribuição 
espacial da atratividade (os resultados obtidos para a dis-
tribuição da densidade de assaltantes foram semelhantes). 
No entanto, existem escolhas diferentes dos valores dos 
parâmetros que fazem com que a solução, ao fim de um 
certo tempo, seja uniforme em todo o domínio. 

A questão que se coloca é: para que valores dos pa-
râmetros pequenas perturbações do estado de equilíbrio 
conduzem à formação de padrões espaciais? A resposta foi 
dada por Alan Turing, em 1952, mostrando que é possível 
uma solução de sistema diferencial tender para um estado 
de equilíbrio homogéneo na ausência de difusão e tender 
para um estado de equilíbrio não homogéneo, chamado 
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padrão, quando adicionamos a difusão ao sistema [8]. Este 
efeito destabilizador da difusão é o que caracteriza a cha-
mada instabilidade de Turing. 

Em termos matemáticos, dizemos que o sistema de 
difusão-reação apresenta uma instabilidade de Turing 
quando um estado de equilíbrio estável na ausência de 
difusão se torna instável na presença de difusão. No caso 
do nosso modelo diferencial (6)–(7), iremos começar por 
mostrar que o estado de equilíbrio (Ā, r̄), dado por (8), 
é linearmente estável na ausência de difusão e que, para 
uma determinada escolha de parâmetros, se torna instável 
quando se adiciona a difusão.

Para provar que (Ā, r̄) é linearmente estável na ausência 
de difusão, basta provar que todos os valores próprios de 

L =


1  r̄ Ā
r̄ Ā

�

têm parte real negativa ou, o que é equivalente, que o traço 
de L é negativo e o seu determinante é positivo. Como, no 
nosso caso, Ā, r̄ > 0, temos que tr(L) = 1  r̄  Ā < 0 e 
det(A) = Ā(1 + r̄) + r̄Ā > 0, o que permite concluir que 
o estado de equilíbrio (8) é sempre estável, qualquer que 
seja a escolha dos parâmetros. $

Queremos agora determinar as condições a impor aos 
parâmetros de forma a garantir que o estado de equilíbrio 

se torna instável na presença da difusão. Para isso, vamos 
examinar o comportamento de soluções do modelo (6)–
(7) que resultam das seguintes perturbações do estado de 
equilíbrio 

A(x, t) = Ā + dAest+ik·x, r(x, t) = r̄ + drest+ik·x,

onde s é o fator de crescimento, k = (k1, k2) é o chamado 
vetor de onda, k · x = k1x1 + k2x2, i é a unidade imaginária 
e dA, dr são valores reais positivos pequenos. Substituindo 
no modelo diferencial, obtemos o sistema linearizado

Jk


dA
dr

�
= s


dA
dr

�
,

,


−h|k|2 − 1 − r̄ Ā
−r̄ −|k|2 − Ā

� 
dA
dr

�
= s


dA
dr

�
,

onde |k| é o comprimento do vetor de onda, designado por 
número de onda, e Jk a matrix jacobiana. Para que (Ā, r̄) 
seja instável na presença de difusão e, consequentemente, 
estarmos na presença de uma instabilidade de Turing do 
sistema, os valores do fator de crescimento s terão de ter 
parte real positiva. Atendendo, a equação característica do 
sistema linearizado é dada por 

s2  tr(Jk)s + det(Jk) = 0, 
temos que 

Figura 5. Taxa de crescimento s para os parâmetros do modelo dados no exemplo numérico.
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s =
1
2

✓
tr(Jk)±

q
tr(Jk) 4 det(Jk)

◆
.

Como tr(Jk) < 0, para garantir que s tenha parte real posi-
tiva, temos de considerar

det(Jk) < 0 , h|k|4 − (3r̄ − hĀ − 1)|k|2 + Ā < 0.

Esta desigualdade deve ser verificada, pelo menos, para 
uma banda finita de números de onda e apenas se os parâ-
metros do sistema são tais que 

(3r̄  hĀ  1)2  4hĀ > 0.                       (9)

Esta inequação dá-nos, assim, um critério para determinar 
os valores dos parâmetros do modelo que garantem a for-
mação de padrões. Por exemplo, se substituirmos os valo-
res usados no exemplo numérico em (9), obtemos

(3 ⇥ 0,75 − 0,064 ⇥ 2 − 1)2 − 4 ⇥ 0,064 ⇥ 2 > 0.

Na figura 6 apresenta-se o valor da taxa de crescimento 
s para os valores dos parâmetros dados no exemplo nu-
mérico anterior. Como se pode ver, a parte imaginária do 
fator de crescimento s é diferente de zero apenas para os 

5. comentárioS FinaiS
Com este artigo pretendemos mostrar a importância da 
matemática na área da criminologia através da apresen-
tação de um modelo simplificado que permite identificar 
situações que favoreçam o aparecimento dos chamados  
hotspots, isto é, zonas de elevado risco criminal. Esse mo-
delo necessita, para a sua implementação e parametrização 
efetiva, de ser alimentado por uma quantidade considerá-
vel de dados recolhidos em tempo quase real, que se po-
derão enquadrar na definição de Big Data. Com recurso às 
diversas tecnologias disponíveis atualmente. esta recolha 
poderá ser efetuada sem muita dificuldade. 

A adequabilidade e a aderência do modelo à realidade 
tem sido muitas vezes medida através de indicadores que 
se acredita fornecerem uma medida indireta da qualidade 
do modelo (proxies). No contexto da criminologia – e não 
apenas no problema dos assaltos a residências ou espaços 
comerciais – um dos proxies habituais refere-se ao aumento 
do número de detenções por unidade de policiamento. Se 
em termos matemáticos este procedimento se pode enqua-
drar no processo habitual de modelação, já do ponto de 
vista social e humano a sua aplicação pode afetar alguns 
equilíbrios existentes e tornar-se uma ferramenta de desi-
gualdade. 

Fruto do grande investimento em licenças de software 
comercial, o recurso a métricas que correspondam ao au-
mento do número de detenções por unidade de policia-
mento tem sido usado com muita frequência. Este processo 
tem sido reportado nalgumas cidades dos Estados Unidos 
e poderá induzir, segundo alguns autores, um efeito ne-
fasto a longo prazo. Segundo [4], as forças de segurança 
podem tender a policiar com maior frequência zonas mais 
problemáticas das cidades, focando a sua atenção em cri-
mes de menor gravidade, aumentando dessa forma o nú-
mero de detenções, o que terá como resultado natural uma 
maior eficiência em termos do proxy utilizado. Ao mesmo 
tempo, o modelo tenderá a identificar essas zonas como 
hotspots, mantendo ou aumentando o policiamento, retroa-
limentando assim este processo. Este facto colocará os ha-
bitantes de zonas problemáticas sob uma vigilância mais 
apertada. Assim sendo, a probabilidade de serem fiscaliza-
dos (numa operação stop, por exemplo) ou autuados por 
crimes menores aumenta. Como consequência, e compa-
rativamente com habitantes de outras zonas mais favore-
cidas socialmente, os habitantes daquelas zonas terão um 
tratamento desigual, pois a vigilância tenderá a ser menos 
frequente nas zonas mais favorecidas. Adicionalmente, a 
junção de outros fatores como as habilitações literárias ou 

Figura 6. Taxa de crescimento s em função do quadrado  
do comprimento de onda para os parâmetros usado  

no exemplo numérico.

números de onda para os quais a parte real de s é negati-
va, indicando que não há oscilações crescentes no sistema.  
A parte real do fator de crescimento é positiva numa banda 
finita de números de onda, o que permite concluir que essa 
escolha de parâmetros pode corresponder à formação de 
padrões espaciais da criminalidade.
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o poder económico poderá agravar ainda a mais a possi-
bilidade de aqueles habitantes serem bem-sucedidos e 
evoluírem socialmente, apenas pelo facto de viverem ou 
frequentarem zonas problemáticas. Naturalmente, aque-
las zonas tornam-se menos apetecíveis, tornando-se um 
foco considerado problemático pela sociedade em geral, 
aumentando dessa forma o fosso entre as diversas classes 
sociais e discriminando as pessoas que lá vivem com base 
no local onde nasceram ou que habitam. Assim, e segundo 
[4], o fosso social é agravado, não pela utilização do mode-
lo matemático em si, mas pela aplicação de proxies que des-
torcem o objetivo inicial do modelo e que o retroalimentam 
contribuindo para aquele tipo de assimetrias. Cabe tam-
bém aos matemáticos, enquanto cidadãos empenhados na 
promoção do desenvolvimento e do bem-estar, o dever de 
alertar para possíveis distorções das ferramentas que aju-
dam a criar. 

O campo, relativamente recente, da aplicação da 
matemática, da física teórica e doutras ciências às áreas 
da criminologia é por vezes referido como NetCrime ou 
DataCrime [1]. O IV Symposium on the Structure and Mo-
bility of Crime (https://netcrime.weebly.com), realizado em 
Vermont no corrente ano e que reuniu diversos trabalhos 
nesta área, é um exemplo dos diversos encontros que se 
realizam sobre o tema. 
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31Sobre a impoSSibilidade de conStruir um triângulo, dadoS oS comprimentoS daS biSSetrizeS internaS  •  
a. caminha e a. maia

Apresentamos uma prova 
simples para o facto de que, 

genericamente, é impossível utilizar 
um compasso e uma régua sem marcas 
para construir um triângulo, dados 
os comprimentos das suas bissetrizes 
internas, mesmo no caso em que o 
triângulo seja isósceles.

tos aqui reunidos, pela sua simplicidade, compõem uma 
bela aplicação da teoria, a qual vale a pena ser registada.

De maneira mais precisa, demonstramos neste artigo 
o seguinte resultado.

Teorema 1.1. De um triângulo ABC, isósceles de base BC, 
conhecemos segmentos de comprimentos p e q, respetiva-
mente iguais àqueles das bissetrizes internas relativas aos 
vértices B e A. Se q/p for um número real transcendente, 
então não é possível construir ABC com um compasso e 
uma régua sem marcas.

Recordamos que um número real é dito algébrico se for raiz 
de um polinómio não constante e de coeficientes inteiros; 
do contrário, tal número é denominado transcendente. 
Não é difícil provar (veja o capítulo 1 de [4] ou o exercício 
1.4.12 de [1], por exemplo) que o conjunto dos números re-
ais algébricos é enumerável, isto é, pode ser colocado em 
correspondência biunívoca com o conjunto dos naturais. 
Uma vez que todo o intervalo aberto da reta real é não 
enumerável, percebemos imediatamente que o teorema 
acima estabelece genericamente a não construtibilidade de 
triângulos isósceles.

Por fim, observamos que, dados arbitrariamente três 
segmentos de reta, sempre existe um triângulo cujas bis-
setrizes internas têm comprimentos iguais aos compri-
mentos de tais segmentos; ademais, tal triângulo é único 
a menos de congruência. Esse resultado foi demonstrado 
somente em 1994, por P. Mironescu e L. Panaitopol (veja 
[9]), por meio de um belíssimo argumento envolvendo o 
Teorema do Ponto Fixo de Banach para contrações.

2. algebrizando conStruÇõeS 
geomÉtricaS
Por completude, ao longo desta secção recordamos breve-
mente a formalização algébrica das construções com uma 
régua não graduada e compasso, seguindo essencialmen-
te [6] e [7]. 

Assumimos que, com uma régua não graduada e um 
compasso, podemos traçar:

(i)  a reta que passa por dois pontos dados;

(ii) o círculo com centro num ponto dado e passando 
por outro ponto também dado.

Assumimos também que todas as construções são realiza-
das no plano cartesiano R2. Nesse sentido, dado um sub-
conjunto S de R2 que contenha pelo menos dois pontos, 
dizemos que: 

1. introduÇÃo
Um dos pontos altos de todo curso de Estruturas Algébri-
cas é a solução dos problemas clássicos gregos de constru-
ção com régua e compasso, quais sejam, a demonstração 
das impossibilidades da quadratura de um círculo, da du-
plicação de um cubo e da trissecção de um ângulo genéri-
co. Usualmente, isto é feito por contradição: por um lado, 
mostra-se (cf. [6], [7] ou [8], por exemplo) que um número 
real a > 0 é construtível se, e só se, o grau da extensão de 
corpos Q(a)

Q for uma potência de 2; por outro, para o 
primeiro problema a contradição surge da transcendência 
de p , enquanto para os outros dois problemas ela decorre 
do facto de que os polinómios minimais de 3

p
2 e de cos p

9  
têm grau 3. 

Nesta curta nota, aplicamos o arcabouço de ideias 
envolvido na demonstração dos problemas gregos para 
apresentar uma prova simples para o facto de que é im-
possível, utilizando um compasso e uma régua sem mar-
cas, construir um triângulo, conhecidos os comprimentos 
das suas bissetrizes internas, mesmo que o triângulo seja 
isósceles. 

Creditávamos o problema acima ao folclore matemá-
tico. Contudo, após a apresentação desta nota a alguns 
colegas, fomos informados por Samuel B. Feitosa de que 
ele parece ter sido inicialmente proposto por H. Brocard, 
em 1875, e respondido (negativamente) por F. Neiss (veja 
[10]), em 1937, mas não fomos capazes de acessar a sua de-
monstração. De toda forma, acreditamos que os argumen-
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Ai, para 3  i  r, pode ser obtido por meio de constru-
ções elementares que envolvam os pontos anteriores a ele 
na sequência.  

Os próximos dois resultados evidenciam a importân-
cia desses conceitos preliminares. A fim de que o leitor os 
aprecie melhor, cumpre recordar (cf. os capítulos 5 de [6] 
ou [8], por exemplo) alguns factos simples sobre extensões 
de corpos. 

Se K  é um subcorpo de R e a 2 R, denotamos por 
K[a] (respetivamente K(a)) o menor subanel (respetiva-
mente subcorpo) de R contendo K  e a. Assim, K[a] é o 
conjunto de todos os números reais da forma 

anan + an1an1 + · · ·+ a1a + a0,               (2.1)

com n 2 Z+ e a0, a1, . . . , an 2 K, ao passo que K(a) é o 
conjunto formado pelos quocientes b/g, com b, g 2 K[a], 
sendo g 6= 0.

Se a é algébrico sobre K , isto é, se a é raiz de um polinó-
mio não nulo de coeficientes em K , é possível mostrar que 
o conjunto dos polinómios em K[X] que anulam a é forma-
do pelos múltiplos de um único polinómio mónico e irre-
dutível pa|K 2 K[X], dito o polinómio minimal de a sobre K . 
Sendo esse o caso, diz-se que a extensão de corpos K(a)

K 
é finita, e define-se o seu grau, denotado [K(a) : K], como 
a dimensão do K espaço vetorial K(a); por fim, prova-se 
que [K(a) : K] é igual ao grau do polinómio pa|K.

Lemma 2.1. Seja K  um subcorpo de R que contém as co-
ordenadas de uma coleção S de pontos construtíveis de 
R2, todos com coordenadas em K . Se A = (a, 0) é imedia-
tamente construtível a partir de S, então [K(a) : K]  2. 

Demonstração (esboço). Conforme observamos anterior-
mente, o ponto A = (a, 0) é interseção de duas retas, de 
uma reta e um círculo ou de dois círculos, determinados 
a partir de pontos de S. Também por uma observação an-
terior, a é raiz de um polinómio f 2 K[X], de grau 1 ou 
2; então, sendo pa|K o polinómio minimal de a sobre K , 
temos

[K(a) : K] = ∂pa|K  ∂ f  2. 

Tendo em vista o lema anterior, a multiplicatividade de 
graus para extensões finitas de corpos fornece o seguinte 
resultado fundamental.

Teorema 2.3. Seja K  um subcorpo de R que contém as 
coordenadas de uma coleção S de pontos construtíveis de 
R2, todos com coordenadas em K . Se A = (a, 0) é cons-

(i) uma reta é imediatamente construtível a partir de S se 
contiver, pelo menos, dois pontos distintos de S;

 (ii) um círculo é imediatamente construtível a partir de 
S se o seu centro e um dos seus pontos pertencerem a S.

Assim, dizemos que um ponto A é imediatamente construtí-
vel a partir de S se A for a interseção entre duas retas, entre 
uma reta e um círculo ou entre dois círculos imediatamen-
te construtíveis a partir de S. Portanto, se A é imediata-
mente construtível a partir de S, então as suas coordena-
das cartesianas satisfazem um sistema de equações com-
posto por equações de retas ou círculos e, assim sendo, 
tais coordenadas são raízes de equações polinomiais de 
graus 1 ou 2, tendo por coeficientes expressões algébricas 
envolvendo somente coordenadas de pontos de S. 

A partir de agora, sejam S0 = {(0, 0), (1, 0)} e, para 
i  1, seja Si o conjunto dos pontos imediatamente cons-
trutíveis a partir de Si1. Definimos o conjunto C dos pon-
tos construtíveis de R2 como 

C =
[

i0

Si.

Evidentemente, definimos de maneira análoga o conjunto 
dos pontos de R2 construtíveis a partir de um subconjun-
to S qualquer de R2.

Não é difícil mostrar que um ponto A(a, b) é constru-
tível se, e somente se, os pontos (a, 0) e (b, 0) o forem. Isto 
posto, temos a seguinte

Definição 2.1. Um número real x é construtível se x for a 
abscissa de um ponto construtível.

A partir das construções elementares listadas anterior-
mente, já na Antiguidade Clássica os gregos sabiam reali-
zar, por exemplo, as seguintes construções:

(i)   adicionar e subtrair segmentos;

(ii)  dividir um segmento dado em n segmentos con-
gruentes, para n 2 N;

(iii) dada uma unidade de medida e segmentos de 
comprimentos a e b, construir segmentos de comprimen-
tos ab e a/b.

Portanto, o conjunto dos números construtíveis é um 
subcorpo de R contendo Q. 

Pelo que fizemos até aqui, um ponto A é 
construtível se existirem pontos A1, A2 , A3, ..., 
Ar, com A1 = (a1, b1) = (0, 0), A2 = (a2, b2) = (0, 1), 
A3 = (a3, b3), ..., Ar = (ar, br) = A e tais que cada um dos 
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trutível a partir de S, então [K(a) : K] é uma potência de 2.

Demonstração (esboço). A partir das hipóteses, não é di-
fícil mostrar que existem a0 = 1, a1, a2, ..., an = a tais que, 
para 1  i  n, o número ai é imediatamente construtível 
a partir de K(ai1). Então, a aludida multiplicatividade 
de graus, juntamente com o lema anterior, fornece

[K(a) : K] =
n

’
i=1

[K(ai) : K(ai1)] = 2m, 

para algum inteiro m tal que 0  m  n. 

De posse da discussão acima, podemos antecipar, em 
linhas gerais, os argumentos que levarão à demonstração 
do Teorema 1.1 analisando brevemente o problema da 
trissecção de um ângulo (para mais detalhes, veja nova-
mente os capítulos 5 de [6] ou [8]): se fosse possível cons-
truir com um compasso e uma régua sem marcas um ân-
gulo de 20º (ou, de outra forma, se fosse possível trissectar 
um ângulo de 60º), pode-se mostrar que o número cos 20º 
seria construtível a partir de Q. Contudo, um pouco de 
Trigonometria fornece a igualdade 

8 cos3 20◦ − 6 cos 20◦ − 1 = 0,

de sorte que o polinómio minimal de cos 20º sobre Q é (o 
polinómio irredutível) 1

8 (8X3  6X  1). Assim, 

[Q(cos 20 : Q] = 3,

que não é uma potência de 2, de sorte que chegamos a 
uma contradição.

3. demonStraÇÃo do teorema 1.1 
3.1.  A parte geométrica
Consideremos um triângulo ABC, isósceles de base BC, e 
denotamos por AM e BP duas das suas bissetrizes internas 
(veja a figura 1). 

Assumimos que os comprimentos p de BP e q de AM 
são conhecidos, e fazemos AB = AC = l e BC = b. Uma 
vez que AM também é altura e mediana de ABC, temos 
cos q = b

2l; também, aplicando o Teorema de Pitágoras ao 
triângulo ACM, obtemos l2  b2

4 = q2 ou, o que é o mesmo,

(2l + b)(2l  b) = 4q2.                        (3.1)

Com respeito à bissetriz interna BP, o Teorema da Bis-
setriz Interna (cf. capítulo 4 de [3], por exemplo) forne-
ce AP

CP = AB
BC  ou, denotando CP = x, lx

x = l
b. Resolvendo 

para x, temos CP = x = bl
b+l . Então, aplicando a Lei dos 

Cossenos ao triângulo BPC, vem que

p2 = b2 + x2  2bx cos q

= b2 +
⇣ bl

b + l

⌘2
 2b

⇣ bl
b + l

⌘
· b

2l

=
b2l(b + 2l)
(b + l)2 .

Esta última relação, juntamente com (3.1), dá facilmente

b2l
2l  b

=
p2(b + l)2

4q2 .

3.2.  A parte algébrica
Multiplicando a última igualdade acima em ⇥ e utilizando 
um pouco de álgebra elementar, obtemos

2p2l3 + 3p2bl2  4q2b2l  p2b3 = 0;

dividindo ambos os membros por b3, podemos escrever

2p2
⇣ l

b

⌘3
+ 3p2

⇣ l
b

⌘2
 4q2

⇣ l
b

⌘
 p2 = 0.

A fim de simplificar a notação nos argumentos subse-
quentes, podemos supor p = 1. Realmente, pensando em 
p e q como os comprimentos de dois segmentos dados no 
papel (e, portanto, transportáveis com o auxílio da régua 
e do compasso), podemos impor o comprimento p como 
unidade de medida ao longo dos eixos do sistema carte-
siano fixado.

Desse modo, concluímos que l
b é uma raiz do polinó-

mio de terceiro grau

f (X) = 2X3 + 3X2  4q2X  1.                (3.2)

Agora, estabeleçamos a irredutibilidade de f em Q(q)[X], 
para todo o número real q > 0 transcendente. 

Sendo q transcendente, pode-se mostrar que Q[q] 
é essencialmente idêntico a um anel de polinómios 
Q[Y]; formalmente, diz-se que Q[q] e Q[Y] são isomor-
fos, o que é denotado escrevendo-se Q[q] ' Q[Y]. Então, 
Q[q] 6= Q(q), mas, por outro lado, Q[q] é um domínio de Figura 1. Um triângulo isósceles e duas das suas bissetrizes internas.
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fatoração única. Dessa forma, um teorema clássico de 
Gauss (conhecido como o Lema de Gauss − veja o Teorema 
4.3.1 de [8] e a discussão subsequente, por exemplo) garan-
te que f será irredutível em Q(q)[X] se o for em Q[q][X]. 

Por sua vez, se tal não sucedesse, f teria uma raiz 
a 2 Q(q), e existiriam g(X), h(X) 2 Q[X] \ {0} tais que 
a = g(q)

h(q). Nesse caso, o critério de pesquisa de raízes de f 
pertencentes ao corpo de frações do domínio de fatoração 
única Q[q] (veja, por exemplo, a Secção 2.2 de [5] ou o pro-
blema 2.9.1 de [2]), juntamente com (3.2), permite concluir 
que g(q) | 1 e h(q) | 2 em Q[q]. Mas, como Q[q] ' Q[Y], 
isso garante que a 2 Q. Então, novamente por (3.2), temos 

q2 =
2a3 + 3a2 − 1

4a
2 Q,                  (3.3)

um absurdo.
Por fim, argumentando por contradição, suponha que 

seja possível utilizar um compasso e uma régua sem mar-
cas para construir o triângulo ABC, conhecidos os compri-
mentos p = 1 e q, com q > 0 transcendente. Recordando 
a discussão da secção anterior, isto significa que existe 
uma sequência finita de construções elementares que nos 
permite obter o comprimento lp

b = l
b (uma vez que esta-

mos assumindo p = 1). De outra maneira, l
b é construtível 

a partir de Q(p, q) = Q(q), de forma que, pelo Teorema 
2.3, o grau [Q(q)(l/b) : Q(q)] deve ser uma potência de 2. 
Contudo, uma vez que f é irredutível em Q(q)[X], temos

[Q(q)(l/b) : Q(q)] = ∂pl/b|Q(q) = ∂ f = 3,

uma contradição.

Observação 3.1. Defina Z[q] como o conjunto das expres-
sões como em (2.1), com n 2 N e ai 2 Z para 0  i  n.  
A demonstração do Teorema 1.1 ainda funciona, sem al-
terações, se q > 0 for tal que Z[q] é um domínio de fato-
ração única e [consoante (3.3)] q2 não é racional. Uma vez 
que não nos foi possível exibir exemplos simples dessa  
situação com q > 0 algébrico, optámos por nos restrin-
gir ao caso em que q é transcendente. De todo o modo, 
uma análise mais detalhada do caso em que q é algébrico 
levaria-nos rapidamente ao reino da Teoria Algébrica dos 
Números e tornaria a nossa exposição muitíssimo menos 
elementar.
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deFinir o tempo
O tempo perguntou ao tempo quanto tempo o tempo tem, o tempo res-
pondeu ao tempo que o tempo tem tanto tempo quanto tempo o tempo 
tem. Esta lengalenga foi, para muitos, a primeira abordagem a uma questão 
antiga, provavelmente tão antiga quanto a humanidade. 

Procuro no Houaiss a definição da palavra “tempo” e ob-
tenho:
Duração relativa das coisas que cria no ser humano a ideia 
de presente, passado e futuro; período contínuo no qual os 
eventos se sucedem.

Insisto com o dicionário e procuro “duração”:
Acto, processo ou efeito de durar, continuidade indefinida 
de tempo.

Insisto, vou à procura da palavra “período”, eis o que surge:
Tempo que transcorre entre duas datas ou dois aconteci-
mentos

Não há forma de escapar, definimos o tempo a partir da 
noção de tempo, é uma serpente que morde a cauda, o “ou-
roboros”, cuja primeira representação conhecida data de 14 
B.C., no túmulo de Tutancámon. 

O tempo é o tempo, uma tautologia sem remédio. Ou 
não? São célebres as palavras de Santo Agostinho a esse 
propósito: 

Que é, pois, o tempo? Se ninguém me pergunta, eu sei; 
mas se quiser explicar a quem indaga, já não sei. Contudo, 
afirmo com certeza e sei que, se nada passasse, não have-
ria tempo passado; que se não houvesse os acontecimentos, 
não haveria tempo futuro; e que se nada existisse agora, 
não haveria tempo presente.

O tempo é memória, experiência e expectativa, será isso, 
Santo Agostinho? 

Outros tentaram pensar “fora da caixa”, o físico Richard 
Feynman:

O tempo é o que acontece quando nada mais acontece.
O também físico John Wheeler:

O tempo é a forma da Natureza impedir que aconteça tudo 
de uma vez.

O escritor Jorge Luís Borges:
O tempo é a substância de que sou feito.

Ou o nosso Bernardo Soares:
Ouço cair o tempo, gota a gota, e nenhuma gota que cai se 
ouve cair.

Todas dizem, sem muito explicar, o tempo escapa-nos, por 
entre os dedos e os dias, por entre as palavras e até as fór-
mulas. Há quem o tente negar, como o físico inglês Julian 
Barbour que, em 1999, publicou o livro “The End of Time”, 
onde tenta reformular a física eliminando a variável tempo. 

Einstein trocou-nos as voltas e entreteve-se a contrair e 
a distender o tempo de acordo com os campos gravíticos e 
a velocidade a que nos movemos, descreveu-o como uma 
outra dimensão, uma parte de um contínuo espaço-tempo, 
mas haveremos de lá voltar. 

O conceito permanece obscuro, ou pelo menos difícil. 
Conhecemos o tempo, mas não o sabemos explicar. Será coi-
sa humana ou autónoma? Existirá tempo para lá da nossa 
perceção e mortalidade? 

A ciência, avessa ao mistério, trata-o com uma letra 
minúscula, “t”, e define o segundo como “a duração de 
9192631770 períodos da radiação correspondente à transição 
entre os dois níveis hiperfinos do estado fundamental do 
átomo de césio-133”. É muito sofisticado, mas pouco satis-
fatório. 

Por ora, vamos fazendo como Agostinho, agarrados 
a uma resposta que não podemos dar se alguém nos per-
guntar. 
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CONvERsA COM...

gONçALO Tu começaste a estudar Física aqui na Facul-
dade de Ciências...

HUgO Sim, fiz a licenciatura em Física pré-Bolonha, ou 
seja, quatro anos, os primeiros dois de Física e os res-
tantes na especialização de Astronomia e Astrofísica. No 
ano em que poderia iniciar o mestrado na mesma área, 
este não abriu. Nesse momento não me passou pela ca-
beça ir para fora, para poder continuar os meus estudos. 
Uma das razões para isso foi terem-me informado de que 
poderia começar diretamente o doutoramento, apesar de 
ter terminado o curso com média de 15 e não com mé-
dia de 16, que era a condição para o poder fazer. Tentei 
mesmo assim seguir esta via e tive um ano de interreg-
no entre o final do curso, a faculdade ter-me aceitado 
como aluno de doutoramento e a bolsa da FCT ter sido 
disponibilizada. Terminei em 2011 e fui para Concepci-
ón, no Chile, para trabalhar na universidade local, mas 
já com fundos do ALMA (Atacama Large Millimeter/ 
Submillimeter Array) CONICYT.

gonÇalo moraiS CONvERsA COM

Hugo meSSiaS
Muitos de nós sentimos algures nas nossas vidas o fascínio da  
observação astronómica. Alguns fazem disso vida. Esse é o caso 
do Hugo Messias, doutorado em Física pela Faculdade de Ciências 
da Universidade de Lisboa. Faz parte da equipa que conseguiu pela 
primeira vez fotografar um buraco negro, acontecimento celebrado 
a 10 de abril de 2019. Este é um resumo da conversa que tivemos 
acerca do seu trabalho e do fascínio primordial que ainda hoje sen-
te pela Astrofísica.

gONçALO Podes explicar um pouco qual a organização 
do ALMA? Sei que se trata de um consórcio...

HUgO No caso do ALMA, é um consórcio de vários con-
sórcios. No Chile está a maior área coletora de luz, cerca 
de 60% da área mundial.

gONçALO Certamente que o Chile não foi escolhido ao 
acaso... 

HUgO O Norte do Chile está entre os dois mil e os cinco 
mil metros de altitude e tens menos água na atmosfera...

gONçALO Apesar de estares relativamente perto do 
mar...

HUgO Sim, é verdade. Mas há zonas muito secas porque 
as nuvens que vêm do mar sobem a primeira cordilhei-
ra e, ao descerem, chove. Quando sobem novamente, já 
têm menos quantidade de água. Repetindo este processo 
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sucessivamente, consegues obter uma zona muito seca, 
mesmo estando relativamente perto do mar. O único pro-
blema que o ALMA tem com humidade é quando ela vem 
da Amazónia, sobretudo em fevereiro, em pleno verão, 
que é quando chove mais.

O ALMA são quatro parceiros: o Chile, como país anfi-
trião; a Europa, através do consórcio European South Ob-
servatory, formado por 16 países europeus, entre os quais 
está incluído Portugal; um consórcio da América do Nor-
te, formado pelos Estados Unidos da América e pelo Cana-
dá e com uma participação de Taiwan através de um ins-
trumento; e um consórcio asiático formado pelo Japão, a 
Coreia do Sul e Taiwan. Pelo que recordo, no início, a ideia 
partiu do consórcio norte-americano e asiático. Quando o 
Japão estava prestes a desistir, a Europa apareceu e tornou 
tudo possível.

gONçALO Financeiramente?

HUgO Em primeiro lugar, financeiramente e, posterior-
mente, também com uma componente tecnológica. O que 
se passa é que cada antena no ALMA tem espaço para 
dez tímpanos ou recetores, estando neste momento ins-
talados apenas oito. Estes recetores provêm dos vários 
consórcios.

gONçALO É preciso esclarecer que estamos a falar, não 
dos habituais telescópios óticos, mas de rádio telescópios.

HUgO Sim, no ALMA estamos a falar de rádio telescó-
pios. São 66 antenas espalhadas pelo planalto a cinco mil 
metros de altitude.

gONçALO Num planalto...

HUgO Sim, num planalto a perder de vista. Nós opera-
mos o telescópio a três mil metros de altitude. De facto, 
dois mil noventos e qualquer coisa, porque são normas 
americanas e são medidas em pés. A segurança do traba-
lho obriga a que estejamos em permanência abaixo dessa 
cota. Acima dessa marca incorremos em problemas de-
rivados de trabalharmos em altitude e complicaria todo 
o processo de monitorização do estado de saúde dos tra-
balhadores. Os meus colegas que têm de ir lá acima são 
obrigados a passar por uma bateria de testes.

gONçALO Tu nunca vais lá acima?

HUgO Eu não precisaria de ir lá acima, mas vou algumas 
vezes por diversão ou para acompanhar pessoas que nun-
ca tiveram oportunidade de visitar as antenas.

gONçALO E há algum telescópio ótico nesse planalto?

HUgO Um telescópio ótico não necessita de estar a altitu-
des tão altas. A razão é simples: nós conseguimos aquecer 
a água no micro-ondas porque a água absorve a radiação. 
Da mesma maneira, a água que existe na atmosfera tam-
bém vai absorver esta radiação.

No caso dos telescópios óticos a perturbação da at-
mosfera verifica-se por outra razão. O cintilar das estrelas 
deve-se quase totalmente à turbulência atmosférica. Nes-
te momento está a ser instalado um telescópio de infra-
vermelho próximo/infravermelho médio.

gONçALO Mas o Hubble é um telescópio ótico...
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HUgO Ótico e infravermelho próximo. Existe uma for-
ma de corrigir a turbulência da atmosfera. Basicamente, 
com um laser excitas um átomo na alta atmosfera e con-
segues medir a turbulência. Com essa medida vais mo-
vendo o espelho para corrigires a turbulência. A isto 
chama-se ótica adaptativa.

gONçALO Mas nós conseguimos discernir estrelas in-
dividuais em galáxias fora da nossa...

HUgO Conseguimos visualizar estrelas gigantes na ga-
láxia de Andrómeda e nas nuvens de Magalhães...

gONçALO Estamos a falar de distâncias absurdas...

HUgO A galáxia de Andrómeda fica a 2.5 milhões de 
anos luz o que cosmológicamente não é nada. (Risos)

gONçALO A perturbação total de uma observação des-
se tipo deve ser gigantesca!

HUgO Em primeiro lugar existe a turbulência gerada 
pelas estrelas da nossa própria galáxia. Depois existem 
poeiras e perturbações magnéticas, entre outras. A isto 
dá-se o nome de perturbação de pimeiro plano. Opti-
camente Andrómeda tem o tamanho da Lua, pelo que, 
através dos mapas que existem destas perturbações po-
des fazer uma correcção até um certo limite.

gONçALO Isso é um aspecto interessante, porque 
quando eu espreitei os teus artigos, percebi que gran-
de parte do trabalho de um astrofísico é tratamento de 
uma quantidade enorme de dados...

HUgO Sim, tem muito tratamento estatístico. Quando 
dizemos que uma galáxia tem uma certa massa, esta-
mos a assumir uma série de pressupostos. Em primeiro 
lugar a função inicial de massa, ou seja, quantas estre-
las se formaram, de entre todas as variantes possíveis...

gONçALO Ou seja, estás a dizer que pode haver muita 
massa que está dentro da galáxia mas que não formou 
estrelas...

HUgO Exactamente... Quando estudo uma galáxia te-
nho de ter a noção que a massa estelar tem uma incer-
teza de um factor dois ou três, caso em que já é algo 
muito bom.

gONçALO Ou seja, a massa pode ser duas ou três vezes 
maior! Em escalas colossais...

HUgO Sim, na nossa galáxia estamos a falar de 1011.

gONçALO Um dos conceitos mais interessantes é o de 
matéria negra. Podias explicar o que é?

HUgO Matéria negra é tudo o que não é matéria barióni-
ca [risos]! Ou seja, simplificando, é tudo o que não forma 
estrelas, planetas, átomos, nós, seres vivos...

gONçALO Mas é algo que existe mesmo ou é apenas um 
conceito que é usado para explicar os erros dos modelos?

HUgO Há pessoas que tentam explicar matéria escura 
através de correções nas equações. Há, de facto, uma teo-
ria bem estabelecida, designada por L-Cold Dark Matter 
(L-CDM), que dá uma separação de contribuições. Tens. 
em primeiro lugar, a parte da energia escura, que é uma 
força gravítica repulsiva. O que é? Ninguém sabe! Tens, 
em segundo lugar, a matéria escura. O que é? Ninguém 
sabe! Por fim, tens 5% de tudo que é matéria bariónica, 
que é o que nós observamos.

gONçALO Isso é uma coisa fabulosa!

HUgO Sim! Energia escura e matéria escura são repre-
sentações da nossa ignorância. Mas, apesar disso, como 
se comporta de uma maneira gravítica e não interage qui-
micamente, conseguimos descrevê-la matematicamente, 
ou seja, só tens de te preocupar com as equações da gra-
vitação...

gONçALO É só massa...

HUgO Isso mesmo...

gONçALO Não tem magnetismo...

HUgO Em princípio, não. Outras pessoas investigam as 
consequências de esta matéria escura ser composta por 
neutrinos, por partículas muito massivas mas que inte-
ragem pouco. Estas consequências deveriam ser observa-
das de uma determinada forma, por exemplo, através de 
uma transição muito energética nos raios X.

gONçALO Algo que achei extraordinário nos teus traba-
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lhos é terem um aspeto prático exuberante. Andas mesmo 
à procura das coisas...

HUgO Às vezes, sim. Outras vezes, há pessoas que di-
zem que segundo a teoria vigente estas galáxias não de-
veriam existir, porque com tal potencial gravítico deveria 
haver muito mais gás a entrar para dentro da galáxia e 
deveria haver uma maior taxa de formação de estrelas...

gONçALO Desculpa interromper-te mas isso é outro 
ponto interessante, o facto de não se observar. A escala 
de tempo a que estas transformações ocorrem é gigante 
quando comparada com a escala de tempo humana.

HUgO Tudo se baseia no facto de a luz ter uma veloci-
dade finita. Ou seja, estás a observar a Lua há um segun-
do, o Sol há oito minutos. A primeira coisa que fazemos 
é estabelecer uma banda temporal que categoriza tem-
poralmente o que observamos. De seguida, categorizo a 
população de galáxias em tempo, ou seja, look-back time, 
e em termos de massa. Assim consigo para cada tipo de 
galáxia, com um determinado tipo de massa, observar a 
diferentes escalas de tempo.

gONçALO Ou seja, fazes uma amostragem...

HUgO Sim, e aí entra a variação cósmica, que é eu olhar 
para um ponto do Universo e fazer uma contagem. Esta 

contagem varia consoante o ponto para onde eu olho. 
Quando observamos uma galáxia e ela contradiz o mode-
lo, temos de perceber se é um problema da parte teórica 
ou um problema da observação.

Existe sempre um problema na parte dos modelos. 
Voltamos ao que falámos há pouco, acerca do grau de 
incerteza. Quando o que observas está na cauda da dis-
tribuição, terás de ter uma amostra maior para que o que 
observas seja mais provável de acontecer. Por exemplo, 
para certas observações de buracos negros supermassi-
vos, a estimativa da massa pode ter um fator de incerteza 
de seis.

gONçALO Falemos então de buracos negros e do traba-
lho que desenvolveste no ALMA. Porquê apontar para 
aquele buraco negro em particular? Existem vários bura-
cos negros identificados, certo?

HUgO Sim, existe o Sloan Digital Sky Survey Quasar Cata-
log (SDSS), que, como o próprio nome indica, é um catálo-
go de quasares...

gONçALO O que é um quasar?

HUgO Um quasar é quasi-stellar object, ou seja, um bura-
co negro tão massivo que a radiação que sai dele é mais 
intensa do que a da própria galáxia. Como estão muito 
longe, quando foram observados pela primeira vez pen-
sou-se que seriam estrelas. Só quando se olhou para o es-
pectro é que se percebeu que eram, de facto, galáxias. Daí 
o nome. No SDSS estão catalogados mais de meio milhão 
de quasars.

gONçALO Mas existem buracos negros que não são 
quasares...

HUgO Sim, os quasares do SDSS são quasares que des-
cobriste através de uma cor muito brilhante no ótico e no 
ultravioleta, não sendo por isso obscurecidos por poeira. 
Hoje sabe-se que muita da acreção feita pelos buracos ne-
gros acontece quando há muita poeira na galáxia. E estes 
não são observáveis da mesma forma que os do SDSS. Isto 
implica que há muitos mais que ainda estão por descobrir.

gONçALO E o que vocês em particular fotografaram?  
Se bem que aquilo não é uma fotografia, mas sim uma 
reconstrução, certo?
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HUgO Sim! A ideia vem do final dos anos noventa.  
Deram-se conta de que se tivéssemos um telescópio do 
tamanho da Terra e observássemos num determinado 
comprimento de onda, conseguiríamos ver este anel de 
lente gravitacional e a sombra no meio que era a indicação 
do buraco negro supermassivo.

Faltava depois escolher o buraco negro. Uma das hi-
póteses era o que está no centro da nossa galáxia, porque 
está perto. Quando se observaram as galáxias mais próxi-
mas, percebeu-se que o melhor candidato seria o da M87 1.

gONçALO E como é que conseguiram obter um telescó-
pio do tamanho da Terra? E, já agora, porquê a necessida-
de de terem um telescópio tão grande?

HUgO Em primeiro lugar, quanto maior for a antena, 
maior será a abertura. Em segundo lugar, estes objetos 
estão tão longe que é como se estivessem no infinito...

gONçALO Ou seja, estás a regular o teu telescópio para 
ter qualquer coisa como a distância hiperfocal, é como na 
fotografia normal...

HUgO Sim, mas o que separa da fotografia usual é o fac-
to de as distâncias serem enormes. Como fisicamente é 
impossível construir um telescópio do tamanho da Terra, 

o que se faz é interferometria. Exemplificando, ao coloca-
res estações em vários pontos da Terra, observando um 
mesmo ponto no céu simultaneamente, recebes esta ra-
diação, gravas tanto a intensidade como a fase da mesma. 
Depois existem correladores que recebem os vários sinais 
e juntam-nos todos.

Um interferómetro é algo que se pode explicar atra-
vés de um exemplo do qual algumas pessoas não gostam 
muito: tens duas orelhas cujos tímpanos captam sinais 
que são processados pelo cérebro.

gONçALO Daí teres referido que as antenas têm tímpa-
nos...

HUgO Exatamente! Por isso é que quando estás a falar 
com uma pessoa, estás a falar de frente para ela, de modo 
a que os tímpanos estejam à mesma distância do emissor. 
A isto chama-se estar em fase. Neste caso, as ondas estão 
em processo construtivo. No caso de estarem desfasadas 
estão em processo destrutivo porque vão perturbar-se.

gONçALO Mas à distância que nós estamos dos objetos 
que estamos a observar, não é como se os sensores esti-
vessem todos em fase?

HUgO Não porque estás a captar o sinal numa banda 
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em que a distância entre os recetores já é significativa.  
No caso das nossas observações, e por causa da frequên-
cia que estamos a usar, temos de quantificar as diferenças 
das distâncias que a radiação percorreu até aos diferentes 
recetores com um erro inferior a 1mm.

Uma vez tendo conseguido isto, conseguimos des-
crever a morfologia do objeto que estamos a observar.  
A distância neste caso só é importante para conseguir 
corrigir o desfasamento entre as várias ondas.

gONçALO Mas, do ponto de vista teórico, essa correla-
ção entre as ondas já a podias fazer há muito tempo...

HUgO Sim, para comprimentos de onda maiores, ou seja, 
com precisão menor. Uma das coisas de que precisas, por 
exemplo, é que os detetores funcionem a uma tempera-
tura suficientemente baixa para que a radiação por eles 
emitida não interfira com a radiação captada. No caso do 
ALMA, os recetores funcionam a 15K, 8K e a 4K...

gONçALO Ou seja, tão baixo como 269 graus negativos...

HUgO Depois necessitas de um relógio altamente preci-
so para conseguires colocar os vários sinais em fase. São 
relógios que se atrasam um segundo a cada vinte milhões 
de anos.

gONçALO Isso que descreveste parece o problema da 
longitude a uma escala cósmica.

HUgO Sim, e por isso eu digo que isto foi um feito tam-
bém do ponto de vista tecnológico. Não direi da mesma 
magnitude do feito necessário para captar as ondas gra-
vitacionais, em que foi criado um observatório totalmente 
novo para tentar descobrir uma coisa que ninguém sabia 
se existia ou não, a uma escala menor do que um átomo.

gONçALO E qual a tua participação em todo este proje-
to? Imagino que seja uma equipa gigantesca.

HUgO O artigo é assinado por mais de 200 pessoas. Foi 
publicado no dia 10 de abril, num número especial do The 
Astrophysical Journal Letters2 totalmente dedicado a esta 
descoberta, no mesmo dia da apresentação pública dos 
resultados.

A minha participação iniciou-se em janeiro de 2017 e 
passou por estar no terreno a calibrar as várias antenas 
para seguir o programa de observações estabelecido. O 

problema que surge pelo facto de estarmos a usar muitas 
antenas faz com que esta calibração tenha de ser feita in 
vivo.

gONçALO Uma última questão prende-se com a parte 
tecnológica do projeto. Uma coisa é discutir ciência, outra 
coisa é tecnologia. Num projeto destes existe muito co-
nhecimento tecnológico que é transmitido entre as várias 
partes envolvidas...

HUgO Sim e não. Tudo é gerido em pezinhos de lã. Por 
exemplo, aquando da construção das antenas, o pavilhão 
dos Estados Unidos era um pavilhão em que se fosses eu-
ropeu ou japonês não podias entrar. Só entravam pessoas 
ligadas a esse consórcio. O mesmo acontecia nos outros 
consórcios. Havia componentes que eram enviadas já 
montadas.

Quanto aos recetores, como se trata de uma coisa tão 
específica para a Astronomia, no fim ganhas muito mais 
partilhando conhecimento do que se o fechares. Este pro-
cesso fez com que os recetores do ALMA sejam 25 vezes 
mais precisos do que o que existia até então. Toda esta 
tecnologia dos recetores está lá exposta para que todos 
possam consultar.

gONçALO Hugo, obrigado por te teres disponibilizado 
para esta conversa.

HUgO Obrigado!

1galáxia na constelação da Virgem, a 53 milhões de anos-luz da Terra..
2 Disponível em https://iopscience.iop.org/issue/2041-8205/875/1.
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NOTÍCIAs

Superior de Economia e Gestão da Universidade de 
Lisboa, discutiu questões sobre o ensino da mate-
mática e os erros cometidos. No dia 4, quinta-feira, 
Henrique Leitão, Prémio Pessoa 2014 e professor da 
Faculdade de Ciências da Universidade de Lisboa 
apresentou a palestra “A questão do calendário em 
Portugal no séc. XVI”. No último dia, 5 de julho, 
Margarida Carvalho, da Universidade de Montreal, 
encerrou o evento com a sessão sobre “Teoria dos 
jogos na prática”.
Na quinta-feira de manhã, houve ainda uma emotiva 
mesa redonda sobre as Olimpíadas Portuguesas de 
Matemática, que contou com depoimentos de antigos 
olímpicos. Todos mencionaram como a participação 
nas Olimpíadas teve impacto na definição do seu per-
curso profissional. Participaram nesta mesa redonda 
a professora Joana Teles, responsável da SPM pelas 
Olimpíadas Portuguesas de Matemática, o professor 
António Salgueiro, da Comissão de Problemas, o neu-
rocientista Miguel Castelo Branco, João Pina, CEO da 
Skima, e Henrique Navas, aluno do Instituto Superior 

a MAIOR eScola de  VerÃo da Spm
A Escola de Verão 2019 da Sociedade Portuguesa de 
Matemática (EVSPM2019) teve início na tarde do 
dia 2 de julho, nas instalações do Agrupamento de 
Escolas D. Filipa de Lencastre, Lisboa, e prolongou-
-se até ao dia 5 de julho. Com mais de 200 partici-
pantes e pela primeira vez a decorrer numa escola 
de ensino secundário, a EVSPM2019 foi a maior 
edição já organizada pela SPM. Foram quatro dias 
repletos de sessões plenárias, mesas redondas, pa-
lestras, cursos e minicursos.
A primeira sessão pIenária foi apresentada por In-
ger Enkvist, da Universidade de Lund na Suécia, 
sob o tema “Aprender com outros países. Evitar 
caminhos que levam a maus resultados”, uma aná-
lise de desempenho de diferentes países no PISA. 
No dia 3 de julho, quarta-feira, o especialista em 
educação Hung-Hsi Wu, da Universidade da Ca-
lifórnia, Berkeley, falou da importância de defini-
ções claras na aprendizagem da Matemática desde 
os primeiros anos de escolaridade e Nuno Crato, 
ex-ministro da Educação e professor no Instituto 
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Técnico e o primeiro aluno a ganhar seis medalhas con-
secutivas nas Olimpíadas Portuguesas de Matemática.
Numa época em que terminou parte do congelamento 
das carreiras dos professores é de realçar que a Escola 
de Verão teve duas ações de formação acreditadas como 
cursos de formação pelo Conselho Científico-Pedagógi-
co da Formação Contínua (CCPFC).
Esta edição da EVSPM2019 foi uma organização con-
junta da SPM e do Agrupamento de Escolas D. Filipa de 
Lencastre. Contou ainda com o apoio do Instituto Supe-
rior Técnico e do Instituto Nacional de Estatística, que 
acolheram algumas palestras sobre temas como Censos, 
Big Data, Estatística e Criptografia.
Destinada a professores do ensino básico e secundário, 
professores do ensino superior, estudantes e a todos os 
que gostam de Matemática e que com ela trabalham, a 
Escola de Verão é um evento que tem por objetivo divul-
gar novos meios de descoberta da cultura e do conheci-
mento matemáticos, assim como dar formação específica 
em certas áreas da Matemática.
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Desde 1987 que a Delegação Regional do Centro da Sociedade Portuguesa de 
Matemática (SPM) tem vindo a desenvolver o projeto “Tardes de Matemática”, 
em parceria com as escolas da Região Centro. Esta iniciativa tem desempenhado 
ao longo das últimas três décadas um papel importante na divulgação da Mate-
mática junto dos alunos dos ensinos básico e secundário, envolvendo atualmen-
te mais de 3000 estudantes por ano. A continuidade deste projeto deve-se, de um 
modo especial, à recetividade e interesse manifestados pelas escolas da Região 
Centro, à diversidade da oferta das atividades propostas, ao entusiasmo demons-
trado pelos alunos e ao envolvimento de professores de todos os níveis de ensi-
no, desde o básico ao superior. Durante o ano de 2019, com o intuito de trazer a 
comunidade escolar e a sociedade em geral à Universidade de Coimbra (UC) 
e aos locais onde se “faz” Matemática, o Museu da Ciência da UC associou-se à 
Delegação Regional do Centro da SPM na organização de Tardes de Matemática.  
O último ciclo de palestras deste ano decorrerá de setembro a novembro e conta-
rá com a presença de três docentes da Universidade de Coimbra.Na primeira pa-
lestra, “Jogos e Estratégias”, apresentada por João Gouveia, serão desvendadas as 
estratégias vencedoras de alguns jogos matemáticos. Maria da Graça Temido, com 
o tema “Matemática e Futebol”, irá explicar porque é que golos, vitórias, derrotas, 
apostas e odds fazem parte de um mundo onde a matemática e a imprevisibilida-
de do futebol se combinam de forma tão bela quanto rigorosa. Na última sessão,  
“A Magia da Matemática”, Jorge Picado revelará alguns truques matemáticos que 
ilustram, de forma recreativa, o alcance e a eficácia da álgebra e da sua teoria de 
códigos, e mostram como a matemática é fascinante e tem mudado o nosso mundo. 
Veja toda a programação de 2019 em http://www.museudaciencia.org/. As Tardes de 
Matemática decorrem neste formato mais alargado, dirigido ao público em geral, 
desde 2001, promovidas pela SPM e pelas suas delegações regionais. Pode consul-
tar a programação geral em https://www.spm.pt/tardes_de_matematica/. A informação 
sobre a participação das escolas no projeto Tardesde Matemática na Região Centro 
pode ser consultada em https://www.spm.pt/centro/tardes_matematica.

tardeS de matemática NO muSeu da ciência  
DA uniVerSidade de coimbra

Vi Feira da 
matemática – 25 
E 26 DE OUTUbRO
A Sociedade Portuguesa 
de Matemática alia-
se mais um ano ao 
Museu Nacional de 
História Natural e da 
Ciência, em Lisboa, na 
organização da VI Feira 
da Matemática, que 
decorrerá nos dias 25 e 
26 de outubro. Tal como 
em anos anteriores, o 
primeiro dia é exclusivo 
para escolas e o 
segundo está aberto ao 
público em geral. A pré-
inscrição para as escolas 
deverá ser efetuada 
até 15 de Setembro.  
A Feira é de entrada 
livre e a participação 
em todas as actividades 
é gratuita. Mais 
informações em https://
museus.ulisboa.pt/pt-pt/
feira-da-matematica-2019. 
Marque na sua agenda!
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Karen uHlenbecK É A primeira mulHer a CONQUIsTAR O prÉmio abel

Academia Norueguesa de Ciências e Letras atri-
buiu terça-feira, 19 de março, o Prémio Abel a Ka-
ren Keskulla Uhlenbeck. Pela primeira vez o galar-
dão, geralmente considerado equivalente ao Nobel 
da Matemática, foi conquistado por uma mulher.  
A americana de 76 anos é especialista em equações 
de derivadas parciais e desde criança que sonhava 
ser cientista.
De acordo com declarações do presidente da co-
missão Abel, Hans Munthe-Kaas, Karen Uhlenbeck 
recebe o Prémio Abel 2019 pelo seu trabalho funda-
mental em análise geométrica e teoria de calibre, que 
transformou dramaticamente o cenário matemático.  
Afirmou ainda que “as suas teorias revolucionaram 
a nossa compreensão de superfícies mínimas, como 
a formada por bolhas de sabão, e problemas de mi-
nimização gerais em dimensões mais altas”. Natu-
ral de Cleveland, Karen K. Uhlenbeck foi professo-
ra da Universidade do Texas, em Austin, até 2014. 
Hoje, é também uma forte defensora da igualdade 
de género na ciência e na matemática. Uhlenbeck é 
professora visitante na Universidade de Princeton e 
professora associada do Instituto de Estudos Avan-

çados (IAS) dos Estados Unidos. É ainda uma das 
fundadoras do Instituto de Matemática Park City 
(PCMI) no IAS, que visa formar jovens investiga-
dores e promover a compreensão mútua dos inte-
resses e dos desafios na matemática. Uhlenbeck 
também é co-fundadora do Programa Women and 
Mathematics (WAM)  do mesmo Instituto, criado 
em 1993, para recrutar e habilitar mulheres para li-
derar na investigação matemática em todas as eta-
pas das suas carreiras académicas. Quando Karen 
K. Uhlenbeck apresentou uma sessão Plenária no 
Congresso Internacional de Matemáticos (ICM) em 
Kyoto, no Japão, em 1990, tornou-se na segunda 
mulher na história a fazê-lo. A primeira foi Emmy 
Noether em 1932.   Para Jim Al-Khalili, da Royal 
Society Fellow, “o reconhecimento pelo seu traba-
lho deveria ter sido muito maior, pois o seu traba-
lho levou a alguns dos avanços mais importantes 
da matemática nos últimos 40 anos.” O Prémio 
Abel foi entregue numa cerimónia oficial em Oslo, 
no dia 21 de maio, pelo rei da Noruega, Harald V. 
A matemática recebeu perto de 620 mil euros.
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Graciano Neves de Oliveira 
licenciou-se em Matemá-
tica na Universidade de 
Coimbra em 1961 e veio 
a doutorar-se na mesma 
Universidade em 1969 com 
uma dissertação sobre ma-
trizes estocásticas, depois 
de passar algum tempo em 
Oxford. Foi professor nas 
universidades de Coim-
bra, Lisboa, Recife e Macau 

e construiu uma extensa obra de investigação matemática, 
em áreas como Álgebra Linear e Multilinear, Problemas In-
versos em Teoria das Matrizes e Combinatória. Os seus tra-
balhos tiveram forte repercussão nacional e internacional. 
Graciano de Oliveira foi um dos grandes dinamizadores do 
Centro de Matemática da Universidade de Coimbra. Pro-
gramas de investigação que lançou continuam a ser estuda-
dos e prosseguidos em vários países, tal como em Portugal, 
podendo encontrar-se rasto da sua influência praticamente 
em todas as universidades portuguesas. Graciano de Oli-
veira foi sempre um sócio muito ativo da Sociedade Portu-
guesa de Matemática. Foi Presidente da Delegação Regio-
nal Centro de 1978 a 1980, Secretário Geral de 1986 a 1988 
e Presidente de 1996 a 2000. No seu segundo mandato foi 
um dos responsáveis pelo renascimento da revista “Gazeta 
de Matemática”. 

a Spm TEM trêS noVoS SócioS HonorárioS
A Sociedade Portuguesa de Matemática nomeou três novos sócios honorários durante a sua reunião da Assembleia Geral que 
decorreu no passado dia 28 de março, no Instituto Superior de Engenharia e Gestão, em Lisboa: Graciano Neves de Oliveira, 
João Paulo Carvalho Dias e Manuel Leite Arala Chaves.

Manuel Leite Arala ter-
minou a licenciatura em 
Ciências Matemáticas, 
em 1959, na Faculdade de 
Ciências da Universidade 
do Porto com 18 valores. 
De 1959 a 1962 esteve em 
Paris, na qualidade de 
bolseiro da Fundação Ca-
louste Gulbenkian, ten-
do sido orientado pelos 
professores Henri Cartan 

e Jean Cerf. Doutorou-se em 1967 em Ciências Matemáti-
cas na Universidade do Porto com a tese “Secções e isoto-
pias em alguns espaços funcionais”, tendo sido aprovado 
com 19 valores. Toda a sua carreira académica decorreu na 
Faculdade de Ciências da Universidade do Porto. Come-
çou como 2.º assistente em 1962 e foi nomeado Professor 
Catedrático em 1973. Algumas áreas que têm, ou tiveram, 
expressão relevante no Departamento de Matemática da 
FCUP, como as topologias ou, mais tarde, os sistemas dinâ-
micos, resultaram das sementes iniciais lançadas por Arala 
Chaves.  Foi participante ativo nos órgãos de gestão do De-
partamento de Matemática ou da Faculdade. As suas inter-
venções fizeram com que tivesse uma marcante influência 
na política académica, tanto no período anterior a Abril de 
1974, como no período que imediatamente se lhe seguiu. 
Há mais de vinte anos que Arala Chaves iniciou um projeto 
na área da divulgação Matemática, tendo criado em 1999 a 
Associação Atractor, da qual tem sido diretor.

João Paulo Carvalho Dias 
licenciou-se em Ciências 
Matemáticas na Faculdade 
de Ciências da Universida-
de de Lisboa com a classi-
ficação final de 18 valores, 
em 1966. Após a Licencia-
tura trabalhou sob orien-
tação de José Sebastião e 
Silva em Análise Funcional 
e Teoria das Distribuições. 

Doutorou-se na Universidade de Paris VI em 1971 (Thè-
se d’État), enquanto bolseiro da Fundação Calouste Gul-
benkian, sob orientação de Jacques-Louis Lions, com a tese 
intitulada Une classe de problèmes variationnels nonlinéai-

res de type elliptique ou parabolique, tendo obtido menção 
Très Honorable. Enquanto investigador, João Paulo Carva-
lho Dias teve um papel fundamental na introdução e no 
desenvolvimento em Portugal da abordagem moderna das 
Equações Diferenciais com Derivadas Parciais e suas apli-
cações. Deve-se-lhe uma vasta lista de publicações científi-
cas de forte impacto internacional (cerca de uma centena) 
na área das Equações Diferenciais com Derivadas Parciais, 
assim como a projeção internacional da revista científica 
Portugaliae Mathematica, da qual foi Diretor de 1996 a 
2007. Recebeu importantes prémios científicos e foi agra-
ciado, pelo Presidente da República, com o Grau de Grande 
Oficial da Ordem de Santiago da Espada.
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O matemático britânico Alan Turing será o 
rosto da próxima nota de 50 libras, que deverá 
entrar em circulação no final de 2021.
O desenho da nota foi revelado no passado dia 
15 de julho pelo Banco de Inglaterra, que já ti-
nha anunciado em 2018 que tinha escolhido a 

Jantar de Homenagem A luiS SancHez

No dia 5 de setembro, realizar-se-á um jantar de homenagem a 
Luís Sanchez, professor catedrático da Faculdade de Ciências 
da Universidade de Lisboa, por ocasião da sua jubilação.  
O jantar de homenagem  terá lugar no Salão Nobre do Instituto 
Superior de Economia e Gestão e reunirá os seus colegas, amigos e 
alunos. Terá início às 19h30 com Welcome Drink no Terraço do Quelhas.  
O jantar terá o custo de 45 euros e as inscrições deverão ser feitas até 30 de 
julho, através dos seguintes meios.

Para se inscrever no jantar, dirija-se a:
RodRigo de oliveiRa MaRques

Centro de Matemática, 
Aplicações Fundamentais 
e Investigação Operacional
Faculdade de Ciências da 
Universidade de Lisboa, C6 - 
Piso 1, sala 6.1.03
1749-016 Lisboa, Portugal

Ou contacte um dos organizadores:
MaRia do RosáRio gRossinho 
mrg@iseg.ulisboa.pt ; 
CaRlota Rebelo  
mcgoncalves@fc.ul.pt
José MaRia goMes  
jm.gomes@fct.unl.pt ; 
RiCaRdo enguiça  
rroque@adm.isel.pt

Mais informações em www.spm.pt

alan turing É A Figura DAs PRóxIMAs notaS de 50 libraS

ciência como tema da nova nota. Foram propos-
tas 989 personalidades, entre as quais estavam 
Stephen Hawking, Ada Lovelace e Charles Ba-
bbage, mas depois de seis semanas de consulta 
pública Alan Turing foi o escolhido.
Conhecido como “o pai da computação” e 
pelo seu importante trabalho de descodifica-
ção de mensagens nazis durante a II Guer-
ra Mundial, Turing  foi também pioneiro no 
campo da inteligência artificial. 
Além da fotografia do matemático e de alguns 
outros elementos a ele inerentes, a nota con-
tém ainda uma citação de Alan Turing, retira-
da de uma entrevista dada em 1949 ao jornal 
britânico The Times: “Isto é apenas um prelú-
dio do que está para vir, e apenas a sombra do 
que vai acontecer.
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portugal gANHA UMA medalHa DE prata E OUTRA DE bronze  

NAs olimpÍadaS internacionaiS

A delegação portuguesa conquistou uma medalha de 
prata, uma de bronze e quatro menções honrosas nas 
60.as Olimpíadas Internacionais de Matemática (OIM) 
que decorreram em Bath, no Reino Unido, de 14 a 21 
de julho. Esta é a maior competição internacional de 
matemática: contou com a participação de 112 países e 
mais de 600 alunos.  
Kevin Pucci, aluno do 12.º ano da Escola Secundária 
Dr. Júlio Martins em Chaves, e David Nassauer, alu-
no do 12.º ano da Escola Secundária D. Filipa de Len-
castre, em Lisboa, são os alunos que arrecadaram as 
medalhas. Pedro Costa Dias (12.º ano, Escola Alemã, 
em Lisboa), Tiago Marques (9.º ano, Colégio Internato 
Claret, em Pedroso), Rui Wang (11.º ano, Escola Secun-
dária de Tomás Cabreira, em Faro) e João Rocha (11.º 
ano, Escola Secundária D. Filipa de Lencastre, em Lis-
boa) conquistaram as menções honrosas. Da comitiva 
fazem ainda parte Joana Teles da Sociedade Portugue-
sa de Matemática/Universidade de Coimbra e Rodri-

go Matias da Universidade de Coimbra. A cerimónia 
de encerramento decorreu no dia 21 de julho.
Portugal participou pela primeira vez nas OIM em 
1989 e, desde então, já conquistou três medalhas de 
ouro (em 2011, 2012 e 2013), cinco de prata, 32 de bron-
ze e 37 menções honrosas. Este ano, no total de todos 
os países participantes, foram atribuídas 52 medalhas 
de ouro, 94 de prata e 156 de bronze.
O ciclo das competições internacionais em 2019 fica 
completo com as Olimpíadas Ibero-Americanas de 
Matemática (OIAM), que terão lugar no México, em 
setembro.
A participação de Portugal nestas competições é orga-
nizada pela Sociedade Portuguesa de Matemática, e a 
seleção e preparação dos alunos está a cargo do Projeto 
Delfos, do Departamento de Matemática da Universi-
dade de Coimbra. O Ministério da Educação, a Ciência 
Viva, o Novo Banco, a Fundação Calouste Gulbenkian 
e a Pathena apoiam a realização das Olimpíadas.





Como ser sóCio da spm
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CARTAs DA DIREçãO

Uma escola ao serviço dos professores.

eScola de VerÃo da Sociedade portugueSa 

Filipe oliveira

preSideNte da SpM
foliveira@iseg.ulisboa.pt

Pela primeira vez na sua história, a Escola de Verão da 
SPM realizou-se numa instituição do Ensino Secundá-

rio: a Escola Secundária D. Filipa de Lencastre. Pretendeu-
-se assim marcar a importância que a atual direção atri-
bui ao ensino pré-universitário. Os conteúdos lecionados 
tradicionalmente nesse nível são naturalmente elementa-
res. Contudo, o seu ensino está muito longe de ser trivial.  
Basta pensar, por exemplo, nos cerca de 2000 anos que se-
param Euclides de Newton e de Leibniz, pais do cálculo 
diferencial, hoje introduzido no 11º ano de escolaridade. 
Esta longa caminhada intelectual que vem desaguar num 
conceito estrutural da matemática moderna mostra bem a 
complexidade do tema e o quão difícil parece ser à parti-
da formar alunos que dominem adequadamente as suas 
ideias-chave após uns meros 11 anos de estudos.

O ensino da matemática é, por natureza, um assunto 
polémico e pouco consensual. É frequentemente palco de 
inflamados conflitos de opiniões, expressos com uma con-
vicção que parece até ser independente do nível de domí-
nio que cada um tem desta disciplina, em termos da sua 
estrutura abstrata ou das suas verdadeiras aplicações ao 
mundo real. A SPM, enquanto sociedade científica, tem 
a obrigação de acompanhar a investigação moderna e 
mainstream sobre o tema. É inegável o papel cada vez mais 
central que a Psicologia Cognitiva e as Neurociências têm 
desempenhado na compreensão do que são os fenómenos 
de aprendizagem e de como essa compreensão pode aju-
dar os professores de todos os níveis a melhorarem as suas 
práticas. Uma parte da EVSPM debruçou-se sobre estes te-

mas. Na sessão Ensino e aprendizagem escolar: currículo, 
mitos e dados de investigação Joana Rato (CIIS-Universi-
dade Católica),  Helena Damião e Isabel Festas (Faculda-
de de Psicologia e Ciências de Educação da Universidade 
de Coimbra) fizeram o ponto sobre vários aspetos fulcrais 
deste debate: o que separa, em educação, um mito de um 
facto bem estabelecido, a multiplicidade das estruturas 
cerebrais envolvidas nos processos criativos, os modelos 
de Mayer & Alexander (2011) que delineiam as etapas a 
percorrer para uma aprendizagem com compreensão (por 
oposição à aprendizagem dita mecânica ou à aprendiza-
gem dita parcial), os recentes trabalhos de Cowan (2008) 
sobre a forma como se relacionam os diferentes tipos de 
memória (memória de curto prazo, de trabalho e de longo 
prazo) ou a Teoria da Carga Cognitiva de Tricot & Swel-
ler (2014). Esta sessão, tal como a palestra proferida por 
Nuno Crato (Universidade de Lisboa) - Sucesso Escolar 
Real, com ferramentas do século XXI - fez ainda um im-
portante recapitulativo dos resultados de Geary (1995) e de 
Kirshner (2006) na área da psicologia evolutiva moderna.  
O conhecimento destes autores fornece sérias pistas sobre 
a forma mais eficaz de organizar o ensino da matemática. 
É fundamental integrar estes conhecimentos, sob pena de 
continuarmos a repetir ad nauseam slogans sem significa-
do tangível que minaram os documentos curriculares na-
cionais no final do século XX, e que, muito infelizmente, 
parecem estar de regresso.

A EVSPM contou também com oradores internacionais 
de grande relevo. O Professor Hung-Hsi Wu, da Universi-
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dade da Califórnia-Berkeley, falou aos professores da im-
portância da introdução de definições precisas, ilustrando 
este aspeto com o ensino das frações no 1º ciclo.  O seu 
livro Compreender os Números na Matemática Escolar, já 
traduzido para português, constitui uma importante obra 
para a estante de qualquer professor de matemática do En-
sino Básico. A abordagem proposta, em tudo semelhante 
à que figura no Programa e Metas Curriculares, tem-se 
afirmado internacionalmente como uma séria alternativa 
à grosseira metodologia “holística”, que tem levado, em 
muitos países, a sérias dificuldades na compreensão e na 
operacionalização do conceito de fração. Inger Enkvist, 
professora emérita da Universidade de Lung, apresentou 
a comunicação Aprender de otros países. Evitar caminos 
que aportan malos resultados, uma análise dos resultados 
de diferentes países nos testes internacionais PISA. Por 
exemplo, o atual declínio dos resultados obtidos pela Fin-
lândia, depois de ter sido apontada como país-modelo, é 
um sério aviso para Portugal quanto à pertinência das re-
formas atualmente em curso no nosso país.  

Entre muitas outras atividades, a EVSPM contou ain-
da com uma palestra de Henrique Leitão versando sobre 
os problemas matemáticos inerentes à conciliação dos ca-
lendários solar e lunar, fator-chave na implementação do 
calendário gregoriano em 1582. A matemática Margarida 
Carvalho (U. Montreal) - galardoada com o Prémio de Me-

lhor Tese de Doutoramento Europeia - proferiu uma pa-
lestra de divulgação sobre o trabalho que desenvolve no 
quadro da Teoria de Jogos e da otimização das redes in-
ternacionais de doação de rins. Foi apresentado por Jorge 
Nuno Silva (Universidade de Lisboa/Ludus) o Dominó-
rio, o novo jogo do Campeonato Nacional de Jogos Mate-
máticos, que a SPM muito se orgulha de coorganizar desde 
a sua 1ª edição. Aconteceu ainda uma sessão dedicada ao 
Projeto da SPM Aula Aberta, financiado pela Fundação 
Calouste Gulbenkian e que se propõe divulgar as práticas 
levadas a cabo pelas escolas com melhores resultados a ní-
vel nacional, e a apresentação dos Círculos Matemáticos 
da SPM, um projeto que pretende, entre outros objetivos, 
favorecer o desenvolvimento cognitivo dos alunos através 
de um plano de ação estruturado e ordenado.

Na manhã do último dia, a Escola de Verão foi acolhida 
no Instituto Superior Técnico e no Instituto Nacional de 
Estatística, no que constituiu a maior visita de sempre de 
um grupo de professores a esta instituição. Aproveito para 
agradecer ao IST e ao INE todo o apoio e a dedicação que 
mobilizaram para fazer destas visitas um enorme êxito.

Ao todo, estiveram presentes quase 200 professores, 
que nos seus relatórios muito têm vindo a elogiar esta ini-
ciativa. Trata-se de um incentivo fundamental para a dire-
ção da SPM, na sua missão de servir a matemática que se 
ensina, investiga e divulga em Portugal.



A Gazeta de Matemática continua a ser, tal como 
acontece desde a sua fundação em 1940, o prin-

cipal elo de ligação da Sociedade Portuguesa de Ma-
temática com a comunidade matemática portuguesa.

A Gazeta de Matemática é uma publicação essen-
cialmente de divulgação da cultura matemática. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matemática 
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela 
matemática.

A Gazeta de Matemática publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e secções 
permanentes.

Incentivamos os nossos leitores a enviarem textos 
para publicação na Gazeta de Matemática. Damos 
preferência a artigos curtos (4 a 6 páginas) sobre temas 
que tenham interesse para o nosso público: algo rela-

cionado com um tema de investigação que possa ser 
explicado à comunidade matemática em geral, algum 
aspecto curioso de matemática menos conhecido, uma 
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor 
ou simplesmente algo que tenha uma ligação com o 
mundo matemático. 

Os artigos poderão ser submetidos à apreciação de 
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um 
parecer sobre a sua adequação para publicação na Ga-
zeta de Matemática.

Os textos podem ser submetidos em  
LaTeX ou em Word (com uma versão em PDF). No 
caso de o documento conter muitas fórmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereço:  
gazeta@spm.pt.

A SPM disponibiliza na página http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informação sobre emprego e carreira 
para matemáticos. As pessoas interessadas em incluir anúncios neste site devem enviar um email com os dados para  
imprensa@spm.pt
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