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OS QUADROS DE GIZ

Os matemdticos tém uma caracteristica peculiar: uma predilegdo pelos

quadros de giz.

imagem de um matemdtico famoso ao pé de um qua-
dro negro de giz preenchido com férmulas e esque-
mas ou a escrever nele é simplesmente icénica.

A fotdgrafa Jessica Wynne, professora do Instituto de
Tecnologia da Moda de Nova Iorque, desenvolveu um pro-
jeto chamado Do Not Erase. Nesse trabalho, Jessica Wynne
fotografou quadros de institutos e universidades espalha-
dos pelo mundo, documentando os ntimeros, simbolos e
modelos desenhados por matemadticos em quadros de giz.
As fotografias captam os processos de pensamento e de
inspiragdo. A aparéncia do giz no quadro é muito bela e
contém camadas de significado. A série de fotografias serd
publicada num livro editado pela Princeton University
Press, cujo langamento estd previsto para 2020. Entre as fo-
tografias escolhidas para a divulgagdo do projeto Do Not
Erase encontra-se a de um quadro escrito pelo matematico
portugués André Neves quando se encontrava a trabalhar
na Universidade de Princeton.

H4 muitas histérias sobre a devo¢do dos matematicos
pelos quadros de giz. Conta-se que quando a fébrica Ha-
goromo Stationery, em Nagoya, Japao, responsavel pela
manufatura do giz Fulltouch considerado por muitos o
melhor giz do mundo, anunciou que iria descontinuar o
seu fabrico, matemadticos de diversos pafses compraram
stock suficiente para lhes durar toda a carreira. Tdo famoso
é o giz entre os profissionais de matematica, que é acom-
panhado pela sua prépria lenda: é impossivel escrever um
falso teorema com ele. Mas néo se preocupem se ainda ndo
encheram os armdrios com o giz Fulltouch. H4 uma réstia
de esperanca! A Hagoromo vendeu a férmula a outra em-
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presa e o giz continua a ser fabricado.

A preferéncia por quadros de giz serd s6 uma questdo
de tradicdo? Ouvi noutro dia uma explicagdo interessante:
é por causa do clique, clique que o giz faz quando se escre-
ve. O barulho é muito mais forte do que seria o de qualquer
outro instrumento de escrita. E, como resultado, é muito
mais dificil interromper alguém que esteja a escrever num
quadro negro do que, por exemplo, alguém que escreva
com um marcador num quadro branco. E isso leva a um
fluxo mais longo de pensamentos, o que é importante em
matematica. Trata-se de uma possibilidade, mas talvez ndo
seja o tinico fator.

Outro aspeto que talvez seja relevante é que os quadros
de giz permitem ver vdrias camadas. Quando apagamos
um quadro, dificilmente desaparece completamente o que
estava escrito antes. O que a primeira vista parece uma
desvantagem pode ser importante no processo de inves-
tigagdo matemdtica. Podemos, por exemplo, escrever uma
equagdo e depois modificé-la para explorarmos uma nova
ideia, mas, visualmente, ainda ficam sinais daquilo que
serviu de base e que continua a ser fonte de inspiragao.

A verdade é que, por alguma razdo, a generalidade dos
matemadticos, eu incluida, gosta muito dos quadros de giz.
Desde os tempos de estudante que me sinto fascinada pe-
los enormes quadros dos anfiteatros do Departamento de
Matemadtica da Universidade de Coimbra, que sdo duplos
para fazermos subir o quadro que ficou cheio e simulta-
neamente trazermos para a altura da méao o outro quadro
para ser reescrito.

Boas escritas e boas leituras!
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Num cone de revolugido, rodando em torno do seu eixo vertical, existe
uma geratriz tubular sem atrito com uma bola |a dentro (ver figura 1).
O que acontece a essa bola?

a figura 2 estdo representadas duas situacdes extre-

mas, cujo desfecho é previsivel: na primeira, o cone
tem uma abertura enorme, quase vindo a identificar-se
com o plano, e na segunda, o cone tem uma abertura
muito pequena, quase identificando-se com a linha ver-
tical, que é o eixo de rotacdo. Conjeturamos naturalmente
que no primeiro caso a a¢do da gravidade é diminuta e
qualquer pequena giragdo serd suficiente para provocar
o afastamento da bola relativamente ao eixo de rotagéo,
e no segundo caso serd o oposto: mesmo para rotagdes
rdpidas e posi¢des ndo proximas do vértice do cone, é

plausivel a queda da bola sob o efeito da gravidade. Para
Figura 1. tornarmos mais precisas estas afirmagdes, vamos consi-
derar o caso geral, designando por « o dngulo da geratriz

com o eixo do cone e identificando a bola a um ponto des-

sa, onde se concentra a massa 1. Interessa-nos calcular as

componentes, segundo a dire¢do dessa geratriz, de duas

¢ forcas nele atuando: a forga da gravidade e a forga devida

a giragdo. A primeira componente ndo depende do ponto
na geratriz, mas apenas da abertura do cone (ver figura 3,
pdgina seguinte), sendo o seu valor — mg cos a; e a segun-

da é dada por mxw?

sen«, onde o simbolo x representa a
distancia do ponto ao eixo e w a velocidade angular com
que o cone gira. O sentido positivo foi escolhido como

Figura 2. o correspondente a um maior afastamento do ponto de

ATRACTOR ¢ Girar Sem Cair 03
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massa m do vértice. A figura 4 representa os graficos das
duas fungdes (da gravidade em vermelho e de giracdo em
azul) e da sua soma (em verde) quando variamos a dis-
tancia x. Note-se que a funcdo soma sé se anula uma vez
e, portanto, hd uma tnica posi¢do do ponto de massa m
em que a forga resultante é nula, ponto esse dependente
da abertura do cone e da velocidade angular de rotacao’.
A direita desse ponto, o movimento é para fora e a esquer-
da predomina a agdo da gravidade. O ponto é, pois, de
equilibrio instdvel: pontos préximos dessa posigdo ten-
dem a afastar-se dela. Na figura 4 estd também represen-

tada, a traco mais grosso, uma geratriz, com indicacdo do

X
................................................ = p
o mx «
g -mg
Figura 3.
Angulo a com a vertical : I Velocidade angular w : I

)/

seu angulo & com a vertical; as cores usadas distinguem o
sentido da resultante das componentes da for¢a segundo
a direcdo dessa geratriz. Na figura 5 estdo representados
gréficos que ddo os valores da distancia do ponto de equi-
librio ao eixo, na parte da esquerda em fungao da abertu-
ra do cone para vdrios valores da velocidade angular, e na
da direita em funcdo da velocidade angular para vérios
valores da abertura.

Como fazemos se quisermos encontrar um modelo
semelhante a este, em que continue a haver apenas um
ponto de equilibrio, mas em que esse ponto seja estavel?

Consideremos uma curva como a representada na fi-
gura 6 e a superficie de revolucdo gerada por essa curva,
quando ela roda em torno do eixo representado na figura.
Obtemos, em vez do cone, a superficie representada na
figura 7.

Neste exemplo, é essencial considerar um ponto mo-
vendo-se dentro de um tubo com a forma da curva ge-
ratriz da superficie?. Observemos que essa rotagdo, jun-
tamente com a agdo da gravidade, comeca por ter uma
resultante (segundo a dire¢do da tangente) num sentido
crescente; no entanto, a partir do ponto da curva com tan-
gente vertical, tanto a gravidade como a acdo de rotagdo
tém componentes segundo a tangente, ambas com o mes-

mo sentido (contrdrio ao de partida).

Tude B4

pGrafico da intensidade da
componente (de deslizamento)
da forg¢a de giracao

mGrafico da intensidade da
componente (de deslizamento)
da for¢a de gravidade

mGrafico da intensidade da
resultante das duas
forg¢as anteriores

Figura 4.
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Na figura 8 estao representados com as cores analogas

as da figura 4 os gréficos das novas fungdes e uma gera-
triz, e o tnico ponto de equilibrio (para uma rotagéo néo
nula) é, agora, estdvel.

Vamos ver o que sucede se nos restringirmos a curvas
que “ndo voltem para trds”, em particular curvas que ndo
tenham dois pontos diferentes numa mesma vertical. Para

tal, substituimos a geratriz retilinea do cone por uma cur-

va levemente ondulada (figura 9). O leitor poderd em [1]
escolher a amplitude da ondulagdo e a respetiva frequén-
cia. Neste novo exemplo, hd dois pontos de equilibrio.

TEm [1] o leitor poderd utilizar um CDF para mudar os valores dos para-
metros e observar as alteracoes provocadas.

2Um ponto na posi¢ao indicada na figura 6, com uma pequena velocidade
de rotacdo, cairia sob a agdo da gravidade, descolando-se da superficie, se
ndo estivesse obrigado a permanecer no tubo representado nessa figura.
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Figura 5.

Figura 6.

Figura 7.
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Figura 8.
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Figura 9.

Figura 10.

Figura 11.
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Figura 12.

Notemos que hd um intervalo no qual o sinal da resultan-
te (grafico a verde) é positivo, sendo negativo a esquerda
e a direita dele. Isso é traduzido na figura a esquerda pe-
las cores da geratriz nas diferentes regides e pelas setas.
A observagdo dessas setas permite detetar a natureza dife-
rente dos equilibrios correspondentes aos dois pontos de
mudanga de cor: enquanto no primeiro, pontos préximos
tendem a afastar-se (equilibrio instdvel), no segundo, pon-
tos préximos tendem a aproximar-se (equilibrio estdvel).
Escolhendo um modelo andlogo, mas usando uma curva
com maior ndmero de ondulagdes (ver figura 10), é possi-
vel aumentar o nimero de pontos de equilibrio (estdveis e
instdveis). O quadro da figura 11 ilustra o comportamento
do mesmo cone ondulado girando a diferentes velocida-
des angulares (por ordem crescente): 0.3, 1, 8, 20, tendo a
velocidade angular ilustrada na figura 10 o valor de 3.7.
E finalmente a figura 12 mostra a superficie de revolugido
gerada pela curva ondulada.

Observemos que na geratriz da figura 10 h4 alternada-
mente patamares mais préximos da horizontal e escarpas
ingremes mais préximas da vertical. Nas escarpas o efeito
da forga giratéria é fortemente diminuido e nos patamares
diminui o da gravidade. No exemplo em causa, para a ve-
locidade angular envolvida, o sentido da forga resultante
muda no inicio e no fim das escarpas, e um equilibrio é
estdvel no inicio e instdvel no fim de cada escarpa.

Como nota final, mencionamos uma situagao que se
encontra com frequéncia e que esta fortemente relaciona-
da com o tema deste texto. Quando uma estrada é incli-
nada para dentro numa curva, o piso tem localmente a

forma de um tronco de cone. E o dngulo com a vertical é
planeado por quem projeta a estrada de forma a ter em
conta o raio da curva (distadncia ao eixo) e a velocidade
média prevista. O condutor que seguir a essa velocidade
percorre uma zona de equilibrio (instdvel, como vimos).
Para outras velocidades, hd que contar com as corre¢des
laterais devidas ao atrito entre pneus e estrada... (atrito
esse que ndo foi contemplado no modelo do texto e que,

alids, é varidvel, por exemplo, com a chuva).

REFERENCIAS
[1] https:/[www.atractor.pt/mat/Qirarsemcair

ATRACTOR + Girar Sem Cair
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MAIS PROBLEMAS DO REINO UNIDO

A nossa ultima coluna foi inspirada num livro de problemas recente, The

JorGe NuNO Siva
Universidade
de Lisboa

jnsilva@cal.berkeley.edu

Ultimate Mathematical Challenge (Harper Collins 2018), editado por The UK
Mathematics Trust (UKMT). Além de ainda andarmos maravilhados com a
obra, essa coluna motivou invulgar participagdo dos seus leitores, o que
muito nos alegrou. Assim, continuamos hoje com mais algumas questdes

dessa interessantissima colecio.

Como a compilacdo de problemas é vasta, variamos
nos temas abordados.

A nossa escolha caiu hoje sobre um problema de geo-
metria, dois de combinatdria e outro sobre ntimeros.

INVARIANCIA: Dado um tridngulo acutangulo ABC, bai-
xando uma altura, encontramos um ponto D na base do
triangulo. Por D tracemos perpendiculares sobre os outros
dois lados, obtendo assim os pontos E e F. Mostre que o
comprimento do segmento EF independe do vértice a par-
tir do qual se tragou a altura.

DANCA DAS CADEIRAS: Ha n cadeiras a volta de uma
mesa redonda. Hd n pessoas que vdo chegar consecuti-
vamente e sentar-se. A primeira escolhe o seu lugar como
quiser. A partir daqui, paral < k <n—1 a (k+1)-ésima
pessoa senta-se k lugares a direita da k-ésima pessoa. Para
que valores de 1 é que este procedimento funciona sem

constrangimentos?

GAZETA DE MATEMATICA -« 189



MUITOS RESTOS: a Laura divide 365 sucessivamente por
1,2, 3, ..., 365 e soma todos os restos. O Manuel, por sua
vez, divide 366 por 1, 2, 3, ..., 366 e soma todos os restos
obtidos. Quem conseguiu soma maior?

DESCOBRIR A COMBINAGCAO: Um aloquete de cédigo
usa uma combinacao de trés digitos de 0 a 9. Sempre que,
quando se faz uma tentativa que tem, pelo menos, um di-
gito certo (no lugar certo), o aloquete, que fala, diz “Quen-
te!”. Se a tentativa ndo contiver nenhum digito correto (na
posigdo certa), o cadeado grita “Frio!”. Por exemplo, se a
combinagdo correta for 014, as tentativas 099 e 014 origi-
nam ambas a resposta “Quente!”, enquanto que a tenta-
tiva 140 obtém um grito de
“Frio!”.

De quantas tentativas se
precisa para ter a certeza de
descobrir a combinagdo cor-
reta, qualquer que ela seja?

Sobre as questdes do nimero anterior:
QUANTO MEDE ESTE ANGULO? Estendamos a figura de
acordo com a ilustragdo abaixo.

c
O tridngulo ACD é isdsceles e retangulo, portan-

to ZADC = 45°. Temos entdo, notando que ABCD é um
paralelogramo, 2/BAD = 360 — 90,donde ZBAD = 135°.

QUANTA GENTE? Quando a Laura entrou num dado bar,
onde estavam jd algumas pessoas, a idade média subiu 4
anos. O seu irmdo gémeo, o Manuel, entrou de seguida,
tendo a média subido mais 3 anos. Quantas pessoas esta-
vam inicialmente no bar? A resposta é 6, mas no enuncia-
do faltava a mengao ao parentesco entre os protagonistas.
Os nossos leitores assiduos Pedrosa Santos, Luis Madurei-
ra, Manuel Aratijo e Adérito Aratjo tiveram a gentileza de
nos alertar para esse lapso.

SO INTEIROS? E fécil constatar que x; = 2 e x,, 1 > 3/2(x,)
para n > 2, portanto a sucessdo é crescente. Como o
nosso leitor Luis Madureira notou, tem-se, para n > 1,
Xp41 = 3xy — x,_1, donde se conclui que os valores sdo

todos inteiros.

QUE PERCENTAGEM? Basta calcular a percentagem a que
corresponde o quadrado na configuragdo abaixo, que
pode ser considerada geradora da pavimentacao.

Um célculo simples mostra que a pega tem drea 100
e o quadrado tem drea 4, portanto a percentagem € 4%.
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atemadtica e poesia sao

frequentemente vistas como
expressoes complementares do
intelecto humano. H4, no entanto,
casos em que a poesia se submete
voluntariamente a regras matematicas
e a matematica envolve-a com a sua
beleza singular. Neste artigo, as teorias
do caos e dos grupos de permutagdes
intervém na andlise de uma forma
medieval de poesia muito dificil

do ponto de vista formal.

1. POESIA SINTAXIAL
Consideremos as duas primeiras estrofes de um poema [2]
do grande poeta Luis Vaz de Cam&es (1524-1580).

Foge-me pouco a pouco a curta vida

(se por caso é verdade que inda vivo);
vai-se-me o breve tempo d’ante os olhos;
choro pelo passado e quando falo,

se me passam os dias passo a passo,
vai-se-me, enfim, a idade e fica a pena.

Que maneira tdo dspera de pena!

Que nunca a hora viu tdo longa vida

em que possa do mal mover-se um passo.
Que mais me monta ser morto que vivo?
Para que choro, enfim? Para que falo,

se lograr-me ndo pude de meus olhos?

Além de palavras “saltitantes”, podemos observar duas
coisas: (1) ndo hd um padréo particular de rima, e (2) as
palavras finais dos seis versos da primeira estrofe ocor-
rem de novo como palavras finais na segunda estrofe, mas
numa ordem diferente da da primeira estrofe.
Considerando apenas as palavras finais de cada verso,
a sequéncia de palavras (vida, vivo, olhos, falo, passo, pena)
foi permutada originando a sequéncia (pena, vida, passo, vivo,

falo, olhos), ou simbolicamente 1, 2, 3, 4, 5, 6 deu origem a
6,1,52,4,3.

Nas estrofes seguintes do poema, a mesma permuta-
¢do é usada novamente, passandoo2a3,03a4,04a5,
e 05 a 6. Se se aplicasse a permutacdo as palavras finais
da sexta estrofe, chegar-se-ia 8 mesma sequéncia de pala-
vras finais da estrofe 1. Assim, a permutagdo é um ciclo de
ordem seis do grupo de permutacéo S.

Este padrdao é um exemplo de uma forma particular
de poesia conhecida como sextina [5, 8]. Uma sextina tem
6 estrofes cada uma com 6 versos. A regra acima para a
permutacdo das palavras finais de cada verso deve ser
seguida em cada nova estrofe até a sexta’.

Matematicamente, a permutagdo utilizada é descrita
de forma compacta com a notagdo de ciclo

(1,2,4,5,3,6).

Uma forma mais visual e muitas vezes usada para repre-

sentar a permutagdo é a mnemonica que a figura 1 ilustra.

Estrofe 1 Estrofe 2
um I seis

dois 2 um

trés C3 D cinco
quatro 4 dois
cinco 5 quatro
seis 6 trés

comece aquil

Figura 1. Mostrando como encontrar a ordem das palavras finais
ao passar para uma nova estrofe. Aqui “um” até “seis” represen-
tam as palavras finais usadas na estrofe, e os nimeros de | a 6
representam a posi¢do dentro desta. A ilustracdo espiral encon-
trada em vdrios manuais de poesia, por exemplo [5, 8], parece
um pouco confusa, pois ndo apresenta de facto a permutacao.
O ponto importante é que o arranjo na estrofe subsequente
encontra-se seguindo a espiral, comecando em 6.

1Além das seis estrofes, o formato sextina termina com a chamada coda:
uma sétima estrofe que contém apenas trés versos. Todas as palavras
finais devem ser usadas dentro da coda, duas em cada verso.

Algumas versoes da sextina exigem uma ordem estrita para o posiciona-
mento das palavras finais dentro da sétima estrofe:

L5 L2
=3 4
ol .6

E como um passo final da danca num tempo duas vezes mais rdpido.
A coda € uma parte crucial da sextina, mas porque ndo € diretamente
usada na permutacao das palavras de estrofe para estrofe vamos ignorar
a coda nos argumentos matematicos..

S
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Schimel [6] descreve a permutagdo da sextina como:

“...uma danga [7], com cada estrofe representando
uma sequéncia de passos. Cada estrofe é baseada
na que diretamente a precede, segundo a regra:
dltima, primeira, pendltima, segunda, antepentl-
tima, terceira.”

A figura 2 ilustra uma visdo mais dindmica do processo.

1 6
|

2 ]

3 5 5

i P &»

5 3 4

6 4 3

6

Figura 2. Uma representacdo da "‘danca”’ da sextina. As trés
primeiras posicdes movem-se para baixo e abrem, e as restan-
tes trés posi¢des, por ordem inversa, sobem para os espacos
abertos entre as trés primeiras.

2. ORIGENS

Os estudiosos continuam a debater as origens precisas
da sextina, o porqué do volume de poemas compostos de
sextilhas entre os séculos XI e XIII. A inven¢do é comum-
mente atribuida ao gigante literdrio do inicio do século
XIII Arnaut Daniel no seu poema O firme intento que em
mim entra, na traducdo portuguesa de Augusto de Cam-
pos. Na época, o seu virtuosismo poético era incontestavel
e a sextina era um desafio deliberado para tornar a poesia
amorosa tao dificil quanto possivel, obrigando o poeta a
utilizar um padrao de palavras repetidas e, em simulta-
neo, a cativar a atengdo da noiva.

Sextinas bem compostas podem fazer parecer a repe-
ticdo totalmente necessdria a narrativa em desenvolvi-
mento, de acordo com a visdo convencional, ou podem
enfatizar cada palavra final deliberadamente para dar re-
alce a estrutura. Exemplos modernos do padréo incluem
The Painter, de John Ashbery e Paul Muldoon, na extra-
ordindria obra Yarrow. Existem vdrias revistas literarias
modernas como a McSweeneys em Sdo Francisco que, em

AN
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tempos, publicava propositadamente sextinas para afas-
tar os poetas amadores. Mencionar a palavra “sextina” em
qualquer oficina de poesia pode provocar um calafrio aos
participantes, dada a sua complexidade. Uma antologia
recente [1] contém uma ampla gama de variagdes sobre o
tema, incluindo mesmo cartoons.

3. QUESTOES MATEMATICAS

A sextina deve o nome as seis palavras finais que ocorrem
em seis arranjos diferentes dos versos, regidos por um
procedimento permutacional estrito que determina cada
novo arranjo.

Tal procedimento vale para qualquer nimero natural
m? Se a resposta for negativa, entdo para que ntiimeros m
valerd? Existem infinitos ntimeros desses?

Podemos descrever a permutagdo da sextina como
uma aplicacdo do seguinte modo: Seja m o nimero de ver-
sos e seja n a palavra final da n-ésima linha do verso p.
Entdo a palavra n deve terminar o verso da estrofe (p + 1)

conforme a regra

2n sen < [%]
nH{Zerlen se [%]< ! @

onde m é o niimero de versos numa estrofe e [-] representa

a parte inteira do ndmero. Assim, para m = 6 temos

1—2, 24 36, 4—5 53 6—1 (2

conforme na figura (1).

Para uma sextina funcionar corretamente, cada uma
das palavras finais deve ter retorno no final do verso n
de cada estrofe, para n = 1,2,...m. Tal realmente ocorre
se m = 6 como mostra a tabela 1 e o poema apresentado
neste artigo ilustra. Aqui, cada palavra final ocupa uma
vez cada posigdo e cada verso dentro de uma estrofe tem
cada palavra final precisamente uma vez durante o poe-
ma. Se se construisse um sétimo sexteto de acordo com a
regra (1), entdo a ordem das palavras finais seria idéntica
a da primeira estrofe. Assim, a permutagdo é um ciclo de
comprimento seis.

A construcdo funciona claramente para m = 6. Um
teste simples, no entanto, mostra que algo estd errado se
m =7, oum =8, vide tabelas 2 e 3 respetivamente.

Estritamente falando, devemos sempre escolher um
ntmero par para m, de modo a que haja uma coda de
comprimento 7/2 com cada verso contendo duas palavras
finais. Mas, para fins matemadticos, vamos ignorar esta res-
trigdo.
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verso 1
verso 2
verso 3
verso 4

verso 5

AN GO = W N
[CO R =N RO ) B
g N =

B = o0 N W
N & W = O

verso 6

= W g N DN

Tabela 1. Posicdo das palavras finais de cada verso nas
seis estrofes de uma sextina de estrofes de seis versos.
O ndmero 1 representa a palavra que termina o primeiro
verso da primeira estrofe, 2 representa a palavra que ter-
mina o segundo verso da primeira estrofe, etc. A palavra
final do primeiro verso move-se para o segundo verso,
a palavra final do segundo verso move-se para o quarto
verso, e assim por diante.

estrofe m trés quatro cinco m sete

verso 1
verso 2
verso 3
verso 4
verso 5

verso 6

N o U W N
B W g N oy =
N O Ul = W N
[ S S, RN TR SIS
N o U W N
BwW g N o =

verso 7/

N O Ul = W ]

Tabela 2. Semelhante a tabela 1, mas para m = 7. Note-se
que o quinto verso de cada estrofe termina sempre com
amesma palavra. Ou seja, o nimero 5 é um ponto fixo da
regra (1). Também os sexto e terceiro versos comparti-
lham as mesmas duas palavras repetidamente (6, 3). E um
ciclo de dois periodos de (1).

verso 1
verso 2
verso 3
verso 4
verso 5
verso 6

verso 7/

® N9 o G R W N
BOU W oo NN
N N N W = Ul
— W U N o
©® N9 O U W N
B Ul W o NN
N O N9 W = Ul

verso 8

= W U N 0 =N

Tabela 3. Semelhante a tabela 1 mas para m = 8. De notar
que o padrdo se repete na quinta estrofe, de modo que
a palavra no fim do primeiro verso da primeira estrofe
sé termina o primeiro, o segundo, o quarto e o oitavo
versos de qualquer estrofe subsequente, nunca o terceiro,
o quinto, o sexto ou o sétimo. De facto, (1, 8, 4, 2) é um
periodo do ciclo de quatro elementos da regra (1), como
0é (3,75 6).

4. A IMPORTANCIA DE SER CiCLICO

Chamamos a m niimero sextina se a permutagdo represen-
tada em (1) no conjunto de m inteiros tiver um periodo mi-
nimo de m.

Resultados bésicos da teoria do grupo simétrico garan-
tem que qualquer elemento do grupo S, tem uma tnica
representagdo minima em termos de ciclos disjuntos.

Tomemos a permutacdo (1) com m = 6, conforme descri-
to em (2) e na tabela 1. Como jd mencionado, uma maneira
mais compacta de escrever é olhando para a érbita da posi-
¢ao da primeira palavra final apés cada aplicagao sucessiva
da permutagdo, veja-se a figura 3.

Ou seja, seguindo as setas em redor do circulo da
figura 3, vemos que a primeira palavra final da primeira

estrofe se torna a segunda palavra final da segunda estrofe, a
quarta palavra final da terceira estrofe, a quinta palavra final
da quarta, e assim por diante. A representacdo circular tam-
bém permite encontrar a érbita de qualquer outra palavra
final. Por exemplo, para ver o que acontece com a terceira
palavra final da primeira estrofe, comegamos com o niime-
ro 3 no mostrador do relégio e seguimos as flechas seis ve-
zes. Entdo, na segunda estrofe, essa palavra termina o sexto
verso; termina também o primeiro verso da terceira estrofe,
e assim por diante. Em notagdo mais compacta, temos

(l/ 2/ 4/ 5/ 3/ 6)/

onde os parénteses significam “e repita”. O motivo pelo

qual m = 6 é um ndmero sextina é que existe uma repre-
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Figura 3. A drbita das palavras finais para
uma sextina de comprimento m = 6.
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Figura 4. Construcdo da dindmica da aplicacdo tenda através do
chamado processo de teia de aranha. Aqui y € substituido na
unidade seguinte de tempo, pelo seu valor obtido pela férmula
em (3). Esse valor € considerado o préximo valor de y na mesma
férmula, e assim sucessivamente. Este processo de feedback é
representado como a reflexdo do valor da imagem de um de-
terminado valor de y na linha a 45°.

Tabela 4. Estrutura do ciclo da permutacdo sextina para os
primeiros valores de m.

representagio ciclica | m é um nimero sextina?

1 M sim
2 12) sim
3 (123) sim
4 (123) (4) nao
5 (12435) sim
6 (124356) sim
7 (1247) (36) (5) nao
8 (1248) (3657) nao

sentac¢do do efeito da transformacao (1) em termos de um
tnico ciclo. Se tentarmos 0 mesmo por m =7, com base nas
informagoes da tabela 2, vemos que a permutagdo é agora
escrita na forma

(1,2,4,7)3,6) ()

que possuli trés ciclos disjuntos. As palavras finais dos ver-
sos um, dois, quatro e sete sio permutadas conforme o
seu ciclo, os versos trés e seis trocam palavras finais entre
estrofes sucessivas, enquanto o quinto verso termina sem-
pre com a mesma palavra.

Da mesma forma, para m = 8, temos

(1,2,4,8)(3,6,5,7)
dois 4-ciclos e, por exemplo, para m = 12, temos
(1,2,4,89,7,11, 3,6,12) (5,10)

um ciclo de 10 elementos e um ciclo de 2.

Assim, estabelecemos um critério para um ndmero na-
tural m ser um niimero sextina: que a permutagéo (1) pos-
sa ser expressa como um unico ciclo de comprimento .
A tabela 4 elenca a representacdo do ciclo para os primei-
ros ntmeros m. Observe-se que ndo hd um padrdo ébvio
que determine que valores m levam a um tnico m-ciclo.
E precisamente esse padrdo que pretendemos descobrir
no resto deste artigo.

5. CAOS POETICO

A equagdo (1) pode ser representada como um siste-
ma dindmico discreto atuando nos primeiros m inteiros.
Tomando y = 21/ (2m + 1), mostra-se que a iteragéo repe-
tida de (1) é equivalente a dindmica da aplicagdo tenda
paray € [0,1}:

sey <1/2,

sel/2<y<1 ©)

2
v { 2 2y
Em vez dos ntimeros inteiros de 1 a m, temos agora os
pontos 2j/(2m+1),j =1, --m distribuidos entre 0 e 1.
Para qualquer valor de m, chamaremos a esses pontos
pontos sextina.

A dindmica do mapa é representada graficamente na
figura 5. Para maior precisdo, esta é a aplicagdo tenda
com inclinagdo 2, que faz parte da familia geral de apli-
cagdes tenda

ny sey <1/2,
yH{y(lfy) sel/2<y<1, @)
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Figura 5. Diagrama de bifurcagdo mostrando pontos no atrator
da aplicagdo tenda (4) por 0 < p < 2. Para p1 = 1, existe apenas
um Unico ponto de atragdo.

com inclinagdo p > 0 [4]. Uma andlise simples mostra que
se u < 1, o ponto fixo x = 0 é o tnico atrator do sistema.
Em particular, todas as condigGes iniciais convergirdo para
x = 0 por iteragdo repetida de (4). Se j = 1, todos os pon-
tos com y < 1/2 sdo pontos fixos deste sistema dindmico.

Quando y > 1, as coisas ficam bem interessantes. Veja-
-se a figura 5. De facto, entre os mapas caéticos, a aplica-
¢do tenda é muito especial por causa do ponto anguloso
em y = 1/2. A medida que ; aumenta para 1, a dindmica
torna-se imediatamente cadtica. Ainda existem dois pon-
tos fixos, y =0 e y = y/(p + 1), mas ambos sdo instaveis.
Para 1 < y < v/2, o atrator do mapa divide-se em dois
subintervalos disjuntos de (0,1). As condigdes iniciais ar-
bitrarias sdo atraidas para esses dois subintervalos dentro
dos quais hd um ciclo caético de pontos. Para V2 < u<2
os intervalos disjuntos comeg¢am a sobrepor-se.

Para y = 2, como sucede no mapa de sextina, o caos é
completo. Ou seja, quase todas as condigdes iniciais fazem
parte do conjunto caético e cada regido do conjunto caéti-
co é visitada com igual probabilidade. A partir de alguns
valores arbitrdrios de y no intervalo (0,1) e iterando repe-
tidamente a férmula (3), obtemos uma sequéncia infinita
de valores de y que nunca se repete. A sequéncia eventu-
almente visita valores arbitrariamente préximos de cada
valor de y no intervalo [0,1]. Além disso, ndo hd pontos
que comecem nesse intervalo e dele se afastem.

Incorporada dentro do caos, no entanto, hd uma in-
finidade (numerdvel) de 6rbitas periddicas instdveis com
todos os periodos possiveis. Em particular, todas as con-
digdes iniciais racionais de (3) estdo em Orbitas periddicas.
Para verificar que assim é, note-se que se uma condicdo

inicial y =p/q para nimeros inteiros p e g, entdo todas
as imagens deste ponto devem ser expressas como uma
fracdo r/q para certo inteiro r. Além disso, o mapa leva o
intervalo da unidade para si préprio, portanto, 0 < r < g.
Como existem apenas g + 1 dessas fracdes, esta deve ser
uma Orbita periédica de periodo no maximo g + 1. Em par-
ticular, estamos interessados no caso de que g4 = N para
impares N = 2m + 1 e pares p = 2n para alguns n < m.

A questdo que devemos abordar entdo é: qual é a
imagem sob a iteragdo repetida de (3) da condicdo inicial
especifica y = 2/(2m + 1), para cada ntmero inteiro im-
par 2m+1? Se essa érbita tiver um periodo minimo m,
entdo temos que m é um nimero sextina. A tinica outra
possibilidade é que essa condicdo inicial esteja numa
orbita peridédica com um periodo mais baixo g. Entdo,
parece que devemos procurar condigdes para a existéncia
de 6rbitas periddicas de (3) (e, portanto, de (1)) de periodo
arbitrédrio g < m.

6. CONDICOES PARA CICLOS
O exemplo na tabela 2 acima mostra que m = 7 ndo é um
niimero sextina porque existe um ponto fixo (um 1-ciclo)
e um 2-ciclo. Além disso, na tabela 3, m = 8 ndo é um nu-
mero de sextina porque a permutacdo é decomposta em
dois 4-ciclos disjuntos. Portanto, para caracterizar que nt-
meros ndo sdo nimeros sextina, precisamos de considerar
condigbes para uma posigdo j (0 < j < m) para fazer parte
de um ciclo de perfodo g, para q < m.

Consideremos primeiro o caso de um ponto fixo.
O ponto fixo para o mapa estd na intersegao entre o mapa
e a linha x =y, e (ndo considerando o ponto fixo trivial
x = 0 que ndo é relevante aqui) ocorre em x = 2/3. Se um
dos pontos de m sextina, xj = 2j/2m+1),j=1,---,m
coincide com o valor x = 2/3, ocorrerd um ciclo e o nt-
mero m (se diferente de 1) ndo serd um ndmero sextina.
Isso vai acontecer para todos os ntimeros 1 de modo que

2 2
2m+1 3

ou
3|(2m +1)

e é obviamente o caso de m =7.

Se estudarmos a condigdo para 2 ciclos, precisamos de
encontrar os locais para pontos de periodo-2 da aplicagdo
tenda. Esses pontos estdo localizados onde o mapa repetido
duas vezes cruza alinha x =y, ou seja, emx = 2/5,2/3,4/5,
veja —se a figura 6. Para os pontos sextina coincidirem com

S
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(a) (b) (¢)

0 10 I 0 1

Figura 6. Localizagao dos pontos de (a) periodo-1 (ponto fixo),
(b) periodo-2 e (c) periodo-3 para o mapa € a abcissa da inter-
secdo entre tendas repetidas e a linha y = x.

esses valores, verificamos que além de 3|(2m + 1) também:

2 2 2/ 2 2j 4
2m+1 5 o4 — 3 od

2m+1 2m+1" 5

A condi¢do do meio, dd-nos 3|(2m +1) (porque uma
6rbita de periodo 1 é também uma 6rbita de periodo 2)
mas agora temos de excluir

5/(2m+1)

para evitar 6rbitas de perfodo 2, assim esta condicao evita
que m (se diferente de 2) seja um numero sextina. Para
m =7 temos simultaneamente um 1-ciclo e um 2-ciclo,
visto que 3 e 5 sdo ambos fatores de (2m + 1).

3-ciclos ocorrem (ver figura 6) nos 23 —1 valores
x=2/9,2/7,4/9,4/7,6/9, 6/7, 8/9, e coincidirdio com
os valores de sextina 7|(2m + 1) ou 9|(2m + 1).

Continuando desta forma, descobrimos que:

Proposi¢ao 1. Os pontos g-ciclo estdo localizados em

I 2 4 4 2k
I LT T L T L T L

29 —-2 21—-2 21
2941729 -1"29+1 ]

No total, existem 29 — 1 desses pontos.

Se existe um j tal que uma das sextinas leva
x = 2j/(2m + 1) a coincidir com um ponto g-ciclo, a per-
mutacado de sextina contém um g-ciclo.

Isso acontece quando 3JjkeIN, k=1,.m e
k=1,.2""1de modo que
2j 2k
2m+1  20+1

ou
k(2m+1) = j(27 +1).

AN

A condicdo necessdria de existéncia de pelo menos um
g-ciclo (g < m) para uma permutagio de sextina acima
de m encontra-se na seguinte

Proposi¢do 2. Para qualquer niimero fmpar 2m + 1, deve
haver um niimero q < m tal que (2m +1)|(27£1). []

Agora estamos em posicdo de determinar as condi-
¢Oes necessdrias e suficientes para que um nimero m seja
um ndmero sextina. O primeiro ponto de sextina (j = 1)
deve fazer parte de um m-ciclo que o leva a todas as outras
posicdes, ou seja, o m-ciclo ndo é causado por sucessivos
g-ciclos em que g é um fator de m:

Teorema 1. Um numero m é um numero sextina se e
somente se (2m+1)[(2" +£1) e 2m+1)1(29+1) para
qualquer g que seja um fator de .

O corolédrio a seguir fornece um pouco mais de
informacao.

Corolario 1. Seja 2m +1 um nimero primo que divi-
de 2™ £ 1. Se m também € primo, entdo m é um nimero

sextina.

Demonstragio. O coroldrio resulta imediatamente do
teorema 1, j& que se m é primo, os seus tnicos fatores sdo
lem.

7. DISCUSSAO
A descrigao acima dos nimeros de sextina é de alguma
forma pouco satisfatéria. Baseia-se na fatorizagdo de gran-
des primos da forma 2" £ 1. Como é sabido, essa fatoriza-
¢do pode ser uma tarefa computacional complexa. De fac-
to, a abordagem por forca bruta de simplesmente deixar
que os ndmeros conduzam uma danga [7], ou seja, iterando
o0 mapa m vezes e verificando se isso origina um m-ciclo, forne-
ce um método muito mais rdpido (ordem m ) de decidir se
m é um nimero sextina.

H4, talvez, uma li¢do a tirar daqui. Somos educados
a acreditar que o entendimento completo de um subcon-
junto dos ntimeros naturais é alcangado apenas quando
temos uma férmula fechada, uma tinica equagdo para des-
crever os membros do conjunto. Isso certamente estava
na mente de alguns dos autores de [3] quando decidiram
descobrir que nimeros sdo nimeros de sextina.

Como se vé, a propriedade definidora mais simples
dos ntimeros de sextina é aparentemente a prépria per-

GAZETA DE MATEMATICA -+ 189



mutagado de sextina; essa é uma caracterizagdo algoritmica [6] L. Schimel, Poetic license: some thoughts on sestinas.
e ndo uma férmula fechada, da mesma maneira que os Writing-World.com published online at www.writing-world.
numeros primos (e primos gémeos, etc.) parecem permi- com/poetry/schimel4.shtml accessed 20/09/2016 (2001).
tir apenas uma descrigdo algoritmica, ndo uma férmula
fechada. E possivel que, em certo sentido, isso seja tipico; [7] Sting: Shape of My Heart, on Ten Summoner’s Tales,
que devemos considerar algoritmos a norma, e férmulas copyright 1993 UMG Recordings, Inc.
fechadas, excegdes milagrosas.

Usando o algoritmo, é uma tarefa computacional dire- [8] C. B. Whitlow and M. Krysi, Obsession: Sestinas in the
ta descobrir todos os ndmeros sextina menores do que um Twenty-First Century. Dartmouth College Press (2014).

certo inteiro positivo. Aqui, por exemplo, estd uma lista
de todos os nimeros de sextina até m = 200 :

1,2,3,56,9, 11, 14, 18, 23, 26, 29, 30, 33, 35, 39, 41, 50,
51, 53, 65, 69, 74, 81, 83, 86, 89, 90, 95, 98, 99, 105, 113,
119, 131, 134, 135, 146, 155, 158, 173, 174, 179, 183, 186,
189,191, 194

A caracterizagdo algoritmica, ou a verificacdo direta, ou a
descrita neste artigo, tem obviamente uma desvantagem
em comparacdo com uma férmula fechada: ela ndo nos
diz imediatamente se existem infinitos nimeros de sexti-
na. Esta questdo ainda estd em aberto.
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O MEU GALO E BOM CANTOR

Um casal de reformados mudou-se de cidade a procura da tdo sonhada
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tranquilidade. Mas um galo na vizinhanga ndo os deixava dormir. Sera que
os protagonistas de um dos mais exéticos processos da justica francesa nos

podem inspirar a falar de matematica?

m 2017, um casal de recém-reformados franceses re-

solveu gozar a vida de uma cidade pequena. Mudou-
-se, por isso, para uma casa que tinham comprado hd
alguns anos, ja a pensar numa reforma tranquila. Mas a
vizinhanga ndo era o que esperavam. Ao seu lado estava
o galo Maurice.

E o galo c6céricd!

Inconformados com a impossibilidade de gozarem
uma reforma cercados pelo siléncio, procuraram os tri-
bunais. Afinal a vila de Saint-Pierre-d'Oléron, na ilha de
Oléron, ndo é uma regido rural. E eles haviam chegado
primeiro. O que o avino 14 fazia? Quem o levou para 14?
Queriam que o silenciassem. Como? Nunca esclareceram
[1]. Ver figura 1.

Mas porque cantam os galos?

Para entender esta questdo, precisamos de ser apre-
sentados a uma teoria conhecida como "sinaliza¢do", que
estuda a forma como um animal transmite a outro — ou
ao seu grupo — alguma informacao.

Ha vdrias razdes para querer comunicar. Uma das
mais importantes é transmitir aos potenciais adversa-
rios a sua propria superioridade. Imagine que dois ani-
mais da mesma espécie estejam a disputar um bem in-
divisivel qualquer: pode ser comida, territério, fémeas,
tanto faz. Tem de ser indivisivel. Se um deles conseguir
mostrar que sua superioridade no campo de batalha é
tamanha que nem vale a pena pelejar, entdo terd todo o
prémio sem o custo da luta.

Foi o estudo deste tipo de conflito a primeira aplica-
¢do da teoria de jogos a Biologia. Esta drea da matema-

Figura 1. A vila de Saint-Pierre
d'Oléron. Aqui, quem canta de galo?
Fonte: Wikimedia Commons
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tica foi criada para o estudo das decisdes estratégicas e
encontrou um campo fértil na economia. Na década de
50, 0 matemdtico norte-americano John Nash mostrou
que um grupo de pessoas a interagirem umas com as
outras, onde cada uma tenta maximizar os seus ganhos,
atinge um equilibrio que hoje leva o seu nome.

Na década de 70, o britanico Jonh Maynard Smith es-
tava a ler um livro que expunha a teoria de jogos. Antes
de chegar a parte onde eram discutidos os resultados
de Nash, percebeu que tinha em méos os instrumentos
necessarios para estudar o conflito animal — e néo pre-
cisaria de supor nenhum tipo de intencionalidade nas
decisdes, contrariamente ao seu homénimo norte-ame-
ricano. Ver figura 2.

E importante notar que o biélogo ndo estava a tentar
criar modelos realisticos, mas apenas a tentar entender
porque parecia haver limitagdes no nivel de violéncia
entre individuos da mesma espécie. Classicamente, isto
era explicado pelo conceito de "bem de grupo". No en-
tanto, aquela altura, com a emergéncia de uma série de
ideias, mais tarde conhecidas genericamente como "ge-
nes egoistas’, jd estava claro que este conceito ndo tinha
fundamento.

Criou, entdo, uma série de pequenos modelos que
mostravam, de forma simples e pedagdgica, como al-
guns fendmenos complexos da biologia evolutiva po-
diam ser compreendidos a partir da interacdo dos di-
versos individuos que constituem uma populagdo. O
mais conhecido é provavelmente o jogo dos Pombos e dos
Falcoes, onde dois individuos da mesma espécie — apesar
do nome - escolhem distintos niveis de agressividade.
O objetivo é, como explicado anteriormente, modelar
a evolugdo da agressividade intraespecifica no conflito
por um bem indivisivel. O Falcdo luta até o fim; o Pombo
abandona o ringue assim que percebe que o oponente
estd disposto a escalar a briga. Veja [2].

Fazendo algumas hipéteses sobre o valor do que
estd em disputa e o custo da luta, a populagdo evolui em
diregdo a um equilibrio dado por um estado misto, em
que alguns individuos mais agressivos coexistem com
outros mais passivos. Mais haverd do primeiro, quanto
maior for o ganho do vitorioso e menor os danos causa-
dos pela pugna.

Claro que, feito um primeiro modelo, podemos pro-
gressivamente introduzir doses de realismo. Muitos
combates na Natureza incluem uma fase ritualistica,
onde os animais gritam, estudam-se, exibem suas armas
(por exemplo, os chifres). Se, durante esta fase, estiver

claro quem serd o vitorioso, entdo a prépria luta torna-
-se desnecesséria. E melhor entregar a bolsa e ficar com
a vida.

Em termos matemadticos, isto é modelado conside-
rando, além das possibilidades anteriores, o tipo Asses-
sor: este assessa (avalia) as capacidades do adversdrio e
tenta chegar a uma concluséo sobre se vale a pena lutar
ou ndo. Incluindo esta possibilidade no modelo e supon-
do que em cada possivel embate o Assessor decide se se
ird engajar ou ndo na luta com base nalguma observagao
das caracteristicas do oponente, entdo prova-se que este
eliminard da Natureza, com a sua estratégia mais efi-
ciente, tanto os Pombos quanto os Falcdes.

E o que s&o estas caracteristicas? Dependendo da es-
pécie, o peso é um excelente preditor do futuro vitorio-
so. Nos alces, o tamanho do chifre indica sobre quem
recaem as apostas: o dono dos maiores cornos tende
a ganhar a luta. Um estudo sobre os carneiros de Dall

Figura 2. O bidlogo inglés John Maynard Smith, o primeiro a
perceber a importdncia da teoria de jogos para o estudo da
evolugdo bioldgica, e o carneiro de Dall, cujo comportamento
— pelo menos no que se refere aos conflitos — se enquadra
perfeitamente nesta teoria.

NA LINHA DE FRENTE ¢ O Meu Galo é Bom Cantor



AN

(Ovis dalli) mostrou que a variabilidade do tamanho

dos chifres é maior que a variabilidade do tamanho do
préprio carneiro (ou seja, ndo é uma simples fungdo do
tamanho do bicho), que os chifres sdo sempre exibidos
antes de um confronto e que a probabilidade de um
embate diminui quando a diferenca do tamanho dos
chifres aumenta. Exatamente o que diz a teoria.

Nao é a dnica forma de sinaliza¢do. Outro exemplo
importante é o do tamanho da cauda do pavdo. Somen-
te um animal que jd resolveu seus problemas bdsicos
(arranjar alimento, defender o territério, combater pa-
rasitas) tem recursos em abundancia para investir em
frondosas caudas. Assim, as fémeas sdo informadas da
qualidade genética daquele macho em particular. Nada
muito diferente das expetativas de quem resolve com-
prar um carro topo de gama, diga-se. O fenémeno natu-
ral que permite a geragao das caudas do pavao ¢ a selecdo
sexual: a propagacao de caracteristicas ndo diretamente
ligadas a sobrevivéncia devido a preferéncia reproduti-
va dos parceiros. Ver figura 3.

E o canto do galo? Sabe-se que os galos ndo gastam
muita energia para cantar, o que elimina a possibilidade
de ser uma demonstragdo de forga, pois seria suscetivel
de fraudes — uma boa sinaliza¢do tem de ser cara [3].
Cantam devido a um reldgio interno (e ndo pela obser-
vagao do nascer do sol) e os machos dominantes cantam
primeiro; seguem-se, respeitosamente, outros tenores
[4]. O primeiro a cantar estd a definir o seu territério,
mas nado consegue traduzir a sua dominancia em maior
reprodugao [5].

Por outras palavras: o puzzle néo estd fechado. Ain-
da ndo é totalmente claro porque a Natureza resolveu

Figura 3. Explicar a beleza e a falta de funcionalidades da
cauda de pavdo requer um pouco mais de teoria do que
o usual. Um animal desnutrido ndo a consegue produzir.
Uma cauda como a da foto mostra salde e serve como
atrativo sexual, gerando o seu dono um maior ndmero de
descendentes.

conspirar contra o casal de reformados que sé queria o
seu canto de paz e tranquilidade.

Por falar nisso, aquele certamente ndo foi o mais
dificil processo da Histéria da justica francesa. Mesmo
assim, dezenas de milhares de pessoas assinaram a pe-
ticdo "Sauvez Maurice le coq Oléronnais". Finalmente,
no verdo de 2019 foi dado o veredito: o galo pode can-
tar, afinal é o que eles fazem. Os queixosos tiveram de
pagar uma multa: quem mandou cantar de galo contra
Maurice?
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A conjetura de Collatz é um dos mais famosos problemas em aberto

Jose CARLOS SANTOS

Universidade
do Porto

jesantos@fe.up.pt

da matemdtica. E os matemdticos tém estado ativos a investiga-la. Va-
mos ver alguns resultados que tém sido obtidos sobre este assunto.

A CONJETURA
Se n for um nimero natural, seja
3n+1 sen for impar
fln) = P
/2 se n for par;

é claro que f(n) também é um ndmero natural. Conside-
remos o seguinte problema: dado um ntmero natural
n, se formos calculando f(n), f(f(n)) e assim por diante,
0 que é que obtemos? Para vermos alguns exemplos, vai
ser usada a seguinte notagdo: sempre que se escrever
a — b, 0 que isto significa é que b = f(a).

Vamos entdo comecar com 1 = 1. Neste caso, temos

l—4—2—1

e, naturalmente, agora entra-se em ciclo. Ou seja, vamos
sempre obter os nimeros 4, 2 e 1, por esta ordem. Obte-
mos basicamente a mesma coisa se comecarmos com 2
ou com 4.

Se comegarmos com 3, obtemos:

3—w10—5—16—8—4—2—1.

E, se comegarmos com 7, obtemos

72— 11—34— 17— 52+ 26 — 13 —
—40—20—10—~5—16—8— 42— 1.

Este padrdo parece repetir-se: seja qual for o n inicial que
tomemos, acabamos sempre por ir parar a 1. Serd que é
sempre assim? A afirmacdo de que isto, de facto, aconte-

ce sempre é conhecida por conjetura de Collatz, cujo nome
tem origem num matemadtico alemdo, Lothar Collatz
(1910-1990), que pensou em problemas deste tipo na dé-
cada de 1930, embora ndo seja certo se ele foi o primeiro
a pensar neste problema em particular.! O problema s6 se
tornou conhecido a partir de 1950; veja-se [4] para mais
detalhes. A pédgina de Eric Roosendaal sobre a conjetura
de Collatz também merece ser consultada.?

Como a palavra «conjetura» sugere, o problema estd
em aberto. E é considerado muito dificil. Paul Erdés afir-
mou que «a matematica talvez nao esteja pronta para estes
problemas» e Jeffrey C. Lagarias, o autor de [4], é da opi-
nido de que «este é um problema extraordinariamente di-
ficil, completamente fora do alcance da matematica atual>.

O QUE E QUE JA SE SABE?

Quando um problema estd em aberto, os matemadticos que
pensam nele tentam as mais diversas abordagens. Podem
pensar, por exemplo, em fazer simula¢ées por computa-
dor, tentar resolver problemas semelhantes, estudar casos
particulares, e assim por diante. Vamos ver alguns resul-
tados que tém sido obtidos relativamente a conjetura de
Collatz.

E claro que este problema se presta a ser estudado
por meio de computadores. E este estudo permitiu cons-
tatar que a conjetura é verdadeira para qualquer niime-
ro natural com menos de 20 algarismos. Naturalmente,
isto tende a levar as pessoas a pensar que a conjetura é
verdadeira, mas hd exemplos de outras conjeturas rela-
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tivamente as quais se conseguiu provar que sio vélidas
para todos os ntimeros até um valor muito grande mas
para as quais acabou por ser possivel provar que nio se
verificam sempre.

Ao descrever-se a conjetura de Collatz, foi mencio-
nado o ciclo 1+ 4+ 2+~ 1. Haverd outros ciclos? Se
houver, a conjetura serd falsa, claro. Pois bem: sabe-se
que, caso haja mais algum ciclo, terd de ter, no minimo,
338 466 909 ntimeros!* Em 1995, o ja mencionado Jeffrey
C. Lagarias provou, juntamente com um colega, David
Applegate, que, se m for um nimero natural suficiente-
mente grande, entdo o conjunto dos nimeros naturais
n€{l,2,...,m} para os quais a conjetura de Collatz é

vdlida tem mais do que m081

elementos; veja-se [1]. Oito
anos mais tarde, o mesmo Lagarias provou, juntamente
com outro colega, Ilia Krasikov, que o mesmo acontece se

084 em vez de m®8; veja-se [3]. Estes resultados

se usar m
permitem concluir que, mesmo que a conjetura nao seja
vdlida em geral, é vdlida para a maior parte dos ntimeros
naturais.

Para continuar, convém introduzir uma notagdo apro-

priada. Se n € IN, o conjunto

{n f(n), f(f(n)),...} 1)

é um conjunto ndo vazio de nimeros naturais e, portan-
to, tem um elemento minimo, o qual vai ser representado
por Colpin(1). Com esta notagdo, a conjetura de Collatz
afirma que se tem sempre Colmin (1) = 1e é facil ver que
a conjetura é verdadeira se se conseguir provar que se
tem Colpin(n) < n para cada niimero natural n maior
do que 1. Note-se que, como n pertence ao conjunto (1), é
claro que Colyin (1) < n. De facto, se n é um ntimero natu-
ral par, f(n) = n/2 < ne, portanto, em metade dos casos o
conjunto (1) contém algum elemento menor do que 7, ou
seja, Colyin(n) < n. Acontece que Riho Terras provou em
[5] que para quase todos os nimeros naturais (num senti-
do preciso), Colpin(n) < n. Dezoito anos mais tarde, Ivan
Korec provou algo mais forte:
para quase todos os niimeros

naturais,  Colpin(n) < n%8;
veja-se [2].
Recentemente, Terence

Tao* (foto ao lado) publicou
uma demonstragdo de que, se
ffor qualquer fungdo de INem

N tal que lim, o f(1) = oo,
\a / entdo Colmin(n) < f(n) para
Foto: Alyssa Bierce/UCLA quase todos 0s ndmeros na-
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turais. Aqui, o significado de «quase todos» também tem
um sentido preciso, embora distinto do sentido dado por
Terras.

Todos estes resultados apontam no mesmo sentido: a
conjetura de Collatz é vélida para uma grande proporgao
do conjunto dos niimeros naturais.

QUE IMPACTO PARA O FUTURO?

Em que é que estes resultados poderdo ajudar a dar ori-
gem a uma eventual demonstracdo da conjetura? Prova-
velmente pouco. A experiéncia histérica mostra que este
tipo de resultados parciais geralmente tem pouco a ver
com a resolugdo final do problema. Mas é um erro por-
-se énfase nisto. Como o préprio Terence Tao fez notar,*
é contraprodutivo que um matemdtico aposte unica-
mente em tentar resolver grandes problemas em aberto.
Um dos objetivos da pesquisa em matemaética consiste em
ir expandindo os conhecimentos de que ja dispomos e os
resultados atrds mencionados enquadram-se nisto.
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INTRODUCAO
Otimizagdo é um conhecido ramo da matemdtica cujo
objetivo é encontrar valores de pardmetros, que definem
uma funcdo que modela um problema, e de modo a que
esta funcdo atinja o seu valor maximo, ou minimo, de-
pendendo da natureza do problema. A otimizacdo é mui-
to ttil em diferentes campos de atuagdo humana, como
economia, transportes, logistica, produgao e varios outros.
O cléssico problema do caixeiro viajante é um exemplo ti-
pico de aplicacdo de otimizagdo. Neste caso, tenta-se achar
amelhor rota para um caixeiro viajante percorrer um certo
ndmero de cidades, sem passar duas vezes pela mesma, e
voltando ao ponto de partida. Problemas de otimizagado
vao-se tornando cada vez mais complexos a medida que
se aumenta a complexidade da fungao objetivo, bem como
o numero de pardmetros, a verosimilhanga da néo linea-
ridade da fungédo objetivo e a existéncia de restrigdes no
problema. Para tais casos o uso de Algoritmos Genéticos
(AGs) tem levado a resultados excelentes.

Os AGs foram introduzidos por John H. Holland [1]
e David E. Goldberg [2], e constituem métodos de busca
inspirados nos mecanismos naturais de selegdo, adapta-
¢do e evolugdo de populacdes de seres vivos, procurando
atingir uma solugdo 6tima para o problema proposto.

Numa breve (e incompleta) taxonomia dos métodos
de otimizagdo podemos classificid-los em métodos deter-
ministicos e métodos probabilisticos. Dentro dos métodos
probabilisticos encontramos os Algoritmos Evolutivos ou
Evoluciondrios, estando os AGs nesta tiltima classe.

Algoritmos Genéticos sao

uma poderosa ferramenta na
abordagem de problemas complexos
de otimizacao, envolvendo muitas

variaveis, parametros e restrigoes.

A INSPIRAGAO NA NATUREZA

Na Natureza os individuos com melhor adaptacdo ao
ambiente sdo, geralmente, os que sobrevivem por mais
tempo (sele¢do natural), conseguindo reproduzir-se. A re-
produgédo entre dois individuos que sobreviveram a se-
lecdo natural faz com que o material genético de ambos
se misture, gerando descendentes com caracteristicas de
ambos o0s progenitores. Esta mistura (ou cruzamento) entre
melhores individuos traz a tendéncia para que as novas
geragdes apresentem, cada vez mais, individuos mais bem
adaptados do que os de geragdes anteriores. De forma es-
porddica, com uma frequéncia muito pequena, uma muta-
¢do genética pode ocorrer em poucos individuos de uma
geragdo para outra. Esta mutagdo pode levar a um salto na
evolugdo, produzindo um individuo superior, com mais
chances de sobreviver a sele¢do natural, e que vai trans-
mitir as suas caracteristicas genéticas a préxima geracao.
Também pode ocorrer que a mutacdo produza um indivi-
duo pior, que muito provavelmente serd eliminado na eta-
pa da selegdo natural. Desta forma, repetindo por séculos
as etapas de selecdo, cruzamento e mutagdo, a Natureza
promove uma constante melhoria na capacidade de adap-
tacdo e sobrevivéncia dos individuos de uma espécie.

DA INSPIRAGCAO BIOLOGICA

PARA O ALGORITMO

O AG baésico vai adotar a mesma estratégia evolutiva que
a mée Natureza, e vai trabalhar com operadores selecdo,
cruzamento e mutagdo. Partimos de um conjunto inicial de
possiveis “solugdes” (ou solugdes-candidatas) do nosso
problema, geradas aleatoriamente, que representam uma
populacéo inicial, sendo cada uma destas solu¢des-candi-
datas um individuo da populagéo inicial. Cada um destes
individuos serd representado por uma estrutura de dados,
que serd denominada de cromossoma. Para exemplificar,
vamos considerar um problema simples (que obviamente
ndo necessita de ser resolvido por AG), como o de encon-
trar o minimo da fungdo

13, 203, 257 8
_ 4 2.3 I -
flo) =2 = 5t goat = ot 1

Vamos admitir, a priori, que a solugdo x,,;, se encontra no
intervalo [0, 4], e que pretendemos que a mesma tenha
precisdo de trés casas decimais. Assim, teremos 4001 va-
lores que podem ser a solucéo procurada. E claro que este
é um problema simples, e testar todas as possibilidades
ndo levaria muito tempo para um computador. Mas este
exemplo serve para outro propdsito: mostrar como repre-
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sentar cada individuo da populagéo, para trabalhar mais
facilmente as etapas seguintes: cruzamento e mutagao.
Vamos associar a cada valor do conjunto onde sabemos
que estd a solugdo do problema, com a precisdo requeri-
da, uma palavra bindria com 12 bits (212 = 4096), cobrin-
do toda a faixa de valores. Assim, os valores bindrios vao
representar diretamente as possibilidades de solugéo,
pois 000000000000=0 e 111111111111=4095. Seguidamente
geremos aleatoriamente uma populagdo inicial com seis
individuos (correspondentes a seis valores de x). Deve-se
destacar que, dependendo do problema, muitas outras
formas de representagdo bindria sdo possiveis (e mesmo
ndo bindria). O gréfico da fungdo e a populagéo inicial po-
dem ser vistos na figura 1. A representagdo bindria de cada
um dos seis individuos da populagao inicial sdo os valores
de x dos pontos no gréfico, e equivalem a um cromossoma
na comparagdo com o processo biolégico.

-1 '] 1 2 3 4 5

Figura 1. Grafico da funcdo objetivo e populagio inicial.

SELECAO

Neste ponto, precisamos de estabelecer a “aptiddo” de
cada individuo em resolver o problema. Neste exemplo
simples é claro que os individuos mais “aptos” sdo os que
fornecem os menores valores de f(x), j4 que procuramos o
seu minimo. Entdo, a prépria f(x) também nos serve como
fungdo aptiddo (fungdo objetivo). No entanto, em proble-
mas mais complexos, estabelecer uma fung¢do aptidao ade-
quada é um passo importante que depende da habilidade
em representar o problema.
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Observando-se o grafico, podemos ver que os trés
menores valores de f(x) sdo dados pelos pontos B, D e E.
O processo seguinte é a selegdo destes trés individuos e o
descarte de A, C e E, por serem os menos aptos. Na prética,
ndo conhecemos a forma da fungéo objetivo, e sdo técnicas
e algoritmos tipicos em AGs que realizardo a selegdo (tor-
neio, roleta, etc.). No entanto, estes ndo serdo apresentados
aqui, pois é mais apropriado fazé-los num curso sobre AGs,
devido a extensdo do assunto. Sendo assim, vamos apenas
admitir que algum algoritmo selecionou as trés melhores
solugdes entre as disponiveis na populagdo inicial.

CRUZAMENTO

O préximo passo é fazer com que os individuos mais
aptos se cruzem entre si, para criar uma nova geragao de
individuos que, teoricamente, podem ser mais aptos. Esta
etapa é simples quando utilizamos cromossomas bindrios:
sorteia-se uma posigdo de corte para um par de cromosso-
mas (pais) e trocamos as suas partes, como demonstrado
na Figura 2. Desta forma, podemos, por exemplo, cruzar
B com D, B com E e D com E, sorteando pontos de cor-
te para cada par de cromossomas e gerando trés novos
individuos (filhos) para substituir os eliminados.

Pais: . Filhos:

Figura 2. Operacao Cruzamento.

MUTACAO
O passo seguinte é realizar a mutacdo de alguns bits,
como mostrado na figura 3, nos individuos da popula-
¢do, escolhidos aleatoriamente com uma pequena proba-
bilidade (tipicamente entre 0,1% e 5%). Assim, no nosso
exemplo, com seis individuos com 12 bits cada, teremos
12 x 6 = 72 bits. Se usarmos uma probabilidade de 4% de
ocorréncia de mutagdo, teremos aproximadamente 3 bits
(0,04 x 72 = 2,88), que terdo os seus valores invertidos,
considerando toda a populagdo.

Apo0s este passo, voltamos aos passos de avaliagdo
desta populacéo, selegdo dos individuos mais aptos, cru-



zamento e mutagao, até que algum critério de término seja

satisfeito. Resumidamente, o AG bdsico é representado

como:
» Inicio
» Iniciar populagdo
4 Avaliar individuos da populagéo
> Repetir
Selecionar individuos para reproducéo
Executar cruzamento
Executar mutacao
Avaliar individuos da populacao
» Até
» Critério de parada satisfeito
> Fim
Antes Depois:
Jolldblobloleldelel  feloeleelelol bl

Figura 3. Operacao Mutacao.

CONSIDERAGCOES PRATICAS SOBRE UM
MODELO PARA ESTRATEGIAS DE COMBATE

A defini¢do de uma fungao objetivo que avaliara as solu-
¢oes-candidatas, a representa¢do dos dados do problema
em forma de cromossomas, bem como possiveis estraté-
gias e algoritmos para executar as operacdes de selecao,
cruzamento e mutagdo sdo parte essencial da aplicagdo de
AGs, e podem ter vdrias formas. Novamente, tais maté-
rias ndo serdo detalhadas aqui, por ser mais apropriado
fazé-lo num curso mais completo sobre AGs. Aqui fare-
mos apenas a ilustragdo de alguns aspetos praticos através
de um exemplo que é apresentado com detalhe em [3].
O problema consiste em criar a simulagdo de uma estraté-
gia (solugdo) de combate 6tima, de uma forga naval aliada
contra outra inimiga. A forga inimiga vai apresentar um
numero arbitrario e fixo de navios e seus armamentos, e a
estratégia de combate é definir quantos e quais navios da
frota aliada enviar para combate. A complexidade do pro-
blema consiste no facto de que cada forga possui um con-
junto de armamentos: a frota aliada possui até nove navios,
com 1 a 5 armas por navio, cada arma com uma probabi-

lidade de acertar o alvo em func¢ao da distdncia, um custo
financeiro por arma efetivamente utilizada, e um risco en-
volvido, devido a capacidade de reagdo da frota adversdria.
A fung@o objetivo, MoE, (do inglés Measure of Effectiveness)
foi idealizada refletindo estas trés consideragdes e a solu-
¢do 6tima é encontrar a combinagdo de quantos navios,
e que armas utilizar e a que distdncia permanecer. Existe
um cdlculo de a probabilidade do navio acertar o seu alvo
em fungdo da distancia a que ele se encontra, denomina-
do MoE AcprobDamage dlculo adaptado de [4], que deve
ser maximizado. Uma segunda parte da fungdo objetivo
é denominada MoE 4.c,st, a qual estima o custo financeiro
relativo de cada arma usada na estratégia (que deve ser
minimizada), e uma terceira parte avalia o risco que re-
presenta aquela estratégia, MoEg;s, devido a capacidade
de reacdo do inimigo (que deve ser minimizada). A fun¢do
objetivo a ser maximizada é, entdo, definida como:

MOoE = MOEAcProbDamage + (1 - MOEAcCost) + (1 - MOERisk)'

Neste problema, a populacdo inicial era de 100 indivi-
duos. Cada possivel solugdo (cromossoma) para o pro-
blema considera um ntimero diferente de navios da forga
aliada, com seus armamentos, e a diferentes distancias da
frota inimiga. Essa forma de representagdo leva-nos a ter
cromossomas de tamanho varidvel, uma interessante pos-
sibilidade dos AGs que demonstra a sua versatilidade na
busca de solugdes, como representado na figura 4, em que
é mostrada a forma de executar o cruzamento. Evidente-
mente sdo necessarios algoritmos que impegam algumas
combinagdes que ndo podem ser permitidas.

A mutagdo, nesta forma de representagdo, pode ser
simplesmente a troca de um navio do cromossoma por
outro que ndo estd presente.

Navio 3 Navio 2 Navio 7 Navio 6 Navio 5

4.6 mn* 6 mn 9 mn 8.5 mn 4 mn

Navio 9 Navio 1 Navio 8
9 mn mn 4 mn

Navio 3 Navio 2 Navio 1 Navio 8

4.6 mn 6 mn 6mn 4mn

1as) filhos

Navio 9 Navio 4 Navio 7 Navio 6 Navio 5

9mn 9.4 mn 9mn 8.5 mn 4mn

*mn=milha nautica

Figura 4. Cruzamento implementado em [3].
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Tabela 1. Solugdes em [3]

Navio Cenario | Cendrio 2 Cenario 3

Selecionado Distancia Selecionado Distancia Selecionado Distancia

1 Sim 0,3 mn Nao - Nao -

2 Sim 1,8 mn Nao - Nao -

3 Sim 0,3 mn Sim 13,87 mn Sim 33,83 mn

4 Sim 0,24 mn Sim 0,22 mn Sim 0,06 mn

5 Sim 0,15 mn Sim 0,76 mn Sim 0,09 mn

6 Sim 0,05 mn Sim 0,49 mn Sim 1,62 mn

7 Sim 0,15 mn Sim 0,73 mn Sim 0,2 mn

8 Sim 1,31 mn Sim 0,19 mn Sim 1,06 mn

9 Sim 1,98 mn Sim 0,17 mn Nao -

Os testes realizados em [3] consideraram trés cend-
rios, sempre com a frota aliada dispondo de até nove
navios, com as caracteristicas descritas anteriormente.
No cendrio 1, a for¢a inimiga apresenta-se com uma frota
com poderio igual ao total da frota aliada. O resultado do
algoritmo determina o envio da frota aliada completa, es-
pecificando as distdncias a serem mantidas. No cendrio 2,
a frota inimiga apresenta-se com quatro dos seus navios
com maior poderio. No dltimo cendrio, a frota inimiga
apresenta-se também com quatro navios, porém de menor
poderio bélico. Os resultados sdo sintetizados na tabela 1.

Um especialista militar foi convidado a resolver os
mesmos cendrios, e os resultados foram compativeis com
0s obtidos com o AG ([3]).

INTERPRETAGCAO DO FUNCIONAMENTO
E VULNERABILIDADES DOS AGS
A fungdo aptiddo projetada para o problema representa
uma superficie em R”, repleta de vales e picos, a partir da
qual se procura encontrar um pico (ou vale, dependendo
do problema) que seja uma solugdo satisfatéria. Satisfato-
ria, pois nem sempre é 6tima, uma vez que existem muitos
maéximos (ou minimos) locais nesta superficie, e 0 AG néo
nos garante que o maximo (ou minimo) global foi atingido.
Em problemas mais complexos, com muitas varid-
veis e pardmetros, com carateristicas ndo lineares, restri-
¢Oes, objetivos multiplos, grandes espacos de busca, etc.,
a visualizagdo de gréficos como o da figura 1 ndo é possi-
vel, devido a complexidade e a dimensionalidade da su-
perficie em IR, e técnicas matematicas cldssicas sdo difi-
ceis de ser utilizadas. Nestes casos, o emprego do AG tem-
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-se mostrado muito eficaz na resolugdo destes problemas.

Os individuos de cada geragdo sdo pontos pertencen-
tes a esta superficie, espalhados aleatoriamente por ela, e
que serdo avaliados quanto ao seu grau de validade como
solugdo (funcdo aptiddo). A sele¢do elimina pontos que
ndo apresentam resultados satisfatérios e mantém os ou-
tros para a etapa de cruzamento, quando se espera que
a combinacdo de dois individuos selecionados venha a
produzir outro que esteja mais préximo do resultado pro-
curado (madximo ou minimo). A mutagdo representa um
salto aleatério na superficie de busca, que pode levar a re-
gides até entdo ndo exploradas da mesma. Tais caracteris-
ticas colocam os AGs como métodos de busca probabilisti-
ca, porém com uma agdo direcionada, ndo caracterizando
uma procura completamente aleatdria.

E preciso, no entanto, ressaltar alguns factos quanto
a utilizacdo dos AGs e problemas relacionados: a escolha
do tamanho da populagéo, das taxas de mutacdo e cru-
zamento, do ponto de corte dos cromossomas pais, e ou-
tras caracteristicas de projeto dos AGs séo escolhas que
seguem muito mais o empirismo e a intui¢do do proje-
tista do que regras deterministicas. Mds escolhas podem
levar o algoritmo a problemas de convergéncia (lentiddo
ou convergéncia prematura sem atingir resultado satisfa-
tério). O tamanho da populagdo, por exemplo, deve ser
compativel com a superficie de busca. Poucos individuos
podem n@o ser representativos do espaco de busca, e o
algoritmo pode convergir para um minimo local nao satis-
fatério. Por outro lado, muitos individuos podem tornar
o algoritmo lento. Taxas altas de mutagdo podem levar a
perda de bons individuos, taxas baixas podem deixar re-



gides da superficie de busca sem serem exploradas. Em
suma, a utilizacdo de AGs pode ter de passar por expe-
riéncias e ajustes até se encontrar a solucdo satisfatoria,
mas ainda assim é um método bastante eficaz na solugdo
de problemas complexos de otimizacao.
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ENTRE O ALGORITMO E A EMPATIA

A antiga profissdo de médico pode estar a viver as Ultimas décadas da sua
existéncia, sendo substituido por outra forma de prestagio de cuidados de
satide, em que o potencial da Inteligéncia Artificial (IA) para ganhar terreno

nessa area da sociedade se afigura imenso.

O DIREITO DA SAUDE ESTA

EM GRANDE TRANSFORMACAO!

Aos temas cldssicos, ainda e sempre polémicos, como (1)
a responsabilidade em satde (civil, penal, ou adminis-
trativa), (2) os direitos dos pacientes, designadamente o
consentimento informado, o sigilo médico, a regulagdo
do processo clinico, a protegdo de dados pessoais, (3) a
organizagdo do sistema de satide e o direito hospitalar,
juntam-se agora no Direito da Satide temas como, (1) o
envelhecimento e os direitos das pessoas com incapacida-
de, 2) a sustentabilidade dos sistema de satide e seu finan-
ciamento, (3) a proibi¢do de transformar o corpo humano
ou as suas partes, enquanto tais, numa fonte de lucro e
(4) todas as teméticas do fim de vida: cuidados paliativos,
eutandsia, distandsia, entre outros.

De todos, as dindmicas que — a meu ver — mais vém re-
volucionar o pensamento em torno desta drea do Direito e
da Bioética sdo os desafio dos big data, da digitalizagdo, da
robotizagdo e da inteligéncia artificial na medicina. Dina-
micas nas quais a matematica estd profundamente envolvi-
da, em conexdo com a genética e a bioinformatica, abrindo
campo a terapia génica e a medicina personalizada.

Vém-se identificando' varias dreas como determinan-
tes da medicina do futuro. Destacamos aqui os temas re-
lativos a inteligéncia artificial, ao processo clinico eletré-
nico, aos medicamentos personalizados, ao atendimento

personalizado e a medicina preditiva. A interagdo entre a
genética, os big data e a inteligéncia artificial afigura-se co-
lossal e ird transformar o mundo da prestagdo de cuidados
de satde!

Cuidados de sadde e big data sdo os principais t6pi-
cos de pesquisa cientifica e investimento financeiro nos
dltimos anos, beneficiando de grandes investimentos das
grandes industrias monopolistas ou oligopolistas da in-
formadtica, e acredita-se que aumentem significativamente
no futuro préximo, ndo sé por razdes de crescimento de
mercado, mas também com base em pressupostos filosé-
ficos de radical transformagdo, que passam pela estreita
ligacdo entre os lideres da economia digital e o pensamen-
to filoséfico denominado de trans-humanismo ou pés-hu-
manismo, de que se destacam nomes como os de David
Pearce, Nick Bostrom, Max More, David Wood e José Luis
Cordeiro.

Esta evolucgdo acarreta riscos na transformagdo da
prestacdo de cuidados de satide ao ponto de podermos
questionar se a continuidade de muitos profissionais de

1Cf. o Portal da Telemedicina identifica os seguintes vetores: |) Telemedici-
na, 2) Inteligéncia artificial, 3) Internet das Coisas (loT), 4) Monitoramento
remoto e em tempo real, 5) Prontudrio eletrdnico, 6) Robdtica em ci-
rurgias, /) Bidnica e impressdes 3D, 8) Intercambio de informagdes em
cidades inteligentes, 9) Medicamentos personalizados, 10) Atendimento
personalizado, | ) Medicina preditiva.
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satide pode estar em causa. Pensemos no caso paralelo
das agéncias de viagem. Hoje, muitos de nés compram
os seus bilhetes de avido e mesmo programas de turismo
através da internet, dispensando o contacto humano. No
futuro, uma aplicacdo ou um site especializado, na area
médica, podera fazer-nos prescindir de consultas presen-
ciais ou mesmo por telemedicina? Grandes empresas da
drea da informdtica e das tecnologias da informacao estdo
interessadas em desenvolver esses servigos! Assim, ima-
ginar um confronto entre a mdquina (IA e robética) e os
seres humanos nao é ficgdo cientifica (Gerd Leonhard), em
especial na drea ou no mercado da satide!

A medicina é assim desafiada pelas ciéncias da compu-
tagdo e pela economia digital. A matemadtica desempenha
um papel de lideranca nesta quarta revolugdo industrial
que também afeta as principais atividades intelectuais tra-
dicionais, como medicina e enfermagem.

Perante este quadro de desenvolvimento tecnolégico e
esta mutacido das relagdes humanas e das relagdes huma-
no-méquina, as reflexdes ética e juridica estdo consideran-
do vdrias questdes: a protecao de dados e a privacidade,
incluindo das informagdes genéticas, bem como o direito
de manter uma interface humana em situagdes vulnera-
veis que surgem de doengas.

Estas transformagdes inserem-se na “Quarta Revolu-
¢do Industrial”, termo cunhado por Klaus Schwab, pre-
sidente executivo do Férum Econémico Mundial, que
aponta para “mudangas radicais e desafios resultantes das

tecnologias emergentes (novas biotecnologias, inteligén-

cia artificial, computagdo quantica, etc.) e as suas conse-
quéncias sociais e politicas.” Acrescenta que “0s avangos
nas neurotecnologias e nas biotecnologias ja nos obrigam
a questionar o que significa ser humano...” Mas destaca
que todos podem e devem ter uma palavra a dizer sobre
a forma como as novas tecnologias os influenciam. (...)
e receia que “sistemas facciosos venham a acentuar as
desigualdades e a por em causa os direitos das pessoas de
todos os paises [1].

Assim, o debate ptblico e democrético é imperativo e
urgente. Como afirmou Stephen Hawking: «Um mundo
em que apenas uma superelite reduzidissima fosse capaz
de compreender a ciéncia e a tecnologia avancadas e as
suas aplicagdes seria, do meu ponto de vista, um mundo
perigoso e limitado.»

E, digamos desde ja: a luta que se nos depara é pelo
direito a manter relacdes humanas!?

No plano normativo internacional podemos elen-
car alguns documentos, designadamente: o Conselho da
Europa conseguiu a aprovacao por dezenas de Estados da
Convencao dos Direitos Humanos e a Biomedicina (1997).

A UNESCO aprovou a Declaragio Universal sobre o Ge-
noma Humano e os Direitos Humanos (1997) e a Declaragio
Internacional sobre 0os Dados Genéticos Humanos (2004).

A Organiza¢do Mundial de Sadde emitiu recentemen-
te a “WHO guideline recommendations on digital interven-
tions for health system strengthening” (2019).
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ALei de Bases da Satide aprovada em julho de 2019° pre-
vé na sua Base 11 (Satde e gendmica) as seguintes normas:

“O Estado reconhece a importancia da genémica
no ambito da satide ptblica, devendo a lei regu-
lar a gendmica para fins terapéuticos, a realizagdo
de testes e o conhecimento de base de dados para
prestacdo de cuidados de satide e investigagdo, no
respeito dos seguintes principios:

a) Dignidade e direitos de todas as pessoas, inde-
pendentemente das suas caracteristicas genéticas;

b) Consentimento livre e esclarecido em matéria de
testes gendmicos preditivos, realizados em contex-
to de sadde e precedidos do indispensédvel aconse-
lhamento genético;

¢) Confidencialidade dos dados genémicos asso-
ciados a uma pessoa identificavel;

d) Néo discriminagédo injustificada, com base nas
caracteristicas genéticas da pessoa, em particular
se associadas a doenga ou deficiéncia;

e) Liberdade de investigacdo cientifica na drea da
gendOmica, atenta a sua importancia para a melho-
ria da satde dos individuos e da Humanidade;

f) Ampla divulgagdo dos conhecimentos dispo-
niveis na drea da gendmica e promogdo do seu
intercdmbio a nivel nacional e internacional.”

Esta Base é, em regra, de aplaudir. Mas este apelo final
a “promocdo (!) do intercAmbio a nivel internacional”...
de informagdo genética pode merecer criticas por parte
daqueles que se preocupam com a soberania nacional e
a protecdo dos direitos humanos dos cidaddos nacionais,
face as determinadas investidas das industrias da bio-
informatica e dos big data. Compete ao legislador, as ad-
ministragdes de satide e as comissdes de ética zelar para
que este “petréleo do século XXI” — os dados de satde
(méxime genéticos) — ndo seja exportado numa relagdo de
neocolonialismo.

O tratamento como big data da informacao disponivel
no processo clinico eletrénico, acompanhando a revolugéo
genética leva a revolucdo da bioinformdtica. O zénite do
debate estd em torno da chamada medicina personaliza-
da. Trata-se de um novo modelo de medicina que anali-
sa em pormenor o fenétipo e o genétipo de cada indivi-
duo com o objetivo de definir uma apropriada estratégia

terapéutica e o momento certo de a introduzir e, ainda,
de identificar as doengas para que este estd predisposto e
o momento 1til e a forma de as prevenir ou minorar.

A medicina de precisdo apresenta como vantagens: (1)
identificar doencas mais cedo (diagnéstico preciso), (2) re-
duzir os encargos do tratamento e (3) adequar o tratamen-
to ao doente (farmacogendémica). Com efeito, vivemos ain-
da no tempo da “imprecisdo na terapéutica” [2]; estima-se
que em elevadas percentagens os medicamentos ndo
produzam os efeitos desejados aquando da prescrigdo.

Por outro lado, esta medicina de precisdo tem conse-
quéncias sociais, no plano da satide ptblica, sendo expec-
tdvel uma maior capacidade de identificacdo de risco de
patologias em pessoas sauddveis, o que conduz: (1) a um
critério individual e mais precoce, (2) a promogéo de es-
tilos de vida adequados (mesmo para combate a doencgas
comuns) e (3) ao ndo aparecimento de nova patologia ou
esta patologia serd minorada pelo inicio correto da tera-
péutica. Todas estas vantagens tém um prego: a exigéncia
do cumprimento de normas por parte do individuo ird
aumentar, ou seja, enfrentamos o desafio de uma socie-
dade cada vez mais medicalizada. Alguns, como o fil6so-
fo portugués Manuel Curado, [3] de forma provocadora,
relembram os riscos do “projeto totalitdrio” (!) da “satide
para todos, em todas as idades”, que os Objetivos de De-
senvolvimento Sustentdvel apregoam (objetivo 3), riscos
de apagamento da autonomia e da individualidade da
pessoa humana, livre e responsével.

No plano da genética clinica, a tendéncia serd a exis-
téncia de um critério alargado de realizacdo de exames
complementares de diagndstico. Os riscos desses exames
genéticos de largo espetro sdo o surgimento de efeitos
colaterais indesejdveis em exames sem interesse clinico,
os efeitos secunddrios (psicoldgicos e fisicos) da realiza-
¢do de multiplos exames e o aumento da maleficéncia e da
perda de autonomia.

No plano societdrio, esta medicina de precisdo deve
ser vista com muita cautela, pois pode conduzir a uma
iniquidade em relagdo aos gastos de satide e a falta de
preparagdo psicolégica das populagdes para receberem
informagoes impostas sobre riscos de futura doenga com
consequéncias totalmente imprevisiveis.

2 "A defesa de relacionamentos humanos serd um dos principais desafios
da bioética nas préximas décadas!" (Michael Cook, BioEdge)

3ein®97/2019, de 4 de setembro.

GAZETA DE MATEMATICA -« 189



Assim sendo, na linha do que ensina a Professora
Heloisa Santos, devemos apostar na: (1) educagdo da po-
pulagdo, em particular na drea da Genémica, mas com a
maior urgéncia, preparar, desde ja: a) os Técnicos de sat-
de (apoio pedagégico por médicos geneticistas); b) Legis-
ladores e politicos; (2) Criagdo duma Comissdo Nacional
de Avaliagdo das vantagens da medicina personalizada,
que ndo poderd abdicar na sua composi¢ao da presenga de
médicos, nomeadamente de sadde publica e geneticistas
clinicos na sua composigdo: (3) Prévia avaliacdo criterio-
sa da capacidade, inclusive financeira, de cada pais, em
participar de imediato neste experimental e dispendioso
modelo de medicina. [4]

Com efeito, a informacdo genética tem caracterfsticas
especiais: ela é involuntdria, indestrutivel, permanente,
imutdvel, familiar e pré-sintomdtica. Donde, o acesso a
informacao genética coloque vdrios riscos para os direitos
humanos.

1) A discriminagdo injustificada dos portadores de
determinadas variagdes deve ser impedida, pois pode
privar certas pessoas do acesso a direitos fundamentais,
a educacdo, ao trabalho, a habita¢do, a constituir familia,
apenas por razdes de probabilidades de vir a desenvolver
doencas genéticas, privando assim a sociedade de benefi-
ciar do contributo de muitos de nés e afastando da “comu-
nidade” tantos de nés. Nesse sentido, a Lei n.° 12/2005,
de 26 de janeiro, regula a informacgdo genética pessoal
e a informagdo de satide e prevé no n.° 1 do artigo 11.°
“1 = Ninguém pode ser prejudicado, sob qualquer forma,
em funcdo da presenga de doenga genética ou em funcgéo
do seu patriménio genético,” além de prever certas proi-
bigoes relativas ao uso de testes genéticos nas dreas dos
seguros (art. 12.°) do trabalho (art. 13.°) e da adogdo (14.°).
Os riscos de discriminagdo s&o hoje jé sentidos em alguns
sistemas de satide em que se aplicam estimativas de anos
de vida ajustados pela qualidade, afetando os tratamentos
que sdo cobertos e orientando as decisdes de contratacdo,
empréstimo ou seguro de satide.

2) A confidencialidade assume ainda maior importan-
cia num tempo em que a informagdo clinica é entregue
a sistemas informdticos expostos a grandes riscos de ata-
ques por parte de empresas de big data, que usam a nossa
informagao como o petréleo do século XXI, donde o refor-
¢o das precaucdes e a protecdo dos dados pessoais assume
extrema relevancia atualmente. Por isso, a Unido Europeia

produziu o Regulamento Geral de Protegdo de Dados* e

entre nos, foi recentemente publicada a Lei n.° 58/2019,
de 8 de agosto, que procura compatibilizar a organizagado
juridica nacional com o novo Regulamento de Protegdo de
Dados. A regulagdo e a prote¢do dos biobancos assume
uma especial importancia neste tempo de investigacdes
na drea da bioinformadtica.®

3) A medicina personalizada apresenta o risco de eli-
minar a autonomia, ainda mesmo em tempos pré-sinto-
madticos, pois os sistemas de informdtica digital vao dar
regras de conduta e orientagdes preventivas, ao nivel dos
estilos de vida e a medicagdo preventiva, ao qual o cida-
dao terd dificuldade de resistir. E numa fase sintomatica,
o elevado grau de fiabilidade do tratamento aconselhado
reduz a margem de tratamentos alternativos ou mesmo de
uma “razodvel” recusa de tratamentos.

4) Também o direito a ndo saber saird provavelmen-
te prejudicado, pois a capacidade de antecipar problemas
clinicos futuros e a disponibilizagdo de informagédo ao pa-
ciente, sem lhe dar a hipé6tese de querer saber e de querer
néo saber, colocam esse direito em causa.

5) Por fim, antevemos que a medicina personalizada
acentue a desigualdade de acesso, potencie o alto cus-
to da medicina, sendo mais um fator de perturbacdo do
principio da justica no acesso aos cuidados de satde. Esta
medicina é muito cara e os sistemas de satide ndo estdo em
condiges de os oferecer de forma universal.

UMA MEDICINA MAIS PERSONALIZADA!
Perante este quadro, o que se exige dos profissionais de
satide e dos médicos? Mais humanismol!

Urge reconstruir uma relagdo médico-doente com base
na empatia. A empatia é a capacidade de entender ou sen-
tir o que outra pessoa estd experimentando dentro do seu
quadro de referéncia, ou seja, a capacidade de se colocar
na posicao de outrem.

Os médicos devem recuperar a velha arte de cuidar
e curar. O consentimento informado assume-se como o
instrumento moderno privilegiado para o refor¢o desse
elo dialégico. Mais do que medicina personalizada, pre-
cisamos de medicina humanizada, o que nos levanta um
conjunto de interrogacdes: (1) Teremos o direito ao con-
tacto humano, designadamente perante a robotizagdo da
medicina e a telemedicina? (2) Estard garantido o direito
a confidencialidade dos dados médicos e o direito a ndo
saber? (3) O direito a um futuro aberto e a autodetermina-
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¢do, num quadro de abundéncia de informagédo genética e
de big data que conseguem dar respostas a perguntas ain-
da ndo formuladas?

Neste dmbito destaca-se o enunciado pelo Parlamento
Europeu das regras europeias de direito civil em robética,
http:/[www.europarl.europa.eu/doceo/document/TA-8-2017-
0051_PT.html?redirect. Em concreto, sobre os robds de
assisténcia, escreve-se:

“Destaca que o contacto humano é um dos aspetos

fundamentais do cuidado humano; considera que

substituir o fator humano por robés pode desuma-
nizar as préticas de assisténcia.

Sobre o0s robds médicos, sublinha a relevancia
da formacéao e da preparagdo adequadas para mé-
dicos e prestadores de cuidados, a fim de assegurar
o mais elevado nivel possivel de competéncia pro-
fissional, bem como proteger a satide dos doentes.

Este primeiro documento europeu precisara de
aprofundamento e de aperfeicoamento. Mas uma
linha de forca se destaca da sua redacdo: o direito a
manter contactos humanos!

Nesta mesma linha de preocupagdes, acompa-
nhamos, o futurologista Gerd Leonhard [5], que
propde «cinco [novos] direitos humanos bésicos (...)
para integrar um futuro Manifesto de Etica Digital:

1. O direito de permanecer natural, ou seja, biol6-
gico [... existir num estado ndo aumentado...]

2. O direito de ser ineficiente se e quando tal defi-
nir a nossa humanidade [... podermos escolher
ser mais lentos...]

3. O direito a desligar [... da conectividade, de
“desaparecer” da rede...]

4. O direito a ser anénimo [... termos a opgdo de
ndo sermos identificados e localizados...]

5. O direito a empregar ou envolver pessoas em
vez de mdquinas [... empresas e empregadores
ndo serem prejudicados se quiserem utilizar
pessoas...] »"

EMPATIA PRECISA-SE!

O Admirdvel Mundo Novo que temos o privilégio de viver
nestas geragdes de 2020-2050 oferece-nos instrumentos
extraordindrios de disseminagdo do conhecimento e das
possibilidades de prestacdo de cuidados de satide em ter-
ras mais distantes, através da telemedicina, a custos mais

baixos em muitos diagnésticos, com recurso a inteligén-

cia artificial, e da prevencdo da doenga em larga escala,
gragas a bioinformadtica e a medicina personalizada. Mas
esta nova medicina digital — realgdmos neste texto — co-
loca fortes riscos de iniquidade no acesso a medicina (de
precisdo) e, em geral, pode conduzir a violéncia de uma
medicina sem rosto humano e sem empatia. Urge assim
garantir que os centros de decisdo nao serdo apoderados
pelos senhores da economia digital!
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CEM BILIOES DE POEMAS

A primeira crénica desta rubrica foi dedicada ao grupo literario OuLiPo
(Ouvroir de Littérature Potentielle), criado em Franga em 1960, e que se dedi-
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cava a explorar a relagdo entre matemdtica e criagdo literdria. Hoje volto a
ele para falar de uma obra de Raymond Queneau, membro do dito grupo.

Aobra tem por titulo Cent Mille Milliards de Poemes,
no original, e poderiamos traduzi-lo por Cem Bi-
lides de Poemas. Trata-se de um curioso livro compos-
to por dez sonetos cldssicos (duas estrofes de quatro
versos e outras duas de trés versos) em rima “ab a b
/abab/ccd/ eed” e até aqui, nada de especial.
A sua originalidade consiste no facto de cada verso estar
impresso numa tira de papel distinta que pode assim ser
combinada com todas as outras, mantendo a mesma po-
sicdo e consequentemente a métrica e a rima. Caso ndo
haja repeticdo de versos na mesma posi¢do, o nimero de

Cent Mille Milliards de Poémes. Fonte da foto: https://www.flickr.
com/photos/thomasguest/3597995774

poemas possiveis pode ser calculado através da férmula
dos arranjos completos de dez, 14 a 14:

1044 = 10™ =100 000 000 000 000 poemas.

Confesso ndo ter lido o livro, apenas alguns exemplos de
poemas reproduzidos na internet, mas, na verdade, difi-
cilmente alguém o poderd ter lido, jd que, se estimarmos
cerca de um minuto para a leitura de cada soneto, pre-
cisarfamos de aproximadamente 190 258 751 anos para
completar este livro infernal (isto sem qualquer pausa ou
tempo de sono).

Conta-se que Raymond Queneau terd sentido algu-
mas dificuldades a meio do livro e se socorreu da ajuda
de Francois Le Lionnais, engenheiro quimico, escritor e
também ele membro do OuLiPo. Néo sei se a ajuda foi de
ordem matemadtica ou poética, mas provavelmente Ray-
mond precisava de alguém com quem partilhar tamanho
abismo.

Vem-me a memoria A Biblioteca de Babel, de Jorge Luis
Borges, de que também aqui falei. Um lugar imagindrio,
mirifico, onde, por simples combinacdo das letras do al-
fabeto e dos espagos entre elas, estariam ali guardados
todos os livros ja escritos e também todos os livros por
escrever.

Ao que sei, a obra de Raymond Queneau ainda néo se
encontra traduzida em portugués. Haverd algum poeta
matemdtico ou matemadtico poeta que se arrisque em tal
demanda?
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“As desigualdades podem ser mais interessantes do que as
identidades. Eu nio conhego muitas coisas mais belas e
perfeitas do que uma desigualdade matematica absoluta.”

Fernando Codd, matemadtico brasileiro,
em entrevista para Notices/AMS, fev./2016.

1. ALENDA DE CARTAGO

No épico Eneida do século I A.C. o poeta Virgilio conta-nos
sobre a fundagdo de Cartago. Segundo a lenda, a rainha fe-
nicia Elissa, que depois passa a chamar-se Dido, foge do seu
irmdo Pigmaledo, que havia mandado matar o seu marido
por cobica, embarcando num navio que a leva até ao nor-
te de Africa. L& chegada, Dido resolve ficar e formar a sua
nova pétria negociando com o rei Jarbas a compra de terras.
De acordo com o que ficou acertado, ela s6 poderia com-
prar a quantidade de terras que conseguisse cercar usando

a pele de um tnico boi. A esperta Dido cortou e emendou b TN Nt
vérias tiras do couro formando um extenso cordame. J4 que

o seu interesse era o de cercar a maior extensao possivel de
terras, Dido ordenou que usassem o cordame cercando a Figura 1. Representacdo aproximadamente

colina de Birsa em forma de semicirculo. Com o tempo, a semicircular do contorno da cidade de Cartago.
cidade expandiu-se, transformando-se em Cartago. As ru-
inas que restaram de Cartago estdo localizadas atualmente

nos arredores da cidade de Ttinis, na Tunisia.

Nao sabemos se tal lenda retrata os factos como real-
mente aconteceram, mas é curioso observar que o proble-
ma da busca da forma plana que maximiza a area para
certo perimetro é de natureza matematica e provavelmente
tao antigo quanto a lenda de Cartago. Tal problema recebe

o nome de isoperimétrico.

Da geometria diferencial —
%‘ Alemanha .i’“ﬂi
as equagdes diferenciais e T
P ~ s st o=
parciais, ndo faltam exemplos A NG B
? T
de desdobramentos do problema X T
. . » . , Partugal Rakackrid 9'“5‘;" @Roma i 3 4 W
isoperimétrico. Mas e na matema- .
Espanha Mar Tirvens Grécia
tica escolar, hd espago para ele? )
Tndald Ibhf‘:‘.k-n
Marrocos
Argélia
Libia
Figura 3.
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2. O PROBLEMA ISOPERIMETRICO

O problema isoperimétrico no plano é considerado um
dos cldssicos mais importantes da matemadtica, com des-
dobramentos em intimeras dreas de investigacdo. O seu
enunciado diz o seguinte:

Dado um comprimento L > 0, encontrar, de entre todas as
curvas do plano de comprimento L, aquela que engloba a
maior drea.

Esta forma do enunciado, também chamada de primal,
possui versdo equivalente, chamada dual. A solugdo do
problema primal estd completamente determinada pela
do seu dual, e vice-versa. O enunciado dual do problema

isoperimétrico diz o seguinte:

Dada uma drea A > 0, encontrar, de entre todas as curvas
que englobam esta drea, a que tem menor perimetro.

A solugao do problema isoperimétrico afirma que a rela-
¢do entre L e A sempre serd expressa pela desigualdade
47A < 12, sendo que a igualdade ocorrerd quando a cur-
va fechada for um circulo. Desse resultado decorre o facto
de que poligonos convexos de perimetro L sempre terdo
drea menor do que a de um circulo de circunferéncia L.
Também vem daf a conclusédo de que tal circulo serd a cur-
va fechada de maior drea possivel de entre todas as curvas
fechadas de comprimento L.

3. O PROBLEMA ISOPERIMETRICO E A DIVISAO
OTIMA DE UM TRIANGULO EQUILATERO

E bem conhecido o resultado de que a mediana de um tri-
angulo tem a propriedade de o dividir em dois tridngulos
com a mesma drea, mas serd que a mediana é o segmento
de reta mais curto a cumprir tal propriedade? Analisa-
remos esse problema num tridngulo equildtero EDF, de
lado 1, com P e Q sendo pontos de lados distintos desse
triangulo, como indica a figura 4. Interessa-nos encontrar
a menor medida PQ = z na comparagédo das situagdes em
que PQ divide a drea do triangulo ao meio.

Figura 4.
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Como PQ divide a drea de EDF ao meio, entéo o tridngulo
DPQ e o quadrildtero EPQF possuem dreas iguais v3/s,
0 que permite concluir que:
x><y><sen60°_£ o 1
5 = gouseaxy=.
Aplicando a lei dos cossenos em DPQ), teremos:

22 = x® + y* — 2xy x cos 60°,

1 1

2_ .2, .2

= —2x Zx=
zZ=x"+y X5 x5
T 2_ 2,2 1

o que implicaem z° = x"+y 5

Agora usaremos um truque algébrico ttil. Somando e sub-
traindo 2xy do lado esquerdo da tltima igualdade, teremos:

2 :x2—2xy+y2—%+2xy,

2

. 1
z :(xfy)2+%,ouse]a,z: (x —y)2+ ~.

2
Observe agora que o valor minimo de z ocorrerd quando
x=y, caso em que PQ serd paralelo a EF e z terd compri-
mento igual a v2/2. Mais algumas contas e concluimos
facilmente que, na situacdo 6tima, o tridngulo DPQ sera
equildtero, com x = y = z = V2/2.

Como cada mediana de EDF (x =1, y = 1/2) mede
V3/2, que é um ntmero maior do que V2/2, fica agora
evidente que hd um segmento menor do que a mediana
que atende as condigdes do problema. Por simetria rota-
cional observa-se a existéncia de dois outros segmentos
congruentes a PQ que também resolvem o problema. Sdo
eles: P'Q’ e P"’Q", como mostra a figura 5.

Outro curioso resultado que também pode ser
demonstrado em relagdo a figura 5 é o de que os trés seg-
mentos tracados decompdem o tridngulo EDF em trés
losangos congruentes, trés trapézios isdsceles congruentes
e um tridngulo equildtero. Tente demonstrar.

D

Figura 5.
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Resolvido o problema com o uso de segmentos de
reta, é natural que nos interesse saber se tal segmento, de
comprimento v2/2, é a menor linha possivel que divide
a area do tridngulo EDF ao meio. Surpreendentemente
a menor linha ndo é um segmento de reta, mas sim uma
curva, que encontraremos com a ajuda do problema iso-
perimétrico dual.

O problema sera analisado por meio da investigagdo
de trés casos. No caso A, a curva une dois lados distin-
tos do tridngulo; no caso B, a curva comega e termina no
mesmo lado do tridangulo; e, no caso C, a curva nao toca
nenhum dos lados do tridngulo, como mostra a figura 6.

Nos casos A e B, juntando-se adequadamente seis
e dois tridngulos idénticos, respetivamente, as linhas
transformam-se em curvas fechadas contidas no interior
de um hexdgono regular e de um losango. De acordo
com a solugdo dual do problema isoperimétrico, de entre
todas as curvas com a mesma darea da curva formada,
a de menor perimetro sempre serd uma circunferéncia,
como mostra a figura 7.

Resta-nos calcular e comparar as medidas de 1/6 da
circunferéncia do caso A, 1/, da circunferéncia do caso
B e a circunferéncia inteira do caso C. O menor dos trés
comprimentos indicard a curva mais curta que resolve o
nosso problema. As contas a seguir indicam que o caso
A é o vencedor.

Caso A:
V3 14/27

Sl s ==
g8 772

O comprimento de 1/6 da circunferéncia serd

1 1,/27
3 X 27t§ = ~ 0,673.

Temos 7172 = 6 x

2’

Caso B:
3 14/ 3
Temosnr2:2><%<:»r:§4 =
O comprimento de meia circunferéncia sera
1 1,4/ 3
— X21m=¢/ — ~ 1,166
2 T\ 2 ,
Caso C:
V3 1,/ 3
T S =1/ —.
emos 71 3 S 2\ 12
O comprimento da circunferéncia serd
1 4 3
2=/ —= ~ 1,649.
o\ a2 ¥ 160

Na figura 8, temos

po - Y2

V2 £ 0,707 > med (m) ~ 0,673,
sendo que o arco de circunferéncia MN é a menor curva

2

que divide a drea do tridngulo EDF ao meio.

D D

N

A
E F E

F E F
caso A caso B caso C
Figura 6.
caso B caso C
Figura 7. Figura 8.
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4. ADIVISAO OTIMA DO TRIANGULO
RETANGULO ISOSCELES
Analisaremos agora um triangulo is6sceles ABC, de cate-
tos AC = BC =1 e hipotenusa AB = v/2. Novamente, o ob-
jetivo serd encontrar o comprimento do menor segmento
de reta que divide a drea do tridngulo ao meio e, em se-
guida, da menor linha que divide a drea de ABC ao meio.
Na investigacdo do menor segmento de reta, analisa-
remos o caso A, em que os pontos P e Q pertencem a hi-
potenusa e a um cateto do tridngulo, e o caso B, em que os
pontos P’ e Q' pertencem aos catetos do tridngulo, como
indica a figura 9.

A A
™
pis
Qo
P
] »
C B e o B
caso A caso B
Figura 9.

Seguindo os mesmos passos da investigagao feita no
triangulo equildtero, comegaremos pelo calculo do com-
primento de PQ:

x Xy xsend5 1 . V2
7:7,ouse]a,x><y=—;
2 4 2

22 =x* 44?2 x x X y X cos45°,

Z=x24+yr -1,

22:x2—2xy+y2—1+2xy,

2= (x—y)>+vV2—1,0useja, z=\/(x —y)2 +V2 -1

O valor mfnimo de z ocorre quando x =y e, nesse caso,

4
x:y:?ezz\/ﬁxo,64‘l.

No caso do comprimento de P'Q’, observamos da drea
do tridngulo CP'Q’ que

teremos

' xy

2

—louse'a ue x’ ’-l-—1
= ouseja, que X'yt = 5.

Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo CP’'Q’,
teremos:

@R =P+ WP,

() = ()2 =22y + ()* + 2"/, ou seja,

7=/ (—y)2+1

O menor valor de z’ ocorrerd quando ¥’ =y’ = v2/2 e,
portanto, quando z"=1.

Concluimos, agora, que o menor segmento de reta que
divide a drea do triangulo ao meio liga a hipotenusa e um
cateto do tridngulo, e tem comprimento aproximado de
0,644.

Finalizando a discussdo, novamente recorreremos a
ajuda da solucdo do problema isoperimétrico dual para
encontrar a linha de comprimento minimo. Analisaremos
apenas os casos A e B, em que as curvas tocam dois lados
do tridngulo. Os casos em que elas tocam apenas um ou
nenhum dos lados seguem raciocinio anédlogo e resultardo
em comprimentos maiores do que o caso B, que é a solu-
¢do 6tima do problema.

A
‘& B
Caso A
A
B ) 4
Caso B
Figura 10.
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Caso A:
JT

1
Temos 2 =4 x - & r= Y,
4 T

O comprimento de 1/4 da circunferéncia serd

1 X ZHﬁ ~ 0, 886.
4 T

Caso B:
V2T

Temosmf2:8><1(:>r:—.
4 7T

O comprimento de 1/s da circunferéncia serd

Lo Y2 0,627,
8 T

Na figura 11, temos
PQ = v/V2—-1~0,644 > med (MN) ~ 0,627,

sendo que o arco de circunferéncia MN é a menor curva
que divide a drea do tridngulo CAB ao meio.

A
L) 450 i
N
o
2
C B
Figura I1.

Leitores interessados em explorar as intimeras subti-
lezas, demonstragdes e aplicacdes do problema isoperi-
métrico encontrardo excelente material de consulta nas
referéncias [1] e [2]. E viva o poderoso problema isoperi-
métrico, também na matemadtica escolar!

REFERENCIAS

[1] KLASER, P. K., TELICHEVESKY, M. “O problema iso-
perimétrico”. IV Coléquio de Matemadtica da Regido Sul,
Rio Grande/RS, FURG, 2016. Disponivel em:
https:/[www.sbm.org.br/coloquio-sul-4/wp-content/uploads/si-
tes/4/2016/04/Minicurso_Problema_Isoperimetrico.pdf

[2] NIVEN, 1. Maxima and Minima without Calculus. The
Dolciani Mathematical Expositions, vol. 6, MAA, 1981.

[3] POLYA, G. Mathematics and Plausible Reasoning - vol. I/
II. Martino Fine Books, Eastford, Connecticut, 2014.

[4] SILVA, J. N. “Matematica e assuntos divertidos”. Ga-
zeta de Matemdtica, n.° 182/183, julho e novembro de 2017,
Portugal, SPM. Disponivel em: http://gazeta.spm.pt/arquivo

SOBRE O AUTOR

José Luiz Pastore Mello, licenciado em Matemitica pelo Instituto
de Matematica e Estatistica da Universidade de Sao Paulo (www.ime.
usp.br), mestre e doutor em Ensino de Matematica pela Faculdade de
Educagdo da Universidade de Sao Paulo (www4.fe.usp.br). Professor
de Matemitica do Colégio Santa Cruz (www.santacruz.gl2.br), em
Séo Paulo, Brasil. Membro do conselho editorial da Revista do Professor
de Matemadtica (rpm.org.br), editada pela Sociedade Brasileira de Ma-
tematica (www.sbm.org.br).

S

O PROBLEMA ISOPERIMETRICO EM AGAO + José Luiz Pastore Mello

41



CONVERSA COM...

GONCALO MORAIS CONVERSA COM

IRENE FONSECA

GoNcALO MORAIS
Instituto Superior de
Engenharia, Lisboa
gmorais@adm.isel.pt

Irene Fonseca é Kavci¢-Moura University Professor of Mathematics da
Universidade de Carnegie-Mellon e diretora do Center for Nonlinear
Analysis da mesma Universidade. Foi presidente da Society for Indus-
trial and Applied Mathematics e é atualmente membro do comité que
procede a nomeagao dos laureados do Prémio Abel. Investigadora
prolifica, passou pelas Belas-Artes antes de ir para a Faculdade de
Ciéncias da Universidade de Lisboa. Fica o resumo da nossa con-

versa.

GONCALO Queria, em primeiro lugar, agradecer-lhe a
disponibilidade em conceder-me esta entrevista. No en-
tanto, parece-me dificil conseguir condensar a sua car-

reira numa conversa de uma hora...

IRENE FONSECA Bem, vamos tentar... Certamente que
conseguimos falar de vdrias coisas.

GONCALO Em 1973 acabou os estudos secunddrios...

IRENE FONSECA Exatamente. Nesse ano fui para a Es-
cola de Belas-Artes. Isto foi um compromisso porque eu
queria ser pintora, desde pequenina adorava desenhar
em qualquer pedaco de papel, nas margens dos jornais,
onde quer que fosse. Eu sou a mais nova de trés irmas e
0 meu pai sempre quis que uma de nds fosse para mate-
matica. Ele era oficial de Marinha e morreu almirante.
No tempo em que ele entrou para a Marinha, antes de se
ir para a Escola Naval, eles tinham de passar pela Escola
Politécnica para fazer a matemética. O meu pai gostou
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imenso de matematica, que naquela altura era dada pelo
Vicente Gongalves. Embora ele tenha ido para a Marinha,
ficou sempre com o bichinho da matemadtica. Como as
minhas duas irmas mais velhas ndo se convenceram, fi-
quei eu como tdltima esperanca.

Na altura, eu ndo gostava nada de matemdtica e ndo
tinha jeito, talento, aptiddo ou qualquer outra coisa que
lhe queira chamar. O meu pai ndo me deixou ir para Pin-
tura e encontrdmos um compromisso, que foi Arquite-
tura. Por um lado, tem uma parte mais quantitativa, por
outro lado, tem também uma parte que é arte. Acabei
entdo por ir para as Belas-Artes que era ali no Chiado...

GONCALO Onde ainda é hoje.

IRENE FONSECA Comecei a estudar Arquitetura em ou-
tubro de 1973 e veio o 25 de Abril em 1974. Naquele dia,
saf de casa para ir para as aulas e achei muito estranho
porque estava tudo muito calmo. Ndo havia autocarros.
Eu vivia no Restelo. Acabei por fazer o caminho a pé e
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cheguei 14 as nove da manhd, quando um continuo me

diz que tinha havido uma revolugdo qualquer e que esta-
va a passar na radio ou na televiséo.

O que € certo é que acabei por fazer novamente o
caminho para casa a pé. Desci a Rua do Alecrim até c4
abaixo, ao Cais do Sodré. Af vi tanques, mas toda a gente
com um ar muito calmo. Cheguei a casa e o meu pai jd
ndo estava 14, porque, sendo oficial de Marinha, j4 tinha
sido mobilizado. Foi s6 af é que me apercebi do que é que
se estava a passar.

A Escola de Belas-Artes fechou, assim como fecha-
ram muitas outras universidades. No ano letivo seguin-
te, de 1974/75, permaneceu fechada. Tinha entretanto
encontrado uma amiga na Escola de Belas-Artes, que é
hoje professora da Faculdade de Ciéncias da Universida-
de de Lisboa, e 0s nossos pais eram por sua vez também
amigos. Eles fizeram um complot para nos convencerem
a ir para Matemdtica. Como o curso de Matematica nado
tinha fechado, a ideia era nds irmos para Matematica até
as Belas-Artes abrirem e entdo regressariamos para Ar-
quitetura.

Em outubro de 1975, fui entdo para Matematica, que
na altura eram cinco anos. Fui com muita relutancia por-
que ndo era de todo uma drea de que gostasse nem era

algo onde quisesse ficar. Entretanto, aconteceu uma coisa
engragada, porque no inicio eu ndo ia muito as aulas nem
me interessava muito, mas a meio do semestre havia as
frequéncias. Essa minha amiga foi 14 para casa e durante
duas semanas estuddmos imenso e, a medida que famos
estudando, famos compreendendo melhor, o que fazia
com que gostdssemos mais e com que tivéssemos mais
vontade de estudar.

Os exames correram muito bem, tive 20 a tudo, e a
partir daf os professores comecaram a interessar-se mais
por mim e eu comecei a interessar-me mais pelas maté-
rias. Quando a Escola de Belas-Artes abriu, eu jd estava
tdo inserida na matemadtica que nem pensei em voltar.
Ou seja, a paixdo pela matemadtica nasceu e cresceu ao
longo do meu curso.

GONCALO Mas nesses primeiros anos ainda se vivia um
periodo conturbado na faculdade...

IRENE FONSECA A situagdo era perfeitamente cadtica.
Comecei por ter aulas na Escola Politécnica, no antigo
Colégio dos Nobres, que entretanto ardeu. Mudamos
para um local sem condi¢des nenhumas, perto da Praga
da Alegria, perto do Parque Mayer, que tinha sido pensa-
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do para ser um prédio de residéncias, jd por si mal feito, e
ndo para ter em salas exiguas 20 pessoas. Depois muda-
ram-nos para a 24 de Julho, onde finalizei 0 meu curso.
Mas mesmo quando estdvamos na Politécnica, tinhamos
aulas em algumas salas sem condi¢des nenhumas.

Por outro lado, naquela altura, os exames faziam-se
em conjunto, que era uma coisa extraordindria, havia
20 pessoas a fazerem o mesmo exame a volta de uma
mesa, em discussdes de quatro ou cinco horas. Eu nun-
ca me meti nisso. Fiz sempre o meu exame sossegada
no meu canto.

GONCALO Ou seja, havia a opgdo de se fazer um percur-

so mais normal...

IRENE FONSECA Havia perfeitamente. Quem quisesse,
fazia o exame sozinho ao lado de pessoas que estavam a
fazer o exame em conjunto.

GONCALO Sei que as notas depois eram votadas...

IRENE FONSECA Disso ja ndo me lembro, mas era capaz.
Como néo estava metida nisso, ndo sei muito bem. Aca-
bei 0 meu curso em 1980 e 0 meu mentor, o Professor
Jodo Paulo Carvalho Dias, convenceu-me a fazer o dou-
toramento. Naquela altura, os doutoramentos em ma-

temadtica faziam-se em Franga porque ndo havia douto-

ramentos em matemadtica em Portugal. Por isso, ir para
fora era obrigatério. Entdo grande parte ia para Franga e,
mais especificamente para Paris, porque na altura havia
bolsas do Estado francés. Havia uns quantos casos que
foram fazer para Inglaterra, Warwick e Imperial College,
e muito poucos para Itdlia.

Apesar de ter entrado no doutoramento em Paris, nes-
sa altura o meu primo Luis Magalhées e 0 meu cunha-
do Manuel Ricou, que eram amigos de infdncia desde o
Colégio Militar, e ambos engenheiros eletrotécnicos do
Técnico mas que gostavam muito de matemadtica, como
ndo estavam na Universidade de Lisboa, ndo sabiam que
tinham de ir para Paris e decidiram ir para os Estados
Unidos. Julgo ndo estar enganada ao dizer que foram os
primeiros doutoramentos em matematica por portugue-
ses nos Estados Unidos, o meu primo em Brown e o meu
cunhado no Minnesota. Eles é que me convenceram a
ndo ir para Paris.

Assim, em 1981, porque a minha irmad e o meu
decidi
Minneapolis fazer o doutoramento. Passados uns anos, o

cunhado estavam no Minnesota, ir para

Luis Magalhdes foi 4 fazer um post-doc pelo que, durante
um perfodo, estdvamos 14 todos.

GONCALO Passar de Lisboa para Minneapolis é uma

mudancga radical...

AN
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IRENE FONSECA E um choque! A primeira coisa é a neve.
Eu s6 tinha visto um bocado de neve meio derretida na
Serra da Estrela. Em Minneapolis comega a nevar no fim
de outubro e antes do fim de margo ndo acaba. Por outro
lado, também tudo era novidade. Um sistema diferente,
oportunidades diferentes, um sistema curioso porque,
como ainda hoje acontece, os doutoramentos tinham dois
anos de cursos, enquanto que quando se ia para Fran-
¢a comegava-se logo a trabalhar na tese. Eu gostei muito
dessa fase. Em 1985, acabei o meu doutoramento.

GONCALO Propondo-lhe um exercicio impossivel, acha
que o facto de ter ido fazer o seu doutoramento nos Es-
tados Unidos e néo ter ido para Franca foi algo determi-
nante na sua carreira?

IRENE FONSECA Sim, acho que sim! Eu acho que as opor-
tunidades que tive nos Estados Unidos teria com muita
dificuldade em Franca. H4 excecdes, claro estd. Conheco
pessoas, algumas mulheres, que tendo feito o doutora-
mento em Franga, vieram a ter posi¢des de destaque em
orgdos de decisdo de politica cientifica.

GONCALO Essa diferenga é facil de explicar?

IRENE FONSECA Sao dois sistemas completamente di-
ferentes. Nos Estados Unidos cada pessoa é a sua car-
reira. A carreira comega com Assistant Professor e chegar
ao topo da carreira s6 depende de mim e ndo se hd va-
gas, ou se precisamos que alguém morra ou se reforme
para podermos subir. Se amanha demonstrar um teore-
ma excecional posso ser promovida a Full-Professor em
vinte e quatro horas. Hd uma sensagéo de que os limites
sou eu que os imponho. Claro que este quadro depen-
de essencialmente da universidade em que estamos. No
meu caso, estamos a falar de uma universidade privada,
essencialmente ligada a investigagdo, muito dependente
dos financiamentos que se tem. Nesse sentido, hd uma
grande pressdo, mas o reverso da medalha é que the sky
is the limit.

Claro que também temos uma parte letiva, mas do
principio de maio ao fim de agosto é por nossa conta.
Nao tenho de corrigir cinquenta mil exames, ndo hé pri-
meira, segunda e terceira épocas. L4 hd uma época e aca-
bou. Nao passa, faz outra vez a cadeira. Os alunos e os
post-docs ajudam na correcdo dos exames. Ou seja, é um
sistema muito diferente do que se passa aqui e que eu
acho que funciona muito bem.

GONCALO Voltando um bocadinho atrds, falemos des-
ses dois anos em Paris...

IRENE FONSECA Esses dois anos em Paris foram essen-
cialmente por razdes familiares. No fim do doutoramen-
to, na primavera de 1985, casei-me com o pai dos meus
filhos, Luc Tartar, matemadtico eminente, muito mais sé-
nior do que eu, e que na altura era catedrético em Paris.
Na altura, julgdmos que era mais facil irmos todos para
Paris e tentar arranjar la emprego. Tive um contrato de
post-doc e ndo me senti muito bem acolhida. Senti-me
como a mulher do Luc Tartar que estava a tentar tirar
emprego aos homens, que foi algo que me foi dito. Isto
era devastador para quem fez um doutoramento durante
ndo sei quantos anos e que gosta daquilo que faz. Aten-
¢do que isto ndo se passava ao nivel dos meus colegas
nem dos grupos com que trabalhei, porque af sempre fui
muito bem acolhida. Falo ao nivel burocrético e adminis-
trativo. Af foi um perfeito desastre.

GONCALO O facto de ser portuguesa em Paris terd con-
tribuido para isso?

IRENE FONSECA Nao sei. Julgo que era algo mais ligado
ao facto de eu ser casada com um professor catedratico
em Paris e que por isso ndo precisava daquele empre-
go. Por isso, logo quando calhou, pelo facto de estar um
bocado dececionada e, por transitividade, o meu marido
também, quando surgiu oportunidade fomos para os Es-
tados Unidos.

Houve vdrias possibilidades, mas acabdmos por ir
para Carnegie-Mellon, porque, em primeiro lugar, era
uma universidade privada e, em segundo, tinha um gru-
po em matemadtica que estava a tentar crescer para as
nossas areas.

GONCALO Nessa altura, Carnegie-Mellon era jd conheci-
da essencialmente pela investigagdo em Computer Science...

IRENE FONSECA Néo, era essencialmente conhecida pelo
trabalho desenvolvido na Mecénica dos Meios Conti-
nuos. A Computer Science, que hoje é o nosso forte, talvez
o nimero um do mundo, certamente nos Estados Uni-
dos, era um departamento dentro do Mellon College of
Science, que tinha também a Matemdtica, a Fisica, a Qui-
mica e a Biologia. Ou seja, em 1987 era um departamento,
que passados uns anos, porque se tinha tornado um ele-
fante, passou a ser um college, com varios departamentos.
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Na altura em que fomos para Carnegie-Mellon, o gru-
po de Mecénica dos Meios Continuos estava a expandir-
-se na diregdo das equacgdes as derivadas parciais. Estou
14 hd 32 anos.

GONCALO Sei que esté ligada, para la da investigacdo, a

vdrios aspetos mais organizacionais da Matematica...

IRENE FONSECA Neste momento estou envolvida num
comité da IMU (International Math Union), que é diri-
gido pelo Terry Tao, em que estamos a rever todas as
secgdes do IMU, Algebra, Topologia e todas as outras, e
que ja estdo um bocadinho datadas. Posso dar-lhe uma
novidade em primeira mao: uma das dreas que existiam,
e que se chamava, Estatistica e Probabilidades vai passar
a chamar-se Statistics and Data Science. O mundo de hoje
ndo é o mundo de h4 20 anos.

GONCALO E quantas pessoas fazem parte deste comité?
IRENE FONSECA Somos, no total, 14 pessoas.

GONCALO Outra das organizag¢des com a qual tem uma
relagdo forte, digamos assim, é a SIAM (Society for In-
dustrial and Applied Mathematics). A primeira entrevis-
ta que eu fiz na Gazeta, foi precisamente com o Professor
Gilbert Strang, que tem um carinho enorme pela SIAM.
Uma das coisas que ele me referiu foi de ter sentido, a
certa altura, a necessidade de haver uma matemaética
mais relacionada, até do ponto de vista cultural, com as
aplicagdes.

IRENE FONSECA A SIAM surgiu exatamente da necessi-
dade de encontrar um espago para a Matematica Aplica-
da ligada ao Governo, isto é, ligada aos laboratérios do
Governo, como o laboratdrio de Los Alamos, a NASA,
por exemplo, e ligada a industria. A SIAM é uma associa-
¢do onde os membros pagam quotas, exatamente como a
AMS e a Sociedade Portuguesa de Matematica, mas que
tem fungoes variadissimas.

Por um lado, tem a parte das publica¢des muito im-
portante como veiculo de exposigdo para investigacao
ligada a inddstria e as aplicagdes, passando também pela
publicacdo de livros dentro do mesmo ambito.

Por outro lado, tem também a parte da organizacdo
de conferéncias, em que existe a conferéncia anual, os
chamados activity groups dentro das vdrias dreas, que sdo
a particdo dos interesses dentro da STAM. Neste momen-

to, eu sou a chair do grupo das EDPs, que terd a sua con-
feréncia anual em dezembro na Califérnia. Para 14 disso,
faco parte dos grupos de Mathematical Aspects of Materials
Science e de Imaging Science. Os encontros destas comuni-
dades sdo fundamentais para que se saiba com exatiddo
em que ponto estd a fronteira do conhecimento.

Um terceiro aspeto fundamental da atividade da
SIAM prende-se com o lobby cientifico, sobretudo nos Es-
tados Unidos. J4 ha varios anos, fago parte do Committee
on Science Policy, que para la de todas as outras ativida-
des, na primavera vamos dois dias ao Congresso educar
0s Nossos congressistas, aquilo a que nés chamamos Hill
days. Temos uma firma que nos educa e que tem as li-
gacdes necessdrias, de maneira que eles dizem-nos com
que congressistas é que vamos falar, este do North Dako-
ta, aquele da Califérnia, aquele outro da Florida, e por
af fora. N6s vamos 14 fazer o trabalho que eu acho que
é importante, que é explicar aos membros do Congresso
de que forma foram e serdo usados os fundos do National
Science Foundation. Estamos a falar em todos os anos de
uma quantia que ronda os seis bilides de délares.

GONCALO Fazer com que a mensagem passe, falando
com congressistas com perspetivas tdo diferentes, ndo
deve ser facil...

IRENE FONSECA Nao é nada fécil. Eu jd ndo sei hd quan-
tos anos ando nestas andancgas, mas deve ser hd mais
de dez anos. Isto é um processo. Este comité é bastante
grande, com mais de 20 pessoas. Temos uma primeira
reunido em outubro com a dificuldade de tanto os mem-
bros do Congresso, como os membros do Governo que
estdo este ano possivelmente nédo estardo 14 para o ano.
Por isso, os interesses ndo serdo os mesmos. Este ano fa-
lar de environment, nem pensar! Ou entdo temos de falar
de outra maneira. Quando temos essa reunido em Louis-
burg, nos headquarters da empresa que nos apoia, mesmo
por trds do Capitol Hill, é uma reversed side visit, em que
os elementos de topo dos varios programas de financia-
mento da ciéncia, NSF, DARPA e demais, nos explicam
de que forma estdo a pensar organizar o orgamento para
o préximo ano e com que objetivos. Depois pegamos nes-
sa mensagem e vamos ao Congresso, porque uma agén-
cia federal ndo pode fazer lobbying, pois esta proibida.
Nés também nédo o vamos fazer, vamos apenas ter uma
conversa, como privados com todo o interesse em falar
com os congressistas e com os respetivos staffs, que sdo
no fundo quem redige as leis, e vamos explicar o que se
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passa nas universidades.

GONCALO Num Congresso em que muitos congressis-
tas tém uma visdo muito relutante em relagao a ciéncia...

IRENE FONSECA Completamente! Até porque nés sabe-
mos que para este estado o clima é muito importante,
enquanto que para aquele a agricultura é muito impor-
tante. Ter conhecimento dos interesses dos constituintes
representados por cada um dos congressistas é funda-
mental para fazer passar a mensagem.

GONCALO Outro dos comités em que participa é o do
Prémio Abel...

IRENE FONSECA E de facto uma coisa extraordindria,
com uma grande responsabilidade, onde estou muito
feliz, porque tanto no ano passado como este ano esco-
lhemos laureados fantdsticos, tendo este ano o prémio
sido atribuido pela primeira vez a uma mulher, & Karen
Uhlenbeck.

O processo decorre da seguinte maneira. Um co-
mité muito pequeno com quatro pessoas mais o chair,
que é um noruegués que pertence ou que tem liga-
¢do com a Academia das Ciéncias, tem trés reunides.
A primeira é em outubro, em Oslo. Comegamos com 150
nomeacgoes. As nomeagdes podem aparecer de vdrias
maneiras, quer por pessoas ligadas a Academia, quer por
departamentos, quer por associagdes. Filtramos estes
para um conjunto a volta de 30, numa reunido virtual
que tem lugar em dezembro, dai passamos para cinco,
numa reunido presencial em janeiro. Nesta reunido, an-
tigos laureados e membros do comité fazem palestras
durante um dia. No dois dias seguintes, os membros do
comité tém entdo a reunido em que dos cinco passamos
para um nome. Mantém-se o absoluto segredo até mar-
¢o, salvo erro 22 de margo, data em que o laureado re-
cebe um telefonema as quatro da manha ou as cinco da
manhd porque depois, as onze da manha da Noruega, a
Academia das Ciéncias da Noruega anuncia o nome do
vencedor. Quando o nome é anunciado, jé o laureado foi
informado e jd aceitou.

Em maio hd a ceriménia de entrega do prémio em
Oslo. E digo-lhe que é uma coisa absolutamente extra-
ordindria, pois a cidade fica paralizada por causa de um
prémio em matemadtica. As avenidas ficam cheias de pen-
dentes sobre o laureado, os jornais reservam as paginas
centrais para o assunto. As mais altas individualidades

estdo presentes, por todos os lados existem acontecimen-
tos culturais. E extraordinario o destaque que eles ddo a
um assunto destes. Quando entrei para o comité, foi dito
que quando viesse cd em maio, a cidade estaria em festa

e eu ndo acreditei até acontecer.

GONCALO Mudando um pouco de assunto, e porque es-
tamos numa conferéncia em que se procura valorizar o
papel das mulheres na matemadtica, qual é a sua perspeti-
va sobre o assunto, até porque ja referiu algo relacionado
com a sua experiéncia passada.

IRENE FONSECA Para ld do que descrevi, julgo que tam-
bém hd o reverso da medalha. Quando somos mulheres
e capazes, somos chamadas para tudo e é preciso saber
dizer que ndo, sobretudo hoje em dia, em que hd uma
maior percegdo da disparidade da participagdo das mu-
lheres. Julgo que em Portugal as coisas ndo sdo tdo mds.
Basta ver a lista de professoras catedraticas e o nimero
de alunas de doutoramento. Nos Estados Unidos, se hou-
ver 30% de mulheres, eu diria que é bom.

Quando se é eleito presidente da SIAM, num periodo
de quatro anos, somos president elected, present president e
past president. No ano que antecedeu a minha passagem a
presidente, ou seja, em que era president elected, julgo que
houve apenas uma mulher que foi distinguida com o ti-
tulo de fellow. Quando fui president, criei um comité com
pessoas com grande estatuto dentro da comunidade da
SIAM, passando inclusive por antigos presidentes, cuja
missédo era olhar a sua volta e, caso se justificasse, alertar
os varios departamentos para procederem a nomeagdes
para fellow. A verdade é que no ano seguinte obtivemos
30%, que é um ndmero aceitdvel, isto para ndo se cair no
outro extremo e ndo perder qualidade.

GONCALO Professora, muito obrigado pela sua dispo-
nibilidade.

IRENE FONSECA Tive todo o gosto.
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QUATRO PERGUNTAS A ANA CASIMIRO
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os passados dias 22, 23 e 24 de julho
N teve lugar a conferéncia denominada
1¢" Meeting for Women Mathematicians in
Portugal (WM?), no campus da Faculdade
de Ciéncias e Tecnologia da Universidade
Nova de Lisboa, Monte de Caparica.
Com um programa de interesses nao
limitados a uma determinada drea da
matemadtica, com um conjunto de oradores
prestigiado, tentou-se dar visibilidade
ao que melhor se faz em matemdtica no
feminino. Paralelamente, decorreu uma
discussado sobre a descriminagdo de género
no caso da matemadtica. Faldmos com
Ana Casimiro que, juntamente com
Marta Faias, Magda Rebelo e Manuel
Silva, formou a comissdo organizadora
deste evento, com o intuito de perceber
melhor os objetivos da mesma.

DE ONDE SURGIU A IDEIA

DE REALIZAR ESTA CONFERENCIA?

Eu jd tinha visto conferéncias semelhantes noutros paises
da Europa e nos Estados Unidos, tendo eu prépria partici-
pado em dois desses encontros. Isto naturalmente, ao ver a
situagdo muito queixosa das minhas colegas l4 fora, levou-
-me a refletir sobre a situacdo em Portugal. Os problemas
andam sempre muito a volta de as mulheres se sentirem
preteridas em relacdo aos homens e terem muitos proble-
mas em conseguirem conciliar as suas carreiras com a vida
familiar. Como consequéncia, pareceu-me interessante fa-
zer algo semelhante em Portugal e tentar perceber se a si-
tuagdo aqui é diferente da de outros sitios. Para isso vamos
ter amanhd um painel de discussdo para perceber este pro-
blema. A Margarida Mendes Lopes e a Sofia Castro fizeram
um levantamento que foi publicado no Boletim da SPM e
aparentemente a situagdo em Portugal, quando comparada
com o que se passa noutros paises, ndo é assim tao ma.

NO DIA A DIA, ESSA DIFERENCA ENTRE HOMENS

E MULHERES E PERCETIVEL DE QUE FORMA?

Se nés olharmos, por exemplo, para as sociedades de ma-
temdtica em Portugal, como a Sociedade Portuguesa de
Matematica ou o CIM, vemos que os presidentes e a direc-
¢do costumam ser homens. Claro que uma mulher se sente
descriminada perante isto.

QUAL O IMPACTO QUE PRETENDEM TER COM ESTA
CONFERENCIA?

O maior objetivo é chamar a aten¢do para o que acontece
em relagdo a este problema, de modo a que a sociedade
comece a refletir sobre esta temadtica, para ver se hd dife-
rengas ou ndo e, caso haja, qual a forma de agir para as
ultrapassar.

EU, DEPOIS DE TER ENTREVISTADO A PATRICIA
GONCALVES, DEI-ME CONTA DA DISPARIDADE

ENTRE O NUMERO DE ENTREVISTAS A HOMENS

E A MULHERES QUE EU TINHA REALIZADO. ESSA
DESCRIMINAGAO E ALGO QUE JULGO QUE NAO E
FEITO DE UM MODO CONSCIENTE. SERA ASSIM?

Sim, ouvia noutro dia alguém dizer que quando tu vés
um homem ou eu vejo uma mulher, vemos algo com que
nos identificamos mais. Da mesma forma, como tu paraste
para pensar, é isso que nés pretendemos que mais pessoas
facam. E mesmo essa chamada de alerta.

QUATRO PERGUNTAS A ANA CASIMIRO ¢ Entrevista de Goncalo Morais
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PORTUGAL CONQUISTA DUAS MEDALHAS DE PRATA E DUAS DE BRONZE
NAS OLIMPiADAS DE MATEMATICA DA CPLP

A 9% edicdo das Olimpfadas de Matematica da CPLP
(OMCPLP) decorreram de 3 a 8 de novembro em
Nova Friburgo, regido serrana do Rio de Janeiro, com
a equipa portuguesa a conquistar duas medalhas de
prata e duas de bronze. Leonardo Tavares (Escola Se-
cunddria Dona Filipa de Lencastre, Lisboa, 10° ano) e
Pedro Antunes (Colégio Bartolomeu Dias, Santa Iria
de Azoia, 11° ano) sdo os responsaveis pelas medalhas
de prata, Tiago Mourdo (Escola Secunddria de Santa
Maria da Feira, 10° ano) e Eduardo Guerreiro (Escola
Secundadria Jodo de Deus, Faro, 10° ano) conquistaram
as duas medalhas de bronze.
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A delegacdo portuguesa é composta por seis ele-
mentos: quatro alunos, o professor Daniel Pinto e o
tutor da equipa, Jodo Santos.

A cerimoénia de encerramento das OMCPLP teve
lugar a 7 de novembro, no Country Clube de Nova
Friburgo. O evento contou com a presenga do cénsul
de Cabo Verde. As provas da competi¢ao foram rea-
lizadas nos dias 5 e 6 de novembro, de manha.

Este ano, as Olimpiadas da CPLP deveriam ter de-
corrido em Mocambique, mas devido aos graves
danos causados pela passagem do ciclone Idai ndo

foi possivel.



COLOQUIO BENTO DE JESUS CARACA E O PROJETO COSMOS

Realiza-se no dia 18 de novembro o Coléquio Bento de
Jesus Caraca e o Projeto Cosmos: ontem e hoje, no Mu-
seu Nacional de Histéria Natural e da Ciéncia, em Lis-
boa. Com um conjunto de palestrantes conhecedores
do Projeto Cosmos, o coléquio procura discutir ndo
apenas a importancia do projeto no seu tempo, mas
também a sua atualidade. Na sessdo de encerramento,
o0 evento contard com a presenga de Jodo Caraca, filho
de Bento de Jesus Caraca.

O coléquio pretende analisar o que foi o grande Pro-
jeto Biblioteca Cosmos. De 1941 a 1948, ano do fale-
cimento de Bento de Jesus Caraga, foram publicados
114 titulos desta colegdo, alguns deles mdltiplos, com
uma tiragem extraordindria para a época, quase 7000
exemplares por livro. Era grande a variedade de te-
mas abordados, repartidos por sete séries: Ciéncias e
Técnicas, Artes e Letras, Filosofia e Religides, Povos
e Civilizagdes, Biografias, Epopeias Humanas e Pro-
blemas do Nosso Tempo. O objetivo desta colegdo,
expresso pelo seu criador, era o de “prestar reais ser-
vigos aos seus leitores e, através deles, a uma causa
pela qual lutavam hd muitos anos: a criagdo de uma
mentalidade livre e de tonalidade cientifica entre os
cidadaos portugueses”.

Organizado pela Associacdo Bento de Jesus Caraga
(ABJC), este coloquio faz parte da agenda da asso-
ciagdo para o ano de 2019, na qual se incluiu também
realizagdo de um coléquio no Museu de Ciéncia de
Coimbra, a 4 de maio de 2019, que teve como tema
Bento de Jesus Caraca e a Atualidade da Cultura In-
tegral, a publicacdo de uma fotobiografia que estd a
ser elaborada e a organiza¢do de um debate entre os
membros da associagdo sobre o atual sistema educati-
vo e a apresentacdo das ideias gerais sobre um sistema
educativo.

O Professor Bento de Jesus Caraga (1901-1947) foi uma
das mais importantes personalidades portuguesas do
séc. XX, com um trabalho impar nos planos civico, cul-
tural, social e cientifico. Apesar das restri¢des a sua
agdo colocadas pela ditadura salazarista, a sua obra
foi sempre divulgada e tem sido ao longo dos anos
regularmente citada e estudada.

A Associagdo Bento de Jesus Caraga (ABJC) foi consti-
tuida em 2018 por um grupo de cidaddos que pensou
que o que tem vindo a ser feito ao longo dos anos, sen-
do meritério, ndo explora na totalidade o pensamento

e a obra de Bento de Jesus Caraga. No sentido de poder
contribuir para corrigir o défice informativo que existe
sobre esta figura fmpar da cultura portuguesa, foi fun-
dada esta associacdo.

“Achamos que é necessdrio, por um lado, continuar
o trabalho do passado, nalguns pontos dando-lhe um
cunho um pouco mais abrangente, e explorando outros
que ainda ndo foram analisados, e, por outro, sentimos
ser nossa obrigacdo salientar a atualidade dos valores
que orientaram a vida de Bento de Jesus Caraga de um
modo que seja motivante para as novas geracgoes. Que-
remos uma associagdo que seja interveniente na socie-
dade portuguesa.”, afirma Lufs Saraiva, presidente da
dire¢do da ABJC.

Deste modo, a Associa¢do Bento de Jesus Caraga defi-
niu por objetivo principal da sua atividade dar a conhe-
cer a obra de Bento de Jesus Caraga em todas as suas fa-
cetas e promover a discussdo em torno das suas ideias.

Bento de Jesus Caraca
e o Projeto Cosmos
ontem e hoje

coLéquio

Museu Nacional de Histéria Natural e da Ciéncia
da Universidade de Lisboa — Anfiteatro Manuel Valadares

18 de Novembro de 2019
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PSPDE VIII

A oitava edicdo do Encontro sobre
Sistemas de Particulas e PDEs (PSPDE
VIII) ird realizar-se no Instituto

Superior Técnico, Universidade de
Lisboa, de 2 a 6 de dezembro de 2019.
A ideia do encontro € reunir
investigadores de duas dreas diferentes
da matematica, sistemas de particulas
e equagdes de derivadas parciais,
e apresentar resultados cientificos
recentes em ambas as dreas. O evento
conta com mais de 20 palestrantes
convidados, minicursos e sessdes para
apresentacdo de posters.

O PSPDE VII é uma organizacao
conjunta da Universidade de Lisboa,
da Universidade do Minho e da
Universidade de Nice. A comissdo
organizadora é composta por Cédric
Bernardin (Universidade de Nice),
Maria Concei¢do Carvalho (CMAF-
CIO, Universidade de Lisboa), Patricia
Gongalves (CAMGSD, Universidade
de Lisboa) e Ana Jacinta Soares (CMAT,
Universidade do Minho).
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CAMINHADA MATEMATICA ISEP

O Instituto Superior de Engenharia do Porto (ISEP) realizou
uma Caminhada Matemaética, no dia 12 de outubro, em
simultdneo com vdrias cidades europeias. Porto, Santander
(Espanha), Lyon (Franca), Frankfurt (Alemanha) e Nitra
(Eslovdquia) percorreram ao mesmo tempo um “trilho
matemadtico” na sua cidade.

No Porto, a caminhada teve inicio na entrada principal dos
Jardins do Paldcio de Cristal. Para participar bastava ter um
smartphone (e ndo ter medo de fazer contas!). O programa
MoMaTrE (Mobile Math Trails in Europe) inserido no &mbito
do #ErasmusDays, existe desde 2017 e retine organizag¢des de
vérios pafses europeus que cooperam no desenvolvimento
e na divulgacdo da app MathCityMap, uma aplicagdo que
permite que o utilizador faga um trilho matemadtico ao ar livre,
usando apenas o seu smartphone. O objetivo é promover a
aproximagdo da matemdtica ensinada numa sala de aula
a matemadtica aplicada a vida real e tem como designio
contribuir para a motivacdo e o sucesso escolar na disciplina
de matematica.

A CaminhadaMatematica do Porto é umainiciativa do Instituto
Superior de Engenharia do Porto (ISEP) em colaboragdo com
a Camara Municipal do Porto. A organizag¢do da caminhada
esteve a cargo de investigadores do LEMA (Laboratério de
Engenharia Matemadtica), docentes do Departamento de
Matematica do Instituto Superior de Engenharia do Porto e

membros do projeto MoMaTrE.




MUSEU DE CALCULO INTERATIVO INAUGURADO EM CASTELFIORENTINO

A cidade de Castelfiorentino, na regido da Toscana,
inaugurou no dia 9 de novembro um museu dedi-
cado totalmente a matemadtica, o Museu de Célculo
Interativo.

Com trés salas tematicas, a exposi¢do mostrara a his-
téria das antigas mdquinas de cédlculo até aos atuais
computadores, a formagao do teorema de Pitdgoras
e os s6lidos geométricos.

O museu é uma criacdo de Renato Verdiani, ex-
-professor de matemadtica da escola secunddria de
Pontormo, em Empoli. “Sou apaixonado pela his-
toria do calculo e montei uma colegdo discreta que
agora estard disponivel para estudantes e turistas.
O objetivo é fazer com que os jovens entendam que o
Homem é um inventor e que alcangdmos o computa-
dor por um caminho que comeca com a Histéria do

Homem”, disse Verdiani.

DIA INTERNACIONAL DA MATEMATICA 2020

Nos préximos dias 27 e 28 de novembro terd lugar a 40°
Assembleia Geral da UNESCO, onde serd discutida a
proclamagdo de um dia especial para celebrar a matemadtica
em todas as suas formas. Se a mogao for aprovada — e
tudo leva a crer que seja — o dia 14 de marco de 2020 serd
oficialmente o primeiro Dia Internacional da Matematica
(https:/ /www.idm314.0rg). Todos os anos, a IMU (Unido
Internacional de Matemdtica) ird escolher um tema e
dinamizar atividades um pouco por todo o mundo. Para
2020, o tema serd “A matemadtica estd em toda a parte”.

A SPM associou-se a este projeto desde a primeira hora,
numa altura em que ainda parecia distante a possibilidade
de a UNESCO vir a oficializar um dia internacional da
matemdtica, tendo desempenhado um papel muito ativo
no seu desenvolvimento.

A SPM convida todas as escolas que estejam envolvidas
numa qualquer celebracdo ligada a matemadtica a, no
préximo dia 14 de marco, preencherem o formuldrio
disponivel em www.spm.pt, permitindo assim criar um
mapa mundial das diferentes atividades agendadas.

O museu foi criado com as contribui¢des do proje-

to ‘La Strada dei Mestieri que o municipio de Cas-

telfiorentino promoveu na drea de financiamento,

obtido com concurso suburbano.
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EUROPEAN STUDY GROUP WITH INDUSTRY 155

Dentro de um panorama global onde a matematica tem vin-
do a obter cada vez mais projecdo em contexto industrial,
Portugal tem organizado diversas iniciativas de promo-
¢do e sensibilizagdo para a drea da Matemadtica Industrial.
Exemplo disso s&o os workshops anuais organizados pela
Rede Portuguesa de Matemadtica para a Industria e Inova-
¢do (PT-MATHS-IN). Paralelamente, esta rede tem promo-
vido anualmente e em parceria com o Consércio Europeu da
Matematica na Inddstria (ECMI) as edi¢Ges portuguesas dos
European Study Group with Industry (ESGI). Estes f6runs,
dedicados a transferéncia de conhecimento, retinem acadé-
micos, investigadores e quadros das empresas para estudar
e ajudar a resolver desafios reais provenientes da inddstria.
Em Portugal, o formato escolhido tem privilegiado a itine-
rancia do evento, como demonstra o facto de as edi¢Ges re-
alizadas nos cinco tltimos anos terem sido organizadas em
diversas institui¢des de Ensino Superior: Lisboa (ESGI101 —
UNL), Guimaraes (ESGI109 — UM), Porto (ESGI 119 — IPP),
Aveiro (ESGI 127 — UA) e Barreiro (ESGI 140 — IPS).

Foi sob este auspicio que teve lugar, pelo 13° ano consecuti-
VO no nosso pais, a 1557 edigdo destes encontros europeus.
Esta edigdo, que decorreu em Leiria de 1 a5 de julho de 2019,
foi organizada pelo Centro para o Desenvolvimento Rapido
e Sustentado do Produto (CDRSP) e pelo Departamento de
Matematica da Escola Superior de Tecnologia e Gestdao do
Politécnico de Leiria e contou com cerca de 50 participantes
representando quase duas dezenas de institui¢oes.

Do ponto de vista do desenvolvimento do tecido empresa-

rial, esta iniciativa internacional estabeleceu uma ponte de
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transferéncia de tecnologia entre a matemadtica e a indus-
tria, tendo proporcionado um elevado grau de satisfagdo
por parte das empresas envolvidas, que pretendem conti-
nuar a explorar este tipo de colaboracao.

Nesta edicdo foram introduzidos dois eventos preparato-
rios ao ESGI155, que se realizaram no CDRSP (Marinha
Grande). O FromAcademy, que decorreu a 28 de novembro
de 2018, teve como objetivo dar a conhecer o formato de
um ESGI e o tipo de problemas af abordados. Os oradores
convidados (essencialmente professores do Ensino Supe-
rior) apresentaram alguns dos problemas em que estive-
ram envolvidos, em edicdes anteriores, permitindo assim
aos participantes (académicos e empresdrios) compreender
melhor o &mbito do evento. Posteriormente, a 3 de abril, re-
alizou-se no CDRSP o evento preESGI FromIndustry, onde
os empresdrios tiveram a oportunidade de apresentar pro-
blemas reais em que a matemaética poderia assumir o papel
principal na resolugdo de cada um dos diferentes desafios.
Para o ESGI155 foram selecionados quatro problemas de
diferentes empresas. Durante uma semana, constitufram-
-se quatro grupos internacionais de investigadores, na sua
maioria matemadticos, que se dedicaram intensamente a
procura de solugdes. O evento terminou com a apresenta-
¢do de uma proposta de solugdo para cada um dos desafios.
Os quatro problemas abordados estdo descritos de seguida:

1. Problema proposto pela empresa Fravizel: Um bloco
de pedra é conduzido a uma mdquina de britagem
pneumdtica equipada com uma cabega de martelo



mével, com o objetivo de o partir em pedagos mais

pequenos. Apés cada impacto do martelo, a pedra re-
sultante é analisada em termos da 4rea dos fragmen-
tos obtidos. Se um fragmento tiver uma drea maior
do que um valor maximo preestabelecido, o martelo
deve mover-se no sentido de acertar novamente na
pedra para a partir em fragmentos mais pequenos.
O desafio proposto é o de otimizar o processo de bri-
tagem, minimizando o tempo necessdrio para que o
martelo mude de posicdo entre dois impactos e de for-
ma a que o bloco de pedra seja integralmente britado
em pequenos pedagos.

Problema proposto pela empresa Moldetipo Group:
O processo de moldacdo por inje¢do de pldstico é am-
plamente usado na atual inddtstria de transformacéo.
Neste processo, o sistema de refrigeragdo, constituido
por canais de refrigeragdo, desempenha um papel cru-
cial pois afeta significativamente a taxa de produgao e
a qualidade da peca pldstica. Para reduzir o tempo do
ciclo e controlar a distribui¢do uniforme da tempera-
tura, é necessdrio criar canais de refrigeracdo confor-
mes a geometria das pecas a injetar. O desafio é criar
um modelo matemdtico para a geracdo automatica
de canais de refrigeragdo no molde, otimizados para

garantir uma taxa de transferéncia de calor médxima

Problema proposto pela empresa Pogo — Equipamen-
tos Industriais: O desafio consiste em desenvolver
um modelo matemdtico que permita calcular, de uma
forma transparente, o valor varidvel das contribuigées
que cada empresa deve pagar para a Seguranca So-
cial, tendo em conta a sua contribui¢do para o valor
acrescentado dos diferentes produtos produzidos. O
modelo desenvolvido ndo deve alterar o valor final
(que é atualmente calculado considerando apenas os
saldrios globais) mas deve distinguir as empresas que
agregam valor aos produtos produzidos e contribuem
para melhorar a competitividade e a produtividade
ndo s6 das empresas portuguesas, mas também de
Portugal.

Problema proposto pela empresa Vipex: A Vipex pro-
duz uma pega circular de grandes dimensdes (tampa
de contentores) que, segundo os resultados do sof-
tware comercial de simulacdo reoldgica amplamente
utilizado, sdo impossiveis de injetar de acordo com
0s parametros que a empresa esta a utilizar. O desafio
consiste em compreender a diferenga existente entre os

resultados numéricos e os resultados experimentais.

permitindo diminuir o ciclo de produgio e ndo com- Nota: Este texto foi elaborado pelos membros da Comissdo
Organizadora do ESGII55,

Conceicao Nogueira, Fernando Sebastido e Paula Pascoal-Faria.

prometendo a qualidade final da pega.
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CAMPOS DA MATEMATICA

IsABeL HorMIGO
AGRUPAMENTO DE EscoLas DoNa
FiLiPA DE LENCASTRE EM LisBoA

JoANA TELES
UNIVERSIDADE DE COIMBRA

Experiéncia Unica com jovens talentosos de Sao Tomé e Principe que tera

continuidade.

imagem de intimeras atividades de desenvolvimento

do ensino da matemadtica, a atual direcdo da Socieda-
de Portuguesa de Matemdtica (SPM) tem na sua ambiciosa
agenda desenvolver o protocolo que a Fundagido Calouste
Gulbenkian (FCG) connosco estabeleceu para organizagéo e
realizagdo de agdes de promogao, formacdo e sensibilizagdo
dos jovens em Pafses Africanos de Lingua Oficial Portugue-
sa (PALOP) para a matematica.

Considerando a experiéncia da SPM em atividades de
fomento da aprendizagem de qualidade em matematica, a
FCG estabeleceu este protocolo de colaboracdo com vista a
concretizarmos no Programa Gulbenkian Parcerias para o
Desenvolvimento projetos que nos PALOP possam contri-
buir para o aumento da qualidade do ensino da matematica.

Foi neste ambito e na qualidade de responséveis cien-
tifico-pedagégicos que organizdamos e desenvolvemos o
Campos da Matematica FCG em S. Tomé e Principe. Con-
tdmos para a sua concretizagdo com o empenho e o apoio
local da sociedade congénere — Sociedade Santomense de
Matematica —, com a qual a SPM tem um acordo cientifico,
em particular nesta agdo, de conseguirmos atingir os objeti-
vos estabelecidos pela FCG — para que os jovens talentosos
em matematica deste pafs possam vir a alcangar o seu pleno
potencial.

O Campos, que decorreu entre os dias 2 e 13 de setem-
bro, todas as manhas, em sessdes das 8h as 13h, contou com
39 alunos de oito escolas, a iniciarem o 10.° ano de escola-
ridade, selecionados de um conjunto de 268 alunos com
classificagao superior a 14 valores, contando também com o
envolvimento dos professores santomenses.

No decorrer do Campos da Matematica o nosso traba-
lho norteou-se sempre pelo principio de revisitar os vérios

contetidos dos curriculos do Ensino Bésico, propiciando aos
alunos conhecimentos mais profundos, situagdes e proble-
matizagdes que permitissem aprofundar os vdrios conted-
dos dos curriculos do Ensino Basico, o que inequivocamen-
te motivou os alunos a quererem saber mais. Em conjunto,
concretizdimos um programa que possibilitou, passo a pas-
s0, a construgdo da compreensdo que permitiu aos alunos
estabelecerem relagGes e formularem generalizagGes, resol-
verem problemas, comunicarem com rigor raciocinios, re-
solverem situagdes préticas em atividades de campo, o que
nos possibilitou aferir os seus progressos.

As nossas expectativas foram superadas, sessdo a ses-
sdo, o grande empenho, esforco e trabalho responsavel foi
visivel nos 39 alunos participantes. A continuidade deste
trabalho com este grupo de alunos, que estd pensado para
os préximos dois anos, prevé-se frutuoso e motivador.

Ap06s a realizacdo deste Campos da Matematica da Fun-
dacdo Calouste Gulbenkian, com o primeiro dos trés grupos
que estdo previstos acompanharmos durante cinco anos,
estamos certos de que o projeto da FCG podera ser decisivo
no futuro destes jovens santomenses, o que serd gratificante

para nés e para todos os envolvidos.

GAZETA DE MATEMATICA -+ 189



azew@ de

dlematica

FUNDADA POR: Anténio Monteiro ® Bento Caraca ® Hugo Ribeiro ¢ J. Silva Paulo ® M. Zaluar Nunes

POLITICA EDITORIAL DA GAZETA DE MATEMATICA:

Gazeta de Matemadtica continua a ser, tal como
acontece desde a sua fundagdo em 1940, o prin-
cipal elo de ligacdao da Sociedade Portuguesa de Ma-
temadtica com a comunidade matemaética portuguesa.

A Gazeta de Matematica é uma publicagdo essen-
cialmente de divulgagdo da cultura matematica. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matemadtica
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela
matematica.

A Gazeta de Matematica publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e sec¢bes
permanentes.

Incentivamos 0s nossos leitores a enviarem textos
para publicagdo na Gazeta de Matemdtica. Damos
preferéncia a artigos curtos (4 a 6 paginas) sobre temas
que tenham interesse para o nosso publico: algo rela-

cionado com um tema de investigagdo que possa ser
explicado a comunidade matematica em geral, algum
aspecto curioso de matemdtica menos conhecido, uma
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor
ou simplesmente algo que tenha uma ligagdo com o
mundo matematico.

Os artigos poderdo ser submetidos a apreciagdo de
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um
parecer sobre a sua adequagao para publicacdo na Ga-
zeta de Matematica.

Os textos podem ser submetidos em
LaTeX ou em Word (com uma versdo em PDF). No
caso de o documento conter muitas férmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereco:
gazeta@spm.pt.

ASSINATURA DA GAZETA PARA O ANO 2020
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A SPM disponibiliza na pdgina http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informagdo sobre emprego e carreira
para matemadticos. As pessoas interessadas em incluir antdncios neste site devem enviar um email com os dados para
imprensa@spm.pt
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