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SERENDIPIDADE MATEMATICA E OUTROS ESCRITOS

Dos resultados inesperados as Olimpiadas de Matematica: um conjun-

to de textos para descobrir

De tempos a tempos, alguns cientistas e, em particular, ma-
temadticos, sdo surpreendidos pela obtengdo de resultados
inesperados que ndo constitufam o propésito das pesquisas
que estavam a desenvolver. Tal faculdade de fazer descober-
tas agraddveis e imprevistas recebe o nome de serendipida-
de (vale a pena procurar a origem do termo). Um exemplo de
serendipidade matemadtica é a descoberta de que a soma da
série de termo geral % é um nimero irracional (dito de outro
modo, { (3), onde { é a fungdo zeta de Riemann, é irracional),
feita por Roger Apéry em 1978. Foi ao investigar problemas
relacionados com a Teoria de Nimeros que Apéry se terd
apercebido da conexdo que o conduziu a esta prova inespe-
rada, o que permitiu abrir novas perspetivas no estudo de
séries e dos niimeros transcendentes. A taxa de descobertas
serendipitosas na ciéncia ndo é clara, embora se estime que
seja elevada (e hd quem se preocupe em avalig-la’). Vem isto
a propdsito do artigo da sec¢do Apanhados na Rede da pre-
sente edi¢do da Gazeta, no qual José Carlos Santos nos relata
a notavel descoberta de infinitas novas férmulas para obter
7t por parte de dois fisicos tedricos indianos. Aquelas foram
obtidas como “subproduto” de uma férmula mais geral no
ambito da investigagdo que ambos faziam na drea da Teoria
das Cordas.

No tema de capa, Jorge Nuno Silva convida-nos a co-
nhecer a fascinante mateméatica americana Lillian R. Lieber,
cuja prolifica colaboragdo com Hugh Lieber (este, ao nivel
das ilustra¢des), deu origem a vdrios livros de divulgagdo
matemadtica, com considerdvel acolhimento entre leigos e
especialistas.

Na secgdo Matemdticos na Primeira Pessoa, Ana Mendes e
Joana Teles ddo-nos a conhecer a matematica espanhola Ma-
ria Gaspar, principal responsével no pais vizinho pela orga-
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nizagdo das Olimpiadas de Matemadtica (OM), focando em
particular o seu labor de décadas na promogéo do gosto pela
matemadtica e na descoberta de jovens talentos matematicos.
Em Portugal, as OM sdo organizadas anualmente, desde
1983, pela Sociedade Portuguesa de Matemdtica. Indepen-
dentemente do pafs em que se realizem, as OM permitem
o desenvolvimento de competéncias, ao desafiar os jovens
participantes a resolver problemas complexos, promovendo
a criatividade e o engenho, e estimulando a procura do co-
nhecimento em diversas dreas da matemdtica. Em particu-
lar, as Olimpfadas Internacionais de Matematica oferecem
uma oportunidade de ligagdo com outros jovens talentosos
de todo o mundo, construindo uma rede que pode ser bené-
fica no seu futuro. Por outro lado, podem ser motivadoras
para os alunos com inclinagdes matematicas, incentivando-
-0s a prosseguir estudos e investigagdo em matematica. Vale
a pena lembrar que matematicos como Terence Tao, Grigori
Perelman ou Artur Avila’, todos agraciados com a Meda-
lha Fields, participaram enquanto jovens nestas olimpiadas.
Claro, importa sublinhar que ha certamente outras vias sus-
cetiveis de estimular nos jovens o gosto pela matematica e
de, quicd, os levar a optar por carreiras a ela ligadas.

Estou certo de que, entre os artigos aqui destacados e os
restantes que aqui ndo couberam, encontrard motivos sufi-
cientes para ler esta edigdo da Gazeta de Matemdtica.

Thagard, P (2012). “Creative Combination of Representations: Scientific
discovery and Technological Invention.” In R. Proctor & E. J. Capaldi (Eds.),
Psychology of Science: Implicit and Explicit Processes (pp. 389-405). Oxford
University Press.

Atente as palavras de Artur Avila em https://clube.spm.ptinews/curiosida-
des-sobre-o-matemtico-brasileiro-artur-vila-cordeiro-de-melo, no curto video
por ocasido da atribuicdo da Medalha Fields em 2014.



RECREIO

O JOGADOR DE TENIS QUE NAO E ASSIM TAO MAU, HeLoes PiTo

Instituto Piaget,

MAS QUE PERDE (QUASE) SEMPRE. Insight e CIDMA-UA

helder.pinto@ipiaget.pt
Qual ¢ a probabilidade de um determinado jogador vencer um jogo de
ténis, sabendo a probabilidade de esse jogador ganhar cada ponto?

m tempos, jogava ténis todas as semanas com um cole- Mas é necessdrio ganhar seis jogos (pelo menos) para

ga da faculdade e, apesar de ndo ser “trucidado” (lon- se ganhar um set... E pelo menos trés sets para se ganhar
ge disso...), acabava por perder, invariavelmente, quase uma partida de ténis (na vertente masculina, dependendo
sempre. Como é que ele ganhava (quase) sempre, se eu dos torneios)... Se o leitor tiver coragem (e algum tempo
ganhava, por exemplo, em média, 40% dos pontos que dis- livre), tente chegar a conclusao que estd indicada a seguir:
putdvamos?

Depois de anos com esta ddvida, 14 me cruzei com um “Well, according to my calculations, if I have a 1/3
texto de Ian Stewart [1, pp. 15-30] que abordava exatamen- chance of winning a point against you, my chance of
te esta tematica: winning a match is 0.000000027, or about one in thir-

ty-seven million.”

“Dennis: how come you always beat me?”

“I'm better than you, old son.” Nada como a matematica para nos levantar a autoes-

“Yes, but you're not that much better. I've been keeping tima desportival...

score and I reckon that I win one-third of the points. But

I don’t win one-third of the matches!” PS: Nestes considerandos, para facilitar, considere que a
probabilidade de vencer um ponto é sempre a mesma, in-

De facto, a conclusio apresentada era a seguinte: dependentemente de quem estd a servir (o que estd longe
de ser verdade, embora me pareca que no ténis recreativo

“Dennis, if I have a one in three chance of winning each amador néo seja assim tdo descabido).

point, I only have a one in seven chance of winning a
game! No wonder you always beat me! The rules of ten-
nis amplify differences between players.” A MATEMATICA NAS NOTICIAS
1. Os numeros aleatérios que guiam as nossas vidas e

Na realidade, este “one in seven” é apenas uma aproxi- a a busca para encontra-los
macédo. Tente determinar o valor exato da probabilidade de
0 amigo ganhar um jogo de ténis ao Dennis. “Mesmo com toda a sua capacidade, existem coisas que
E no caso dos meus 40%? Qual a probabilidade de eu o0s computadores ndo fazem muito bem. Uma delas é de-
ganhar um jogo ao meu colega? finir miimeros aleatérios.

RECREIO « O jogador de ténis que ndo é assim tdio mau, mas que perde (quase) sempre. 3



Sim, os computadores liberam dados o tempo todo, mas
ndo niimeros aleatérios. Porqué?

Os computadores dependem de mecanismos internos que,
em algum nivel, sdo previsiveis. Por isso, os resultados
dos algoritmos dos computadores, em algum momento,
também se tornam previsiveis — é exatamente o que vocé
ndo quer que aconteca, quando administra um casino.

O mesmo problema também causa dores de cabega para
os criptégrafos. Quando vocé criptografa informagoes,
vocé quer que o c6digo seja o mais aleatério posstvel, para
que ninguém consiga descobrir como vocé codificou o
texto original. Isso impede que as pessoas leiam a men-
sagem secreta.

Hd muito tempo, as pessoas buscam fontes externas de
aleatoriedade para servir de base i geragdo de niimeros
aleatérios. E, nesta busca da verdadeira aleatoriedade,
elas jd examinaram praticamente tudo, em busca de
fendmenos cadticos que ndo possam ser previstos, nem
manipulados.

Os pesquisadores jd ouviram os ruidos das tempestades
elétricas, tiraram fotos de gotas de chuva no vidro e brin-
caram com as mintisculas particulas do Universo conhe-
cido. E a busca estd longe de terminar.” [2]

Ora aqui estd uma situagdo que nos parece contraintui-
tiva, numa época em que a inteligéncia artificial e a com-
putacdo parecem ndo ter limites... Afinal, um computador,
por si s6, ndo consegue criar nimeros que sejam total-
mente aleatdrios!... Coisa que uma crianca consegue fazer
lancando uma moeda ao ar e observando a face que fica
para cima (como matemdticos que somos, consideremos as
faces 0 e 1 na moeda, e o sistema de numeracio bindrio),
embora permanega a questdo: como decidimos a paragem
de langamentos para que a nossa escolha seja verdadeira-
mente aleatdria?

Embora haja modelos computacionais (Pseudo-Random
Number Generators) que, na prética, sdo suficientemente
bons para a maioria das necessidades humanas, ainda é
necessdrio recorrer a fenémenos naturais para determinar
ntmeros completamente aleatérios (True Random Number
Generators). Esta necessidade de verdadeiros nimeros alea-
térios é crucial em certas dreas, como a criptografia, pois s6
assim se garante, por exemplo, a seguranca dos dados pes-
soais, bancérios, etc. (consultar [3] para mais pormenores).

2. Matematica e democracia

“Uma publicagdo da UNESCO de 2022 intitulada Ma-
thematics for Action defende, com detalhes acesstveis a
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um piiblico alargado, que todos os Objetivos do Desen-
volvimento Sustentdvel das Nagoes Unidas precisam de
intervengdo e decisdes baseadas em fundamentos mate-
mudticos. [...]

Foi por isso com muita surpresa que li o texto do deputado
Nélson Brito no Observador do dia 10 de junho de 2024.
Defender que no Ensino Secunddrio apenas deveriam ser
obrigatdrios Portugués, Inglés e Educagdo Fisica e que
uma alternativa 4 Matemdtica poderia ser “estatistica,
andlise de dados, matemdtica financeira, econometria” é
um duplo erro. Primeiro, todos os cidaddos precisam de
(muita) Matemdtica para além do Ensino Bdsico como o
texto da UNESCO (e muitos outros) evidenciam, por ou-
tro lado todas as dreas que refere, “estatistica, andlise de
dados, matemdtica financeira, econometria”, se baseiam
em Matemdtica muito para além do lecionado no Ensino
Bdsico, sem a qual ndo podem ser minimamente traba-
lhadas.” (Jaime Carvalho e Silva, [4])

De facto, reduzir todo o estudo/investigagdo e todo o
ensino a componente utilitdria das coisas tem sido prética
corrente de alguns comentadores e de algumas politicas
publicas. E esta visdo tem sido castradora, por exemplo,
para muitas dreas como a Literatura, a Histdria e as Artes,
que tém muita dificuldade em encontrar fontes de finan-
ciamento em detrimento de dreas mais rentéveis... Reduzir
a utilidade da Matemdtica a sua componente aplicada é
ndo conhecer a Matemadtica, nem sequer conhecer o pro-
cesso como a Matemadtica encontra a sua aplicabilidade
no mundo real... Serd que Newton quando enunciou a lei
da gravitagdo universal sabia que tal conhecimento ia ser
rentdvel, pois iria ser aplicado, por exemplo, na 6rbita de
satélites? E, jd agora, porqué aplicar apenas a Matematica a
Finanga e a Economia e ndo a outras dreas como a Quimica,
a Fisica, a Medicina e a Astronomia? Ah, suponho que ja
sei: ou os cifrdes estdo mesmo a frente dos nossos olhos ou
entdo ndo conseguimos ver mais além...

De facto, a educacédo sofre um pouco do mesmo mal do
futebol: todos sdo treinadores de bancada e todos fariam
melhor do que os especialistas que 14 est&o!

3. O teorema do ponto fixo de Brouwer
“Vocés sabiam que ao mexerem o café numa chdvena,
existe sempre um ponto do café que fica no mesmo sitio?
Mesmo que sejam agressivos! Isto deve-se ao teorema do
ponto fixo de Brouwer (...)" [5]

Duas notas breves sobre a frase acima: 1) Em rigor, de-



veria ser referido que existe, pelo menos, um ponto nessas
condicOes (apesar de extremamente improvavel, poderia
dar-se o caso de termos vdrios pontos a terminarem no si-
tio onde comegaram... No limite, até podiamos ter todos
os pontos nessa situagdo... Imagine-se uma rotacdo da
bebida em relagdo ao centro da chdvena que seja multipla
de 360°); 2) Deveria ter-se reforcado, talvez, que esta afir-
macédo s6 é verdadeira se compararmos o inicio e o fim de
mexermos o café. Durante esse intervalo de tempo, todos
os pontos do café podem ter-se movimentado nalgum mo-
mento e ndo hd maneira de garantirmos o contrdrio. Em
rigor, ndo é preciso esperar pelo final de mexer o café: em
qualquer momento, existe sempre, pelo menos, um ponto
que estd no mesmo sitio onde estava inicialmente.

SOLUCOES DOS DESAFIOS PROPOSTOS NO NU-
MERO ANTERIOR

A mesa no problema do gato e da tartaruga mede 150
centimetros. Basta considerar uma mesa em cima da ou-
tra, como na figura abaixo, para concluir que duas mesas
sobrepostas medem 300 centimetros. Por outro lado, nada
pode concluir-se sobre a altura dos animais, a ndo ser que
o gato mede mais 20 cm do que a tartaruga (basta observar
quem+g=t+170em+t =g+ 130 e comparar as varidveis
teg).

170 cm

£2

o

Na segunda questdo colocada no ndmero anterior,
sea+b=1e a>+b> =2, entdo verifica-se a igualdade
all 4 p11 = %. Pode encontrar uma explicagdo detalhada

130 cm

da resolugdo desta questdo em [6].

No problema “Se x 4 xy + y = 54, aque éigual x + y?”
(por lapso, no nimero anterior ndo foi indicado que as
duas varidveis x e y tém de ser niimeros inteiros positivos),

a solucédo é 14.

Para chegar a solugdo, basta observar que a equagdo
indicada é equivalente a equagdo (x +1)(y + 1) = 55. No-
te-se ainda que cada fator desta equacéo terd de ser maior
do que dois pela restrigdo agora indicada, o que obriga a
que um dos fatores seja 5 e o outro 11 (55 é decomposto
apenas nos fatores primos 5 e 11). Por outro lado, verifica-
-se ainda que

x+ty=@+1)+(y+1) -2
e, portanto, conclui-se facilmente que
X+y=5+11-2=14

Note-se que, sem a restri¢do agora indicada, x + y ndo
tém um valor tnico (considere, por exemplo, as situa-
¢Oes a seguir):

» x = 0, implica que y = 54 (logo, a soma seria igual a 54);

Px=1 implica que 1+y+y =54 ou sea, y= %
(a soma seria, portanto, igual a 552).

b =202
A solugdo natural de ab e 020 é (673,2,674).
a+ bc = 2021
A soluga 1ded ™ TE=20B (1202
solugdo natural de abe — 2022 é(1,1, ).

Até ao préximo ntimero do nosso Recreio!
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-The Haberdasher’s Puzzle.

"Haberdasher’: retroseiro, isto é, dono de uma loja de miudezas ou de retrds.
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o inicio do século XX, dois fantdsticos criadores de
N charadas (matemaéticas ou nao) publicaram numero-
sos artigos em jornais de grande circulagdo e vérios livros
com os problemas que criaram. Embora néo se conheces-
sem pessoalmente, colaboraram um com o outro diversas
vezes. Um, Sam Loyd, vivia nos Estados Unidos e o outro,
Henry Dudeney, vivia em Inglaterra. Ao primeiro foi dedi-
cada a coluna “O que vem a Rede” da Gazeta de Matemitica
N.° 151, de julho de 2006, com o artigo “Os Fantdsticos
'Quebra-Cabecas’ de Sam Loyd”, de Anténio Monteiro.
Aqui falaremos um pouco mais de Henry Dudeney, sobre-
tudo com base na introdugdo assinada pelo editor, Martin
Gardner, de uma edigdo péstuma, americana, do livro de
H. Dudeney, 536 Puzzles & Curious Problems, e na pequena
biografia publicada por J. J. O’Connor e E. F. Robertson
para a Mac Tutor".

Martin Gardner, ele préprio provavelmente o maior
divulgador de matemaética do século XX, era um grande
admirador de Dudeney, em particular pelas suas chara-
das matematicas. Note-se que Dudeney era filho de um
professor, mas néo teve grande educagdo formal. Estudou
Matematica e Histéria da Matemdtica como autodidata,
um pouco como o pai do seu pai, que também foi pro-
fessor mas que comegou a vida como pastor de ovelhas,
e que era ainda pastor quando comegou a estudar por si
Matematica.

Dudeney comegou a fazer charadas e problemas de
xadrez aos nove anos e manteve durante muitos anos co-
laboragdo com jornais populares (durante 30 anos publi-
cou “puzzles” numa revista, The Strand Magazine, onde na

Pode-se recortar um triangulo

equildtero em quatro pecas que,
juntas de outro modo, formem um

quadrado?

mesma altura publicaram autores como Agatha Christie,
Arthur Conan Doyle - criador de Sherlock Holmes — e P.
G. Wodehouse).

Uma das suas charadas mais conhecidas, embora seja
referida muitas vezes sem indica¢do do autor, é talvez a
seguinte, publicada em 1924 no The Strand Magazine: Subs-
tituir cada letra do esquema seguinte por um algarismo diferen-
te, de modo a que represente do modo habitual uma soma.

SEND
+MORE
MONEY
Convidamos o leitor a resolver a charada. Sugerimos s6
que comece por determinar o valor de M > 0.

Henry Dudeney publicou o seu primeiro livro, The
Canterbury Puzzles, em 1907.2

Vamos comegar por considerar aqui um problema (o
Problema N.° 131, “Finding a Square”) de um outro livro,
publicado depois, 536 Puzzles & Curious Problems. Dude-
ney resolve este problema com a utilizacdo original de
um método tradicional (em inglés, casting out nines) de
trabalhar com ndmeros. Consiste em, dado um ntimero
natural, somar os algarismos desse niimero, em somar os
algarismos dessa soma, etc., até ter um ntimero de um s6
algarismo, de 1 a 9, a que Dudeney chama a raiz digital do
ntimero inicial.* Note-se que, ndo sendo de modo nenhum
inédita a construgdo, é muito original a utilizagdo que Du-
deney faz dela.

A segunda charada que aqui vamos considerar faz
parte de The Canterbury Puzzles. E apresentada como
The Haberdasher’s Puzzle — que podemos traduzir como
“A Charada do Retroseiro”. Deve referir-se que Dudeney
descreve esta e outras charadas como sendo histérias per-
didas de The Canterbury Tales, obra cldssica publicada em
fins do Século XIV, onde os membros de um grupo de pe-
regrinos contam cada qual uma histéria aos outros mem-
bros. Na charada em questdo, é o retroseiro quem apre-
senta (em suposto inglés antigo) um tridngulo equildtero
de tecido. Pede para lhe dizerem como se pode cortd-lo
num nimero minimo de panos que, dispostos de outro
modo (sem os virar), constituam um quadrado. O retro-
seiro acaba por confessar que ndo conhece a resposta, mas
diz Dudeney, num aparte, que ele, Dudeney, sabe dividir

Thitps://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Dudeney
https:/Iwww.gutenberg.orglfiles/27635/27635-h/127635-h.htm

3 Digital root no original inglés. E habitual entre nds utilizar esta técnica dos
“noves fora”, em geral na chamada “prova dos nove”.

S
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o tridngulo em quatro partes que se podem unir num qua-
drado e convida o leitor a descobrir como. D4 mais tarde a
solugdo, que aqui apresentamos também. Dudeney tinha
claramente orgulho nesta sua inveng¢do: mandou construir
um modelo com pegas de madeira e dobradigas de cobre,
que lhe permitiam, rodando as pegas num sentido ou no
outro, formar ora um quadrado ora um tridngulo equila-
tero. A Royal Society mostrou-se interessada na invengéo,
e Dudeney apresentou-a em 1905 numa reunido desta so-
ciedade cientifica.

Em ambos os casos, apresentamos (em tradugéo livre)
o problema que Dudeney propds e a solugdo que publi-
cou. Apresentamos também o que (naturalmente, dado o
contexto) Dudeney ndo faz, a justificagdo matemadtica dos
raciocinios usados, incluindo, no segundo caso, a prova
de que é realmente um quadrado a figura que se constroi.

Problema 1: Sdo dados seis niimeros, 4784 887, 2494651,
8595087, 1385287, 9042451 e 9406 087. Sabe-se que trés
desses niimeros, somados, formam um quadrado. Quais sdo?

Solugdo (segundo Dudeney): Tomando os seis ntimeros
por ordem, a soma dos seus algarismos forma a segunda
linha de niimeros de:

4784887 2494651 8595087 1385287 9042451 9406087
46 31 42 34 25 34
1 4 6 7 7 7

Somando de novo, consecutivamente, até obter um
ntmero entre 1 e 9, a raiz digital do ndmero inicial, obte-
mos a terceira linha de ntimeros. Estas raizes podem ser
combinadas em diferentes conjuntos de trés de oito ma-
neiras diferentes:

146 147 167 177 467 477 677 777
2 3 5 6 8 9 2 3

dando de novo as raizes digitais indicadas. Mas, confor-
me foi visto em Amusements in Mathematics, as raizes digi-
tais de um quadrado s6 podem ser 1, 4, 7 ou 9,*de modo
que os nimeros procurados devem ter raizes 4, 7, 7 para
que a soma seja um quadrado. Os dois setes podem ser
selecionados de trés maneiras diferentes. Mas se o quinto
numero for incluido, a soma termina em 189 ou em 389,
0 que ndo pode acontecer com um quadrado terminado
em 89, onde 89 deve ser precedido de um algarismo par
(eventualmente 0).

Portanto, os nimeros procurados sdo o segundo, o
quarto e o sexto, e, de facto,

2494651 4 1385287 + 9406 087 = 13286 025 = 36457 .

Alguns comentarios

A raiz digital de n > 0 é o resto na divisdo de n por nove,
com a diferenga de que a raiz digital, como soma de alga-
rismos ndo-nulos, ndo pode ser zero, e que pode ser 9. Mas
é facil ver que a raiz digital de n é nove se e s6 se n é mdl-
tiplo de 9.5 Dudeney, em Amusements in Mathematics, nota
que as raizes radicais dos quadrados dos nimeros natu-
rais formam a sequéncial,4,9,7,7,9,4,1,9, “repetida
até ao infinito”, e conclui que um quadrado tem como raiz
digital 1, 4, 7 ou 9. Podemos obter o mesmo resultado no-
tando que, se dois ntimeros tém o mesmo resto na divisdo
por 10, entdo também tém o mesmo resto na divisdo por
10 (de facto, na divisdo por 20) os quadrados desses dois
ntmeros, ja que (10k +a)* = 100k* +20ak +a? e que,
portanto, basta considerar os algarismos das unidades
dos quadrados dos inteiros de 1 a 9.

Pelo mesmo raciocinio, o quadrado de um ntimero na-
tural termina em 9 se e s6 se esse niimero termina em 3
ou 7. Podemos estender este raciocinio, notando que se
dois niimeros tém o mesmo resto na divisdo por 100, entdo
os seus quadrados diferem num miiltiplo de 200. De facto,
(100 k + a)? = 10000 k> + 200 a k + a*. No caso de o ntime-
ro terminar em 3, analisando os diversos casos, vemos que
o quadrado de um ntimero termina em 89 se e s6 se esse nu-
mero termina em 33 ou 83, sendo 33? = 1089e 83% = 6 889.
No caso de o niimero terminar em 7, o quadrado termina
em 89 se e s6 se o numero termina em 17 ou 67, sendo
172 = 289 e 672 = 4489. Portanto, num quadrado termina-
do em 89 o algarismo das centenas é par, como nestes quatro
quadrados.*

Problema 2: Dividir um tridngulo equildtero em quatro
partes que, noutras posi¢bes, constituam um quadrado.”

Solugdo (segundo Dudeney): Sejam AABC o tridngu-
lo equildtero e D e E os pontos médios dos lados AB
e BC, respetivamente. Sobre AE, do outro lado de A rela-
tivamente a E, marca-se F tal que |EF| = |EB|. Com cen-
tro no ponto médio de AF, G, passando por estes dois
pontos, desenha-se um arco que interseta @ em H. Seja |
o ponto de AC a mesma distancia de E que H, e K € CJ
tal que |JK| = |BE|. Finalmente, sejam L, M € EJ tais que
DL,KM L EJ.
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As quatro pegas estdo claramente identificadas na fi-
gura, assim como o quadrado que formam.

Alguns comentarios
Pode considerar-se que a pega 3 foi rodada 180° em torno
de D, sendo B a imagem de A, e que depois se rodaram soli-
dariamente em torno de E, de novo 180° a peca A e a peca 3
depois de rodada. Obtém-se L' como imagem de L, C como
imagem de B, etc., e ] e L” como imagens dos rodados de ] e
L, respetivamente. Finalmente pode considerar-se que a peca
C érodada 180.° em torno de K. Sejam M* e J* os rodados de
M e ] por esta rotagao, respetivamente.

Portanto, EL/ estd no prolongamento de EJ, D'L’ 1 EJ,
D’ é o ponto médio de L'L"” e L’'L” L L”]”. Do mesmo
modo, K é o ponto médio de MM’ e KM’ é perpendicu-

lar ao segmento definido por M’ e pelo rodado J* de J,
que pertence a AJ”. Como |A]| = |CJ”|e, por construgdo,
|AJ| +|CK] = |JK| = |AB|/2, |K]J| =]|K]"| e, portanto,
J* =]" e as pecas A — D, nas novas posigdes, formam um
retdngulo. Em particular, [KM| = |D'L’| = |DL|. Note-se que

a drea do rectangulo é a drea do tridngulo inicial.
Na verdade, JJDEK é um paralelogramo, uma vez que
e ﬁ% sdo retas paralelas e |DE| = |JK| = |AC|/2.
A simetria no centro do paralelogramo envia E em | e
D em K e, consequentemente, L em M. Em particular,
|[KM| = |DL|, como vimos, e |JM|=|EL| Mas entdo
|ML'| = |ME| + [EL'| = |[ME| + |EL| = |ME| + |JM]| = |E]]|.

Portanto,
drea(OML'L"M') = 2|E]J| |KM|
= drea(AABC)
= |AE||BC|/2.

E interessante observar que o facto de ser |[EJ| = |[EH| ndo

4 )

Meio proporcional

Suponhamos (ver figura) que, dados quatro pontos
X,Y,Z,T, Z € XY, |XZ|=a,|YZ|=b, ZT L XY, T
pertence acircunferénciade didmetro XY e|ZT| =c.
Portanto, A XTY =90° =4 TZX = ATZY esdo seme-
lhantes os tridngulos AXZT e ATZY e, portanto,

XzZ| _ |ZT|
77 = vz ou g =9)e |ZT|?> = |XZ||YZ).

T

. /

intervém na construgdo feita até aqui. Isto mostra que, fazen-
do variar |E]J|, isto &, a posigdo de ] em AC, podemos cons-
truir assim retangulos (para além do quadrado), todos com
a drea do tridngulo inicial e todos com um lado igual a |E]|

Notamos agora que a construgdo do ponto H é uma
construgdo do meio proporcional, em que, dados segmentos de
comprimento a e b, respetivamente, se constréi um segmento
de comprimento c tal que c* = ab.

No nosso caso, |[EH|? = |AE| |EF|e

2|EH| |KM| = 4rea(COML'L"M') = |EH|?;

4 https:/lwww.forgottenbooks.com/en/download_pdf/Amusements_in_Mathe-
matics_ 1000013 184.pdf, p.20.

* De facto, escrevendo como € habitual @ = b mod 9, no sentido de
dizer que a e b ttm o mesmo resto na divisdo por 9 (ou que a — b
é multiplo de 9), lembremos que, se a = b mod 9 e c = d mod 9, en-
tio a+c=b+dmod9 e ac = bd mod 9. De facto, se a=9k + b
ec=90+d entio a+c=Ok+b)+(9¢+ d)=9(k+0)+b+d e
ac= (9 + b)(9¢ 4+ d)=81k¢ + 9(b? + dk) + bd.Como 10 = 1 mod 9,
também 10” = 1 mod 9 e portanto, por exemplo,

2494651 =2-10°4+4-10°+ - +5-10+2=2+4+ - +5+2mod 9.

¢De forma mais direta, veja-se que (10k + 7)? — 172 = 20(k — 1)(12 4 5k),
que este nimero € multiplo de 100 se e s6 se k = 5¢ + 1 para algum in-
teiro ¥ equese k = 5¢ + 1,entdo 20(k — 1)(12 + 5k) = 100£(17 4 25%)
é multiplo de 200 porque ¢(17 + 25¢) é par para todo o inteiro ¢. Se
k =50+ 3,(10k + 3)? — 33% = 100¢(33 + 25¢), que é mdltiplo de 200
por razbes andlogas. De modo semelhante se vé que o algarismo das
unidades de um quadrado terminado em 9 € par.

7 Usamos aqui uma notagdo que ndo é talvez a mais usada em Portugal,
T i
onde AB, AB e |AB| designam, respetivamente, o segmento que une os

pontos A e B, a semirreta com origem em A que passa por B e o com-
primento do segmento que une A e B.
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portanto, 2|KM| = |EH| e, finalmente, OML'L"M’' é um
quadrado.

Solu¢gode SEND+MORE=MONEY

(notemos a complexidade da resposta — e o engenho de Dude-
ney). Vamos comegar pelo valor representado por M > 0:
como a soma de dois ntimeros diferentes de um s6 alga-
rismo € inferiora 18, M =1, entao O =0 e S = 9, porque
a coluna a seguir ndo pode causar transporte superior ou
igual a 2, e portanto S > 8. Note-se que, como S = 9, a co-
luna a seguir de facto ndo causa transportee N = E + 1, j&
queN # E.ComoR # S5,R=8,eD+E =10+ Y.Naver-
dade, comoY >2eD <7,E=104+Y—-D>12—-7 =5.
Por exemplo, E=5e N=6, D=7 e Y = 2 sdo valores
que se adaptam a situagdo. Obtém-se

SEND 9567
+MORE +1085
MONEY 10652

E facil agora ver que esta solucéo é tinica.

Agradecimentos
Os autores agradecem ao revisor e aos editores a leitura
cuidadosa deste artigo.

Os autores foram parcialmente apoiados pelo CMUP,
que é financiado com fundos nacionais através da Fun-
dagdo para a Ciéncia e a Tecnologia (FCT), pelo projeto
UIDB/00144/2020.

SOBRE OS AUTORES

Antonio Guedes de Oliveira ¢ Professor Catedratico Aposen-
tado da Universidade do Porto e é investigador no CMUP (Centro
de Matemitica da U. Porto). Fez o doutoramento em Matemitica
em Darmstadt (Alemanha), e especializou-se em Combinatoéria.

Maria Rosario Pinto é Profesora Auxiliar da Universidade do
Porto. Fez o doutoramento em Geometria em Southampton (Rei-
no Unido).

LOJA
spm
=

Apnoveito o deseontsy e, Watnl

Consulte o catdlogo e faca a sua
encomenda online em www.spm.pt



A MATEMATICA
DE ANA LUA CAIANO

ARTE E MATEMATICA

PeDRO J. FREITAS

Universidade de

Lisboa

pifreitas@fc.ul.pt

Todos ja ouvimos, certamente, alguma das cangdes de Ana Lua
Caiano, uma das revelagdes mais recentes da mdusica portuguesa.
Mas tera alguém reparado na presenca de elementos matematicos

nessas cangoes’?

meu interesse na musica de Ana Lua Caiano terd

comegado com um programa de rddio, num domin-
go de manhd, em que a cantora foi entrevistada. A partir
dai, comecei a prestar mais atengdo a sua musica, uma
inusitada e muito interessante mistura de elementos folk e
eletrénicos, usando bombo, adufe, teclados, uma beat ma-
chine e uma loop station, entre outros instrumentos. Neste
momento, a sua discografia conta ja com dois EP, Cheguei
Tarde a Ontem e Se Dangar é S6 Depois, langados em 2023, e
um LP, Vou Ficar Neste Quadrado, publicado em 2024.

Um dia, dei com uma can¢do com um titulo muito
aritmético, Um Menos Um (e a aritmética, alids, continu-
ava na letra). Comecei entéo a olhar para a sua obra com
mais atengéo e fiquei com a ideia clara de que havia ali
uma proximidade a Matematica, que ndo consistia ape-
nas em exemplos dispersos, mas parecia denotar algum
gosto especial da artista — por exemplo, os brincos circu-
lares ou quadrados, ou as trangas com aspeto sinusoidal
(em ambos os casos, obras da propria Ana Lua). E quan-
tas cantoras tém como merchandising um cubo soma (um
puzzle inventado por Piet Hein) a acompanhar um 4lbum
chamado Vou Ficar Neste Quadrado?

Como é bem sabido, é arriscado tentar encontrar ele-
mentos matemdticos em obras de arte antigas, muitas
vezes podemos estar simplesmente a tentar projetar a

nossa prépria visdo, sem que isso corresponda a uma ver-
dadeira vontade ou a um desejo do artista. No entanto,
estando (felizmente) esta artista bem viva, foi possivel sa-
ber se estas impressdes sdo ou ndo certas, contactando-a
diretamente. E, muito simpaticamente, Ana Lua acedeu
em conversar comigo, confirmando o que eu suspeitara:
desde os tempos da sua formagédo secunddria que tem um
interesse especial pela Matematica, em particular pela re-
solugdo de desafios ou problemas, coisa que, de facto, veio
a perpassar para a sua obra.

A conversa comegou por um assunto mais técnico e
por isso menos visivel: a estrutura de loops, sempre pre-
sente na sua musica. Quando se define um ritmo, na loop
station, estabelece-se um compromisso com o compasso,
em geral quaterndrio, tendo cada frase, habitualmen-
te, quatro compassos (perfazendo, ao todo, 16 tempos).
No entanto, isto ndo tem de ser limitativo: por exemplo,
na referida cangdo Um Menos Um, o refrdo tem frases de
trés compassos, mas como sdo quatro frases, acaba por se
obter um ciclo de 12 compassos. Na can¢do O Bicho Anda
por Af, a estrutura é ainda mais delicada: estando a loop
station em compasso quaterndrio, no refrdo hd um ciclo
de 16 compassos terndrios (48 tempos, ao todo), fazendo
com que s6 de 12 em 12 tempos se acerte a cadéncia da
letra com o ritmo. Em ambos os casos, é o facto de 12 ser
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o minimo multiplo comum de 3 e 4 que faz o esquema

funcionar.

Além destas estruturas ritmicas aritméticas, também
hd aspetos visuais dos videos de Ana Lua Caiano, reali-
zados pela irmé, Joana Caiano (a quem se foi juntando,
ao longo do tempo, uma numerosa equipa), que nos re-
metem para a geometria e a autorreferéncia. Encontra-
mos vdrias simetrias de reflexdo, como, por exemplo, no
video da cancgdo O Bicho Anda por Af, quer nas posigdes
dos bailarinos, quer na superficie da piscina (figura 1).
A repetigdo, agora em mise en abyme, potencialmente infi-
nita, aparece também na capa do EP Cheguei Tarde a On-
tem (figura 2).

Ja no video da cancdo que dd nome ao album Vou Fi-
car Neste Quadrado, o dito quadrado aparece como espelho,
ora ocultando a face da cantora, ora revelando-a e multi-
plicando-a, quando colocado em paralelo com outro espe-
lho (figura 3). Aqui, esta escolha visual acompanha o tema
da cangdo: a decisdo de ficar no mesmo lugar, apesar de a
natureza convidar a sair — o quadrado espelhado, apesar
de limitado, parece abrir um espago infinito de saida.

Passando agora aos textos, hd no final da letra de Dei-
xem o Morto Morrer um paralelismo estilistico numa refe-
réncia as carpideiras, que pode ser encarado como uma
repeticdo em espelho de uma frase, invertendo o sentido:

4 Figura 1: Imagem do video de O Bicho Anda por Ai; por
Joana Caiano.

w Figura 2: Capa do EP Cheguei Tarde a Ontem, por Joana
Caiano.

ANA LUA CAIANO

CHEGUEI TARDE A ONTEM

Senhoras no chdo | Sombras correndo | Alguém a gritar
| Que um homem morreu

Senhoras em pé | Sombras paradas | Chega de chorar /
Deixem o homem morrer

Para terminar, olhamos para as letras de duas cang¢Ges
com elementos explicitamente matemadticos. A primeira,
Ando em Circulos, fala de “passos quadrados” que andam
numa “linha reta”, no “dia reto” que passou, na noite que
cai “retamente” sobre os “pés verticais”. Sio abundantes
as referéncias a linhas retas, que contrastam com o titulo,
que é repetido no refrdo. Todas estas imagens matemati-
cas descrevem uma rotina que leva a insensibilidade e ao
alheamento, ajudando a pintar esta imagem de rigidez.

Finalmente, na primeira cangdo que mencionei, Um
Menos Um, a cantora faz vérias contas referindo-se a al-
guém que lhe é amorosamente chegado, mas que, como
vamos percebendo, é para ela uma relacdo téxica. Estes
sdo 0s primeiros versos.

Um mais um somos nos os dois

Mas um mais dois jd ndo é pudor

E com mais um sdo os amigos mais chegados
E os cdes abandonados que tu querias

12

GAZETA DE MATEMATICA -« 204



Dois mais trés era a familia que desejavas
Mas p’ra mim é discoteca bem escondida
E um mais cinco sdo as assoalhadas

Que tu querias na nossa imaginada casa

Depois destes versos, chega o refrdo, com uma conta di-

ferente e uma mensagem diferente também.

Mas Um Menos Um sdo os dias

Que eu quero estar mais contigo

Um Menos Um foram os dias

Em que eu ndo precisei de vinho

Um Menos Um foram os dias

Em que ndo fumei para te ouvir

Um Menos Um, Um Menos Um, ao menos um

Os versos voltam entdo as contas de somar, que continu-
am a aumentar uma unidade de cada vez, até chegar a

Dez mais trés sdo quantos estamos hoje a mesa

E, aqui chegada a letra, jd ndo passa da soma 13, antes
volta a repetir essa soma com parcelas diferentes, acom-
panhando um desejo stbito de partir:

Nove mais quatro, jd ndo me sento mais aqui
Oito mais cinco, ai, vou jd buscar a mala

Aletraprossegue,diminuindoaprimeiraparcelaeaumen-
tando a segunda, terminando com a partida inevitdvel:

Um mais doze, vou jd sair de Portugal
Treze, jd sai de Portugal

Como se vé, a aritmética, engenhosamente usada, serve
para descrever a natureza desta relacdo amorosa, a sua
progressiva dissolugdo e o desejo final de sair, com as
somas a acompanharem esta evolugdo.

Gostaria de terminar com duas pequenas observa-
¢des, ambas bastante Gbvias. Primeiro, esta descrigdo,
necessariamente pessoal, de alguns dos elementos ma-
temdticos na arte de Ana Lua Caiano ndo pretende ser
exaustiva. Estes elementos foram aqueles que mais me
chamaram a atengéo, e que foram aparecendo na agra-
dével conversa que tive com a cantora, um pouco ao cor-
rer das palavras. Hd muito mais a descobrir, ndo sé no
campo da matemdtica como, especialmente, fora dele.

E isto leva-me a segunda observagdo: estes elementos

Figura 3: Imagem do video de Vou Ficar Neste Quadrado,
por Joana Caiano.

matemdticos ndo esgotam, de forma alguma, o interesse
da arte de Ana Lua Caiano, que tem jd um reconhecimen-
to nacional e internacional muitissimo sélido, com refe-
réncias na imprensa estrangeira e participagdes em vé-
rios festivais de nomeada, como o Primavera Sound Porto
ou o festival Roskilde, na Dinamarca, para falar apenas
de dois mais recentes. As observagdes feitas neste artigo
pretendem apenas apresentar mais uma camada de pro-
fundidade da sua obra e servir de convite a ir ver todo
o material que estd na plataforma Bandcamp (incluindo
os albuns), bem como os videos no YouTube e, mais do
que tudo, ir ouvi-la ao vivo, ver a sua presenca sozinha
em palco, rodeada dos seus instrumentos, com a mdsica,
e por vezes a voz, em loop cadenciado. Esta combinacgao
muito feliz de elementos musicais de raizes tradicional e
eletrénica, aparentemente dispares, lembrou-me uma fra-
se de Almada Negreiros: “Ser autor é (...) trazer-nos inédi-
to 0 que ainda pertence ao conhecimento geral.” E é uma
sorte tudo isto ter também um tempero de Matematica.
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HADOS NA REDE

UMA INFINIDADE DE NOVAS FORMULAS PARA T Jost CARLOS SANTOS

Universidade

Recentemente, dois fisicos indianos descobriram uma férmula nova do Porto

para 1. De facto, descobriram uma quantidade infinita delas. Iremos ver

de que é que isto se trata.

Om’xmero 7t é um dos tépicos matemdticos que mais
interesse geram. E também é daqueles que sdo estu-
dados héd mais tempo. Sendo assim, é dificil que surja uma
novidade relativa aquele nimero e, mais do que isso, uma
novidade que se possa explicar facilmente a uma audiéncia
vasta. Mas é exatamente isso o que acabou de acontecer.
Dois fisicos indianos, Arnab Priya Saha e Aninda Sinha,
publicaram um artigo (veja-se [2]) altamente técnico sobre
Teoria das Cordas numa revista cientifica bastante presti-
giada, a Physical Review Letters. Obtiveram ai, como subpro-
duto do seu trabalho, uma familia de férmulas para 7w que
sdo uma novidade completa. E uma novidade interessante.
Normalmente, quando se é exposto ao ndmero 7t pela
primeira vez, este é definido como sendo o quociente entre
o perimetro de uma circunferéncia e o respetivo didmetro.
Esta definicdo faz sentido a partir do momento em que uma
pessoa se convence de que aquele quociente é o mesmo
para todas as circunferéncias, mas nao é prético para obter
o valor numérico de 71 com grande precisdo. A partir do
século XVII, comecaram a surgir na Europa (e, ainda antes
disso, fora da Europa, como iremos ver) maneiras de re-
presentar 77 como soma de séries (ou seja, somas com uma
infinidade de parcelas), o que é mais conveniente para o
célculo numérico de 7. A primeira a surgir é geralmente

conhecida por série de Leibniz:

[1e
T
AR
=
—_
[
|
_|_
|
[
|
+

n+l 35 7

N

n=0

Z

cuja soma é 7. De facto, embora esta igualdade tenha sido

jesantos@fe.up.pt

descoberta por Leibniz, jé tinha sido descoberta alguns
anos antes dele pelo matemdtico escocés James Gregory e,
ainda bastante antes disso, pelo matemadtico e astrénomo
indiano Madhava de Sangamagrama.

Mas embora se tenha de facto a igualdade

1 1 1
T=4Xx (1—5—1—5—7—&----),

isto ndo é ttil para obter valores aproximados de 7. Bas-
ta ver que se fizermos o célculo do membro da direita da
igualdade anterior usando os 100 primeiros termos da série,
o valor obtido comega por 3,13 enquanto que 7T é aproxi-
madamente 3,14. Comparemos isto com o que fez Newton
ainda antes de Leibniz (e de James Gregory). Ele obteve a
igualdade':

71:73\@-5-24 L I N ,
4 12 5x25 28x27 72x2°

e bastou-lhe somar (a mao!) os primeiros 22 termos do mem-
bro da direita desta igualdade para obter uma aproximacéo
de 7 na qual os primeiros 16 algarismos estdo corretos.

Passemos entdo a férmula recentemente descoberta,
a qual teve algum impacto®. Para a compreender é preciso
introduzir o simbolo de Pochhammer. Trata-se do seguinte:
se a é um numero real (ou até complexo) e se n é um inteiro
nao negativo, entdo

Mp=ax@+1)x@+2)x---x(a+n—-1)

caso n > 0; além disso, (a)o = 1. Por exemplo,

14
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(6)3 =6 x (6+1) x (6+2) = 336.

Com isto, podemos enunciar a nova férmula:
1 1 4 52
= =) (s —2) +
talzia 5 ) \ag .
4 72
= -3 .
) ( iBEA) )2 i
- n) .
n—1

imediatamen-

(3

1
Y
nl (nJr)\ 2n+1) (512(1111—:1)\))2

olhos

v (o
4+ 1
T3

Uma coisa que salta aos

te aqui é a existéncia de um pardmetro A. Que
nimero €é este? A resposta é: qualquer nume-
ro real maior do que —1. Até pode ser um niume-
ro complexo cuja parte real seja maior do que —1
Desde que se faga esta restricio, a soma é sempre 7. E
por isso que isto ndo é somente a descoberta de uma
nova férmula para 77; é a descoberta de uma infinidade
de novas férmulas.

De facto, embora infinito ndo seja um ntmero, até

podemos tomar A = co. Se o fizermos, entdo

1 4 4
n+A 2n+1 2n+1

(2n+1)2
4n+A)

pelo que a férmula se reduz a

=4+ Z 2' (—ﬁ) (—1)p_1.

(—m)yp1=(—n)x(-n+1) x (—=n+2) X+ x (-n+n—-1)
(

1) 1a,

pelo que
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Ou seja, com A = oo recupera-se a série de Leibniz (ou,
se preferirem, a série de Madhava)! Como esta foi ori-
ginalmente descoberta por um matematico indiano e
como os autores de [2] sdo indianos, pode-se ver isto
como um regresso as origens. Alids, parece haver uma
tradigdo histérica por parte dos matemadticos indianos
para descobrirem férmulas ligadas a 7. Um exemplo
disto é uma férmula de Ramanujan (veja-se [1]):

1 2V2 & (4n)!26390n + 1103

(
T 992 ngo n'4 3964

Com esta férmula, podemos obter excelentes aproximagdes
de % muito rapidamente. Logo a primeira parcela desta
soma tem os mesmos sete primeiros algarismos a seguir a
virgula que o nimero %; com as duas primeiras parcelas,
isto sobe para os primeiros 16 algarismos.

Em contrapartida, como ja foi referido, a série de Lei-
bniz ndo tem interesse prético para calcular valores apro-
ximados de 7. E a nova série? Esta jd tem; basta escolher
A apropriadamente. Se, por exemplo, se tomar A =12,
entdo a soma dos dez primeiros termos da série é igual a
3,1415961...
30 0s seis primeiros algarismos de 77(~

e os seis primeiros algarismos deste ntimero
3,1415926).

Convém lembrar que esta férmula se deve a dois fisicos
tedricos e ndo a matemdticos. Com efeito, a férmula sur-
giu acidentalmente, por assim dizer, como consequéncia de
uma férmula mais geral obtida num artigo sobre Teoria das
Cordas. Os autores ndo estavam a procura de uma férmula
para 7T.

Para terminar este artigo, eis a opinido de Aninda Sinha
sobre o trabalho que desenvolveu e que levou a férmula de
que é coautor®:

“Fazer este tipo de trabalho, embora talvez ndo dé
origem a uma aplicagdo imediata a vida do dia-a-
-dia, fornece o prazer puro de fazer teoria s6 pelo
prazer de a fazer.”
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Devido ao teorema da transfor-
macdo uniformizante, a vari-
avel aleatéria Uniforme tem grande
protagonismo em Estatistica. Depois
da apresentagdo sumdria de varidveis
aleatérias que sdo fungdes de varid-
veis independentes com distribuicdo
Uniforme padrdo, nomeadamente
Gamas, Betas e BetaBoops, ilustra-
mos o seu papel na construgdo de
novos modelos, por aleatorizagdo de
parametros ou resultando da contra-
¢do por multiplica¢do, ou da expan-

sdo por divisdo ou exponenciagao.

1. INTRODUGCAO

A avaliacdo do que é mais provavel ajuda-nos a tomar
decisdes, por exemplo, no contexto de selegdo de estra-
tégias ou de apostas. Por outro lado, os valores de pro-
babilidade muito baixa de caudas extremas sido usados
para eventualmente falsear hipéteses. Nesta perspetiva,
as varidveis aleatérias Uniformes podem parecer quase
intteis, porque a equiprobabilidade ndo apoia tomadas
de decisdo e, numa visdo ingénua, o modelo Uniforme
parece ser apenas um exemplo que permite exemplifi-
car de forma simples o cédlculo da fung¢do de distribui-
¢do e de momentos.

Mas a simplicidade do modelo Uniforme padrédo
(isto é, com localizagdo 0 e dispersdo 1), que denota-
mos U —~ Uniforme(0,1), e que tem funcdo densidade
de probabilidade fu(x) =1Ijg;(x), dd-lhe o estatuto
privilegiado de poder ser usado para obter nimeros
aleatérios de um modelo X —~ Fx usando a fungdo de
distribui¢do inversa generalizada: Fy (U) —~ Fx, em
que Fy (u) = inf{x: Fx(x) > u}, sendo Fx a fungdo de
distribui¢do da varidvel aleatéria X. Este resultado
inverso do teorema da transformacdo uniformizante,
Fx(X) = U —~ Uniforme(0,1), que permitiu o desenvol-
vimento explosivo da Estatistica Computacional e dos
Métodos de Monte Carlo, é apresentado na Secgdo 2,

onde a equiprobabilidade é também discutida.

Na Secg¢do 3 sédo referidas fung¢des de varidveis ale-
atérias Uniformes independentes, observando-se que
as suas fung¢des densidade de probabilidade apresen-
tam frequentemente poténcias de x, 1 —x e —Inx. Este
facto motiva-nos a apresentar as fungdes Gama e Beta
de Euler, bem como a extensdo néo trivial BetaBoop da
funcéo Beta, que simplificam a definigdo de familias im-
portantes de varidveis aleatdrias.

Na Secgdo 4 exploramos sumariamente o papel de
varidveis Gama, Beta e BetaBoop na aleatorizagdo de pa-
rametros em modelos hierdrquicos e na contragdo por
multiplicacdo, ou na expansdo por divisdo ou exponen-
ciagdo.

2. EQUIPROBABILIDADE E O MODELO
UNIFORME

A experiéncia aleatéria que consiste no langcamento de
uma moeda equilibrada uma tnica vez tem dois resulta-
dos possiveis correspondentes a saida de face e a de coroa,
que representamos por F e C, respetivamente. A esta ex-
periéncia aleatéria podemos associar a varidvel aleatéria
Bernoulli(}), B : {C,F} — {0,1} usando a notagéo

{1
2

que modela equiprobabilidade dicotémica.

TRy
N

Da repeticdo sucessiva desta experiéncia aleatéria
resulta a sequéncia infinita {By};?, de varidveis ale-
atérias independentes e identicamente distribuidas
By ~ Bernoulli(}), a qual pode ser usada para represen-
tar a expansdo bindria de nimeros em [0, 1],

® B
U=0BBBs =) 27’:
k=1

que curiosamente mostra que a varidvel aleatéria con-
tinua U —~ Uniforme(0,1) é a soma de infinitas varidveis

aleatorias discretas %. Borel (1909) usou este contexto’

' Obviamente w= Y }_, B*A‘:Z:iw B em que Bj =1 mas

2k 2
B/+1 = B/+Z

w=7) 7,

-+~ =0, admite também a expansio de Bernoulli infinita

=y BT em que B{ =B, k=1,..,j—1B =0,

B;H = B/+Z :% 2o %
1 _ 1

. . (o) B N e
T 1'pO‘SZk:/M 2k 72#/” 2k
1 B; - P -

57T 7T = —5 = —r Porisso descartamos as expanses “degenera-

Ik )

das”, ie. finitas, que constituem um conjunto com medida de Lebesgue 0,
a fim de ter uma relagdo bijetiva entre o conjunto B de expansGes de

Bernoulli infinitas e {x : x € (0, 1]}.
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para enunciar o principio de Borel, que foi uma constru-
¢ado pioneira e rigorosa de probabilidade continua*

Principio de Borel: Seja 5 o conjunto das sequéncias de
Bernoulli observéveis no langamento de uma moeda equi-
librada. Denote-se E um acontecimento que pode ocorrer
numa de tais sequéncias e B o subconjunto de B que
corresponde ao acontecimento E. A probabilidade de E é
A{Bg}, em que A é a medida de Lebesgue.

Uma vez que a medida de Lebesgue é invariante para
translagdes, tem-se P[x < U < x + A] = A quaisquer que
sejam A € (0,1)e x € [0,1 — A), o que justifica dizer que a
variavel aleatéria U é Uniforme, no sentido em que modela
equiprobabilidade continua em [0,1]. Assim, se x € [0,1],
entdo P[0 < U < x] = x, implicando que a funcdo de dis-
tribuicdo de U € Fyy(x) = x 1o 1)(x) + I} o) (x) €, portanto,

U ~ Uniforme(0,1) <= fu(x) = Ly (x),

em que f; € a fungdo densidade de probabilidade da va-
ridvel aleatéria U.

E imediato que se U —~ Uniforme (0,1), 1— U ~
Uniforme(0, 1). De facto, isto é o caso especial u =1 e
0 =—-1de X =pu+0U —~ Uniforme(a,b), u,0 € R, com
fun¢do densidade de probabilidade fx(x) = ﬁ]l[u,b] (x),
em que @ = min {y, u + 6} e b = max {p, u + 0}

A propriedade mais relevante da varidvel aleatéria
U —~ Uniforme(0,1) é o teorema da transformagdo unifor-
mizante (Fisher, 1932).

Teorema (transformacdo uniformizante). Seja X uma va-
ridvel aleatoria continua com fungdo de distribui¢do Fy.
Entao Fx(X) = U — Uniforme(0,1).

Demonstragio. O suporte de Y = Fx(X) é [0, 1]. Denotando
Fx (u) =inf{x:Fx(x) >u} a inversa generalizada
de Fx, paray € [0,1} tem-se Fy (y) = P[Fx(X) < y| =
P[X < Fi(y)] = Fx(F§ (y)) =y ou seja, fy(y) =
]I[O,l] (). O

Exemplo 1: Seja X —~ Exponencial(1), i.e. X é uma va-
ridvel aleatéria com fun¢do densidade de probabili-
dade fx(x)=e "l (x) e fungdo de distribuigdo
Fx(x) = (1 —e™) Ijg . (x). Entdo

1 —e X ~ Uniforme(0,1)-

Consequentemente, também e=* —~ Uniforme(0,1).

Ao testar uma hipétese nula Hy contra uma alternati-

va unilateral a direita usando uma estatistica de teste T, o
valor-p, p = P[T > Tops.|Ho verdadeira] é uma observacao
de uma varidvel aleatéria Uniforme padrdo. Com toda a
generalidade, a uniformidade dos valores-p é uma conse-
quéncia do teorema da transformagdo uniformizante.

O enunciado reciproco (transformagdo uniformizan-
te inversa) é a base de um método elementar para gerar
amostras de nimeros pseudoaleatérios de uma popula-
¢do X com funcgdo de distribui¢do Fx a partir de pseudoa-
leatdrios de Uniforme padrao.

Teorema (transformacdo uniformizante inversa). Seja U
uma varidvel aleatéria Uniforme em [0, 1]. Entdo, Fx (U)
€ uma varidvel aleatéria com fungao de distribuigio Fx.

Demonstragdo. Fx (u) = inf {x : Fx(x) > u}, pelo que
{u:Fy(u) <x}={u:u<Fx(x)}=Fx(x). O

Exemplo 2: Do Exemplo 1 conclui-se que se
U ~ Uniforme(0,1), entdo — InU —~ Exponencial (1).

A varidvel aleatdria Uniforme(0,1) estabelece assim
uma ponte entre duas varidveis aleatérias X e Y, no sen-
tido em que Fx = Fy (Fy) e Fy = F{ (Fx). Devido ao de-
senvolvimento explosivo da Estatistica Computacional,
a Uniforme passou a ser um dos modelos mais estudados,
veja-se Johnson et al. (1995, Cap. 26).

3. FUNCOES DE VARIAVEIS UNIFORMES E

DE SUCESSOES DE VARIAVEIS UNIFORMES
INDEPENDENTES E IDENTICAMENTE
DISTRIBUIDAS — VARIAVEIS ALEATORIAS
GAMA, BETA E BETABOOP

Além de F§ (U) = X —~ Fx, que, como referimos ja no
Exemplo 2, mostra que —InU —~ Exponencial(1), outras
transformagGes imediatas de U — Uniforme(0, 1) séo:

> f% (%) = E T,00) (%), € Fy (x) = (1= 1)) (x), ou

seja, ; — Pareto(1).

o

F%(I)=IP’[%S ]=P[L<X]=

Recorde-se  que T
1= Fx (})pelo que f1 (x) = hfx(1).

|

Y fue(x) =pxP! Lo1)(x), p>0. Observe-se que
—Inur ~ Exponencial(%).
De Fji/p(x) = P[U < xP] =P no intervalo (0,1]
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tem-se  fin/,(x) = pxP gy (x); e para x>0,
de se ter
F o (x) =

resulta f 117y (%) = pe P (g (x).

P[-InUY? < x

b figa(®) =4 (1 x)7 L) (x), g>0. Observe-
-se que Kgq = (1—U7)1/¢ é a varidvel aleatéria de
Kumaraswamy (1980) com pardmetros positivos & e g,
usada, por exemplo, na modelagdo da percentagem da
quantidade de d4gua em reservatérios, cuja fungao de
distribuigdo é

Ficg, () = [1 = (1= 2) ] Tjg 1) () + Ty ) (x)
e cuja fungdo densidade de probabilidade é

fiee, (1) = G021 (1= 28) " 1) (x).

Por outro lado, é facil calcular a funcdo densidade de pro-
babilidade de somas, de produtos e de estatisticas ordinais
de (Uy,...,Uy,), em que Uy —~ Uniforme(0,1), k=1,...,n
sdo independentes.

Somas: Partindo da fungdo densidade de probabilida-
de da soma de duas varidveis independentes com distri-
buicdo Uniforme padrao

furru (@) = [ fu, ) fuy(z = y) dy =

V4
I dy =
/Z_1 [0,1](y) Y

0, z<0Vz>2
S 0<z<2 C
0, z<0Vz2>2

0<z<1 ,

2—z, 1<z<2

e analogamente, para a soma de 1 varidveis independen-

tes, Uy, ..., Uy, com distribui¢do Uniforme padréo, tem-se

/fZ” Tu W) fu,(z—y)dy =
- /z:fz;:;; 0 ) dy,

ka 1uk

obtendo-se, apds alguns célculos,

frru(2) =

:(11—11)![2(_1)k(2> (max{0,z — k})"~ ]]I[On z),

=PU>e P|=1—eP

B2 — Gaussiana(3/2,1/2)
— Uy+lh+U;
06
04
0.2
05 1.0 15 20 25 3.0

Figura 1. Funcdes densidade de probabilidade de Y} _, Uy
e da Gaussiana com os mesmos valor médio e desvio padrdo.

onde | z] é 0 maior inteiro ndo superior a z.

Intragdvel? Sim, mas felizmente a aproximagao
(teorema limite central) Zk 1 Uy = X —~ Gaussiana ( 5/ \/%)
é muito boa, mesmo para valores bastante moderados de
n, como se ilustra na figura 1.

A fungdo densidade de probabilidade da média arit-

mética U, = 1 Y7, Uy é entdo

fa,(x) =
Lo, 1) (x)-

Produtos: Partindo da fungdo densidade de probabilidade
do produto de duas varidveis independentes com distri-

2O paradoxo de Bertrand (1889, pp. 5-6.), determinando valores diferen-
tes para a probabilidade de uma corda “ao acaso” ter maior comprimento
do que o raio de uma circunferéncia, mostrou os limites do recurso a
intuicdo naTeoria da Probabilidade, e foi decerto uma das motivacdes de
Hilbert para, na sua alocugao no Congresso Mundial de Matematica de
1900, indicar que um dos principais problemas em aberto em Matematica
seria proceder a uma construcdo axiomdtica rigorosa da Probabilidade
(6.° problema de uma lista de 23; no Congresso de Paris apenas apresen-
tou dez problemas, incluindo o da fundamentagdo rigorosa da Probabili-
dade). O problema apenas foi resolvido em 1933 por Kolmogorov (1933).
Anote-se que Diogo Pacheco d’Amorim, na sua tese de doutoramento
(Pacheco d’Amorim, 1914, republicada em Mendonca et al,, 2007), tentou
fazer uma construgao rigorosa da Probabilidade com base no conceito de
langamento ao acaso, aparentemente sem conhecer o trabalho de Borel.
Como jd era sabido do paradoxo de Bertrand, este ponto de partida que
lhe parece intuitivo e inquestiondvel leva-o a estabelecer resultados absur-
dos, como, por exemplo, que deixando cair uma corda ao acaso num pla-
no, a distancia entre os extremos da corda é O, sem se aperceber de que
a sua construcao de probabilidade continua, dobrando repetidamente um
segmento, acaba num unico ponto.Veja-se como o problema deveria ser
abordado com renormalizacdo em Santos (2008).
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buicdo Uniforme padrao,

funn(2) = [ o) (5) 5 =

_ [tdy
—/Z 711(0,1](2) =

= —Inzly(z),

e analogamente, para o produto de n varidveis indepen-

dentes, Uj,...,U,, com distribuicdo Uniforme padrao,

tem-se
@ = [ Frp, @5 ) T =
= /Z fl'[’;;ll Uy () % Lo (2);
consequentemente,
S u (2) = % Lo, (2) -

Assim, a fung¢do densidade de probabilidade da média ge-
ométrica G, = ([T}_;
com distribuicdo Uniforme padrao é

Uk)l/ " de varidveis independentes

nn

Fo,(0) = G (- ) g ().

E interessante anotar que se definirmos o mode-
lo hierdrquico 4 —~ Uniforme(0,U), obtém-se fy(x)=

flg 01]( z) =

Up_ ~ Uniforme(0, 1) independentes. Mais geral-

—Inz I q)(x) e, portanto, 4L Uy,

com U; =
mente, definindo recursivamente o —~ Uniforme(0,1),
Uy —~ Uniforme (0,84_1), k =1,...,n, obtém-se fy, (z) =

n—1
%H(O 1(), ou seja, temos o produto de 1 varia-
veis independentes com distribui¢do Uniforme padrao,

d n
ie thy =[] U
k=1

Divisao: A fungdo densidade de probabilidade da divisao

(“Slash”) de varidveis U; 4 U, —~ Uniforme(0,1) indepen-

dentes é

fun (@) = [ fun(a0) ) 9y =

0, z<0
= . 1 =
(;nm{l,z}zvdy, 2 Z 0

0, z<0
= 1/2, 0<z<1.
1

/(222), z>1

Exponenciagao: Seja W = uilz ;entdo—InW = Up(—1Inly)
tem fungdo densidade de probabilidade

fomw(w) =

onde Eq(x) = [° e—;t dt é a fungdo integral exponencial
(Abramowitz and Stegun, 1972, Cap. 5, p. 228). Conse-
quentemente, a funcdo densidade de probabilidade de

W=1U th g é, paraw € (0,1),
1
fw(w) :ffan(_lnw)m =
o El(—anU) _
===
_ li(w)
==
. * dt
ondeli(x) = , x > 0, éafuncdo integral logaritmica.

o Int’

Na figura 2 as fun¢es densidade de probabilidade de
XUL _Inw em (a) e UyU, em (b) ilustram a contracdo
quando se multiplica por uma varidvel com suporte [0, 1],
e a funcdo densidade de probabilidade de W = l,Ilu2 exibe
a expansdo ao usar um expoente com suporte [0, 1.

Estatisticas Ordinais: Seja (Xj,...,X;) um vetor ale-
atério de n varidveis aleatérias independentes e iden-
ticamente distribuidas com uma varidvel aleatéria X
e (X1, .-, Xn:n) 0 correspondente vetor de estatisticas
ordinais ascendentes. Para cada i € {1,...,n}, o aconte-
cimento x < X;.,, < x + dx, com dx = 0, ocorre se e s6 se
i — 1 das n varidveis forem inferiores ou iguais a x, uma
das outras n — (i — 1) estiver entre x e x + dx e as restan-

tes n — i varidveis forem superiores a x + dx. Portanto,

Plx < X, <x+dx| =

=( e ()

Plx < X < x+dx] (P[X > x +dx])"*

R &n_l) Fir 1 (x) [Fx(x + dx)

— Fx(0)][1 = Fx(x +dx)]"™"

Dividindo por dx e fazendo dx — 07, obtém-se a fungdo
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0.8 4
0.6 3
— U
-_X
— U1U2
0.4 — UX g
— UUz

0.2 1

//,K

0 i 2 3 4 5 0.0 0.2 04 06 0.8 10
a) X — Exponencial(1), U —~ Uniforme(0, 1), independentes. b) Uy, U, —~ Uniforme(0, 1), independentes.
XU =X Uiy < Uy < U

Figura 2. Contracdo (respetivamente expansio) ao multiplicar (respetivamente exponenciar) por Uniforme(0, 1).
(Note-se que XY < X se e s6 se Fxy(x) > Fx(x), com desigualdade estrita para alguns valores x.)

densidade de probabilidade pretendida: Funcdo Gama e variaveis aleatérias Gama
A funcdo Gama, ou integral de Euler de segunda espécie,

Fo (%) = hm Plx < Xj.y < x4 dx]

0 dx )
7 I'(a) :/ x*“le "dx,
n! i-1 0
(x)

= G-

toma valores finitos para qualquer & > 0.

lim Fx(x 4+ dx) — Fx(x) [1— Py (x + dx)]"~ No que se refere a valores interessarjte.s da .fungéo
dx—0 dx Gama, comegamos por recordar a expressdo iterativa que

! , m i .

_ = 1)11&11 — (P ()] [1 = Ex(x N (). se obtém integrando por partes:

I'(a) = (—e"‘] +/ —e"‘dx

No caso de a populagdo parente ser Uniforme padrao, T(a+1)
tem-se Fy(x) = x[g 1) (x) +I}1 ) (x) €, portanto, == = Ila+1)=al(a),

n! k-1 —k - .
fu, (x) = (SRR (1= %) g g9 (x). ecomoI'(1) = /0 e *dx =1, conclui-se que I'(n + 1) =
n!,n € IN.
Em particular, no que se refere ao minimo e ao maximo, Por outro lado,
x) =n(1—x)""1Iq(x
ful:n( ) ( ) [0,1]( ) [r(%)f:/ X ?e xdx/ y ?e Y dy

€ fUn:n (x) =n xn71 ]I[O,l] (x) = 4/ / u +‘U du dov

Nas fungbes densidade de probabilidade acima apa-
recem poténcias de x, 1 —x, —Inx, pelo que podemos
simplificar substancialmente as nota¢des com as fungdes i eostd 4 /0 de /0 Peip dpo =,
Gama e Beta de Euler e ainda com a fungdo BetaBoop, a v=psend

definir adiante, que generaliza a Beta. Para mais informa-
¢do sobre as fungdes Gama e Beta consulte-se Whittaker donde F(%) =/ e para n>1T (n + %) = (rz — %)
and Watson (2013, Cap. XII), Erdélyi et al. (1953, Cap. 1) e
Abramowitz and Stegun (1972, Cap. 6).
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Como T'(x) >0 para « >0, observa-se de imediato
a—1 e ¥

que fx, (x) = er

dade de probabilidade. Usamos a notagdo X, —~ Gama(a).

I{g o) (%), & > 0, é uma fungéo densi-

Mais geralmente, dizemos que

Y =A+6Xy —~ Gama(a,6,1), 0,6 >0, A €R,

se Y é uma varidvel aleatéria com fung¢ido densidade de

probabilidade  fy(x) = WIM,W)(X)' No
caso mais comum de a localiza¢do ser A = 0 escrevemos
indicando simplesmente o parametro de forma « e o pa-
rametro de dispersdo (escala) 8: Y —~ Gama(a,d), sendo
especialmente importante o caso Y —~ Gama(1,6), que cor-
responde a varidvel exponencial com escala 6. Em geral
escreve-se Y — Exponencial(9).

Se Z —~ Gaussiana(0, 1), entdo Z% tem fungdo densidade
de probabilidade

fz () = f2(V2) (VR)' = fz(= V) (= V)= 5280 g o (3),

ou seja Z2 ~ Gama %,2). Quando Pearson (1900) inven-
tou o teste do qui-quadrado, usava a notagdo X para a
Gaussiana padréo, e por isso chamou ao seu quadrado,
naturalmente, x2. Devido as propriedades aditivas das
varidveis Gama - se X —~ Gama(a,d) € Y ~ Gama(B,6)
sdo independentes, entdo X+ Y —~ Gama(a+ B,6) —
conclui-se que a soma Y =Y} ; Z? dos quadrados de
n varidveis Zy —~ Gaussiana(0,1) independentes é uma
Gama(%, 2), que desde esse trabalho pioneiro de Pearson
é usualmente denominada qui-quadrado com n graus
de liberdade, usando-se a notagdo Z%+---+Z3 ~ x2.
Observe-se que se X —~ Exponencial(1), entdo 2X —~ )(%.

Funcio Beta e variaveis aleatorias Beta
A funcdo Beta, ou integral de Euler de primeira espécie,

1
B(p,q) = / P (1 - x)1 dx,
0
toma valores finitos para quaisquer p,q > 0. Consequen-
temente,

—1(1_ -1
fxpq (%) = %H(o,n(x), p.q>0,

é uma fungédo densidade de probabilidade, e dizemos que
Xp,q — Beta(p,q). Observe-se que X;j1 —~ Uniforme(0,1),
pelo que a distribuigdo Beta (1,1) coincide com a Uniforme
padréo.

A fungdo Beta pode exprimir-se de forma simples em

termos da func¢do Gama:

M(p)Tlg) = [~ wrledx [ yrtevay

0o Z
= / / (z—t)P 117 le 2dt dz
x+ty=zJ0 JO

y=t
oo 1
= z’”*q’le’zdz/ (1 —w)Ptwi tdw
t=zw J 0
=T(p+4q)Bla,p),
ou seja, B(p,q) = rr(fzig';) = B(q,p). Por exemplo,
By =

Funcido BetaBoop e variaveis aleatérias BetaBoop
Seja

Gpapo(x) = 2P 1 (1—x)7 1 [-In(1 - x)]" " (- Inx)?"},

x €(0,1),p,9,P,Q > 0, e defina-se a fungio BetaBoop

1
B(p,q,P,Q) = /0 Gpyp,0(x) . )

Observe-se que B(p,q,1,1) = B(p,q) e que Gp4p,0(x) =
Gy,p,0p(1 — x),donde B(p,q,P,Q) = B(q, p, Q, P). Por ou-
tro lado, recorrendo a integracdo por substituicdo de vari-

avel, verifica-se que B(p,1,1,Q) = %, donde se conclui

que B(1,4,P,1) = B(q,1,1,P) = %. Por exemplo,

pr11d) = \/F.

Uma condigdo suficiente para p(p,q,P,Q) <o §é
min{p,q} + min{P, Q} > 1 (Brilhante et al., 2023). Obser-
ve-se, porém, que ndo é condi¢do necessdria, pois, para
quaisquer p, Q > 0, tem-se

f01 xP 1 (—Inx)? Tdx = %
e, para quaisquer g, P > 0, tem-se
Jo (1 =x)171 [=In(1 = x)]" ! dx = £,

Caso B(p,4,P,Q) < o,
_ Gpgrolx)
fp,q,P,Q(x) - [3(;711/ P, Q) -
BT € B Ll e TE ) W Gt L P
(1= x)1 [~ In(1 - x))P T (- Inx) 9t d

Lo,y (x)
X

)
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é uma funcdo densidade de probabilidade, deno- Observe-se que se Q = N € N, entéo
tando-se X, po — BetaBoop(p,q,P,Q) a correspon- |

dente varidvel aleatéria. Naturalmente, em vez de YN,p = Z Yl,p;k
Xp,q1,1 — BetaBoop(p,q,1,1), usamos X, ; —~ Beta(p, q)- -

Retomamos os exemplos de fungdes de varidveis uni- onde Y1 px —~ Exponencial ( ) k=1,...,N, sdo vari-
formes com notacdo mais condensada usando as funcdes dveis aleatérias independentes. Portanto
Gama, Beta e BetaBoop, comegando por registar a relacdo N
de subordinacéo estocdstica entre algumas das varidveis e d I e Tk
BetaBoop que sdo fungdes de (U, ..., U, ), com indicagdo
das respetivas fun¢des densidade de probabilidade no su- reobtendo-se assim
porte [0, 1]:

N
Xp11,n=] Uk~ BetaBoop(1,1,1,N),
BetaBoop(1,1,1,n) k—1
n Beta(1,n) Beta(kyn+1—k)  Beta(n,1)

H Uy < U, << Uk, < Upp < com a consequéncia imediata
- v /e dy
~——— n(1—x)n-1 k=1(1_xyn—k nx"=1 .
(=Inx)"-1 (=) . B(k,nfflk) Xp,l 1,0 — pC,l,l,Q/ ¢>0
T(n)

BetaBoop(1,1,n,1) 6. Mais geralmente,
n

N
<1-J]0-W). HU;/F’ ~ BetaBoop(p,1,1,N).

k=1
-

[=In(1—x)]" !

o) Assim, como jd foi referido, a média geométrica G, =

(TT¢q Uk)l/ nd n,1,1,n tem funcdo densidade de pro-
L fip(x) =pxP LIy (x) e assim, U”P = Xp1 — babilidade
Beta(p,1); para n € N, tem-se U/ & U,.,. .
fo () = s 2 (—Inx) g ()

_uyt/a ~ . -
2. 11 lLl[ Un d Bl;ta(l,q), para neN, tem-se e fungdo de distribui¢do
- = Ui
T(n,—nl
F, (x) = Tt Mg (x) + 10 ) (),

3. Uy 4 Xykni1-k — Beta(k,n+1—k), em que k e

n+ 1 — k sdo os ranks ascendente e descendente, res- onde I'(n,z) = [ x"le™*dx é a fungdo gama in-
petivamente. Observe-se que Xy.,, 4 Upeppak—1- completa superior.
) . d
4. —In ul/p —~ Exponenczal(l)' em particular, 7. ﬁ =Ty —~ Pareto(k).

—InUyp = —InUY" ~ Exponencial (%)
8. Kew = Xy fll é a varidvel aleatéria de Kuma-

raswamy com pardmetros positivos Cea.

5. Yop = —InXp110 ~ Gama(Q, %): A variavel aleatéria de Kumaraswamy generalizada
Parax € [0,00), P[~InX, 110 < x| =1-P[X11,0 < Kepapo = X;/lfp o comp,q,P,Q,¢ >0, tem fungdo
] =1-Fy1,1,0(e”™). Consequentemente a fun- densidade de probabilidade
cdo densidade de probabilidade de —InX11,0 € 1 B 41
; o AY) = gm0 S0V (1-1)
—InX,110\X) = P-1 -1
40 e [~In(1-y5)]" (=) T )
()P (=In(e™))" e Mg (1) =
rQ o) Observe-se que
pox0te Ve
r(Q) [0,00) (%) X, 11,0 = Xpe11,0 — BetaBoop(p¢,1,1,Q)
Portanto —In X;,1,1,0 — Gama (Q,% ; em particular, e que, em particular, X 1‘: =Xpg1 — Beta(pg,1) e
—InX,1 —~ Exponencial (%) e —InU —~ Exponencial(1). X}/lgl o=Xz110 ™ BeiPaBoop(ér 1,1,Q).
O FASCINANTE MUNDO DA UNIFORME E DAS SUAS PARENTES * Maria de Fatima Brilhante, Maria Ivette Gomes, 23
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4. ALGUMAS APLICACOES DE VARIAVEIS GAMA,
BETA E BETABOOP

Referimos ja o protagonismo da varidvel Uniforme em Es-
tatistica Computacional e Métodos de Monte Carlo. A fa-
milia das varidveis Beta, devido a grande diversidade de
formas das densidades Beta(p, q), veja-se a figura 3, é um
modelo muito versétil para dados com suporte limitado (e
nédo cabe aqui referir a importancia que tem em Estatistica
Bayesiana).

Quanto a familia das varidveis Gama, referimos jd a im-
portancia da subfamilia das varidveis Qui-quadrado. No
entanto, qualquer dos modelos apresentados tem outras
aplicacdes interessantes. Nesta seccdo, exemplificamos su-
cintamente o seu uso na aleatorizagdo de parametros e na
contragdo e expansdo usando varidveis com suporte [0,1],
como jd foi exemplificado na figura 2.

Modelos hierarquicos e aleatorizacdo de parametros
Aleatorizar pardmetros é uma forma interessante de fle-
xibilizar modelos. Nesse contexto, usa-se por exemplo a
distribui¢do Gama para aleatorizar um parametro de es-
cala, ou uma distribui¢do BetaBoop para aleatorizar um
pardmetro de probabilidade. Adiante usamos as notagdes
X|A e X|P, respetivamente, para representar uma varidvel
aleatéria X cuja distribui¢do de probabilidade depende de
outra varidvel aleatéria, A, com suporte [0, o), ou P, com
suporte [0, 1], respetivamente.

Para ilustrar o primeiro caso, seja X|A — Poisson(A)
em que A —~ Gama(a,d). De

oo (ko—=A ya—1g—A/6

PX =K = [ S

1 w5 \MH 5
_ v_%
k!&“l“(:x)/o (1+5y> S
T4k 1\ s\
T kiT(a) \1+6 1+6
_(atk-1 1\ &\
N k 1+6 1+6) '

., concluimos que

k=0,1,..
X ~ BinomialNegativa (zx, m).

Se X — Poisson(\), entdo var(X) = E(X) = A, e portan-
to o indice de dispersdo I(X) = Vlgr((xx))
X ~ BinomialNegativa (a, ﬁ), entdo var(X) = ad(1+6)
eE(X) = ad, peloqueoindice dedispersaoé(X) =1+ 6.
A Binomial Negativa é portanto mais dispersa e flexivel

=1, enquanto se

3.0

25 — (1,2
o
— —_— 3

15 = — (22

1.0 — (3.2
— (21)

05 — (05,05

0.2 04 0.6 08 1.0

Figura 3. Densidades de probabilidade Beta(p, q)-

do que a Poisson, ganhando por isso popularidade na
andlise de dados, nomeadamente em Bioestatistica e em
Ecologia (Johnson et al., 2005, Cap. 5, pp. 232-233).

Por outro lado, por vezes é tentador aleatorizar o pa-
rametro p que surge, por exemplo, nos modelos Binomial
e Binomial Negativo, o qual, sendo o valor de uma proba-
bilidade, toma valores entre 0 e 1. Nesse caso, podemos
desenvolver um modelo hierdrquico considerando que a
varidvel aleatéria correspondente, P, tem distribui¢do Be-
taBoop.

e Seja B|P —~ Bernoulli(P), em que P tem suporte [0,1]e
fungéo de distribuigdo Fp. Como fol pdFp(p) = E[P],
resulta

0 1
B= { 1—E[P] EI[P]

Por exemplo, se P ~ BetaBoop(1,1,1,2), entdo obtém-se
B ~ Bernoulli(}).

Note-se que, no caso em que a distribuicdo de P € si-
métrica, resulta sempre B ~ Bernoulli(%).

Podemos também observar que, se P —~ Beta(y,v), en-
tdo a probabilidade de sucesso é maior do que a probabili-
dade de insucesso se e s6 se it > v, o que é explicado pelo
facto de se ter E[P] = ;1.

e Seja X|P —~ Binomial(n, P) e P ~ Uniforme(0,1).
Como, nesse caso,

) A —p)kdp=(HBlk+1L,n+1-k) = 1y,
tem-se P[X = k] = nlﬁ, k=0,1,...,n, ouseja,

X ~ UniformeDiscreta{0,...,n}.

Observe-se que P ~ Uniforme(0,1) pode ser considerado
como informacgdo “nula” sobre o valor de p, resultando
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por isso equiprobabilidade discreta.
Mais geralmente, se X|P — Binomial(n, P) em que
P — Beta(,v), obtém-se

n -1 _ v—1
pe=P[X =k = (k> /01 pr1— pyrk PP B((lm? dp

_ (Z) /1 pk+;471 (1 _ p)nkarvfldp
B(u,v) Jo

(k)
= Blk+un—k+v
B(;l,l/) ( y )
T(k+p)T (n—k+v)
_ n! T(n+u+v)
THm—k | L
T(u+v)

n! Tk+uw)Tn—k+v)I'(p+v)
kin—k)!  Tm+p+v)Iry) ’

k=0,1,..,n.

Casos simples destes modelos Beta-Binomial (Johnson
et al., 2005, p. 253) sdo:

I Y LS
%, k=0,1,..,n

b)

PRl == (nn!— 0! = ;(ili)j (31; ;(]1()+r2)r(3) =
c)

ol Tk+2)T(i-k+2)T(4)
PoBeta2 2= Pe = [0 1 T s AT@TR)
6(k+1) (n—k+1)

(n+1)(n+2)(n+3)’ k=0,1,..,n.

d)
nt  Tk+3HT(n—k+1)rQa)

P~Beta(}, })== PEmn—0 T+ urHry)

Tk+3)T(n—k+3) o1
( 7 Lt e

k' (n k)

ou seja,

2%k —1\ [2n -2k —1
__n2-2n
pr=2 (k—l)(n—k—l)’

2n —1
k=1,...,.n—1 =p, =217 .
n—1,e po=pn <n71>

e Seja X|P ~ Binomial(n, P) com P ~ BetaBoop(1,1,1,2).
Usando a férmula 4.253 1 de Grashteyn and Ryzhik (1980,

p. 538),
fol P71 (1—x)1"1(~Inx)dx =

_ %B(?,q) [W(F+a) —v(5)],

onde ¥(z) = % InT(z) = %, conclui-se que

Pk=m (:_!_k)! Jo PF=p)F (~Inp)dp =
= e Blk+ L —k+1,1,2) =
=1 [ +2) —pk+1)], k=0,1,..,n.
e Seja X|P~ Geométrica(P) onde P ~ Uniforme(0,1). En-
o PX=K= [y p(1—p)tdp=B@2K = 7ty

k=1,2,...
Mais geralmente, se X|P ~ Geométrica(P) em que

P ~ Beta(u,v), tem-se

1 _ u=1(1_,\v—1
pr= Jop(1—p)t Bt dp

= L) T(tk-1)
T(v) T (pu+v+k)

Por exemplo, se y = 2 e v = 1, obtém-se

_ 2T T(3)

Pk = “Tx+3) k=1,2,....

4
k (k+1) (k+2)

e Seja X|P~ Geométrica(P) com P — BetaBoop(1,1,1,2).
Entdo, da férmula 4.253 de Gradshteynand Ryzhik (1980)
atrds transcrita, vem

pe = fy p(1—pF(~Inp)dp
,B(Z,k, 1,2)
= B(2,k) [p(2+k) —p(2)].

Como I'(z +1) = (2I(2))" = 2T"(2) + I'(2), tem-se

U(z+1) _ zI'(z) + I'(z)
I'(z+1) zI(z) zT(z)

e, consequentemente, §(z + 1) = §(z) + 1. Deduz-se en-
tdo que

P = i (900 + 1+ e — 9 (@)

Continuando a aplicar a expressdo recursiva para

O FASCINANTE MUNDO DA UNIFORME E DAS SUAS PARENTES -

Maria de Fatima Brilhante, Maria Ivette Gomes, 25
Sandra Mendonca e Dinis Pestana



26

Heq -1 4
el k=12,.,

0 n-ésimo ndimero harmoénico.

1, obtém-se p; = onde H, = Z7=1 le

]

Contracdo e expansdo resultando de produtos, divi-
sOes e exponenciac¢des usando Betas ou BetaBoops
Se X e Y forem varidveis aleatérias independentes e o su-
porte de Y for [0,1] entdo o produto V = XY contrai Y,
enquanto a exponenciagio W = XY e a divisdo T = % ex-
pandem Y. Vamos dar alguns exemplos “neste vasto mun-
do de carecas e boas”, como comentou Jorge Amado no seu
capitulo de O Mistério dos MMM.*

No que se refere a contragdo devida a multiplicagdo
por BetaBoop, comegamos por apresentar um resultado su-
gestivo (Brilhante et al., 2010).

Teorema 1. Sejam X —~ Gama(x,1) e Y ~ Beta(p,a — p)
independentes, 0 < p < w. EntioW = XY —~ Gama(p,1).

Demonstragdo. Para z € (0,00),

fw(z)= Wa—p)/ ( )p 1(1_§)a—P—1ya—le—y%

zP~1 i a—p—1 —
e L v ety

Zp—1 / N 1w Zp—le—z

= —- w P e e Fdw = ————.
y—z=w I (p)T(a—p) Jo I'(p)

Para z < 0, tem-se fiy(z) = 0. O

Casos especiais:

1. Se X ~ Gama(w,1) e Y ~ Beta(a — 1,1) independen-
tes, entdo W = XY —~ Gama(a —1,1).

2. Se X ~ Gama(a,1)eY — Beta(l,a —
tes, entdo W = XY —~ Exponencial(1).

1) independen-

Tendo em conta a equivaléncia V-~ Gama(x,1) <=
eV ~ BetaBoop(1,1,1, a), obtém-se o resultado que se se-
gue.

Teorema 2. Sejam X e Y varidveis aleatorias independen-
tes, X —~ BetaBoop(1,1,1,a+1) e Y — Beta(a,1). Entdo
XY ~ BetaBoop(1,1,1, ).

Corolario 2.1. SeX ~BetaBoop(1,1,1,n+1)eY ~ Beta(n, 1)
sdo independentes, entdo XY ~ BetaBoop(1,1,1,n).
a €N,

No caso de reinterpretando em ter-

mos de produtos e estatisticas ordinais de va-
ridveis  aleatérias  uniformes independentes, se
Uy —~ Uniforme(0,1), 1 <k < n+1, independentes e in-
dependentes de U;‘ ~ Uniforme(0,1), 1 <j <mn, também

independentes, entdo
n+1 Usn d n
[Tuc)] =]Ttw
k=1 k=1

Em particular, para n = 1, resulta que se Uy, Uy, U3z forem
varidveis independentes com distribui¢do Uniforme pa-
drdo, entdo (UyU,)Ys ~ Uniforme(0,1). Este caso ilustra
expressivamente que a exponenciacdo expande a contra-
¢do operada pela multiplicagéo.

Tal como a transformada de Laplace Lx(s) = E[e™X]
é um instrumento facilitador do estudo de somas de
varidveis aleatérias positivas independentes, a trans-
Mellin Mx(s) = E[X®], que
ge numa banda vertical contendo pelo menos o eixo

formada de conver-
imagindrio, pode simplificar a identificacio de pro-
dutos de varidveis aleatérias positivas independen-
tes. Se X=0 ¢ Y>0 forem independentes, entdo
Mixy(s) = E[(XY)] = E[(X)TE[(Y)"] = Mx(s) My (s)
na intersecgdo das suas bandas de convergéncia. Por
exemplo My(s) = [; ¥’dx = e

—Inx) Q ! el4s)t 197 qp (1 Q
Jo ¥ TG —dx = f77 e e = (m)
€ uma forma simples de identificar

fx) = SR o (x)
como densidade do produto Uj---U, de n varidveis
Uniforme(0, 1) independentes.

Claro que este método s6 é ttil se conseguirmos iden-
tificar a distribuicdo do produto de transformadas de
Mellin. Por exemplo, U'/? ~ Beta(p, 1), pelo que

1 +s—1 _ _P
Jo pxptldx = S

Mul/P (S) = P

Portanto, se U 4 U, ~ Unzforme(O 1), independentes,

~ K
entdo Mui/;t u;/”( s) = = e

Note-se que nédo consegui-
mos ir mais longe do que isto se u # v. Nestas situacdes
ha que recorrer a técnica usual para determinar a densida-

de do produto de llll/” por U}/ Para z € (0,1),

[ (@) [Pl =
: P wﬂzu YA =2 M(2), p<v’
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de onde se conclui que U% /w U;/ AN BetaBoop(u,1,1,2) e

1/ 1
ulﬂuz/VA/c SH < V.

vopigt 21

Por outro lado,

Q 1 _ _
MXp/l,l,Q (S) = W fo xs+p 1 (—lnx)Q 1dx

_ 02 rQ _ (L)Q
T(Q) (p+s)Q p+s

e, consequentemente,

d g 1/p
Xp110=[[U'", p>0Q€eN.
k=1

A transformada de Mellin de X, ; —~ Beta(p,q) é

B(ptsq) _ T(p+s) T(p+q)
Mx,, () = @Z)q - Frzp)s F(ﬂfrqis)'

< d .
Observe-se a contragdo X 4 Xp-11 = Xp-1,4+1 pPOis

_ T(pts) T(p+q) -1
M, () Mx, ., (s) = FIZP)S F(Piqis) p51+s

L(pts—1) T(p—1+q+1)
T(p—1) TI(p—1+g+1+s)

= M Xp—l,q+1 (S)

Como Uy — Beta(k,1), com transformada de Mellin

_k _ B(k+s21
Muy, () = g5 = é(k,l)), tem-se

H B(k+s,1) ﬁ kT(k+s)

U7y “UTx+s+y

— T(1+s) T(2+s) T(3+s) .. _T(nts)
T U T(2+4s) T(3+s) T'(4+s) T(1+n+s)

I'(1+5s)
I(1+n+s)

_ B(14s,n)
~ B(L,n)

= !
= My, (s).

Consequentemente
n
d
H Upx = U,
k=1

que exibe de forma muito expressiva a contragdo que re-
sulta de multiplicar por varidveis com suporte [0,1] - o
produto de méximos tem a distribui¢do do minimo! Ob-
serve-se ainda que

n+k

d d
U1 Uknpk = [ [Ujj = Upsnsr:
j=1

No que se refere a expansdo que resulta da divisdo por uma
varidvel aleatéria com suporte [0, 1], exemplificamos com a
classica varidvel Slash e com o quociente de X —~ Gama(a, 1)
por U — Uniforme(0, 1), independentes.

Em estudos de robustez (Hoaglin et al.,, 1992) é mui-
to usada a varidvel Gaussiana Dividida ("Slash”), que é
a varidvel Z — Gaussiana(0,1) dividida pela varidvel
U ~ Uniforme(0,1), com Z e U independentes. Esta varid-
vel tem funcdo densidade de probabilidade

F2() = [ ol fuly) vy
u

QRLIPCN W L S
e = —e = se x

0 V2 yay V2 a2 0 V2 mx?

1 1 (2] 1 ’

/7 dy:7<y—} = sex =0

0 \/Zny V2n\2], 2V2nm

e ao dividir por valores de (0, 1) estamos a obter caudas mui-
to mais pesadas do que as da Gaussiana (que, a despropésito
se diga, é a varidvel de caudas mais leves na classe das leis
infinitamente divisiveis’, ver figura 4(a)).
Um outro exemplo simples ¢é Y = %, com
X ~ Gama(x,1) e U ~ Uniforme(0, 1) independentes. Para
€ (0,00),

v(2) = [ fxlzu) fulw) u]du
B 1 (Zu)a—le—zu

—/ Tudu
et e w dw
:zu/o Ta) z z

_r(e+1z)
o T(a)z2

g

*Novela policial em 10 capftulos, coordenada por Jodo Condé e escrita
por |0 mestres da lingua e da imaginagdo,Viriato Correa, Dinah Silveira de
Queiroz, Lucio Cardoso, Herberto Sales, Jorge Amado, José Condé, Jodo
Guimardes Rosa, Antonio Callado, Origenes Lessa e Rachel de Queiroz,
cada um tentando dificultar mais a tarefa do escritor do capftulo seguinte.
Foi editada em Portugal com a chancela de Livros do Brasil. — neste caso
carecas serdo os modelos U e as boas a Beta e a BettaBoop.

* Obviamente esta expressao tem que ser interpretada assumindo que

Uia = Ui, U = max{ls, Un},  Us3 = max{Us1, Uz, Uz},
Unn = max{Upy1, ..., Usp}, com as varidveis Up, j=1,.., n,
k=1,..., J independentes entre si.

# As distribui¢Ses infinitamente divisiveis sem fatores primos e as distribui-
¢Ses indecomponiveis sdo os tijolos da aritmética das probabilidades, pois
o teorema da fatorizagdo de Khinchine estabelece que qualquer distri-
buicdo P admite ser decomposta como P = Py ® P, no semigrupo de
convolugdo, sendo Py infinitamente divisivel sem fatores indecomponiveis
e ‘P, degenerada ou representavel como convolugao finita ou numerdvel
de distribuicdes indecomponiveis.
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onde y(a,z) = foz w* e %dw é a fungdo Gama incom-
pleta inferior, ver figura 4(b).

Para quem seja curioso e masoquista indicamos um
recente trabalho de Z6rnig (2019) em que com grande ge-
neralidade se investiga o resultado da divisdo por vari-
dveis Beta — e fica o desafio da divisdo por BetaBoop. Por
exemplo, se X —~ Beta(p,1) e Y —~ BetaBoop(1,1,1,n) sdo
independentes, tem-se

— Gaussiana(0,1)
~— Dividida

-4 =2 [ 2 il

@

0.5

— X ~Gama(2,1)
— y=X
u

2 — X~ Beta(3,1)

— X
25 v Y —~ BetaBoop(1,1,1,2)

Figura 4. Expansdo que resulta da divisdo por uma varidvel
aleatdria com suporte [0,1].

pzr!

min 1,%
@ = O Cingrray

pzr ! !
{ T Blp+1,1,1n) = T N<z<1
S et /°° ~(pHwgn-lgqy = P2 T InZ 7)o ’
T(n) lnze wdw (P+1)"F(Tl) 221

caso este que se ilustra na figura 4(c).
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LILLIAN R. LIEBER

Jorge NuNo Siva
Universidade de Lisboa

Lillian Lieber foi uma matematica americana, de origem russa, que viveu jnsilva@cal.berkeley.edu
uma longa vida de 100 anos, tendo falecido em 1986. Com um percurso
académico raro para uma mulher do seu tempo, escreveu varios livros de
divulgacio matemdtica que conquistaram o publico leigo e especialistas.
O esquecimento a que foi votada nio é ficil de compreender. Alinhavamos
aqui algumas notas biogrificas de Lillian Lieber, assim como uma sucinta

descri¢io do seu trabalho.

illian Rosenberg' nasceu em Nicolaiev, Russia, em

1886. Viajou para os EUA, com a familia, em 1891.
O seu percurso académico foi notdvel, principalmente se
atendermos ao facto de ser mulher e judia. Em 1908, ob-
teve um AB de Barnard College. Esta instituicdo, ligada a
Columbia University, permitiu-lhe contactar com acadé-
micos de consequéncia, como Edward Kasner. Em 1908,
iniciou um periodo de dois anos em que ensinou na Hun-
ter College, uma instituicdo para alunos do sexo feminino.
Apbs ter também ensinado no Ensino Secundario, Lillian
obteve um mestrado pela Columbia University, em 1911,
e um doutoramento (em Quimica) pela Clark Universi-
ty, em 1914. Ocupou lugares de investigagdo e ensino no
Bryn Mawr College e no Wells College (aqui, para ensi-
nar Fisica). Em 1934, entrou para a Long Island University
(LIU), em Nova Iorque, onde permaneceu até se aposen-
tar. Foi chefe do Departamento de Matematica a partir de
1945, sucedendo no lugar ao seu marido, Hugh Gray Lie-
ber, com quem se casara em 1926. No mesmo ano de 1934,
foi nomeada directora do Galois Institute of Mathematics
and Art. Lillian Lieber faleceu em 1986, em Nova Iorque.

Ao longo da sua carreira, Lillian publicou, com ilustra-
¢Bes do seu marido, mais de 15 livros de popularizagdo da
matemadtica. O seu estilo era tinico e as obras receberam
boa aceitacdo do publico e dos especialistas, como Albert
Einstein. Este escreveu, como comentdrio a obra The Eins-
tein Theory of Relativity (L. R. Lieber, 1936):

AN
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A clear and vivid exposition of the essential ideas and
methods of the theory of relativity... can be warmly re-
commended especially to those who cannot spend too
much time on the subject.

Figura 1. Lillian Rosanoff Lieber
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Outras recensdes podem ser encontradas em Brink-
mann 1934, Brinkmann 1941, Church 1948, Graubard 1962,
Kokomoor 1955, Smith 1932, Stickles 2009 e W.M.M. 1937.

Lillian Lieber escreveu sobre tépicos dificeis e cienti-
ficamente muito relevantes como geometrias ndo eucli-
dianas, teoria da relatividade, teoria de Galois, o infinito,
etc. Nos seus livros, procura ndo "fugir as equagdes", antes
tornando-as acessiveis, por serem essenciais a compreen-
sdo dos assuntos. Como muito bem notou Maria Popova
(em Popova 2017, mas ver também Popova 2018):

... many of her books have fallen out of print — no doubt
because the depth, complexity, and visionary insurgency
of her style don't conform to the morass of formulaic me-
diocrity passing for popular science writing today.

Desde as suas primeiras obras — sempre ilustradas

pelo seu marido — Lillian adotou um estilo muito préprio
de escrita, as vezes confundido com verso livre. Nas suas

Figura 2. Infinito

! Alterou o apelido para Rosanoff mais tarde.

INTRODUCING THE HERO-T. C. MITs  “The past is antiquited,
you must.be progressive.” .
“The past is wonderful,
the new-fangled fads are
This introduces the Hero: a:SIgn SIS
“Science will save us from
T]‘ C. M I ;[; S Superstition and Fraud.”
€ a n t “Science is the greatest menace
e 1 n e r yet invented by man.”
€ €
b e “Fifty million people can’t be wrong.”
i £ “Some races are always wrong.”
a “Be practical, learh a vocation,
t don’t waste your time on .
e Mathematics and Art.”
d P
. “Why be a narrow, practical farmer
T. C. is born and gets alltyoutr liff{’ learn ‘some theory
: . get out and Jearn som i
an education of some kind— and find out how
perhaps iol]ege, to do things in a better way.”
perhaps “the school of hard knocks,” . ’
In any case And 50 on and 50 on.
he tries to t R
how bwtoto 5}‘ r:t m]'l e He is naturally confused by all this,
He picks gl g ‘and very much hemmed in.
picks up a lot of ] He becomes not only
tontradictory information: Mits in name,

Figura 3. Apresentacdo de T. C. MITS.
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palavras (L. R. Lieber 1931):

This is not intended to be

Free verse.

Writing each phrase on a separate line
Facilitates rapid reading,

And everyone

Is in a hurry

Nowadays.

As ilustragdes de Hugh Lieber eram também muito
originais. Como exemplo, na figura 2, uma extraida de L.
R. Lieber 2007a.

Curiosamente, quando Lillian sucedeu, na chefia do
Departamento de Matematica de LIU, ao seu marido, este
passou a dirigir o Departamento de Arte da mesma uni-
versidade.

Na figura 3, escolhemos uma pagina da nossa preferén-
cia para tentar partilhar a experiéncia de mergulhar numa
obra do casal Lieber (L. R. Lieber 1946a, pp. 9-11).

Figura 4. Human values and Art, Science, and Mathematics
(L. R. Lieber 1961 (p.A7)).

O heréi T. C. MITS, bem como a sua companheira
WITS (woman in the street) acompanham-nos em vdrias
obras. Uma outra figura notdvel é SAM. Aqui, as iniciais
sdo inspiradas nas palavras inglesas para ciéncia, arte e
matemdtica. O conceito evoluiu e, muito sucintamente, "S"
representa a nossa percepcdo do mundo exterior, "A" a in-
tuicdo, as emogdes, a componente humana. Finalmente,
"M" representa a capacidade de obter inferéncias racionais,
inclui a 16gica, a matemadtica, o bom senso. Um comentdrio
nosso: serd que Ubiratan D'Ambrésio leu Lillian Lieber?
Nao s6 o conceito original de etnomatematica vem a men-
te, mas também os movimentos STEM e STEAM...

Lillian Lieber vivia a matemdtica de forma intensa e
pessoal. Entusiasmada com os recentes avangos da disci-
plina, via neles metéforas para a complexa vida social.

Baseada na discussdo dos sistemas formais que teve
origem no surgimento das geometrias ndo euclidianas,
Lillian Lieber propde a sociedade um sistema de postula-
dos, que enumeramos sucintamente (ver L. R. Lieber 1961):

I Sobre a preservacdo da Vida Humana.

II.  Sobre a obrigacdo individual de Sobrevivéncia.

III.  Sobre a Liberdade.
IV.  Sobre a procura da Felicidade.

Lillian atravessou as duas grandes guerras, o que a
marcou indelevelmente. Dedica a edi¢do de 1945 do seu
livro sobre Relatividade a Roosevelt:

To

FRANKLIN DELANO ROOSEVELT
who saved the world from those forces
of evil which sought to destroy

Art and Science and the very

Dignity of Man.

A matemadtica recreativa também lhe mereceu atencio,
como atestam os dois problemas (Hugh Gray Lieber e L.
R. Lieber 1943, Hugh Gray Lieber e L. R. Lieber 1944), pu-
blicados em co-autoria com o seu marido, na The Atlantic.

Em 1947, uma comissdo elaborou o programa do en-
contro de verdo da Mathematical Association of America,
que inclufa sessdes sobre Energia Atémica, Problemas,
Matemdtica para as Artes Liberais e Célculo Automatico.
Entre os participantes, encontramos Pélya, Coxeter, von
Neumann, entre outros matemadticos de primeira linha.
A comissdo organizadora era composta por G. Birkhoff,
Lillian R. Lieber e C. E. Springer (ver Zariski e Carver
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1947). Este facto atesta como Lillian Lieber estava bem
entrosada com a elite matemdtica da época, um mundo
dominado por homens.

Apesar da sua popularidade ha quase um século, hoje
esta autora estd esquecida. Foi das primeiras mulheres a
fazer um percurso académico nos EUA. Mesmo assim,
tém-se revelado infrutiferos os esforgos de obter, da parte
da LIU, pormenores sobre o trajecto profissional de Lillian
Lieber. Esperamos levar a cabo, noutro local, uma aborda-
gem mais pormenorizada da vida e da obra de Lillian Lie-
ber. Para j4, realcamos o livro Roberts 2019, que lhe dedica
um capitulo. Num registo mais melancélico, o didrio de
um jovem paciente de cancro, Gunther 1949, regista uma
carta, do paciente a um amigo, relatando uma visita dos
Lieber, que muito o animou.

S6 tomdmos contacto com esta autora nos dltimos me-
ses. Se algum leitor tiver conhecimento ou memdria rela-
cionados com ela, por favor ndo deixe de nos contactar.
E que ficdmos fas do casal Lieber!
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O PAPEL DA INTELIGENCIA ARTIFICIAL E
DA MONITORIZAGAO INTELIGENTE NA
VITICULTURA DE PRECISAO

As tecnologias de aquisicio de dados no contexto da agricultura de pre-
cisdo, sejam de proximidade, utilizando sensores no campo, ou remotas,
como aquelas que recorrem a sensores transportados por veiculos aéreos,
ja atingiram um nivel de maturidade suficiente para que o esforco de inves-
tigacdo se concentre atualmente na extragiao de conhecimento e na forma
como este pode transformar praticas agricolas diversas em préticas mais
sustentaveis e ecologicamente responsaveis. O uso de modelos matema-
ticos e de técnicas de inteligéncia artificial tem registado um crescimento
significativo na extracido de métricas, parimetros de desempenho das cul-
turas, dete¢cio de anomalias, entre outros, tornando-se indispensavel para
o gestor agricola moderno. Neste artigo, apresenta-se uma visdo pratica
sobre como estas tecnologias tém sido aplicadas na viticultura de precisao,
explorando virias vertentes tecnoldgicas e recorrendo a modelos mate-
maticos e a inteligéncia artificial para atingir metas de sustentabilidade am-
biental, ecoldgica e econémica.

1. TRANSICOES DIGITAIS NA VITICULTURA DE
PRECISAO

Uma anélise dos termos indexantes das publica¢ées sobre
viticultura de precisdo na base de dados SCOPUS revela
a forte componente tecnolégica deste conceito, que deriva
diretamente da agricultura de precisdo (ou smart farming,
agricultura inteligente, entre outros termos frequente-
mente usados na literatura). Quando aplicada a cultura
da vinha, a viticultura de precisdo foca-se na gestdo da
planta, compreendendo as causas de variabilidades, espa-
ciais e temporais, e atuando para as minimizar. Numa vi-
sdo ideal, este conceito permitiria monitorizar cada planta
individualmente e fornecer-lhe as condigdes ideais para o
seu desenvolvimento. No entanto, esta abordagem perso-

nalizada é muitas vezes impraticdvel, dados a dimensdo
do terreno e o nimero de plantas, além dos custos as-
sociados. Assim, é comum e desejdvel o uso de modelos
matemadticos que compreendam as métricas de desenvol-
vimento das plantas e que produzam mapas para ajustar
as préticas de cultivo, visando alcangar o objetivo final:
plantas sauddveis, produc¢do maximizada, viabilidade
econdémica e sustentabilidade ambiental.
Consequentemente, € comum encontrar termos como
tecnologia, variabilidade, sensores, processamento de
imagem, sensores hiperespectrais, detecdo remota, dro-
nes, servidores, sensores de campo, comunicagdes, robé-
tica, Big Data, internet das coisas, e gestdo de processos
entre os termos indexantes das publicagdes cientificas.
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Nas tdltimas décadas, assistiu-se a um crescimento expo-
nencial de tecnologias que recolhem dados, processam-
-nos e produzem informagdes relevantes para a gestdo das
préticas agricolas. No atual estado de desenvolvimento
tecnoldgico, o foco estd agora no processamento de dados,
com a introdugdo de conceitos como Big Data, Data Lake,
e decisdes baseadas em dados massivamente produzidos,
que requerem tratamento adequado e oportuno. Parale-
lamente, modelos de previsdo utilizam estes dados para
treino através de técnicas de inteligéncia artificial (IA),
como a aprendizagem supervisionada e a ndo supervisio-
nada, entre outras.

Esta vasta gama de ferramentas tecnoldgicas tem in-
centivado um aumento significativo das tecnologias de
monitorizagdo do solo, tanto na superficie como abaixo
dela, utilizando sensores 6ticos e de radar. A computa-
¢do, que antes era centralizada ou baseada na nuvem, tem
sido direcionada para dispositivos que ja processam da-
dos localmente, no contexto de Edge/Fog Computing, isto é,
processamento distribuido. Nesse paradigma, as comuni-
cagdes desempenham um papel crucial, trazendo preocu-
pagoes de ciberseguranga, ciber-resiliéncia e autenticida-
de dos dados produzidos, cada vez mais, por dispositivos
IoT (Internet of Things). Estes dados geram longas séries
temporais que constituem verdadeiros "lagos de dados",
cujo processamento analitico com técnicas convencionais
ja ndo faz sentido, o que promoveu o surgimento de téc-
nicas de IA para essas tarefas. Com o volume crescente
de dados e as vdrias técnicas de IA disponiveis, surgem
modelos que tentam descrever o comportamento da vi-
nha, abrangendo doengas, ciclos vegetativos, fenologia,
stresses hidricos, entre outros fatores, todos influenciados
pelas alteragdes climéticas que modificam o contexto dos
dados e das previsdes.

Estamos na era dos modelos matematicos descritivos
e preditivos que tentam simular o comportamento das
plantas, utilizando o conceito de gémeo digital (Digital
Twin), cujo grande objetivo é a virtualizagdo da vinha. As-
sim, entramos numa era de sistemas de apoio a decisdo
baseados em dados, num conceito de "inteligéncia da cul-
tura”, onde todos os dados, heterogéneos por definigao,
competem entre si para definir, com a maior precisdo pos-
sivel, o comportamento da cultura, bem como prever os
passos seguintes. Se o panorama da monitorizagdo pode
parecer avassalador, o cendrio de atuacdo é igualmente
desafiador. Além das tecnologias VRT (tecnologias de taxa
varidvel) conhecidas das tltimas duas ou trés décadas, o
trabalho colaborativo realizado por robds que operam 24
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horas por dia, sete dias por semana, com mapas de pres-
cricdo gerados em tempo real tende a ser cada vez mais
elétrico, numa perspetiva de descarbonizacao.

Atualmente, todas estas ferramentas tecnolégicas per-
mitem uma ampla gama de aplicacdes, que estdo em fase
de disseminagdo e adogdo por aqueles que investiram e
agora colhem os frutos. Estas aplicacdes incluem pulve-
rizagdo de precisdo, irrigacdo inteligente, tratamento pre-
ventivo de pragas e doencas, operagdes culturais auténo-
mas, mapeamento de zonas para vindima seletiva, gestdo
eficiente e adaptagdo das praticas as altera¢oes climéticas,
sempre com uma abordagem de valorizagdo de residuos,
reutilizagdo de dgua e aumento dos indices de sustenta-
bilidade. Naturalmente, este processamento intensivo de
dados requer o uso de modelos que vao desde a validagado
dos dados até a extragdo de conhecimento, com o objetivo
de otimizar a gestdo dos processos agricolas.

2. O PAPEL DA INTELIGENCIA ARTIFICIAL NO
GREEN DEAL

O Pacto Ecolégico Europeu, conhecido como Green Deal,
estabelece uma série de metas ambiciosas para transfor-
mar a economia da Unido Europeia numa economia sus-
tentdvel, neutra em carbono e eficiente na utilizagdo de
recursos. Entre os objetivos principais estdo a redugéo das
emissdes de gases com efeito de estufa, a preservacido da
biodiversidade, a transi¢do para uma economia circular
e a promogdo de sistemas alimentares sustentdveis. A IA
desempenha um papel crucial na concretizagdo destas
metas, especialmente no contexto da agricultura e, em
particular, na viticultura de precisdo.

ATA tem vindo a ser integrada em ferramentas avan-
cadas que utilizam algoritmos de aprendizagem automa-
tica (machine learning) e técnicas de andlise de dados para
prever zonas de stress hidrico, identificar necessidades de
rega, detetar pragas e doengas de forma precoce e analisar
dados de imagens hiperespectrais para a gestdo do solo e
a identificacdo de assinaturas espectrais de doengas. Estas
aplicagdes contribuem para uma gestdo mais inteligente
dos recursos, reduzindo o uso de dgua, fertilizantes e pes-
ticidas, em conformidade com os objetivos do Green Deal.

Exemplos concretos da aplicagdo da IA na viticultura
de precisdo incluem o desenvolvimento de modelos pre-
ditivos para a gestdo do stress hidrico nas vinhas. Utili-
zando dados meteorolégicos, imagens de satélite e sen-
sores colocados nas plantas, a IA pode prever situacdes
de stress hidrico e recomendar estratégias de rega mais
eficientes. Esta abordagem ndo sé promove a conservagdo

GAZETA DE MATEMATICA -



da dgua, um recurso cada vez mais escasso, como também
assegura que as vinhas se mantém saudéveis e produti-
vas, contribuindo para a resiliéncia climdtica e a sustenta-
bilidade econémica dos produtores. De forma semelhan-
te, sdo utilizados dados histéricos para treinar modelos
que melhoram o combate a pragas e doengas, permitindo
o uso reduzido de quimicos, e para criar mapas que iden-
tificam variabilidades no solo, promovendo praticas de
cultivo adaptativas que fomentam a regeneragio do solo
e a protecdo da biodiversidade. Ao reduzir a necessidade
de préticas agricolas intensivas e incentivar a agricultura
biolégica, a IA apoia diretamente as metas do Green Deal
relativas a sustentabilidade ambiental.

Além disso, um dos grandes focos do uso da IA estd
nos melhores planeamento e adaptacdo as alteragdes cli-
madticas, antecipando o impacto de fenémenos climéticos
extremos e ajudando os viticultores a ajustar as suas pra-
ticas de forma proativa. Esta capacidade de antecipagéo e
adaptacdo é essencial para mitigar os riscos climéticos e
promover a resiliéncia das vinhas face as alteragdes clima-
ticas, alinhando-se com a visdo do Green Deal de um sis-
tema agricola mais sustentdvel e preparado para o futuro.

Assim, a IA desempenha um papel fundamental na
concretizagdo dos objetivos do Green Deal no setor vitivini-
cola. Ao promover a eficiéncia no uso de recursos, reduzir
o impacto ambiental e aumentar a resiliéncia da viticul-
tura, a IA torna-se uma aliada poderosa na transigdo para
uma agricultura mais verde e sustentdvel, em linha com

os compromissos ambientais da Unido Europeia.

3. DADOS, INFORMAGCAO E CONHECIMENTO EX-
TRAIDOS DO TERRENO
Na viticultura de precisdo, o uso de dados é essencial
para a gestdo eficaz e sustentdvel das vinhas. A obtencdo
de dados diretamente do terreno — através de sensores de
campo, drones, imagens de satélite e outros dispositivos
de monitorizagdo — permite uma compreensdo detalhada
e em tempo real das condic¢des das vinhas. No entanto, a
mera recolha de dados ndo é suficiente; é necessario trans-
forma-los em informacdo dtil e, posteriormente, em co-
nhecimento que apoie a tomada de decisdes informadas.
Os dados recolhidos no terreno podem incluir uma
variedade muito heterogénea de parametros, tais como
temperatura, humidade relativa do ar, teor de dgua do
solo, radiagdo solar, precipitacdo, velocidade do vento,
fluxo de seixa, niveis de nutrientes, vigor das plantas, pre-
senca de pragas e doengas, entre outros. Sensores no solo
e em drones captam informag¢Ges em vdrias escalas espa-
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Figura 1. O uso de IA na identificacdo de correlagdes,
classificagdo de padrdes e detecdo de anomalias contidos
em dados em bruto recolhidos por sensores heterogéneos.

ciais e temporais, proporcionando um retrato dindmico
e abrangente da vinha. Imagens aéreas obtidas por sen-
sores hiperespectrais e multiespectrais, por exemplo, ou
mesmo de radar (GPR — Ground Penetrating Radar) podem
ser utilizadas para detetar varia¢des na satide das plantas
e identificar doengas numa fase inicial, permitindo uma
resposta rdpida e eficiente, assim como perceber as causas
de variabilidade no seu desenvolvimento, sabendo qual a
morfologia do terreno onde se encontram.

Uma vez recolhidos, estes dados brutos sdo processa-
dos utilizando técnicas avangadas de andlise de dados e
IA (ver figura 1). Algoritmos de machine learning sdo apli-
cados para identificar padrdes e tendéncias que ndo sdo
imediatamente visiveis através de métodos tradicionais.
Por exemplo, ao analisar séries temporais de dados mete-
orolégicos, os modelos preditivos podem antecipar situ-
acOes de stress hidrico, permitindo ajustes proativos nas
estratégias de rega. Da mesma forma, algoritmos de reco-
nhecimento de padrdes podem ser utilizados para detetar
sinais precoces de infestagdo por pragas ou de doengas,
possibilitando intervengdes preventivas mais eficazes e
reduzindo o uso de fitofdrmacos.

A transformagdo de dados em informacéo e, finalmen-
te, em conhecimento util é um processo que requer uma
infraestrutura robusta para armazenamento e processa-
mento de grandes volumes de dados, frequentemente
referidos como Big Data. Plataformas de gestdo de dados
agricolas, que integram informagdo proveniente de dife-
rentes fontes (como sensores de campo, dados meteorol6-
gicos, imagens de satélite, etc.), permitem aos viticultores
visualizar e analisar dados de forma integrada, facilitando
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uma tomada de decisdo mais informada e baseada em da-
dos reais. As figuras 2 e 3 ilustram um dos muitos exem-
plos de recolha de dados que visam a tomada de decisdo
onde modelos matemdticos sdo usados quer para validar
os dados de entrada quer para extrair tendéncias que, com
0 apoio de IA, geram alertas de stress hidrico. Neste caso,
dispositivos IoT de baixo custo sdo usados para recolher
dados de teor de dgua no solo, temperatura e humidade
relativa do ar, precipitacdo, entre outros, que enviam para
uma plataforma que processa esses dados e devolve pro-
postas de atuagdo ao gestor da exploragao.

O conhecimento extraido do terreno vai além da sim-

ples monitorizacdo. Ele inclui a capacidade de desenvolver
modelos de simulagdo que replicam o comportamento da
vinha sob diferentes cendrios climdticos e de gestdo. Este
conceito emergente de gémeo digital permite aos viticul-
tores testar virtualmente diferentes estratégias de cultivo,
gestdo de pragas e irrigagdo, antes de as aplicar no terreno,
reduzindo assim o risco e melhorando a eficiéncia das ope-
ragoes. Este serd, de facto, um grande tema de investigacdo
para o futuro préximo. AIA, ao converter dados brutos em
insights valiosos, torna-se assim um pilar fundamental da
viticultura moderna, guiando os produtores para praticas
mais inteligentes, eficientes e sustentaveis.

Figura 2. Aquisicao de dados numa
vinha do Paldcio de Mateus no
ambito do projeto PRIMA/DATI
(Digital Agriculture Technologies
for Irrigation Effiency), https://
datiproject.eu, que visa a recolha
de dados para estabelecer
melhores estratégias de rega.
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4. O VINEINSPECTOR COMO FERRAMENTA IOT
DE RECOLHA DE DADOS INTELIGENTE

A evolugao na aquisi¢do de dados na viticultura tem pas-
sado de métodos tradicionais, como a recolha de dados de
sensores numéricos simples e imagens de satélite, para so-
lugdes mais avancadas que incorporam processamento de-
dicado. Atualmente, a integracdo de dispositivos de baixo
custo com tecnologias de IA e computacdo de borda (Edge
Computing) permite a extracdo de informagdes diretamen-
te no ponto de interesse. Estes sistemas modernos ndo sé6
facilitam a aquisigdo e processamento imediato de dados
complexos, como também oferecem uma andlise detalhada
e em tempo real, tornando possivel a monitorizacgado preci-
sa e a tomada de decises informadas sem a necessidade
de intervengdes dispendiosas ou demoradas. O sistema

Figura 4. O conceito Vinelnspector: um
dispositivo loT de baixo custo que usa
imagem para extrair insights valiosos e em
tempo real.

Figura 5. O Vinelnspector € utilizado para
contar insetos (traga da uva), remota-
mente e em tempo real, e estimar o nivel
econdmico de ataque (NEA), fronteira a
partir do qual se deve aplicar um trata-
mento.

Vinelnspector [1] foi concebido para este objetivo: recolher
imagens e extrair delas insights valiosos, e em tempo real.
O Vinelnspector é um sistema auténomo, de baixo
custo e facil de instalar, concebido para operar em campo
aberto. E composto por um computador de placa tnica
(SBC - Single Board Computer) e varias cAmaras RGB', inte-
grando um conjunto de sensores de imagem que possibi-
litam a monitorizagdo continua e a avalia¢do da condigdo
fitossanitdria das vinhas. Este sistema é capaz de detetar e
classificar automaticamente atributos distintos nas imagens
adquiridas periodicamente, utilizando abordagens de IA.
Tal capacidade é crucial para préticas de monitorizacdo de
proximidade inteligentes que procuram replicar a observa-
¢do visual direta realizada por viticultores experientes. As
figuras 4 e 5 mostram a materializagdo conceptual impressa
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4Figura 6- Abordagem seguida pelo Vinelns-

/ 4 pector: imagens sdo capturadas e sdo enviadas
Data set .
Vinelnspector [/ para um sistema na nuvem (https://mysense.
device 1) 1 utad.pt), que recorrendo a um modelo trei-
Testing set Network | Training and nado por IA, classifica e conta o nimero de
(Accu evaluation) training validation set exemplares de traca da uva que ficam aprisio-
achine tearming ry .
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response Count bounding
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wFigura 7. Treino realizado sobre imagens
reais que foram anotadas e fornecidas a um

em 3D e o seu uso em campo em aplicagdes de detegdo pre-
coce de ataque de traca da uva.

A abordagem do Vinelnspector para detecdo precoce
de doengas e pragas em videiras baseia-se na captura de
imagens que sdo posteriormente analisadas através de
modelos de IA (ver figura 6). Na figura 7 ilustra-se o pro-
cesso de treino e os resultados da classificagio de exem-
plares de traga que ficam colados na armadilha.

Uma outra aplicacdo desenvolvida para demonstrar
a eficdcia deste sistema de recolha de dados enquadra-se
nas estratégias de dete¢do automatica do estado fenol6gi-
co das videiras (por exemplo, o tamanho dos pAmpanos
de videira) para uso quer nas préticas de gestdo quer em
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estratégias de combate ao mildio da videira usando a re-
gra conhecida como "3-10"2. Nesta aplicagdo em particu-
lar, um sistema de IA foi treinado para detetar se os pam-
panos tém um tamanho superior a 10 cm. Para tal, e como
se pode observar na figura 8, o sistema foi treinado com as
imagens do lado esquerdo (auséncia de paAmpanos, pam-
panos inferiores a 10 cm, pampanos superiores a 10 cm) e
o resultado da classificacdo pode ser visto do lado direito.

Os resultados dos testes em condigées reais de opera-
¢do demonstraram que o Vinelnspector é uma ferramenta
robusta e funcional, capaz de fornecer uma monitoriza-
¢do continua e automatizada. Com uma capacidade de
operacdo auténoma e um consumo de energia reduzido,

40

GAZETA DE MATEMATICA -« 204



Figura 8. Imagens utilizadas para treino do modelo de IA (lado esquerdo) e respetivos resultados de clas-
sificagdo (lado direito), mostrando a efetividade do modelo treinado na classificagdo de pampanos,
relativamente ao seu tamanho.

o Vinelnspector permite realizar préticas agricolas de for-
ma mais eficiente, substituindo a necessidade de observa-
¢oes frequentes no local por especialistas. Esta evolugdo
tecnoldgica minimiza o impacto nas praticas culturais e
reduz a necessidade de recursos humanos intensivos, ao
mesmo tempo que melhora a precisdo e a oportunidade
das intervencdes contra pragas e doencas. O Vinelns-
pector representa assim o passo légico e significativo na
evolugdo dos sistemas de monitorizagdo de proximidade,
alinhando-se perfeitamente com as necessidades da vi-
ticultura de precisdo e com os objetivos mais amplos de
préticas agricolas sustentaveis.

5. DISCUSSAO E CONCLUSOES

A evolugdo dos processos de aquisicdo e processamento
de dados tem transformado significativamente diver-
sos setores, destacando-se também na agricultura e na
viticultura de precisdo. Como discutido, a integragdo de
sensores numéricos simples com tecnologias avangadas,
como Internet das Coisas, IA e Edge Computing, tem pro-
porcionado uma revolugdo na forma como os dados sdo
adquiridos, processados e analisados, procurando sempre
a extragdo de insights que possam promover préticas mais
sustentdveis, e exemplifica a aplicacdo direta e pratica de
conceitos matemadticos complexos.

O uso de sensores numéricos e de imagens de saté-
lite, que antes eram processos separados e muitas vezes
dispendiosos, é hoje realizado de forma integrada, com
redundéncia e a um custo muito inferior. O advento de
tecnologias de baixo custo, combinado com a capacidade
de processamento em tempo real no ponto de recolha dos
dados, tem permitido uma andlise mais rdpida das con-
digdes ambientais e do estado das culturas. Esta transfor-
magdo ndo s6 melhora a eficiéncia das préticas agricolas e
viticolas, mas também contribui para a sustentabilidade
ao otimizar o uso de recursos e reduzir desperdicios.

Além disso, o processamento dedicado e a aplicagdo
de IA tém permitido uma compreensdo mais aprofunda-
da dos dados recolhidos. Algoritmos de machine learning,
como redes neurais e arvores de decisdo, sdo baseados
em modelos matemadticos que envolvem teoria dos gra-
fos, otimizagdo e andlise estatistica. As técnicas de andlise
preditiva ajudam a identificar padrées e prever eventos

1 Sistema de cores R — Red, G — Green, B — Blue.

2 Regra prética utilizada para determinar o momento ideal para aplicacao
de fungicidas no controlo do mildio da videira. Assim que a temperatura
média das Ultimas 24 horas atingir os 10° C, tiver ocorrido uma acumu-
lacdao de precipitacao de 10 mm nas dltimas 24 horas, e as videiras apre-
sentarem pampanos com cerca de 10 cm, o risco de infec¢do por mildio
é elevado, sendo recomendada a primeira pulverizacao.
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futuros, como a ocorréncia de doengas ou a necessidade
de rega, com um nivel de precisdo que seria impossivel de
alcancar com métodos tradicionais. Além disso, o proces-
samento distribuido e a andlise em tempo real envolvem
a resolucdo de problemas matematicos relacionados com
a eficiéncia dos algoritmos e a gestdo de grandes volumes
de dados. Modelos matematicos sdo utilizados para oti-
mizar o desempenho dos algoritmos de processamento e
para garantir que os sistemas possam operar de maneira
eficiente sob restri¢des de tempo e de recursos.

Em jeito de conclusdo, a integracdo de tecnologias
emergentes na aquisi¢do e no processamento de dados
representa um marco na evolugado das praticas agricolas.
A capacidade de utilizar sensores avangados, imagens de
satélite e técnicas de processamento em tempo real com IA
tem transformado a forma como os dados sdo utilizados
para tomar decisdes informadas e estratégicas.

O impacto positivo desta revolugdo é visivel ndo ape-
nas na eficiéncia e na precisdo das préticas agricolas, mas
também na sustentabilidade e na capacidade de resposta
as mudancas climéticas e aos desafios ambientais. As tec-
nologias de baixo custo tém democratizado o acesso a fer-
ramentas de alta tecnologia, permitindo que pequenos e
médios produtores também beneficiem dessas inovagdes.

No entanto, é crucial que os desenvolvimentos futu-
ros continuem a focar-se na acessibilidade e na integragdo
dessas tecnologias, garantindo que todos os tomadores
e beneficidrios destas tecnologias (stakeholders) possam
aproveitar ao maximo os beneficios oferecidos. A colabo-
ragdo entre matemadticos, engenheiros e profissionais do
setor agricola serd essencial para maximizar o impacto po-
sitivo dessas inovagdes e para enfrentar os desafios emer-
gentes no campo da agricultura e a viticultura de preciséo,
e aproveitar ao maximo as oportunidades oferecidas pelas
tecnologias avangadas.

A evolugdo das tecnologias de aquisi¢do e processa-
mento de dados promete um futuro mais inteligente e
sustentdvel para a agricultura, com decisdes mais rdpidas
e informadas. A matemadtica é fundamental tanto para a
tecnologia atual quanto para o desenvolvimento futuro,
oferecendo técnicas avangadas que impulsionam a inova-
¢do e a eficiéncia. Assim, uma base matemdtica sélida é
crucial para a evolugdo continua das préticas agricolas e
para a criagdo de um setor mais sustentével.
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INFINITOS

Sou incapaz de conceber o infinito, e ainda assim ndo aceito a finitude.

Simone de Beauvoir

frase de Simone de Beauvoir sintetiza com grande ele-

gancia a relagdo complexa, de assombro e de fascinio,
de atracgdo e de repudio que a espécie humana cedo esta-
beleceu com o conceito de “infinito”. Como podem, afinal,
seres finitos (limitados fisicamente, cognitivamente e tem-
poralmente) ter algum entendimento de algo que os trans-
cende? Ainda hoje, quando olhamos para um céu estrelado
custa-nos aceitar a imensiddo que nos é apresentada, mais
ainda quando nos apercebemos de que o que vemos é ape-
nas uma infima porgédo do que realmente existe. O passo
dedutivo que se segue é ainda mais assustador — haverd fim
para o que existe?

Muitos foram os ramos do saber que estudaram ou ten-
taram definir e contextualizar os diversos infinitos. Na anti-
ga Grécia notabilizaram-se os contributos de Anaximandro,
Demécrito ou Zendo, este tiltimo usando os famosos para-
doxos (entre eles o de Aquiles e a tartaruga) para explorar
os efeitos de uma hipotética divisdo infinita do espago e
do tempo. J4 Aristételes separou os infinitos em potenciais
(processos que podem ser estendidos indefinidamente) e ac-
tuais (uma impossibilidade no mundo fisico).

Na matematica, Georg Cantor (1845-1918) revolucionou
o conceito de infinito ao desenvolver a “teoria dos conjun-
tos” no final do século XIX, demonstrando que existem
diferentes infinitos e que o conjunto dos ntimeros inteiros
(infinito cont4vel) tem cardinal menor do que o do conjunto
dos ntimeros reais (infinito incontavel).

NuNo CAMARNEIRO

Universidade
de Aveiro

nfem@ua.pt

Quanto a fisica, os infinitos mantém-se territdrio de con-
tenda. Enquanto para Newton o espago e o tempo eram infi-
nitos e absolutos, a teoria da relatividade de Einstein propoe
um universo limitado (embora sem fronteiras) e que teria
tido um comego (o famigerado Big Bang), contrapondo-se a
anterior visdo estdtica e inalterdvel.

E na literatura? Que infinitos foram imaginados e des-
critos ao longo dos muitos séculos? Lucrécio (99-55 a.C.), no
seu poema De Rerum Natura, explora o conceito de um uni-
verso infinito, inspirado por Demécrito e Epicuro, descre-
vendo “um cosmos sem limites, onde os d&tomos se movem
eternamente no vazio infinito”. Treze séculos mais tarde,
Dante Alighieri, na sua Divina Comédia, sugere dois infi-
nitos que se desenvolvem em direcgdes opostas, o do mal,
representado pelos circulos do inferno que se aprofundam
num sofrimento humano progressivo, e o da ascensdo divi-
na rumo a perfeicdo de Deus que representa o “infinito em
acto”. Ja John Milton (1608-1674), no Paraiso Perdido, descreve
o infinito como uma qualidade de Deus e do Céu, enquanto
o inferno e o universo material sdo limitados e finitos. No
século XX, Jorge Luis Borges explorou o infinito misturan-
do filosofia e ficgdo. N’A Biblioteca de Babel, Borges imaginou
uma biblioteca infinita composta por todas as possiveis
combinacdes de letras e palavras, espelhando a vastiddo do
conhecimento humano. No conto O Aleph, o escritor apre-
senta um ponto no espago que contém todos os outros pon-
tos, um local onde se pode observar simultaneamente todo
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o universo, e WO Livro de Areia, o infinito é representado por
um livro que ndo tem inicio nem fim, com paginas que se
multiplicam indefinidamente.

Termino esta brevissima histéria dos infinitos citando
uma passagem do livro Uma Breve Historia do Tempo, de Ste-
phen Hawking, onde este relata o seguinte episédio: “Um
conhecido homem de ciéncia deu uma vez uma conferéncia
sobre astronomia. Descreveu como a Terra orbita em volta
do Sol e como o Sol, por sua vez, orbita em redor do centro

de um vasto conjunto de estrelas que constitui a nossa gala-
xia. No final da conferéncia, uma senhora, no fundo da sala,
levantou-se e disse: ‘O que o senhor disse é um disparate.
O mundo n&o passa de um prato achatado equilibrado nas
costas de uma tartaruga gigante. O cientista sorriu com ar
superior e retorquiu: ‘E onde se apoia a tartaruga?’ A senho-
ra exclamou entdo: ‘O senhor é um jovem muito inteligente,
mas sdo tartarugas até ao fundo!””.
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MATEMATICOS NA PRIMEIRA PESSOA

MARIA GASPAR:

A MADRINHA DOS MATEMATICOS

OLIMPICOS ESPANHOIS

urante a sua longa vida profissional, Marfa

Gaspar Alonso-Vega combinou o Ensino
Secunddrio e o Ensino Superior, como profes-
sora associada do Departamento de Geome-
tria e Topologia da Universidade Compluten-
se de Madrid (UCM).

Tem-se destacado pelo seu compromisso
e pela sua dedicacao a Matemdtica e a pro-
mocao do talento matemadtico nos jovens ha
mais de 20 anos. E presidente da Comissio de
Olimpfadas da Real Sociedad Matematica Es-
paihola (RSME) e organizadora da Olimpiada
Espanhola de Matemadtica.

Atualmente, dedica ainda as manhds de
sabado a incentivar os alunos mais brilhantes
em Matemdtica da Comunidade de Madrid,
selecionados pelo ESTALMAT, um projeto
de estimulo ao talento matemdtico da Real
Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Na-
turales, com o apoio da Faculdade de Mate-
mdtica da UCM. Acompanha ainda um clube
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Departamento de
Matemitica da

Faculdade de Ciéncias
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de Matemadtica no Instituto de Ensefianza Su-
perior San Mateo, do Programa de Excelén-
cia da Comunidade de Madrid e é uma das
criadoras do Concurso de Primavera de Ma-
temdticas, no qual participam todos os anos
mais de 50.000 estudantes de Madrid. Desde
1983, participa regularmente nas Olimpiadas
Internacionais de Matemdtica com a equipa
espanhola e desde 2019 é membro do seu
Comité de FEtica.

Em 2016 foi premiada com a Medalha da
RSME, sendo ainda galardoada com o prémio
Smartick de Melhor Histéria de Ensino em
2019 (Smartick € um método online de leitura
e aprendizagem de matemdtica para criancas).

Conversdmos com a detentora de uma
vida dedicada a ensinar Matemdtica e com
um apego estrondoso a descoberta de novos
talentos matemdticos. Em 2019 Marfa Gaspar
foi definida pelo jornal El Mundo como a “ma-
dre de las Mates” espanholas.
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GAZETA DE MATEMATICA Maria, desde 1977 que ensi-
nas estudantes a descobrir a sua vocagdo como matema-
ticos. Como é que a Matemdtica e a paixdo por ensinar
surgem na tua vida? Foste influenciada pelos teus pais ou
pelos teus professores?

MARIA GASPAR A verdade é que néo. Apesar de ser fi-
lha de professores universitarios, quer a minha méae quer
0 meu pai eram quimicos e quando fui para a escola eu
era como a Antofiita la fantdstica: o que mais gostava de
fazer era inventar histérias maégicas, escrever, etc. Era boa
em Matemdtica, mas era o que mais me custava estudar.
Como devo ser um pouco masoquista, acabei por escolhé-
-la. A minha familia ficou boquiaberta. “Sim? A sério? Se
é isso o que tu queres ...” Depois de todos estes anos, ndo
me arrependo. Se bem que, como sabes, a relacdo com a
Matemadtica tem os seus momentos. H4 alturas em que é
maravilhosa e outras em que te sentes perdida... parece
que ndo te saem os resultados, que ficas ali presa. Mas é
exatamente isso que mais me atrai na Matematica: o de-
safio, o tentar.

GAZETA Maria, e o que fizeste da tua vocacao literdria?
Escreveste algum livro?

MARIA Nao, mas invento sempre contos para a minha fa-
milia. Passam a vida a dizer-me que deveria escrevé-los.
Erradamente, pensei que, apesar de dedicar toda a minha
vida a Matemdtica, ainda teria tempo para ir a museus,
ver exposi¢des e manter-me um pouco a par da formacao
humanista, mas é mentira. As matemaéticas absorvem-te
muito. Com isto ndo digo que nunca visito um museu.
Claro que sim.

Talvez conseguisse escrever, mas o contrdrio é im-
possivel. Se deixas uma drea cientifica por algum tempo,
como é o caso da Matemadtica, perdes o fio a meada.

Penso que em algum momento na tua vida enquanto
estudante, um pouco a margem dos teus professores, vés
algo naquilo que estdo a ensinar-te que te diz que tens de
fazer indubitavelmente Matemdtica. Dizes: “Isto é mara-

17

vilhoso!” No meu caso, lembro-me de que foi o tridngulo

de Tartaglia' e a sua relagdo com o binémio de Newton,

que me fez ver que isto é incrivel.

GAZETA A opgao pela Matemitica foi entdo pelo desafio.
No Ensino Secundério ainda n&o havia essa paixdo?

MARIA Foi como acabei de referir. Tive bons professores,
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mas ndo me lembro de nenhum que fosse inspirador.
GAZETA Nem na universidade?

MARIA Bem, na universidade... No inicio fiquei muito
desorientada. Pensei: “Aonde vim meter-me?” Sim, tive
professores que me influenciaram positivamente. Estu-
dei na Universidade Complutense, onde posteriormente
vim a dar aulas. Enquanto estudante universitaria, vivi
uma época dura e dificil. Foram os tltimos anos do fran-
quismo. A faculdade esteve encerrada metade do ano
académico. Quando acabei o curso, pensei que se calhar
deveria voltar a matricular-me, porque perdi muitos te-
mas, muitas horas de aulas.

GAZETA Fala-nos um pouco do teu percurso posterior,
entre a universidade e o Ensino Secundario.

MARIA Eu sempre compatibilizei o trabalho de aulas na
universidade com as aulas como professora do Ensino Se-
cunddrio. O primeiro que fiz foram as oposiciones* de céte-
dra para o Ensino Secundério. Naqueles tempos, depois
da cédtedra da universidade, a que se seguia em impor-
tancia era essa. Tal como outros companheiros de depar-
tamento (estava integrada no Departamento de Geome-
tria e Topologia), considerava que era mais seguro obter
primeiro uma boa posigdo de professor no Secunddrio,
numa boa cidade, como Madrid. A partir dai, tinhamos
um trabalho para o futuro. J4 ndo terfamos de nos preo-
cupar com o fim dos contratos, do financiamento de um
projeto, etc. Fizemo-lo todos, ao fim de seis ou sete anos.
A verdade é que tive muita sorte, integrei-me num grupo
de pessoas fantdsticas que me ajudaram muito e consegui
obter muito jovem a cdtedra para o Ensino Secundario.

Sempre pensei que onde podia fazer a diferenga era
no ultimo ano do Ensino Secunddrio, onde poderia aju-
dar os estudantes no acesso a universidade. Ja na univer-
sidade, apesar de poder dar aulas a qualquer ano, acho
que fiz a diferenga com os alunos dos primeiro e segundo
anos. Porque sei como sdo, sei como os agarrar.

GAZETA Entdo, toda a vida permaneceste a lecionar nos
dois graus de ensino. Acreditas que isso faz de ti uma
pessoa mais completa? Ha vantagens nisso?

MARIA Bem... quem pode dizé-lo sdo os meus alunos.
Posso dizer que houve alunos excelentes que reencontrei
a fazer a licenciatura em Matemdtica e reconhego que



posso ter tido alguma coisa que ver com a descoberta da
sua vocagao.

Recordo-me do episédio em que um deles me co-
menta: “Sabes que ao ‘fulanito’ de tal ainda n&o lhe vi
a cara? Nem uma sé vez. Enche quadros e mais quadros
de coisas e ndo percebemos nada do que escreve.” Estes
estudantes ficam sem entender nem uma palavra do que
estdo a dizer-lhes.

Sdo meus amigos. Talvez pudesse ter-lhes dito: “Es-
tes alunos ndo tém de saber jd isto.” A forma de trans-
mitir é importante. Ndo podes esperar chegar a uma
aula de Algebra Linear, no primeiro ano, e dizer-lhes
que o espaco vetorial quociente é um grupo normal ou
exigir que saibam o que é uma relagdo de equivaléncia.
Ninguém lhes ensinou nada disso antes. Por que raio é
que tem de o saber? Nisso, tenho vantagem por saber
o que é um estudante de 16, 17 anos. Conhecer as suas
inquietudes. Gosto de estar nessa iniciacdo e de os aju-
dar a aprender, sem trivializar a Matemadtica. Gosto de
saber olhd-los de frente e contar-lhes as coisas. Muitas
vezes digo-lhes: “Deixem de tirar apontamentos, isso
estd em todos os livros muito melhor do que eu escre-

vo aqui.” O mais importante que o professor pode fazer
é transmitir olhando para a cara dos estudantes. Néao
é quando escreve as suas férmulas e os seus teoremas.
A explicagdo do que faz é o melhor. Porque é necesséria
esta hipétese, porque vou por este caminho e ndo por
aquele. Por isso, quando me dizem que ainda néo lhe via
cara... penso: “Pobrezitos destes estudantes.” [Risos]

GAZETA Aqui entra novamente a Maria contadora de
histérias...

MARIA Claro que num curso de doutoramento ndo, mas
quando sdo pequenos, tens de o fazer. Como fago com o
meu neto e com os alunos do ESTALMAT. Se é necessdrio
fazer de palhaco, faz-se. Tens de contar de verdade uma
histéria para que fiquem agarrados. Ndo é um conto de

"Trata-se do tridngulo de Pascal, o qual nalguns paises € igualmente co-
nhecido por este nome.

2 As oposicdes em Espanha representam uma porta de entrada para o
mundo da Funcdo Publica. So, no essencial, o processo através do qual
o Estado seleciona os seus futuros funciondrios de carreira, garantindo os
principios da igualdade, do mérito e da capacidade.

Na Faculdade de Matemdticas da UCM, na ocasido da entrega do Prémio Smartick
para Melhor Histdria Docente, 2024
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fadas, mas é a aventura do ser humano em busca do saber,
do que foi avangando e do que falta fazer.

GAZETA Apesar de te dedicares a trabalhar com os me-
lhores dos melhores, essas histérias tém de ser para todos,
nao €?

MARIA Sim, para todos. H4 uma massa que, bem forma-
da, pode dar origem a individualidades que podem vir a
inspirar um monte de gente. Por exemplo, no ténis quan-
tos ndo terd o Nadal inspirado? E 6bvio que ndo serdo to-
dos como o Nadal, mas deu, com certeza, origem a escolas
de ténis onde todos desfrutardo. Assim, na Matematica,
existe o Concurso de Primavera de Matemadticas que é
para todos!

GAZETA Como surgem na tua vida as Olimpiadas de Ma-
tematica? Foste aluna olimpica?

MARIA Nao, nem sabia que existiam. E olha que Espanha
tem Olimpiadas de Matematica desde 1964. Tomei conhe-
cimento delas jd na universidade, em 1983, o primeiro ano
em que Espanha participou nas Olimpiadas Internacio-
nais. Foi um professor meu, que teve muita influéncia na
minha formagéo, Miguel de Guzmdn, que conseguiu que
Espanha fosse convidada a participar nestas Olimpiadas,
que nesse ano se realizavam em Franga. Como chefe da
delegacdo espanhola, foi um colega meu de departamen-
to, Ceferino Ruiz. Como no ano seguinte ndo conseguia ir,
convenceu-me a substitui-lo. Fui como tutora da delegacao
espanhola. Teria cerca de 31 anos quando fui a Praga. Dei-
xei a minha filha mais velha, Ana, entdo com 3 anos, em
Espanha. Uma tutora acompanha os jovens, apoia o chefe
e ajuda na correcdo das provas.

Aquilo impactou-me. Percebi que néo se tratava de um
grupo de “bichos raros”. Percebi que se vivia um 6timo
ambiente. Rapidamente te apaixonas. Depois existem as
Olimpiadas Ibero-Americanas, de que ainda gosto mais,
pois sdo mais familiares.

Por sua vez, a Olimpiada Internacional é como as gran-
des cidades, em que hd bairros que sdo como pequenos
povoados. E ganhas mais ou menos afinidade com uma
povoacgao ou outra.

Ja as Olimpiadas Ibero-Americanas tém uma grande
importancia na formagédo de professores. Na América La-
tina quase ndo havia professores de Matemética e agora ja
existem. As Ibero-Americanas tiveram muito mais impac-

to 14 do que em Espanha ou em Portugal.
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GAZETA Por curiosidade, quando comegaram as Olimpi-
adas de Matemadtica?

MARIA A Olimpiada Internacional foi na Roménia, em
1959. No entanto, nos paises de leste ja havia alguns pro-
jetos nacionais anteriores. Por exemplo, os hingaros tém
desde o século XIX o Edtvds Mathematical Competition.
Tinham muita tradigdo e depois continuaram com ela.
Sempre a mantiveram porque, de facto, ndo é necessaria
uma grande estrutura econémica para a manter: lapis,
mesa e cabec¢a. Contudo, em Quimica ou Fisica, tornam-se
mais dispendiosas.

GAZETA Voltando um pouco atrds... Em 1983, a primei-
ra vez que Espanha foi a uma Olimpiada Internacional, jd
preparavam os estudantes como agora?

MARIA Muito pouco. Tinhamos as olimpiadas nacionais
que ja existiam desde 1964. Eles participavam nelas, fa-
zendo as suas provas locais. Vinham um dia a Madrid. E
escolhiam-se os seis melhores classificados para represen-
tar Espanha. Isto continua sendo assim, o que para mim é
um desastre. Estdvamos dois dias com eles e 14 seguiam
para as provas.

GAZETA Como professora e colaboradora das Olimpia-
das espanholas, como motivas os teus estudantes a par-
ticipar? E como intuis que um estudante poderd vir a ser
brilhante?

MARIA Tens de comegar por agarra-los quando s&o mais
jovens. O que recordo dos primeiros anos em que trabalhei
nas nacionais é que quando envidvamos as cartas-convite
para as provas as escolas, alguns professores ainda liam
alguns dos problemas, mas outros nem isso.

A participagdo era minima e foi nessa altura que vi-
mos que era necessdrio fazer alguma coisa. Além de ter
coincidido com algumas mudangas no sistema educativo
em que passaram de cinco horas de Matemdtica para trés
horas semanais. E assim, nasceu o Concurso de Prima-
vera de Matematicas. Também na comunidade olimpica
espanhola - porque hd uma comunidade olimpica, ndo
s6 em cada pafs, mas também internacional, na qual fa-
zes amigos com os quais partilhas problemas -, surgiu a
Olimpiada de Maio (Olimpiada Ibero-Americana destina-
da a alunos até aos 15 anos), porque se percebeu que era
necessdrio semear em niveis mais baixos. Com problemas
mais simples, que possam atrair mais gente. Foi quando se
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Maria com os seus “poluellos” e a presidente da RSME, em 2024

comegou a distribuir problemas com solug¢des, para que
os professores ndo se sentissem despidos. Penso que foi af
que as coisas comegaram a mudar. Sdo cada vez menos os
que me escrevem a dizer que querem participar, mas ndo
conseguem fazé-lo na sua escola. A situagdo mudou.

O que ndo mudou foi que a equipa espanhola interna-
cional é constituida pelos seis vencedores das Olimpiadas
nacionais e isso ndo é bom. Isso mudou em Portugal, mas
ndo em Espanha.

GAZETA A equipa espanhola alguma vez ganhou um

ouro numa Olimpiada Internacional?

MARIA Nunca. Uma prata, sim. No entanto, Portugal ja
ganhou.

GAZETA Mas agora jd fazem preparagdo, certo? A prepa-
racdo é essencial?

MARIA Eu acredito que sim. Tens de saber o que vais en-
contrar. Por sermos um pais tdo grande, é dificil reuni-

-los e temos poucos meios econdmicos para isso, mas algo
fazemos.

Sobretudo, porque come¢amos antes a preparacao.
Vao 77 a ultima fase das Olimpiadas nacionais e esses ja
sabem ao que vao. Antes nem sabiam o que os esperava.
No ano passado, tinhamos uma equipa fantdstica, mas
por razdes que ndo se entendem ndo tivemos nenhum
ouro nas internacionais. Depende de muitos fatores. Ja
nas Ibero-Americanas, eles obtiveram trés medalhas de
ouro. Estiveram estupendamente bem. Claro que, pela
populagdo que tem Espanha, deveriamos ter ja algum

ouro.

GAZETA Sabemos quenessas preparagdesse aprendemal-
gumas técnicas de demonstracao, algumas préprias do ni-
vel universitdrio. Isso ndo altera a genialidade individual?

MARIA E possivel que sim. Por isso, h& bons problemas,
problemas fantdsticos e problemas ndo tdo bons. Ha
problemas que, para aqueles que foram bem treinados,
se transformam em trivialidades e hd outros que, para
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Alunos do ESTALMAT nas OME

aqueles pouco treinados, sdo impossiveis. Este ano hou-
ve um problema, o problema 5, de nivel médio-dificil,
que foi feito perfeitamente por participantes de todos os
paises, mas quem perdeu pontos foram os chineses e os
coreanos, porque safa do padrao.

E muito tem a ver com a preparagdo e com 0s pro-
gramas que ensinamos aos nossos alunos no Ensino
Secunddrio. A geometria que aprendem, por exemplo,
estd toda algebrizada. Ndo podem saber o que nao lhes
foi ensinado. No percurso que os estudantes fazem das
nacionais as internacionais, acabam por aprender muita
coisa.

GAZETA Disseste numa entrevista que metade da tua
vida foi dedicada as Olimpiadas de Matematica. Consi-
deras que é preciso uma vocagdo para o fazer ou qual-
quer um pode fazé-lo?

MARIA Tens de acreditar que é importante. Eu acredito

verdadeiramente que o que faco é importante. Tens de
permitir que estes jovens descubram que a Matemaética
é mais do que resolver 20 equagdes todas iguais. Atra-
vés das Olimpiadas, percebem que tém um dom especial
para a Matematica, que de outra forma ndo descobririam.

Quem sabe se alguns destes jovens podem resolver
os problemas do Milénio que ainda falta resolver!

Trabalhar com as Olimpiadas néo é sé criar proble-
mas e ter ideias. Isso é algo que agrada a todos os mate-
maticos. Envolve muitas tarefas ingratas e burocraticas,
de muita gestdo no contacto com as dire¢des das escolas,
as familias e a organizagdo das viagens.

A propésito, fizemos um trabalho lindissimo Portu-
gal e Espanha, uma Ibero-Americana conjunta. Também
muito original a forma como a fizemos. Teria sido impos-
sivel concretizé-la sem as relacGes de amizade.

GAZETA O trabalho que se faz é durissimo e pouco re-
conhecido. Verdade?
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MARIA Sim, é. Ndo é remunerado. E totalmente volunta-
rio. Por exemplo, na semana que vem, irei para a Bolivia.
Confesso que ndo me apetecia ir nem um pouco, mas ndo
havia mais ninguém. A parte bonita disto é a de rever as
pessoas da comunidade olimpica, de estar ali, de viver a
competi¢do. Quando o propdes a outros, incluindo antigos
olimpicos, todos se defendem com outros compromissos.

GAZETA Como vé a tua familia as auséncias? Esta de-
dicacgéo...

MARIA Sabem que sdo as maluqueiras da mae e da avo.
O meu marido costuma dizer: “L& estd a av a consertar o
mundo.” Jd sabem que eu vou e contam com isso. As vezes
em que parei foi quando tinha uma filha lactante. Apesar
das auséncias familiares, sei que a recompensa é ver a cara
dos mitidos que acompanhamos e sentir que as Olimpiadas
fazem a diferenca. Como se diz em Espanha, algo tiene el
agua cuando la bendicen’... Antes s6 existia a Olimpiada de

Matemadtica. Agora existem olimpfadas de tudo: de ortogra-
fia, de literatura, de economia, de ambiente, de informati-
ca... até de ponto cruz!

GAZETA Quanto te leva a preparagdo de um grupo de
alunos olimpicos durante um ano? Qual é o teu volume de
trabalho?

MARIA Falando em anos académicos, de setembro a setem-
bro. Eu comego a trabalhar para o ano seguinte logo que
termina a Ibero-Americana, que usualmente acontece em
setembro. Durante o ano, hd meses em que praticamente
trabalho todas as semanas a full time para as Olimpiadas.
Ha sempre algum concurso, é necessario fixar calendarios,
escolher datas, falar com pessoas, conseguir espagos, etc.
Aqui em Espanha hd uma “fase zero” em que partici-

* Expressdo espanhola que serve, entre outras situacdes, para justificar
elogios.
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pam cerca de 500 estudantes s6 em Madrid. Normalmen-
te, é de escolha multipla, porque sendo seria impossivel
corrigir. Depois outro filtro é a fase local, normalmente
em janeiro. E preciso definir os problemas e arranjar local-
mente as equipas de professores e corretores. Por fim, te-
mos a nacional e, antes desta, acontecem as Olimpiadas fe-
mininas, normalmente em fevereiro. Mesmo hoje estavam
a pedir-me datas e néo sei se este ano teremos condi¢des
para as realizar. Significa que temos de lhes arranjar onde
dormir e onde comer. Depois da Pdscoa, normalmente em
abril, comecas a pensar que em maio temos a Olimpiada
de Maio para os mais pequenotes. Ou seja, todo o ano. O
meu marido costuma brincar comigo: “E agora o que tens?
As olimpiadas das quartas-feiras, das sextas-feiras?” [Ri-
sos] Ha sempre coisas. E nédo estd mal, desde que apareca
mais gente para o fazer. Antes, os que nos dedicdvamos a
estas coisas éramos considerados meio maluquinhos. An-
tigamente s6 existiam campos de verdo para estudantes
com mais dificuldade em Matemdtica, mas agora hd uma
inversdo. Sdo as empresas privadas que apostam na reali-
zagao destas e doutras atividades para alunos que mais se
destacam.

GAZETA Alguma vez trabalhaste na criagdo de proble-
mas? Como se cria um problema olimpico?

MARIA Sim, claro! Peco sempre aos meus colegas mate-
maticos que se dedicam sobretudo a investigacdo que, se
se depararem com uma ideia que possa ser aproveitada
para estes fins, ma enviem.

Tenho também alguns amigos que sdo bons buscado-
res de problemas. Agora, criar um problema vai sempre
depender do nivel para o qual estamos a falar. Ndo tens
sempre de inventar a pélvora. Por exemplo, para o Con-
curso de Primavera, para estudantes mais jovens, podes
sempre reajustar problemas antigos. De outro modo, seria
impossivel. Podes pegar num problema cuja solugdo co-
nheces e recriar o seu enquadramento. Claro que se esta-
mos a falar dos que enviamos a Olimpiada Internacional
ou a Ibero-Americana, ndo podemos fazer isso. A eles ja
ndo lhes “dds a volta”. Tens de ter problemas completa-
mente originais. E esses sdo criados pelos nossos colegas a
quem chamamos problemistas.

GAZETA Alguma vez leste um problema das Olimpiadas
que ndo tenhas conseguido resolver?

MARIA Muitissimas vezes...[Risos] Os problemas que os
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olimpicos tém de resolver s6 consegues fazé-los quando
tens 16 ou 17 anos, ou, quando consegues, demoras mais
tempo. Temos jé o cérebro cheio de vicios e de informagéo.
Mas alguns ex-olimpicos continuam a ser umas “feras”.

GAZETA O que acontece depois a estas “feras”? Estudam
Matemdtica na universidade?

MARIA Em Espanha, agora sim, a maioria dos jovens
olimpicos opta por seguir a profissdo de matematico.
E, se observarmos, a nivel internacional quase todos os
medalhistas Fields sao estudantes olimpicos. O Artur Avi-
la é um exemplo e é ibero-americano.

GAZETA Voltando aos problemas, o que é valorizado na
corregdo dos mesmos? A originalidade?

MARIA Atualmente, ndo. Se estd bem, estd bem, mesmo
que a resposta seja pouco elegante. Cada problema é cota-
do de 0 a7 E é indiferente se um teve uma ideia genial e o
fez de forma elegante, enquanto outro deu voltas e voltas
até obter a solucdo. Se os dois tém 7, tém o mesmo prémio.
O que pode acontecer é, num desses problemas superdi-
ficeis, encontrares alguma resolugdo notdvel, e entdo esse
jovem pode receber uma mengao especial. Por curiosida-
de, com as melhores cabegas de todo o mundo a pontua-
¢do méxima atingida é de 42 pontos. Este ano s6 houve
um aluno com essa pontuagdo. Um menino chinés. E neste
grupo estdo vdrios génios. Apesar de os jovens da equipa
espanhola néo terem obtido grande pontuagéo, eles tém
um dom para a Matemdtica. Tém intui¢do, como o Mozart
tinha para a musica... E preciso ajuda-los a desenvolver
esse dom. Sendo, perdemos todos. Eles e a sociedade.

GAZETA Isso é um problema, certo? Como se chega a
todos os estudantes que tém esse dom? Como convencer
todas as escolas a participar? E, dentro das escolas, como
convencer os mitdos a participar?

MARIA Sim, absolutamente. Mas alguma coisa estd a mu-
dar nas escolas. Por exemplo, no Concurso de Primavera,
que jé é realizado por tantos estudantes em Madrid, quan-
do chegam os estudantes premiados as respetivas escolas,
os professores contam-nos que os colegas ja nao lhes apon-
tam o dedo, acusando-os de graxistas, marrdes, etc... mas
sim que comegam a sentir-se orgulhosos dos seus compa-
nheiros de escola. Que os aplaudem. Obviamente que nio
é como ao Cristiano Ronaldo, mas aplaudem. [Risos]



Problema 5.
2022 casas (quadrados unitarios) desse tabuleiro existem monstros escondidos. Inicialmente, Turbo
nao conhece a posicao de qualquer um dos monstros, mas ele sabe que existe exatamente um monstro
em cada linha, com excecao da primeira e da tltima linha, e que cada coluna tem no maximo um
monstro.

O caracol Turbo joga num tabuleiro retangular com 2024 linhas e 2023 colunas. Em

Turbo faz uma série de tentativas para ir da primeira linha a tltima linha. Em cada tentativa,
ele escolhe comecar em qualquer casa na primeira linha, e repetidamente se move para uma casa
adjacente, ou seja, com um lado em comum (ele pode voltar a uma casa visitada anteriormente). Se
ele chega a uma casa em que ha um monstro, essa tentativa acaba e ele é transportado de volta para
a primeira linha para comecar uma nova tentativa. Os monstros nao se movem e Turbo lembra se
em cada casa que ele visitou ha, ou nao hé, um monstro. Se ele chega a uma casa na tltima linha,
a tentativa acaba e o jogo termina.

Determine o menor valor de n para o qual Turbo tem uma estratégia que garante que ele chegara na
ultima linha na n-ésima tentativa, ou antes, sem importar as posi¢oes dos monstros.

Enunciado do problema 5 da OIM (Bath, Reino Unido, 2024)

GAZETA Faldmos um pouco disto superficialmente, mas
ndo de uma forma consistente. A preparagdo destes jovens
faz-se como em Portugal?

MARIA Néo como em Portugal, porque ha uma desigual-
dade entre regies auténomas. Acresce ainda a questao das
deslocagbes no pais. H4 casos em que tém de se deslocar
muitos quilémetros para vir a Madrid e isso afeta. O que
estd a mudar é que nalgumas comunidades comega a ha-
ver sessOes de preparacdo, como é o caso de Madrid ou da
Catalunha. Em Madrid, as sessGes de preparagdo néo coin-
cidem com as do ESTALMAT e sédo livres. Os jovens que
quiserem podem vir. O problema é que noutras comunida-
des ndo hd mesmo nada! Por isso, na RSME comeg¢dmos no
ano passado um conjunto de sessdes online preparando-os
para as coisas que ndo sabem. Vamos fazendo isto pouco
a pouco. Mais uma vez, digo que sdo necessdrias pessoas.
Em Espanha somos uns 12 na comissdo das Olimpiadas e
depois em cada universidade hd um responsével pela orga-
nizacdo das Olimpiadas locais. Na preparacdo, em Madrid,
estdo ainda envolvidos trés ou quatro ex-alunos olimpicos
que vao assumindo, vez a vez, a preparagéo para as Ibero-
-Americanas ou as Internacionais.

GAZETA Explica-nos um pouco melhor as sessdes online....
S&o mesmo para todos?

MARIA Sim, sdo. Abrimos todos os anos uma fase de inscri-
¢Oes. Isto permite a participacdo de mitidos de zonas mais
rurais ou distanciadas. Mas temos de ter particular cuida-

do porque hd menores envolvidos e ndo queremos correr o
risco de haver algum “lobo” a participar. As questdes online
sdo sempre muito delicadas. E, como é 6bvio, embora estas
sessOes sejam uma vantagem, os mitdos preferem ainda
assim ver-se e participar presencialmente.

Outra coisa que estd a melhorar é o facto de a Comunida-
de da Andaluzia estar a ajudar nas preparagdes através de
umas olimpiadas préprias que funcionam antes da nacio-
nal. Cada vez hd mais andaluzes a ter bons resultados.

GAZETA Entdo pode dizer-se que esta olimpiada especi-
fica melhorou a participagdo dos alunos andaluzes. O que
me leva a pergunta que alguns consideram controversa.
Ha necessidade de uma olimpiada especifica para jovens
mulheres? Aumenta a participagio delas?

MARIA Em Espanha, sim. Estd a notar-se devagar, mas
estd. Elas comecam a participar mais. Além disso, os ra-
pazes ndo estdo nem com inveja, nem as menosprezam
pelo facto de terem uma Olimpiada s6 para elas. Para que
as pessoas tenham nogao, na fase da Olimpiada nacional,
este ano em que foram 75 alunos, apenas participaram seis
ou sete meninas. Eu ndo quero s6 que elas participem, mas
sim que cheguem mais alto. Se ndo as incentivamos desde
baixo, nunca chegaréo 14 acima. Nas Olimpiadas matemd-
ticas femininas europeias, Espanha néo participou desde o
inicio. S6 ao fim de quatro anos. Houve um momento em
que pensdmos: “Quem somos nds para privar estas mitidas
de participar nisto?” Devo dizer que elas participam e vém
encantadas. Muitas dizem-me: “J4 ndo tenho de dissimu-
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lar e de me sentir desadequada. Percebi que hd mais gente
como eu.”

Aproveito também para dizer que o nosso governo pro-
gressista ndo nos apoia em nada nestas olimpiadas. No ano
passado houve uma polémica sobre isto que nem vos conto.

GAZETA Porque achas que elas ndo se sentem tao cativa-
das pelas Olimpiadas?

MARIA Eu acho que é por duas coisas. A primeira é porque
tém muito mais medo de um fracasso ptblico do que os
rapazes. Porque tém consciéncia de que ndo s6 véo julga-
-las, a elas, mas também de que o desempenho individu-
al passa a ser o desempenho de todas as mulheres. Como
noutros tempos, quando as mulheres comecaram a condu-
zir, ouviam-se comentdrios do género: “Sdo mulheres...”,
”S6 podia ser mulher...”, ”"Nem sabem conduzir...” E condu-
ziamos fenomenalmente!

Quando enfrentas uma olimpiada, podes sair-te bem
ou mal. Essa espécie de medo do fracasso influencia. A se-
gunda razao, é que tém um sentido muito mais pragmatico.
Tém uma grande quantidade de testes e exames para fazer
enquanto estudantes e preferem priorizar essas atividades.

Um rapaz se tem um problema de Matemadtica na ca-
beca fica com ele na cabeca. E uma rapariga é muito mais
pratica, se tenho um exame de Histéria vou estudar para
isso, para obter aprovagédo e depois logo penso no proble-
ma. Depois, quer queiras quer ndo, por tradi¢do, hd muitos
mais rapazes a participar nas olimpiadas. Imagina que és
uma jovem de 16 anos e chegas a um coletivo em que to-
dos sdo rapazes, ndo te vais sentir confortdvel. Vais sentir-te
deslocada. Que ocorreria se fosse ao contrario? Igual, claro.
No fundo é uma mistura destes fatores. Nao é que seja uma
olimpiada de segunda ou nada do género.

GAZETA Maria, voltemos a focar-nos em ti. Fs reconhecida
como a “madre de las Mates” espanhola. Além deste reco-
nhecimento, qual consideras ter sido o teu contributo mais
importante para a Matematica espanhola?

MARIA [Risos] Isso foi uma jornalista que se lembrou de
dizer. N&o sou eu!! Ndo é um prémio de reconhecimento.
O meu contributo para a Matematica espanhola é o meu
trabalho para as Olimpiadas. Mas isso ndo é uma coisa que
se faca sozinha. O que eu tive foi a sorte do reconhecimen-
to! Hd muitos outros a quem ndo se reconhece por terem
ajudado estes mitidos que irdo puxar pela Matematica es-
panhola. Eu chamo-lhes os meus “polluelos” (pintainhos).
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Eles, quando se conhecem, perguntam coisas deste tipo:
“Tu também és um polluelo de Marfa?”

Nao hd nenhum teorema de Maria. [Risos] Este é o
meu contributo. A jornalista do EI Mundo é que disse isso.
Depois disso, meio na brincadeira, os meus companheiros

comecgaram a dizer: “Vem af a M3e...”

GAZETA Com a “Era” da IA, como vés a preparagdo dos
alunos olimpicos? Como achas que pode conviver a infor-
macdo arquivada em bruto com a genialidade de uma boa
demonstragéo que resulta do trabalho e das técnicas?

MARIA E verdadeiramente dificil responder a esta per-
gunta. Para o fazer, penso no que aconteceu com o xadrez.
Apesar de o computador conseguir jogar, continua a haver
quem se sinta estimulado a jogar e continua a haver cam-
peonatos. Os tipicos problemas-padréo de que hd pouco
faldvamos, que os chineses, os estado-unidenses e outros
enfrentam muito bem, deixam de ser problemas e passam
a meros exercicios. Esses a IA deve fazé-los num piscar de
olhos. No entanto, acredito que a frescura da inteligéncia
humana possa ser superior a IA a outros niveis. Tudo isto é
uma incégnita.

Ao que parece, em problemas de geometria, a IA da-
-se muito bem. Acho que propuseram os desafios da olim-
piada deste ano ao ChatGPT e ele também ndo conseguiu
fazer integralmente o tal problema 5. Mas, ao que parece,
0 ChatGPT conseguiria uma medalha de prata‘.

Mesmo que assim seja, devemos continuar a fomentar
a criatividade dos mitidos sem fechar todas essas janelas.
A semelhanga do que fizemos com a aceitagdo das calcu-
ladoras. N&o obstante, sabemos que o calculo mental lhes
garante uma certa intuigdo. Nada de dizer que ndo merece
a pena investir nisto. Claro que tenho um pouco de medo
do futuro. Quem sabe como vai evoluir o mundo? Nao foi
neste verdo que houve uma quebra global, onde cairam em-
presas como a Microsoft? No entanto, deixem-me dizer-vos
que j& apresentei alguns problemas ao ChatGPT e na maio-
ria das vezes obtive solu¢Ges disparatadas. [Risos]

GAZETA Sabemos que foste responsével pela organizacdo
da Olimpiada Internacional que decorreu em Madrid, em
2008. O que recordas desta organizagdo? De que forma este
evento foi importante para o pafs?

MARIA Para mim, foi um sonho. De alguma forma, a gran-
de maioria da RSME envolveu-se nesta organizacdo. Gente
muito importante, de muito prestigio, esteve envolvida de



forma empenhada, e no que respeita a organizagdo éramos
todos iguais. Tivemos também a sorte de que nessa altura
0 Ministério da Educagéo tenha dado conta da importan-
cia do evento e nos tenha concedido um apoio financeiro
fabuloso. E ao realizarmos a Olimpiada Internacional em
Madrid, a Comunidade Auténoma de Madrid e o Ayunta-
miento (Cdmara Municipal) de Madrid também apoiaram
muito. Foi um movimento tinico, em que até a Casa Real se
envolveu. Os atuais reis (na época, ainda principes) estive-
ram no encerramento do evento com os jovens olimpicos.
Para todos os que participaram, foi uma aventura que enri-
queceu muito.

Uma das penas que tenho é ndo ter conseguido chegar
a 100 paises participantes. Ficimo-nos pelos 98. Lembro-me
que o Paquistdo e a Nigéria ndo conseguiram o visto. Che-
garam os chefes, mas ndo os jovens. E o Panamd, pais irméo,
perguntou-nos se lhes poderiamos pagar os bilhetes. N&o o
fizemos, ndo porque ndo tivéssemos dinheiro, mas porque
ao fazé-lo terfamos de té-lo tornado publico previamente a
todos os que necessitassem.

Conviddmos alguns paises observadores, que no ano
seguinte jd foram a Olimpiada Internacional que ocorreu na
Alemanha e eles conseguiram chegar aos 100.

Para além de chegar aos 100, tinhamos como objeti-
vos que ndo faltasse nenhum pais europeu, reincorporar
0 Magrebe e conseguir ter toda a Ibero-América. Foi uma

aventura!

GAZETA Na entrevista ao El Mundo comparas a Matemati-
ca com a musica. Podes concretizar? Serd pela ordem, pela
harmonia ou pela beleza?

MARIA Desde logo pela beleza e, também, porque, por
exemplo, na Fisica, para fazeres algo importante, precisas
de um percurso prévio. Na Matemdtica, como na misica,
existem os Mozart. Ha criangas que superam os seus mes-
tres desde muito pequenos, tal como na musica. Se pre-
tenderes entusiasmar com a mdusica, ndo podes comegar a
estimular com a nona sinfonia. Tens de escolher algo mais
simples que lhes agrade mais. Tens de comegar pelas par-
tes da Matematica elementar que sdo bonitas. E, sobretudo,
pela beleza de saber escutar a melodia das matematicas.

GAZETA O que falha no ensino mundial para que a Mate-
matica continue a ser entendida como o terror dos terrores?

MARIA Se calhar, ndo estamos a ensinar bem, se calhar, es-
tamos a falhar na formagdo de professores. Principalmen-

te, os que lecionam aos mitidos pequenos. Provavelmente,
esses ndo tém de saber muitissima Matemdtica, mas a que
souberem tem de lhes agradar e tém de a entender. Se subi-
mos as idades, por exemplo, para os 13 anos, qualquer um
pode estudar autonomamente sobre Histéria ou Biologia,
enquanto na Matemdtica um professor tem uma grande
importancia na aprendizagem. Também posso dizer que
o professor de Matematica tem uma vantagem. A maioria
dos pais néo lhes interessa a nota dos filhos em Gindstica
ou em Expressdo Plastica, mas interessa-lhes saber se sa-
bem Matematica. Ninguém discute a sua importancia.

GAZETA Maria, que gostarias de ver acontecer na Matema-
tica espanhola?

MARIA Era ter um ouro na Olimpiada Internacional. [Risos]
Um dos meus polluelos, Ricardo Pérez-Marco, se ndo fosse
espanhol, talvez francés, provavelmente ja teria uma Me-
dalha Fields. Foi a primeira prata espanhola numa Olimpi-
ada Internacional. H4 um prémio com o seu nome que tem
como objetivo premiar os integrantes da sele¢do olimpica
espanhola que obtiverem a medalha de ouro nas Olimpia-
das Internacionais de Matemdtica. Cada medalha de ouro
receberd o equivalente a dez mil euros em bitcoins, utilizan-
do o preco do bitcoin no dia do antincio dos prémios. Enfim,
noés temos de criar os meios e eles tém de por a sua parte
e ter um pouquinho de sorte. A sorte é muito importante:
o tema que calha, como se sentem... E se ndo tém sorte, 14
estaremos para os ajudar a apanhar os cacos e os animar,
para que nao desistam e para que desfrutem do que fazem.
E por isso que me chamam a “madre de las Mates”. [Risos]
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https:/Iwww.newscientist.com/article/244 | 450-deepmind-ai-gets-silver-me-
dal-at-international-mathematical-olympiad
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PORTUGAL CONQUISTOU UMA MEDALHA DE PRATA E DUAS MEDALHAS DE
BRONZE NAS OLIMPIADAS IBERO-AMERICANAS DE MATEMATICA

Tarija, na Bolivia, recebeu a 397 edicdo das Olimpiadas
Ibero-Americanas de Matemdtica (OIAM). Conhecida
como a capital do vinho e do sorriso, a cidade recebeu 79
alunos de 21 paises, entre 18 e 25 de setembro. Portugal
saiu da competi¢do com uma medalha de prata, duas de
bronze e uma mencao honrosa.

Tomds Faria, aluno do Colégio Moderno, conquistou a
medalha de prata, e Miguel Francisco, da Escola Secun-
déaria Infanta D. Maria, e Miguel Domingos, da Escola Se-
cunddria Rainha D. Leonor, arrecadaram as duas meda-
lhas de bronze. J4 Henri Campagnolo, do Lycée Frangais

o

-
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Charles Lepierre, conseguiu uma mengéo honrosa por ter
uma questdo completamente certa.

Além dos alunos, faziam parte da equipa Joana Teles,
capitd de equipa, professora do Departamento de Ma-
tematica da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Uni-
versidade de Coimbra, e Nuno Arala, tutor da equipa e
ex-olimpico.

Portugal participou pela primeira vez nas Olimpiadas
Ibero-Americanas de Matemética em 1994 e, desde entéo,
conquistou oito medalhas de ouro, 28 medalhas de prata
e 46 medalhas de bronze.




CENTENARIO DO NASCIMENTO DO PROFESSOR BENTO MURTEIRA

No dia 15 de novembro teve lugar uma sessdo
de homenagem ao professor Bento Murteira, na
data em que se comemorou o centendrio do seu
nascimento. O evento decorreu no Saldo Nobre
do ISEG e foi organizado pela Sociedade Portu-
guesa de Estatistica e pelo Instituto Superior de
Economia e Gestdo, juntamente com o Centro de
Matematica Aplicada a Previsdo e Decisdo Eco-
némica e o Centro de Estatistica e Aplicacdes.

Centenario do Nascimento

Professor BE NTO
MURTEIRA

15 NOV 2024

[ I e —

STIUL g ceMaPRE

Todos os anos o Dia Internacional da Mate-
maética IDM) tem um tema diferente, assim é
possivel despertar a criatividade e trazer luz
as ligacdes entre a matematica e todos os tipos
de campos, conceitos e ideias. O tema do IDM
2025 serd Matemadtica, Arte e Criatividade.
A criatividade une a matemadtica e a arte,
campos que podem parecer separados, mas
estavam originalmente interligados, ambos
procurando revelar a beleza do Universo.
Todos os paises do mundo estdo con-
vidados a participar. Saiba mais em:
https:/fwww.idm314.0rg.

Bento Murteira deixou um legado impar na His-
téria da Matematica Aplicada e da Estatistica em
Portugal.

Durante o evento foi lancada uma nova edigao do
livro Estatistica: Inferéncia e Decisdo, anteriormen-
te editado pela Imprensa Nacional-Casa da Mo-
eda e atualmente esgotado. Em breve, serd tam-
bém disponibilizada uma edigao digital do livro.

NOTICIAS
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PREMIOS
CIENCIA

VIVA

2024

JORGE BUESCU E O VENCEDOR DO GRANDE PREMIO CIENCIA VIVA 2024

Jorge Buescu, doutorado em Matemdtica e antigo presi-
dente da Sociedade Portuguesa de Matemadtica, é o ven-
cedor do Grande Prémio Ciéncia Viva 2024. Este prémio
distingue personalidades e entidades com intervengées
de mérito na divulgagéo cientifica e tecnolégica. Os Pré-
mios Ciéncia Viva sdo atribuidos anualmente desde 2012.
Jorge Buescu destaca-se por ter um vasto curriculo de
centenas de artigos cientificos publicados em revistas
nacionais e internacionais e publica¢des sobre a impor-
tancia da matemadtica no ensino e na sociedade, a par de
vérios livros de divulgacdo cientifica de grande éxito edi-
torial. Tem ainda um enorme prazer em mostrar o lado
ludico da matematica.

Licenciou-se em Fisica na Faculdade de Ciéncias da Uni-
versidade de Lisboa, é mestre em Matemdtica pelo Ins-
tituto Superior Técnico (IST) e obteve o doutoramento,

também em Matemadtica, pela Universidade de Warwick
(Reino Unido). Foi professor no IST durante mais de duas
décadas, e é Professor Associado com Agregacdo na Fa-
culdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa. Em 2001,
recebeu o Prémio Rémulo de Carvalho de Investigagdo e
Divulgacéo. Foi presidente da Sociedade Portuguesa de
Matemaética, entre 2016 e 2018, Diretor da Gazeta de Mate-
mdtica do n.° 154 ao n.° 162 (de 2008 a 2010), e é o primeiro
portugués a desempenhar o cargo de vice-presidente da
European Mathematical Society, organizacdo com a qual
colabora desde 2008.

A ceriménia de entrega dos Prémios Ciéncia Viva 2024
decorreu no Dia Nacional da Cultura Cientifica, 24 de no-
vembro, no Pavilhdo do Conhecimento — Centro Ciéncia
Viva, em Lisboa.

CANDIDATURAS ABERTAS PARA INICIATIVAS DE APOIO AS MULHERES NA MATEMATICA

O Comité para as Mulheres na Matemadtica da Inter-
national Mathematical Union (IMU) convida a sub-
missdo de propostas de financiamento até €3000 para
atividades ou iniciativas de apoio as mulheres na ma-
temdtica. As candidaturas deverdo ser feitas através
da pdgina da IMU Grants (https://grants.mathunion.org)
até ao dia 13 de dezembro de 2024. Os projetos terdo
a duragdo de um ano e deverdo ter inicio em margo
de 2025. Cada candidato apenas pode submeter uma
candidatura.
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CONGRESSO INTERNACIONAL DE MATEMATICOS 2026 EM FILADELFIA

O préximo Congresso Internacional de Matemati-
cos (ICM) decorrera de 23 a 30 de julho de 2026, em
Filadélfia, nos Estados Unidos da América, e a 202
Assembleia Geral da International Mathematical
Union acontecerd alguns dias antes em Nova lor-
que, nos dias 20 e 21 de julho de 2026. O sife oficial
do Congresso é www.icm2026.0rg e o programa do
evento serd disponibilizado na primavera de 2025.
A presidente do Comité do Programa do
ICM 2026 é Claire Voisin, investigadora do CNRS,
Institut de Mathématiques de Jussieu-Paris Rive
Gauche.

Neste momento estd aberta a submissdo de pro-
postas para Conferéncias Satélite e outros possi-
veis eventos a associar e complementar ao Con-
gresso Internacional de Matemdticos de 2026.
Serdo aceites eventos organizados em universida-
des, institutos de investigagdo e organizagdes cien-
tificas nos Estados Unidos, no Canadé e no México.
Os eventos deverdo decorrer entre maio e setem-
bro de 2026 e envolver uma perspetiva internacio-
nal sobre algum aspeto das ciéncias matematicas,
com temas de conferéncias relacionados com as
dreas cientificas abrangidas pelo ICM. As propos-
tas deverdo ser submetidas até 31 de dezembro.

COLOQUIO DE MATEMATICA RECREATIVA
8 TERA LUGAR EM LISBOA

O Recreational Mathematics Colloquium 8 | Gathering
for Gardner Europe terd lugar em Lisboa de 27 a 29 de
janeiro de 2025. Haverd uma exibigdo de matemdtica
recreativa no dia 26 de janeiro, domingo, para o pu-
blico em geral, que inclui um espetdculo e uma sesséo
intitulada Os Nossos Problemas Favoritos. O encontro
terd lugar no Pavilhdo do Conhecimento e conta com o
apoio da Ciéncia Viva. As propostas de apresentagdo
deverdo ser submetidas até 6 de dezembro de 2024.
Todas as duvidas poderdo ser esclarecidas através do
e-mail ludus@ludicum.org.

N | C M

International Congress
of Mathematicians
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ALMOGO DE ANIVERSARIO DA SPM

A Sociedade Portuguesa de Matemdtica celebra
84 anos no dia 10 de dezembro e convida todos
0s s6cios e amigos a participarem no almogo
comemorativo que estd a organizar para assi-
nalar a data. A celebragao terd lugar no dia 14
de dezembro, sdbado, em Lisboa, em local a de-
signar. Contamos com a sua presenca!
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EXPOSICAO TIPOGRAFIA MATEMATICA NA IMPRENSA DA UNIVERSIDADE 1772-1934

Cipografia

Matematica

NA IMPRENSA DA UNIVERSIDADE

177271934

Os Estatutos Pombalinos da Universidade de Coimbra
(UQ), aprovados em agosto de 1772, criaram a Faculda-
de de Matematica, a primeira no mundo dedicada a esta
disciplina. Os primeiros professores da nova Faculdade
foram nomeados poucos dias depois, a 11 de setembro. O
alvard de 16 de dezembro de 1773 concedeu a Imprensa
da Universidade o exclusivo da impressdo dos livros clds-
sicos dos estudos matemdticos. Entre os primeiros livros
publicados pela Imprensa da Universidade encontra-se a
obra de Etienne Bézout (1730-1783), Elementos de Aritméti-
ca, numa tradugao do original francés.

No passado dia 18 de outubro, foi inaugurada a exposi-
¢do Tipografia Matemdtica na Imprensa da Universidade 1772-
1934, que apresenta diversos episédios marcantes desta

LOJA SPM COM DESCONTOS ATE AO NATAL

A Loja SPM tem disponiveis promog¢ées e descontos
em livros até ao Natal. Ciéncia a Brincar — Descobre
as Simetrias e Anténio Aniceto Monteiro — Uma Fo-
tobiografia a Varias Vozes sdo apenas alguns exem-
plos dos livros que estardo com preco reduzido.
Visite a loja em www.spm.pt e ofereca matematica.
Todas as semanas novos livros estardo disponiveis.
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caminhada conjunta, no periodo compreendido entre a
Reforma Pombalina de 1772 e a extin¢do da Imprensa da
Universidade em 1934, pelo Estado Novo.

Esta mostra, patente ao publico no piso 0 do Departamen-
to de Matemaética da Universidade de Coimbra (DMUC),
surge na sequéncia da exposigdo Tipografin Matemiti-
ca Portuguesa 1496-1987, patente ao ptublico em 2021 em
Leiria, e constitui uma homenagem a Isabel Narra de
Figueiredo, entdo presidente do Centro Internacional de
Matematica e coordenadora da Biblioteca Matemdtica. A
organizacdo da exposicdo esteve a cargo de Anténio Leal
Duarte, Carlos Tenreiro, Carlota Simdes e Fernando Fi-
gueiredo, professores do DMUC. A exposicdo poderd ser
visitada até 28 de fevereiro de 2025.
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NOTA SOBRE O 9.° ENCONTRO
IBERICO DE MATEMATICA

Trés dias de partilha ibérica da Matemdtica.

9.2 edigdo do Iberian Mathematical Meeting (IMM)

decorreu entre os dias 2 e 4 de outubro, no campus de
Ponta Delgada da Universidade dos Agores. Este encontro
bienal ibérico, um evento conjunto da Sociedade Portu-
guesa de Matematica (SPM) e da Real Sociedad Matemati-
ca Espafiola (RSME), teve a sua primeira edi¢édo em Lisboa
(2007) e realiza-se alternadamente em Portugal e Espanha.
No seu percurso conta ja com as seguintes edigdes: Badajoz
(2008), Braga (2010), Valladolid (2012), Aveiro (2014), San-
tiago de Compostela (2016), Evora (2018) e Sevilha (2022).

O Encontro Ibérico de Matemdtica permite que in-
vestigadores portugueses e espanhdéis se encontrem num
mesmo espago, promovendo a partilha dos seus trabalhos
e a criacdo de condigdes para o estabelecimento de coope-
ragdes futuras, seguindo uma estrutura tematica baseada
na escolha de algumas dreas cientificas. Este ano, recaiu
nas seguintes dreas temadticas: Matemdtica Recreativa;
Matematica e Medicina; e Matemaética, Sustentabilidade e
Alteragdes Climadticas. As contribui¢des foram partilhadas
em sessdes plendrias, sessdes paralelas (propostas e convi-
dadas) e apresentagdes em formato péster.

A Matematica Recreativa contou com vdrias participa-
¢Oes, evidenciando que esta vertente continua a apresen-
tar-se como um meio eficaz para atrair o interesse quer
de académicos, quer do ptblico em geral, promovendo a
difusdo e a valorizagdo da Matematica de uma forma ape-
lativa e estimulante. Neste A&mbito, foram destacados di-
versos exemplos memordaveis ao longo da histéria da ma-
temaética, tais como as obras de Lillian Rosanoff Lieber e
de Girolamo Cardano. Outros temas explorados inclufram
a magia matemadtica, em particular, a realizada através

CARTAS DA DIREGAO

Luis RocApas
DirecAo SPM
rocadas@utad.pt

dos truques de cartas, com raizes em textos antigos que
continuam a ser usados para ensinar diversos conceitos
matemadticos, bem como o engenhoso plano de lotaria pu-
blicado em Portugal em 1834, que aplicava conceitos com-
binatérios, destacando-se a sua importancia como forma
de recreagdo social na época. Também houve lugar para
contribuicdes histdricas: desde as suas origens na Suméria
até a evolucdo como um ramo multidisciplinar que inte-
gra histéria, educagdo, cultura popular e conceitos mate-
maticos. Deu-se especial destaque ao intervalo temporal
compreendido entre o século XVII (quando surgiu pela
primeira vez a designacdo “Matemdtica Recreativa”) e os
dias de hoje, bem como as conceg¢des opostas, que oscila-
ram entre defender que todo o edificio matemdtico é re-
creativo e considerar que um assunto formal ndo é lidico.
A este leque de participacdes juntaram-se estratégias de
ensino da Matemaética que visam tornar a aprendizagem
desta disciplina mais envolvente e eficaz, por intermédio
de dindmicas variadas como os escape rooms e a Matemitica
fora de portas. Foi, também, dado o exemplo do jogo Dots
& Boxes, realcando-se o uso que faz da Férmula de Euler e
do Teorema de Sprague-Grundy, resultados fundamentais
para uma andlise mais aprofundada do jogo e das suas
estratégias. Por tltimo, apresentou-se uma andlise da es-
trutura das pavimentagdes de Escher e a sua relagdo com
o trabalho de Roger Penrose.

Os contributos das sessdes de Matemética e Medici-
na exemplificaram a importancia da Matemadtica na me-
dicina contemporanea, evidenciando como a modelagido
matemdtica pode informar préticas clinicas e fomentar
inovagoes nos cuidados de satide. Um dos temas centrou-

CARTAS DA DIREGAO
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-se na modelacdo das estratégias adaptativas de bactérias
e virus através de sistemas de equagdes diferenciais. Os
modelos em causa permitem compreender como estes or-
ganismos desenvolvem resisténcia a tratamentos e afetam
o sistema imunolégico, permitindo o desenvolvimento de
terapias mais eficazes. No tratamento do cancro, a utili-
zagdo de técnicas de controlo 6timo foi abordada como
uma forma de otimizar protocolos de tratamento. Este
método matemdtico permite ajustar as dosagens dos me-
dicamentos, com o objetivo de minimizar o tamanho do
tumor enquanto se previne o desenvolvimento de resis-
téncia aos farmacos. Adicionalmente, a dinAmica do DNA
foi explorada utilizando objetos topoldgicos para modelar
cadeias de DNA, proporcionando novas perspetivas sobre
a recombinacdo genética e a formacdo de nés. A aborda-
gem combina topologia com biologia molecular para ofe-
recer uma compreensdo mais detalhada dos mecanismos
que regem o comportamento do DNA em contextos di-
versos. Exploraram-se, de igual modo, outros temas, tais
como as estratégias inovadoras que visam o controlo de
epidemias de dengue e maldria, a modelacdo matemati-
ca de tratamentos oculares e a investigagdo sobre placas
aterosclerdticas mobilizando a andlise de diferentes su-
posigdes estruturais e de pardmetros hemodinamicos, fo-
cando-se técnicas de controlo 6timo de fluidos regulados
pelas equagdes de Navier-Stokes. Foi ainda evidenciada
a importancia da estatistica na anélise de uma ferramen-
ta que permite identificar padrdes de tendées saudaveis
e patoldgicos em imagens de ultrassom, na discussdo da
problemdtica dos coeficientes padronizados, na andlise de
regressdo e na apresentagdo de um algoritmo de inferén-
cia bayesiana para a estimativa de pardmetros num mode-
lo da evolucdo de glioblastoma multiforme.

Finalmente, as comunica¢Ges na drea de Matematica,
Sustentabilidade e Altera¢des Climdticas vieram ressal-
tar a importancia da aplicagdo de modelos matematicos
para compreender o impacto das alteragdes climéticas e
para melhorar o entendimento e o desenvolvimento de
estratégias que visem mitigar os efeitos destes fenémenos
em diversas regides. Foi neste sentido que se explorou a
aplicacdo da teoria dos sistemas dindmicos para prever
eventos climdticos extremos. Esta abordagem baseia-se na
identificacdo de padrées atmosféricos de baixa dimensdo
e alta persisténcia, que podem oferecer previsibilidade
significativa. Exemplos citados incluem os que causaram
as tempestades Filomena e Gléria, bem como as ondas de
calor recentemente observadas na Peninsula Ibérica. Fa-
lou-se também da modelagdo espago-temporal bayesia-

na para analisar recordes de temperatura maxima didria
em Espanha. Utilizando testes de hipéteses estatisticas,
os investigadores identificaram mudangas climadticas
ndo estaciondrias, revelando que o nimero de recordes
de temperatura duplicou na tdltima década. Estas alte-
ragdes mostram variagdes significativas tanto espaciais
quanto temporais, sublinhando a urgéncia de interven-
¢do. Outra temdtica que recebeu igual destaque foi a do
impacto das mudangas climéticas na disponibilidade de
dgua, tema particularmente inquietante, uma vez que as
crescentes frequéncia e duracdo dos perfodos de seca al-
teraram o ciclo hidrico e diminuiram a disponibilidade de
recursos hidricos, especialmente em regides como Portu-
gal. As discussdes sublinharam a necessidade urgente de
implementar uma gestao sustentdvel da dgua, focando-se
em sistemas de irrigagdo mais eficazes para mitigar os
efeitos adversos da seca prolongada. Realizou-se, ainda,
uma apresentagdo no ambito da programacio estocdstica
multiescalar e da sua aplicagdo na transigdo energética,
na qual se abordaram de igual modo as decisées a longo
prazo sobre tecnologias de geragdo de energia e a sua in-
teragdo com operagdes de curto prazo devido a natureza
intermitente dos recursos renovdveis.

Como forma de recuperar do trabalho intenso, este en-
contro contou ainda com alguns momentos livres em que
os participantes puderam optar por uma visita ao Centro
de Informagao e Vigilancia Sismovulcanica dos Agores ou
a uma plantagdo de ananases, ou explorar livremente a ci-
dade, e ainda confraternizar no habitual jantar do encontro.

Resta deixar uma palavra de agradecimento a todos
os participantes que contribuiram para que o 9th IMM
tivesse o elevado nivel cientifico que se esperava, e uma
particular referéncia e o agradecimento a importante con-
tribui¢do da Comissao Cientifica do encontro: Pedro Ale-
gria, da Universidade do Pais Basco; Juan Belmonte Beitia,
da Universidade de Castilla-La Mancha; Jorge Milhazes
Freitas, da Universidade do Porto; Juan Miguel Morales,
da Universidade de Malaga; Adélia Sequeira, da Univer-
sidade de Lisboa; e Jorge Nuno Silva, da Universidade de
Lisboa.

Para terminar, por todo o seu trabalho, o seu empenho,
a sua disponibilidade e a sua simpatia, uma palavra mui-
to especial de agradecimento aos colegas da Universidade
dos Acgores que constituiram a Comissdo Organizadora
Local: Ana Paula Garrdo, Margarida Raposo e Ricardo
Cunha Teixeira.

Em 2026, contamos com nova edigdo, por terras de
Espanha.
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POLITICA EDITORIAL DA GAZETA DE MATEMATICA:

Gazeta de Matemadtica continua a ser, tal como
acontece desde a sua fundagdo em 1940, o prin-
cipal elo de ligacdo da Sociedade Portuguesa de Ma-
temdtica com a comunidade matematica portuguesa.

A Gazeta de Matematica é uma publicagdo essen-
cialmente de divulgacdo da cultura matematica. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matematica
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela
matematica.

A Gazeta de Matematica publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e secgdes
permanentes.

Incentivamos os nossos leitores a enviarem textos
para publicacdo na Gazeta de Matemadtica. Damos
preferéncia a artigos curtos (4 a 6 paginas) sobre temas
que tenham interesse para o nosso ptblico: algo rela-

cionado com um tema de investigacdo que possa ser
explicado a comunidade matematica em geral, algum
aspecto curioso de matemdtica menos conhecido, uma
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor
ou simplesmente algo que tenha uma ligagdo com o
mundo matematico.

Os artigos poderdo ser submetidos a apreciagdo de
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um
parecer sobre a sua adequagéo para publicacdo na Ga-
zeta de Matematica.

Os textos podem ser submetidos em
LaTeX ou em Word (com uma versdo em PDF). No
caso de o documento conter muitas férmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereco:
gazeta@spm.pt.

ASSINATURA DA GAZETA PARA O ANO 2025

Preco Assinatura
de Capa . Assinatura Assinatura
(avulso) + GU|r?e-B|s,sat{ Resto do para socios de Apoio
portes de Portugal Europa S.Torne e Principe Mundo SPM p

envio Timor Leste

4.2€ 12€ 15€ 12€ 17€ 0€ >17.5€

A SPM disponibiliza na pdgina http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informagdo sobre emprego e carreira
para matemadticos. As pessoas interessadas em incluir antncios neste site devem enviar um email com os dados para

imprensa@spm.pt

Sociedade Portuguesa de Matematica ® Av.da Republica 45,3° esq. ® 1050-187 Lisboa e Telf:21 793 97 85 e Email: spm@spm.pt

VISITE O SITE DA SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

www.spm.pt

E O DA GAZETA DE MATEMATICA

www.gazeta.spm.pt
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