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El problema dei número de isómeros en las séries homólogas 
de la Química Orgânica* 

por Sixto Rios 

1. INTRODUCCIÓN. L a cues t i ón objeto de este t r aba jo 
interesa tanto a m a t e m á t i c o s como a q u í m i c o s , y unos 
y otros han c o n t r i b u í d o a su desarrollo. No carece 
de i n t e r é s observar que f u é un m a t e m á t i c o puro , el 
gran Cayley, quien en 1 8 7 5 c o n s t r u y ó las primeras 
tablas de i s ó m e r o s de las parafinas C„ i î 2 „ + 2 y de los 
alcoholes C„ H.in+i OH, y t a m b i é n un m a t e m á t i c o 
puro , P ó l y a , ha sido quien, en 1 9 3 7 , ha dado un 
avance decisivo a l problema, que h a b í a permanecido 
sensiblemente estacionado, a pesar de algunas apre-
ciables contribuciones de los q u í m i c o s americanos 
Henze, B l a i r , L u n n , Senior, Douglas Per ry y otros. 

Como otros muchos problemas de las aplicaciones, 
esta c u e s t i ó n ha dado or igen a la i n t r o d u c c i ó n de 
de algunos conceptos cuyo i n t e r é s no se l i m i t a a l 
problema de origen, sino que tiene un alcance m u y 
superior. As í Cayley manejo la noc ión t o p o l ó g i c a de 
àrbol y l l egó a l a d e t e r m i n a c i ó n dei n ú m e r o de 
á r b o l e s de ciertos t ipos, siendo este el punto de par
t i d a de una impor tante rama de la M a t e m á t i c a mo
derna, l lamada teor ia de grafos m o complejos unidi-
mens ion ales. 

E l problema de la d e t e r m i n a c i ó n , en cada serie 
h o m ó l o g a de la Q u í m i c a o r g â n i c a , dei n ú m e r o de 
i s ó m e r o s en f u n c c i ó n dei n ú m e r o de carbonos de las 
m o l é c u l a s , se puede precisar en varias direcciones. Se 
puede buscar una f ó r m u l a r é c u r r e n t e , una f ó r m u l a 
di recta exacta, o una f ó r m u l a l i m i t e que nos dê una 
v i s ión del crecimiento del n ú m e r o de i s ó m e r o s en la 
serie considerada al crecer el n ú m e r o de carbonos. 

Puede decirse que d e s p u é s de los t rabajos de Cayley 
no se encuentra n inguna c o n t r i b u c i ó n de i n t e r é s en la 
l i t e r a tu r a hasta los t rabajos de los q u í m i c o s amer i -

A n t e r i o r m e n t e K i r c M i o f f (1874) y Staudt u t i l i z a i o n 
esta m i s m a n o c i ó n en problemas de E l e c t r i c i d a d y Geomet r i a . 

í2> D. Kõnig : Théorie der endliehcn und unendlichen Gra-
phen. ( L e i p z i g , 1936). 

canos Henze y B l a i r que en 1 9 3 1 completaron las 
tablas de Cayley, teniendo en cuenta los e s t e r e o i s ó -
meros, u t i l i zando para ello unas interesantes f ó r m u l a s 
r é c u r r e n t e s , y los de L u n n y Senior ( 1 9 2 9 ) , que esta-
blecieron algunas interesantes relaciones dei problema 
de los i s ó m e r o s con los grupos de permutaciones. 

Pero son, sin duda, los t rabajos de P ó l y a ( 1 9 3 7 ) los 
que representan un progreso decisivo en la c u e s t i ó n . 
E n pr imer lugar , ha logrado P ó l y a f ó r m u l a s r é c u r 
rentes g é n é r a l e s para diversas series h o m ó l o g a s , sin 
tener que considerar casos par t iculares como en las 
f ó r m u l a s de Henze y B l a i r y , en segundo lugar , ha 
l legado P ó l y a , u t i l i zando recursos de la teor ia de f u n 
ciones de var iable compleja y de la teor ia de ecuacio-
nes funcionales, a una f ó r m u l a l i m i t e a s i n t ó t i c a dei 
n ú m e r o de i s ó m e r o s , lo que tiene una i m p o r t â n c i a 
considerable. 

E n lo que sigue pretendemos hacer un resumen de 
los principales resultados de P ó l y a . 

2 . G R A F O S . Vamos a in t roduc i r el concepto abstracto 
de grafo, que es el substratum m a t e m á t i c o de las f ó r 
mulas de es t ruc tu ray e s t e r e o f ó r m u l a s , y permite l legar 
con c la r idad a la d i s t i n c i ó n entre unas y otras, lo que 
no siempre logran los l ibros de Q u í m i c a . 

Siguiendo a P ó l y a , llamaremos grafo <*? a un sistema 
formado por dos clases de elementos : puntos y segmen
tos en número finito, entre los cuales se ha definido la 
relación fundamental «el punto P limita al segmento a» 
o bien «a termina en P», la cual verifica las siguientes 
condiciones : 

I . Cada segmento está limitado por dos puntos. 
I I . Los elementos dei gr afo for man un sistema conexo, 

es decir, se puede llegar de un elemento cualquiera dei 

(i> Vea.se la B i b l i o g r a f i a a l f i n a l . 
<2) E n l a nomencla tura de K õ n i g , los grafos de P ó l y a se 

Hainan grafos f i n i t o s conexos s in lazos. 

* Publicado em « I n v e s t i g a c i ó n y P r o g r e s o » Ano xv, M a d r i d , 1 9 4 5 . 
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grafo a otro mediante pasos sucesivos por elementos dei 
grafo ligados entre si por la relación fundamental. 

Como eonsecuencia resulta que cada segmento e s t á 
l i m i t a d o por dos puntos y cada punto puede ser ex
tremo de uno o m á s segmentos. 

S i es p el n ú m e r o de puntos de un grafo y s el 
n ú m e r o de segmentos, a l n ú m e r o u.=s—p + 1 se le 
l l ama orden de conex ión dei grafo. Si ( i = 0 , el grafo 
se l l ama árbol. U m á r b o l contiene, pues, para el 
n ú m e r o p de puntos, el menor n ú m e r o posible de 
segmentos, a saber: p — l . L a f i g u r a 1 representa un 
gra fo de orden de conex ión 1 ; l a f i g u r a 2, un á r b o l . 

Fio. i Fio. 2. 

U n punto P en el que terminan k segmentos de 
un grafo forma, j u n t o con dichos k segmentos, una 
corona, y P se l l ama centro de la corona. 

E n la f i g u r a 3 se representan dos grafos, en el p r i -
mero de los cuales hay dos coronas de cuarto orden 
y en el segundo una corona de tercer orden. 

Tiene una i m p o r t â n c i a fundamenta l para la apl ica-
c ión a la Q u í m i c a , la n u m e r a c i ó n de los segmentos 
de cada corona de un grafo . Esto podemos hacerlo 
con alguno de los c r i t é r i o s siguientes : 

a) Supondremos el grafo en un plano, y conside
rando una corona de orden k , numeraremos sus 
segmentos a p a r t i r de uno de ellos sucesivamente 
siguiendo el movimiento de la agu ja de un re lo j , colo
cado en el centro de l a corona que consideramos. 
Evidentemente, con este convén io , hay k maneras dis
t in tas de numerar ( s e g ú n el segmento por que comen-
cemos), que pueden representarse por las permutacio-
nes dei grupo c íc l ico Ck. 

b) Podemos considerar el grafo en el espacio de t r è s 
dimensiones. L i m i t á n d o n o s al caso A = 4 , supondre
mos que el centro dei grafo es el centro de un tetrae-
dro regular , y los cuatro v é r t i c e s son los extremos de 
los segmentos que parten de él . Asignaremos a los 
segmentos los mismos n ú m e r o s que a los v é r t i c e s dei 
tetraedro, y és tos los numeraremos de modo que el 
tetraedro resulte dextrorso, es decir, de modo que un 
observador que tenga la cabeza en 1 y los pies en 2 
y delante de él la ar is ta 3 , 4 , tenga a la izquierda 
el 3 y a l a derecha el 4. 

H a y 12 maneras dis t intas de numerar los v é r t i c e s 
dei tetraedro que ve r i f i can aquella cond ic ión . Corres-
ponden a los giros posibles que hacen coinc id i r el 

Fm 3 

tetraedro consigo mismo y pueden representarse por 
las 12 permutaciones dei grupo alternado At. 

c) Consideramos la corona t o p o l ó g i c a m e n t e , es decir, 
sin tener en cuenta su s i t u a c i ó n respecto a l plano o a l 
espacio que la rodea. E n esto caso consideramos k ! 
numeraciones posibles en una corona de orden k , las 
cuales v e n d r á n representadas por el grupo s i m é t r i c o . 

Vamos ahora a considerar el concepto de congruên
cia de dos grafos, que es fundamenta l desde el punto 
de v is ta t eó r i co y en l a a p l i c a c i ó n a la Q u í m i c a . 

Supondremos clasificados los puntos del grafo en 
tipos, con la cond ic ión de que cada punto perteiiezca 
a un solo t i p o . Un c r i t é r i o puede ser el n ú m e r o de 
segmentos que terminen en cado punto : pero pueden 
darse otros c r i t é r i o s (por ejemplo, en Q u í m i c a , el ele
mento a que pertenece el á t o m o ) . Supondremos t a m -
b i é n numerados los segmentos de cada corona ' " . 

Diremos que los grafos G y G' son congruentes s i 
existe una c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n í v o c a entre sus ele
mentos, que. v e r i f i c a las siguientes condiciones : 

a) A cada segmento de G corresponde un segmento 
de G' . 

3) A cada punto de G corresponde un punto del 
mismo t ipo en G1. 

•y) Se conserva l a r e l a c i ó n fundamenta l entre los 
elementos transformados. 

S) A cada corona de G corresponde una corona 
de G', y las correspondientes permutaciones fo rman 
parte dei grupo correspondiente. 

Es fác i l comprobar que la c o n g r u ê n c i a de grafos 
as í de f in ida p o s é e las propriedades re f lex iva , s i m é 
t r i c a y t r ans i t iva . 

3. FÓRMULAS QUÍMICAS . S i los puntos dei grafo los 

consideramos como á t o m o s y los segmentos como 
v a l ê n c i a s , un grafo no es ot ra cosa que una f ó r m u l a 
q u í m i c a teoricamente posible. L a cond ic ión I de la 

( l í Un segmento puede pertenecer a dos coronas, pero los 
dos n ú m e r o s que le corresponde^ entonces son completa
mente independientes. 
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d e f i n i c i ó n de grafo , s ign i f ica ahora que no hay v a l ê n 
cias l ibres, y la c o n d i c i ó n I I de conex ión s igni f ica 
qne el conjunto de á t o m o s considerado fo rma una sola 
m o l é c u l a . 

Las condiciones a ) , p) y 7) de l a d e f i n i c i ó n de 
•congruênc ia tienen un s ignif icado perfectamente claro, 
pues no hacen m á s que precisar que se t r a t a de una 
•congruênc ia t o p o l ó g i c a en que no se tiene en cuenta 
l o n g i t u d de segmentos, etc. 

L i m i t á n d o n o s , por ejemplo, a grupos formados por 
á t o m o s de cuatro v a l ê n c i a s y una v a l ê n c i a , los Uama-
dos CH-grafos, entre los que se encuentran las para
finas, podemos aclarar la s i g n i f i c a c i ó n de l a condi
c i ó n S de la c o n g r u ê n c i a : Si asignamos a cada corona 
•el grupo s i m é t r i c o S i t diremos que dos grafos con
gruentes son topolófficamenle iguales, s i le asignamos 
e l grupo cíc l ico C 4 diremos que son planimétricamente 
igua les , y si le asignamos el grupo alternado At d i re 
mos que son estereométricamente iguales. L a in t roduc
t i o n de la noe ión de grupo l igado a cada corona, per
mi te a s í una d i s t i n c i ó n r igurosa entre f ó r m u l a s de 
« s t r u c t u r a y e s t e r e o f ó r m u l a s . 

Dos grafos t o p o l ó g i c a m e n t e iguales corresponden 
& la misma fórmula de estructura (y con esto quedan 
imp l i c i t amen te definidos los isómeros de estructura), 
y dos grafos e s t e r e o m é t r i c a m e n t e iguales correspon
den la a misma estereofórmula (así quedan definidos 
los estereoisómeros). L a noc ión de carbono a s i m é t r i c o 
es perfectamente clara : centro de una corona con cua
tro ramas t o p o l ó g i c a m e n t e dis t in tas . 

4. L A S FÓRMULAS RÉCURRENTES D E P Ó L Y A . Vamos a 

ind ica r brevemente cómo se obtiene una f ó r m u l a r é 
currente que nos dé el n ú m e r o R„ de radicales a l k í -
licos — C„ H^,+t estructuralmente dis t intos. Ev iden te 
mente, . R 0 = l . Si suponemos n > l , resulta que R„ 
da el n ú m e r o de alcoholes C„ Hini.t OH es t ruc tura l 
mente dis t intos , y tales alcoholes pueden obtenerse 
de i me t í l i co CH3 OH, sust i tuyendo los t r è s á t o m e s de 
hidrogeno por t r è s radicales a l k í l i c o s : 

con la cond ic ión 

(2) j + k + l = n - l , j > 0 , k > 0 , l > 0 . 

Dis t ingu i r emos t r è s casos : 

a) Los n ú m e r o s j ,k ,1, son dis t intos (podemos su-
poner, por ejemplo, j <k<l) . 

L a cond ic ión de los t r è s radicales da luga r a 
Mj • Rk • R,, compuestos dis t intos. 

b ) Si hay dos n ú m e r o s iguales (por ejemplo, 
ji=k = l ) , el n ú m e r o de compuestos es: 

Rk (Rk 4-1) 
li: ' 

2 ! 

c) S i es j=k = l , el n ú m e r o de compuestos es : 
Rj(R, + l ) ( f f , + 2) 

3 ! 

Sumando para todos los casos posibles, tendremos l a 
f ó r m u l a de P ó l y a 

(3) 
R _ R, (Ri + Í ) (R, + 2) + s B„(Bk+l) + 

3 ! 

Rj Rk Ri 

2 ! 

+ 2 
»<*<' 

C ó m o se ha de ve r i f i ca r la cond ic ión (2), resulta que 
el p r imer t é r m i n o sólo se refiere a índ ices j tales que 
3y = re—1 ; la p r imera sumatoria supone, adernas de 
j ^ k , que j +2k = n—1, y la tercera supone que sea 
j < k < l y j + k + l=n—1. 

Con lo anter ior no hemos hecho m á s que dar una 
idea del t i po de razonamientos que han permi t ido a 
P ó l y a deducir m u l t i t u d de f ó r m u l a s r é c u r r e n t e s para 
los n ú m e r o s de i s ó m e r o s en series h o m ó l o g a s . 

5. L A S FÓRMULAS ASINTÓTICAS D E P Ó L Y A . Estas f ó r m u 

las const i tuyen, s in duda, la c o n t r i b u c i ó n m á s per
sonal e interesante de P ó l y a a l problema de los i s ó 
meros. F ó r m u l a s r é c u r r e n t e s como las que hemos vis to 
en el § 4, permi ten determinar sucesivamente el 
n ú m e r o de i sómeros conociendo el n ú m e r o de á t o m o s 
de carbono ; y construir de este modo una tab la de la 
que es posible deducir algunas indicaciones sobre el 
crecimiento dei n ú m e r o de i sómeros en r e l a c i ó n con n. 

A s í puede llegarse a f ó r m u l a s aproximadas e m p í r i 
cas ; pero una f ó r m u l a asintótica permi te precisar 
m á s , como vamos ver. 

P ó l y a ha demostrado que si designamos por Rn el 
n ú m e r o de i s ó m e r o s de estructura de los alcoholes de 
f ó r m u l a C„ H i n + t OH, se v e r i f i c a : 

(1) l i m . t ** - 1 
"->0° A?-" « - - 5 -

en que A y p son dos constantes c a r a c t e r í s t i c a s . (Su 
c á l c u l o n u m é r i c o es d i f í c i l , y hasta ahora sólo se ha 
vis to que 0,35 < f < 0,36) . 

L a exp re s ión (1) nos dice que el n ú m e r o R„ viene 

dado por la f u n c i ó n Ap^n~ã, en el sentido de que 
el error tiende a cero cuando n ^ o o . Observemos que 
una f ó r m u l a l i m i t e no puede ser comprobada con n i n -
guna t ab la por extensa que sea, pues (1) quiere decir 

R 
que dado 1 > 0 , se v e r i f i c a que — - — 1 < E , 

A(T" 
para n > N , pero nada sabemos respeto de N . 

Tomando logar i tmos podemos poner la f ó r m u l a (1) 
en l a siguiente forma : 

(3) l i m |^lo g (n \ R„) — ( n l o g 1- l o g A 
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que tiene la venta ja de que puede comprobarse s in 
tener en cuenta los valores de A y p . E n efecto : s i 
tomamos como abscisas los valores n y como ordenadas 

log (re4 i2„) , los puntos o b t é n i d o s , cuando n —>• oo , 

se aproximan a la recta y = x l og — + l o g A . E l l o da, 

a d e m á s , e l medio de obtener valores aproximados de 

f y 4-
Leyes dei t ipo de la ( 1 ) , ha obtenido P ó l y a para 

diversas series h o m ó l o g a s , que pueden estudiarse en 
sus memorias (véase l a b i b l i o g r a f i a , a l f i n a l ) . 

A q u i vamos a l i m i t a m o s para terminar a hacer a l g u -
nas indicaciones relat ivas al m é t o d o para obtenerlas. 

Consideremos la serie de potencias : 
(4) r (x) = R0 + R,x + R.2x'2-i \-R„x» + ---

Se comprueba faci lmente que r (x) v e r i f i c a la s i -
guiente e c u a c i ó n func iona l : 

/ v r ( x ) 3 - f - 3 r ( x ) r ( x * ) + 2 r ( x 3 ) 
(o) r ( x ) = l + x 

E n efecto, de (4) se deduce : 

r ( ? ; ) 3 = S - B i a ; : " + 3 S RjRí&w+G S RjRkRix*™ 

3r (x) r ( x 2 ) = 3 2 Ri + % 2 Ri R* <B** 

' i=f=k 
2r (x 3 ) = 2 2 Ri ^ de donde, mul t ip l i cando por 

j 
x r ( x ) 3 + 3 r ( r ) r (x 5 ) + 2 r ( x 3 ) 
— y sumando, resulta x 
I , 6 

6 m 2 

+ 2 R> RkRi x f ^ w . 

Comparando é s t a con l a f ó r m u l a r é c u r r e n t e (2) del 
§ 4 y como R 0 = l , se obtiene la e c u a c i ó n f u n c i o 

nal ( 5 ) . E l l a permite la d e t e r m i n a c i ó n dei radio de 
c o n v e r g ê n c i a de la serie de potencias, u t i l i zando un 
teorema de Jungen re la t ivo a las singularidades de 
las funciones definidas por tales series. De este modo 

se obtiene l a f ó r m u l a : R„~ A f " n~ -j . 
Seria salirse de los l imi tes que nos hemos impuesto, 

dar mayor desarrollo a esta expos i c ión , cuyo objeto 
no es otro que suscitar el i n t e r é s por los t rabajos de 
P ó l y a , los cuales sugieren m u l t i t u d de cuestiones pen-
dientes de so luc ión , l a m á s impor tante de las cuales 
es, sin duda, l a o b t e n c i ó n de una f ó r m u l a exacta para 
Rn y para los n ú m e r o s a n á l o g o s en otras series h o m ó 
logas. 

C a b r í a t a m b i é n estudiar con estos m é t o d o s los t ipos 
especiales de i s o m e r í a que suelen consignarse en los 
tratados de Q u í m i c a o r g â n i c a . 
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S o b r e a existência não contraditória 
por J. Albuquerque (bolseiro em Koma do I . A . C.) 

N o complexo confuso de determinantes da ati tude 
c ien t í f i ca perante a realidade, aparecem talvez como 
resultantes, as a sp i r ações de conhecer e de prevenir. 
D o mesmo modo as duas c a r a c t e r í s t i c a s mais i m 
pressionantes do trabalho c ien t í f i co são consequen
temente o c a r á c t e r descritivo e o c a r á c t e r preven
t ivo . 

N u m a teoria c i en t í f i ca imaginam-se s i tuações es
peciais, c i r cuns t ânc i a s determinadas com maior ou 

menor generalidade e possibilidade de v e r i f i c a ç ã o , 
e elaboram-se outras s i t uações que se sucedem a 
essas. 

Para criar uma s i t uação inicia], pensam-se deter
minados objectos relacionados por cerras proposi
ções : os objectos s ã o refer idos pelos seus nomes, 

(•) Nota f ina l do capítulo I do original português do l ivro 
intitulado cTeoria generate degli insiemii, que possivelmente 
será publicado em Roma. 
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termos primitivos da teoria, e as p ropos ições que os 
relacionam s ã o as p r o p o s i ç õ e s p r imi t ivas ou axio
mas. 

Elaboram-se em seguida novas s i tuações que se 
sucedem às s i tuações iniciais ; as novas s i tuações 
adqui rem o c a r á c t e r de consequênc ia lógica das p r i 
meiras, porque s ã o elaboradas ou deduzidas com 
as regras da dedução, porque s ã o pensadas com as 
regras da Lóg ica . 

Nesta e l a b o r a ç ã o de s i tuações novas h á a necessi
dade de cr iar termos novos ou termos derivados 
obtidos dos termos p r imi t ivos de certo modo seguro 
que p e r m i t i r á usá - los sem enganos e sem estabelecer 
c o n f u s ã o . 

Cr ia r u m termo novo é def in i r , e a s e g u r a n ç a com 
que se define é dada pelas regras da definição. 

Cada s i t uação nova elaborada a pa r t i r da situa
ç ã o inicial é uma nova d i spos ição dos objectos da 
teoria, relacionados de um modo novo ou submeti
dos a p ropos i ções novas, os teoremas. 

Os teoremas t ã o portanto obtidos com as regras 
da d e d u ç ã o a pa r t i r dos axiomas. 

Os objectos da teoria são pensados, tanto na s i 
t u a ç ã o inicial como nas s i tuações novas t r a n s i t ó r i a s 
o u finais. Pensar êsses objectos é des t acá - lo s ou d i 
f e r e n c i á - l o s de u m a m á l g a m a de t an t í s s imos outros 
objectos pensáve i s ; é f i x á - l o s no meio da m o b i l i 
dade das coisas pensáve i s , f i x á - l o s n ã o só isolando-os 
como t a m b é m determinando-lhes, a cada um, uma 
f o r m a r í g i d a que os torne como que «vis íveis e ma

n ipu láve i s» . 

A a t r i b u i ç ã o do nome, termo p r i m i t i v o ou termo 
derivado, dá - lhes , e resulta de lhes termos dado, a 
f o r m a r í g i d a ; os objectos s ã o isolados do seio das 
coisas pensáve i s por meio das p ropos i ções iniciais 
o u derivadas. 

A nosso ver as coisas pensáve i s s ã o o r e f l e x o em 
n ó s da realidade e é neste facto de enunciado t ã o 
simples que se baseiam as r e l ações entre a teoria 
e a realidade ou a p rá t i ca . 

A teoria criando s i tuações novas para os objectos 
pensados, satisfaz-nos o desejo de prevenir e f o r -
nece-nos a previsão. O controle destas p rev i sões 
a f i n a a teoria e corrige em nós p r ó p r i o s as regras 
da d e d u ç ã o , a p e r f e i ç o a n d o - n o s e fo rmando em nós 
p r ó p r i o s a Lógica, num trabalho minucioso e inter
m i n á v e l . 

O cunho pr incipal das p r o p o s i ç õ e s c i en t í f i ca s é 
certamente o de serem condicionais. (*) 

De fac to na teoria c i en t í f i ca ou n u m sistema ax io 
m á t i c o , as p ropos i ções tomam i n ú m e r a s formas que 

<2> Salvo o das propos ições ca tegór icas que se limitam 
ao enunciado do facto. 

dependem inclusivamente do g ô s t o de quem as f o r 
mula, mas parece podermos inc lu í - las num pelo me
nos dos seguintes tipos : 

1. Dados.. . nas cond ições . . . e n t ã o . . . 
2. Quaisquer que sejam.. . nas cond ições . . . e n t ã o . . . 
3. Suponhamos... nas c o n d i ç õ e s . . . e n t ã o . . . 
4. Consideremos... nas cond ições . . . e n t ã o . . . 
5. Se E X I S T E M . . . nas cond ições . . . e n t ã o . . . 
6. E X I S T E M . . . nas cond ições . . . 
7. N ã o E X I S T E M . . . nas cond ições . . . 
Os cinco pr imeiros tipos de propos ições apresen

tam explicitamente o cunho condicional. S ã o cinco 
tipos dos mais frequentes e parece que. todos êles 
se reduzem ao quinto t ipo : 

Se E X I S T E M . . . nas cond ições . . . e n t ã o . . . 
Neste ú l t i m o t ipo, colocando no p r ime i ro intervalo 

os termos iniciais ou derivados e no segundo inter
valo as p ropos i ções pr imi t ivas ou derivadas, conve
nientemente oombinados, d e v e r á p ô r - s e no terceiro 
intervalo de acordo com as regras da d e d u ç ã o o 
enunciado da s i t u a ç ã o nova que envolve em si a 
p r e v i s ã o . 

Os dois tipos, t ipo 6 e 7, n ã o apresentam exp l i c i 
tamente o c a r á c t e r condicional. Mas nem por isso 
as p ropos i ções de qualquer destes tipos s ã o menos 
condicionais que as do t ipo precedente. 

Com efei to , uma p r o p o s i ç ã o do t ipo 6 ou do t ipo 7 
n ã o pode ser uma p r o p o s i ç ã o p r i m i t i v a ou ax ioma ; 
é portanto uma p r o p o s i ç ã o derivada ou teorema e 
d e v e r á ser demonstrada a pa r t i r de outras propo
sições e em ú l t i m a aná l i se a pa r t i r dos axiomas. 
Resulta portanto que as p ropos i ções dos tipos 6 e 7 
s ã o implicitamente condicionais. 

Reduzimos assim as p ropos i ções de uma teoria 
a x i o m á t i c a a t r ê s tipos em cada um dos quais f i g u r a 
a palavra E X I S T E . 

Qual o sentido a t r i b ú i d o geralmente a essa pala
vra em cada um dos tipos a que fomos conduzidos? 

Aparentemente, o sentido da palavra E X I S T E 
que f i g u r a numa p r o p o s i ç ã o explicitamente condi
cional, parece diferente do sentido da mesma pala
v r a quando se trate de uma p r o p o s i ç ã o impl ic i t a 
mente condicional ; mas de facto êsses sentidos n ã o 
s ã o t ã o diferentes como à pr imei ra vista parece. 

5. Se E X I S T E M . . . nas cond ições . . . e n t ã o . . . 
pretende-se dizer : 

5' . Se são pensáve i s sem c o n t r a d i ç ã o . . . nas con
d ições . . . e n t ã o . . . 

Para garant i r a n ã o c o n t r a d i ç ã o d e v e r á v e r i f i -
car-se neste caso: 

a) o conjunto dos objectos a pensar def in ido pelas 
cond ições indicadas na p r o p o s i ç ã o deve ve r i f i c a r a 
propriedade P V (sobre tudo que t a l conjunto seja 
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=(= O, porque em geral satisfaz o resto da proprie
dade P V ) . ( 3 ) Is to assegura a n ã o c o n t r a d i ç ã o i n 
terna à p ropos i ção . 

b) a p r o p o s i ç ã o n ã o deve estar em c o n t r a d i ç ã o com 
as outras p ropos i ções j á deduzidas no desenvolvi
mento da teoria a té ao momento presente. Is to asse
gura a n ã o c o n t r a d i ç ã o interna à teoria. 

c) o conjunto dos objectos pensáve is indicado pela 
p ropos i ção d e v e r á reproduzir uma s i t u a ç ã o da rea
lidade. Is to garante a n ã o c o n t r a d i ç ã o externa à 
teoria. 

E m geral na p r o p o s i ç ã o explicitamente condicio
nal evita-se a palavra E X I S T E , enunciando a p ro 
pos ição com uma das fo rmas 1, 2, 3 ou 4 ou ou t ra 
qualquer f o r m a equivalente de enunciado. 

Nas p ropos ições implicitamente condicionais 
6. E X I S T E M . . . nas cond ições . . . 
7. N ã o E X I S T E M . . . nas cond ições . . . 

pretende-se dizer respectivamente : 
6 ' . S ã o pensáve i s n e c e s s à r i a m e n t e . . . nas condi

ções . . . 
7'. N ã o se podem pensar... nas cond ições . . . 
N a p r o p o s i ç ã o 6 o conjunto dos objectos pensáve i s 

def in ido pelas cond ições é n e c e s s à r i a m e n t e =|= 0 , 
sendo c o n t r a d i t ó r i o , de uma c o n t r a d i ç ã o interna à 
teoria, supô- lo — 0. 

N a p r o p o s i ç ã o 7 as cond ições indicadas são log i 
camente incompa t íve i s ou, no caso mais correcto, o 
conjunto por elas def in ido é = 0 , sendo contradi
tó r io , de uma c o n t r a d i ç ã o interna à teoria supô- lo 
=|=<X 

U m a p r o p o s i ç ã o implicitamente condicional isto 
é, uma p r o p o s i ç ã o dos tipos 6 ou 7, enuncia uma si
tuação nova que é uma previsão e que necessita de 
ser controlada. 

<3> A propriedade P V é ass im enunciada : 
P V . Sempre que se cons idere um conjunto C d e v e r ã o 

cons iderar-se outros dois conjuntos A e B ta is que para 
todo o X e C s e tem : X e A , X $ B , B e A . 
E X I S T E pelo menos um X naquelas c o n d i ç õ e s . 

Conc lu ímos port consequênc ia que a pa lavra 
E X I S T E é mais frequente do que geralmente se 
supõe ; encontra-se muitas vezes escondida nos. 
enunciados das p ropos i ções de uma teoria a x i o m á 
tica e só raras vezes ela f i g u r a claramente na p r o 
pos ição . 

E m qualquer dos casos a palavra E X I S T E t e m 
u m sentido que se p r o c u r a r á f i x a r com as seguintes 
t r ê s p ropos i ções : 

1. U m objecto ou um conjunto de objectos 
E X I S T E ou n ã o E X I S T E . 

2. A ex i s tênc ia ou n ã o ex i s t ênc ia deve ser não-
contraditória; de uma c o n t r a d i ç ã o c u j a natureza 
diga respeito ao desenvolvimento f o r m a l interno da 
teoria ( n ã o c o n t r a d i ç ã o interna) . 

3. A ex i s t ênc i a ou n ã o ex i s t ênc ia afrrhada, de
v e r á ser tomada com o valor de uma previsão f o r 
necida pela teoria e d e v e r á ser submetida à p rova 
da exper iênc ia . D e v e r á ser não contraditória; de 
uma c o n t r a d i ç ã o cu ja natureza diga respeito ao 
comportamento da teoria perante a realidade ( n ã o 
c o n t r a d i ç ã o externa) . 

O desenvolvimento u l te r ior de uma teoria ax io 
m á t i c a que repouse s ô b r e uma exis tênc ia ou n ã o 
ex i s tênc ia , não contraditória, d e p e n d e r á da prova ex
perimental e s e rá sempre contingente. N ã o nos pa
rece contudo que seja mais contingente que qualquer 
ou t ra parte do desenvolvimento da mesma teoria. 
N o entanto empregaremos sempre a palavra existe 
escrevendo-a em letras m a i ú s c u l a s desejando com 
isso indicar os passos da teoria que i m p õ e m uma 
ava l i a ção cuidada dos resultados. 

A palavra E X I S T E usando uma imagem for te , é 
o c o r d ã o umbil ical que l iga a teoria à realidade 
mater ia l que lhe deu or igem e que a alimenta e v i 
v i f i c a , condicionando-lhe todo o seu valor p r á t i c o e 
u t i l i t á r io . 

Roma, 194S, A b r i l 30. 

Sobre a unicidade da solução de um sistema de equações 
diferenciais ordinárias no caso clássico (e no campo real) 

por Verg í / í o Simões Barroso (bolseiro em Roma do L A . C.) 

De um meu t rabalho recentemente enviado ao 
I . A . C. extraio, para o le i tor da Gazeta, uma breve 
d e m o n s t r a ç ã o da unicidade da so lução de um sistema de 
e q u a ç õ e s diferenciais o r d i n á r i a s , de fo rma normal , no 

W «O teorema de e x i s t ê n c i a e unic idade da s o l u ç ã o de 
um s i s tema de e q u a ç õ e s d i ferenc ia i s o r d i n á r i a s num caso 
mais geral do que o c l á s s i c o (no campo rea l )» , V . S . B a r r o s o . 

caso c lá s s i co f a m i l i a r a todos. Dou-a ao conhecimento 
do le i to r da Gazeta porque esta d e m o n s t r a ç ã o , que 
j u l g o o r i g i n a l , tem, s ô b r e as que geralmente se t ê m 
fe i to a t é agora, a vantagem de ser independente da 
f o r m a ç ã o p r é v i a das sucessões de f u n ç õ e s que conver
gem para as componentes da s o l u ç ã o , cu ja e x i s t ê n c i a 
se p rova habi tualmente em pr ime i ro lugar . E x p l i -
quemo-nos : 
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O le i tor sabe que, dado um sistema de e q u a ç õ e s 
diferenciais o r d i n á r i a s , de fo rma normal , 

( 1 ) tf»—5» > • " » » « ) ( « ' = 1 , 2 , 

onde as / , s ã o m f u n ç õ e s reais das m + 1 v a r i á v e i s 
reais x, yi, y2 , ••• , y„, definidas no d o m í n i o rectan
gular fechado R dado pelas l i m i t a ç õ e s 

( 2 ) I x—a. I < a \<b » ) 

onde a , P i , 3Í , • • • , 3„ são conhecidos, se forem v e r i f i 
cadas as cond ições : 

T — As f u n ç õ e s / ( s ão c o n t í n u a s em R ; 
I I — eco é um ponto a r b i t r á r i o do in te rva lo fechado 

(a—d,a.+d), onde d é o menor dos dois n ú m e r o s 
a e 6 / 4 3 / , sendo M o maior dos m á x i m o s em R dos 
valores absolutos das f u n ç õ o s f ;

 a > ; 
I I I — , C j , - •• ,cm s ã o m n ú m e r o s escolhidos a r b i 

t rar iamente de modo que | c;— & | <b/2 ; 
I V — A s f u n ç õ e s / ( (x ; , yz, •••,J/m) são l ipseh i tz ia -

nas de 1." ordem em r e l a ç ã o às v a r i á v e i s yi , y z , •• •, ym, 
is to é, existe um n ú m e r o L > 0 t a l que, quaisquer que 
sejam os dois pontos {x;yi,--,ym)eRe(x;yi,...,yn)eR, 
se tenha 

( Í ' = 1 > 2 , • • • , » » ) 

e n t ã o existe uma, e uma só, s o l u ç ã o ) <p; ( x ) •, £ = 1 , 2 , — , m, 
do sistema ( 1 ) , cujas componentes sejam m f u n ç õ e s 
to; (x) , definidas e c o n t í n u a s em (a — d;a + d) , admi 
t indo a í derivadas pr imeiras c o n t í n u a s , ta is que 
I (ft (x) — Pj I <b e satisfazendo às cond ições <fi(xo)=ci 

( Í = 1 , 2 , ••• , m ) . 
O le i tor recorda-se ainda de que se demonstra (pelo 

processo de Picard-Peano) a e x i s t ê n c i a da s o l u ç ã o 
def in indo cada uma das suas componentes cpx (x) como 
l i m i t e de uma s u c e s s ã o de f u n ç õ e s 

( 3 ) l ¥ i ( x ) = c i ; 2 t p j ( x ) ; 3 < ? i ( x ) ; - - ; 1

t ? i ( x ) ; - . - ( t = l , 2 , - , r a ) 

cujos termos são obtidos por meio das f ó r m u l a s recor
rentes 

( 4 ) 

1oi(x)=ci 

l 9 i (x) = C j + J f , ( f f y ! ( 0 ( t ) ) dt 
( * = 1 , 2 , - , T O ) 

Interessa-nos par t icularmente aqu i a d e m o n s t r a ç ã o 
da unicidade da s o l u ç ã o . A d e m o n s t r a ç ã o geralmente 
conhecida é a de Goursat, que consiste no seguinte, 
resumidamente : 

Seja I ( x ) I ( t = 1 , 2 , • • • , m) , um outro sistema de 
m f u n ç õ e s que s a t i s f a ç a m em (*—d,a. + d) ao sistema 

( 1 ) e à s cond ições in i c i a i s >r'i(xo) = c j . E n t ã o t e r - s e - à , em 
todo o in te rva lo («—d ,a .+d) , Vt (x) = ip; (x) porque se 
p rova que eada uma de tais f u n ç õ e s Wt (x) é t a m b é m 
f u n ç ã o - l i m i t e da s u c e s s ã o ( 3 ) que tende para a f u n ç ã o 
(f ; (x) da mesma ordem. Ora para a d e m o n s t r a ç ã o desta 
ú l t i m a a f i r m a ç ã o tem de efectuar-se p r à t i c a m e n t e o 
mesmo fa t igan te t rabalho que j á antes se t i ve r a de 
fazer para provar a c o n v e r g ê n c i a das suces sões ( 3 ) . 

E m vez disso, o processo que a seguir ind ico , n ã o 
exigindo a p r é v i a f o r m a ç ã o das s u c e s s õ e s ( 3 ) nem a 
p r o v a da sua c o n v e r g ê n c i a , pode servir para demons
t r a r independentemente o seguinte teorema : 

«Se existe uma s o l u ç ã o do sistema ( 1 ) satisfazendo 
à s cond ições in ic ia i s cp; (xo) = ci, esta solução será única, 
se admi t i rmos que s ã o ver i f icadas todas <3> as condi
ções I , I I , I I I e IV.» 

D e m o n s t r a ç ã o : 
D o facto que tanto | Ç ( ( * ) | como j * ' f ( x ) | s ão ambas 

so luções , no in te rva lo (*—d,x + d) do sistema ( 1 ) e 
satisfazem ambas às mesmas c o n d i ç õ e s in ic ia i s em Xo , 
is to é , t p i ( x o ) = c j e wi(x0) = ci (para í — 1 , 2 , ••• , n » ) , 
resul tam as identidades : 

<Pi (*) » «i+ f f i (t ; ¥i ( 0 , • • • , <P™ W ) dt 
xt 

v> (*) = c . + JÁ (t ; * i (0 ; • • • , 1 » , ( 0 ) dt 
». 

de onde, por s u b t r a c ç õ e s ordenadas, 

? i ( x ) - T j ( x ) = f L/5 (t-m(t),-, vJô)-ft (t-Mt),-, vmm*t 
(e = l , 2 , ••• ,m) 

e, pela c o n d i ç ã o I V , 
/» m 

( 5 ) I ç, (x) - V , (x) I < £ / S I ?* W - * * W I rfí 

» = 1, ••• , m ) 

Adic ionando ordenadamente as m desigualdades ( 5 ) , 

vem S I ç, (x) - V , (x ) I < mL I f I % (0 (0 I * I 
a q u a l , p o n d o | tp; (a;) — V; (ac) | = M (ac) > O (por tanto 

X 
M ( X O ) = 0 ) toma o aspecto u ( x ) <mL \ J" u (<) <ft , 

x, 
ou ainda 

( 6 ) M (x) —mL I y u (t) dt I = ( / (x) com # (x) < 0 . 

<*J A l i m i t a ç ã o das fi em /? resu l ta do facto que elas sSo 
cont inuas no d o m í n i o fechado R. 

t» D e facto, sabemos que, se ret irarmos somente a con
d i ç ã o I V , existe pelo menos uma s o l u ç ã o nas c o n d i ç õ e s 
requer idas . 
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Ora / u (t) dt = + u (x) , conforme respec-
dx I J 

*» 
t ivamente x g xn e, a l é m disso, no ponto x = x n , a 

f u n ç ã o 8 ( x ) = J y « (í) d< J tem, como semi-derivada 

. »• 
à d i re i t a , u(x0)—0 e, como semi-derivada à esquerda, 
— i t ( x 0 ) = 0 e, portanto, tem a í uma derivada nula. 
Consideremos pois, em pr imei ro lugar , o in te rva lo 
fechado, ( x 0 , x + d ) , onde a f u n ç ã o 6 (x) tem u (x) 
como derivada p r ime i ra . Der ivando e n t ã o em ordem 
a x ambos os membros da (6) , resulta 
(7) u' (x) — mL u (x) = </ (x) 
e por tanto , atendendo a que u (xn) = 0 , 

(8) (x\ = eT<L* J g' (t) e-mU dt 

de onde se deve concluir que, em todo o in te rva lo , 
(xo,a. + d ) , s e r á g'(t)>0 porque u ( x ) > 0 e, por 
conseguinte, que a f u n ç ã o g ( x ) < 0 é não decrescente 
no in te rva lo (x0,x + d) . Mas para x = x 0 é < 7 ( x 0 ) = 0 
(vide expr. 6) , de modo que em todo o (x0,x + d) , é 
g (x) = 0 donde g' (x) = 0 donde ainda u (x) = 0 de 
onde resulta, em todo o intervalo fechado (xg,x + d) 

(9) „ ( * ) - ¥ , ( » ) = < ) ( i = l , 2 , . . . , m ) . 

U m r a c i o c í n i o completamente a n á l o g o , fe i to para o 
in te rva lo (a—d, x 0 ) (de facto basta t rocar nas (7) e (8) 
mL por —mL e subs t i tu i r a conc lusão «g ( x ) é n ã o 
decrescente em ( x o , a + d)» por esta o u t r a : «g (x) é 
n ã o crescente em (x — tf,"Xo)» porque s e r á agora 
neste in te rva lo (x) < 0) permite demonstrar que tam
bém no intervalo fechado (x—d, x») é u (x) = 0 e que, 

por conseguinte, as (9) s ã o v á l i d a s em todo o i n t e r 
valo (x—d, x+d) . 

Nota. No meu trabalho, ci tado a p á g s . 6, eonsi-
dera-se o caso mais geral em que à s m componentes 
tp, (x) da so lução a determinar se a t r ibuem «a p r i o r i » 
os m valores in i c i a i s cl,C2, • • • , em em m pontos 
x l > x z j • • " > x m j todos distintos ou não. Demonstrei que 
uma c o n d i ç ã o suficiente para que a so lução procurada 
exista e seja ú n i c a é que às cond ições a t r á s citadas 
I , I I , (convenientemente modif icada) , I I I e I V se jun te 
a c o n d i ç ã o : V—O n ú m e r o d satisfaz ainda à l i m i t a 
ção 2 Lm d < 1 . 

Com esta nova c o n d i ç ã o , a d e m o n s t r a ç ã o da u n i c i 
dade da s o l u ç ã o \ ç ( (x) | correspondente s impl i f ica -se 
e x t r a o r d i n à r i a m e n t e . Com efeito, se fizermos 
Mk = max\tfi(x)—Wk(x) \ em (x—d,a+d) (k—l,2, — ,m) 
p o d e r e m o s e s c r e v e r , a p a r t i r d a s ( 5 ) 

X X 
j j j n d e em vez de j" deve e n t ã o p ô r - s e J 1 

m m 

I <pi ( x ) - f i (x) I < /„ ( 2 Mk) I x-Xi I < 2 L d ( 2 M k ) 
k=l ti=l 

e por tan to t a m b é m 
(10) M i < 2 L d ( ^ M k ) ( í — l , 2 , — ,m) 

Í.=I 

Adic ionando membro a membro as m desigualdades 
m I m 

(10), resulta 2 M i < 2 L m d ( S M'<) 
e por tanto , 

m 

quando se tenha 2 L m d < 1 , 2 ^ = 0 is to é 

M j = 0 (t = 1 , 2 , • • • , m) e is to s ign i f i ca que se 
t e r ã o as (9) . 

Roma, Novembro de 1944. 

P E D A G O G I A 
A G E O M E T R I A D E M O N S T R A T I V A N O E N S I N O L I C E A L 

p o r António Nicodemos Pereira 

N a le i tu ra de l iv ros modernos s ô b r e a pedagogia 
da M a t e m á t i c a , é frequente encontrarmos r e f e r ê n c i a s 
à geometria i n t u ï t i v a e experimental e à geometria 
demonstrat iva. 

Segundo creio, f o i na reforma de programas do en
sino s e c u n d á r i o , em 1918, que entre nós , pela p r ime i r a 
vez, em l inguagem o f i c i a l , houve r e f e r ê n c i a s à geome
t r i a i n t u ï t i v a e experimental e ao m é t o d o de labora
t ó r i o . 

N a reforma de 1918, houve uma i n o v a ç ã o br i lhante 
e n o t á v e l no estudo da geometria que f o i d i v i d i d o em 
dois ciclos. 

No 1.° ciclo, c o n s t i t u í d o pela 1.* e 2.» classes, a 
geometria p lana e no e s p a ç o devia ser « e s t u d a d a i n 
t u ï t i v a e experimentalmente e in t roduz ido o m é t o d o 
de l a b o r a t ó r i o » , conforme aconselhavam as i n s t r u ç õ e s 
p e d a g ó g i c a s que acompanhavam o programa. 

No 2." ciclo, c o n s t i t u í d o pela 3.*, 4." e 5." classes, 
era retomado o estudo da geometria, c o m e ç a n d o a 
3." classe por uma « rev i s ão , sob um ponto de v i s t a 
mais ordenado das propriedades estudadas na 1.* 
c lasse» (Geometria p lana) . A 4.* classe c o m e ç a v a 
t a m b é m por r e v i s õ e s da 2." classe (Geometr ia no es
p a ç o ) , segundo o mesmo c r i t é r i o . 
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A i n d a , quanto ao 2.° c ic lo , as i n s t r u ç õ e s p e d a g ó g i 
cas aconselhavam : «o professor r e c o r r e r á jud ic iosa 
mente, à i n t u i ç ã o e à e x p e r i ê n c i a sempre que o j u l g u e 
n e c e s s á r i o » . 

As a l t e r a ç õ e s a ê s t e programa, nas mui tas reformas 
que tem sofr ido o ensino l iceal , desde e n t ã o , ou fo ram 
i n c a r a c t e r í s t i c a s ou m á s . 

Os pedagogisticos da M a t e m á t i c a , quando se refe
rem à geometria i n t u i t i v a e experimental , n ã o excluem 
a d e d u ç ã o , reduzida a i n f e r ê n c i a s estabelecidas a par
t i r de propriedades verif icadas i n t u i t i v a ou expe
r imentalmente e, quando se referem à geometria 
demonstrat iva, não excluem o a p ê l o à i n t u i ç ã o e à 
e x p e r i ê n c i a . Querem apenas s ign i f i ca r que o c a r á c t e r 
i n t u i t i v o e experimental ou dedut ivo do estudo da 
geometria d e v e r á ser mais ou menos acentuado. 

Ass im o entendeu Wes tuway e Bresl ich entre tantos 
outros n o t á v e i s pedagogistas da M a t e m á t i c a . Ass im 
o entendeu, em 1 9 1 8 ; a c o m i s s ã o de professores que 
organizou os programas de geometria, mostrando que 
conhecia up-to-date a moderna d i d á c t i c a da M a t e m á 
t i ca . 

Interessa-nos agora, em especial, o estudo da geo
met r i a demonstrat iva. O object ivo da geometria de
monst ra t iva no ensino l iceal é pr inc ipa lmente dar ao 
aluno a p r á t i c a do r a c i o c í n i o lóg ico e não convencê - lo 
de que determinadas propriedades das f iguras g e o m é 
tricas são verdadeiras. 

N ã o tem pequeno trabalho nem revela pouca h a b i 
lidade, o professor que faz cr iar no e s p í r i t o dos seus 
alunos do 2." ciclo, a necessidade de d e m o n s t r a ç ã o da 
maior ia dos teoremas da geometria no e s p a ç o , sobre
tudo aqueles que se referem a pos ições de rectas e de 
planos entre si , por quanto os alunos t ê e m a t e n d ê n 
cia de os considerar q u á s i todos como evidentes. 

Como orientar o estudo da geometria demonstra
t i v a ? 

Segundo a o r i e n t a ç ã o indicada em muitos c o m p ê n 
dios destinados às escolas de ensino m é d i o de v á r i o s 
p a í s e s ( I t á l i a , F r a n ç a , Ing la te r ra , A m é r i c a do Nor te , 
etc.), is to é, mais ou menos rigorosamente dedut ivo, 
com mais ou menos apelo à i n t u i ç ã o e à e x p e r i ê n c i a ? 

E esta a o r i e n t a ç ã o c l á s s i c a do ensino da geometria. 
É a o r i e n t a ç ã o mais p r ó x i m a da de Eucl ides e que 
tem a t r a d i ç ã o de muitos sécu los . 

Grandes nomes nas c i ê n c i a s m a t e m á t i c a s , alguns 
actuais, tem escrito c o m p ê n d i o s destinados ao ensino 
assim orientado. 

O aluno assiste d ê s t e modo «à c o n s t r u ç ã o , pedra por 
pedra, do mais belo ed i f í c io erguido pelo e s p í r i t o h u 
mano e, embora n ã o a t i n j a andares elevados toma 
conhecimento do modo como o ed i f í c io f o i c o n s t r u í d o 
e da unidade que possue» . 

Apesar destas e de outras r a z õ e s que possam ser 

invocadas a favor da o r i e n t a ç ã o c l á s s i c a do estudo da 
geometria demonstra t iva , nas escolas de ensino m é 
dio, h á pedagogistas da M a t e m á t i c a que a re je i t am. 

Bres l ich nos seus dois n o t á v e i s l iv ros The technique 
of teaching secondary school mathematics e Problems in 
teachnig secondary sc/iool mathematics, c r i t i ca a or ien
t a ç ã o c l á s s i c a no ensino da geometria demonstra t iva 
( log ica l organizat ion) porque, nessa o r i e n t a ç ã o , m u i 
tas vezes, a psicologia do adolescente é sacr i f icada. 
E m mui to pouco contam as d i f iculdades que êle en
c o n t r a r á no decurso do estudo. 

Pouco impor t a que o aluno passe abruptamente de 
u m assunto mais f á c i l ao mais d i f íc i l ou vice-versa. 

A l é m disso, o estudo dispersa-se por m i n ú c i a s iso
ladas e os assuntos s ã o estudados sem que impor te a 
sua c o n e x ã o com outros assuntos e sem que se atenda 
à c o n t r i b u i ç ã o de cada um dê les para um todo. 

Bres l ich , nos seus l ivros j á citados, i nd ica outros 
modos de orientar o estudo da Geometria demonstra
t i v a ( topica l o rgan iza t ion , u n i t a r y organiza t ion , etc.). 

Uma vez que rejei tamos a o r i e n t a ç ã o c l á s s i c a no 
estudo da geometria demonstrat iva, surgem m ú l t i p l a s 
possibilidades de novas o r i e n t a ç õ e s nesse estudo. 

Vamos e s b o ç a r , como e x e m p l i f i c a ç ã o , u m plano de 
estudo da geometr ia demonstrat iva. 

Neste plano de estudo, o curso da geometria de
mons t ra t iva seria in ic iado por uma r e v i s ã o das i d é i a s 
adquir idas pelo aluno no seu estudo da geometria 
i n t u i t i v a e experimental . 

Essa r e v i s ã o pode ser f e i t a de v á r i o s modos e ten
dente a v á r i o s object ivos. 

Suponhamos que f i x á v a m o s os seguintes objectivos : 
a) Enunciar , sob fo rma s i n t é t i c a e condicional , as 

propriedades das f iguras g e o m é t r i c a s , j á conhecidas 
do aluno. 

Por exemplo, o aluno j á sabe, por i n t u i ç ã o ou por 
ter ver i f icado experimentalmente, que os â n g u l o s ver
t icalmente opostos s ã o igua is . Quando o aluno se re
fere a esta propriedade, geralmente, d i r á : os â n g u l o s 
ver t icalmente opostos s ã o igua is . 

Pretende-se habi tuar o aluno a referir-se a esta 
propriedade enunciada sob fo rma condicional : 

Se dois â n g u l o s s ã o ver t icalmente opostos, ê s se s 
â n g u l o s s ã o iguais . 

b) D i s c r imina r a h i p ó t e s e e a tese de u m teorema. 
Aprove i tando a fo rma condicional dos teoremas e 

d iv id indo-a em o rações (o rações condicional e p r i n c i p a l , 
com as suas subordinadas) s e r á f á c i l a d e c o m p o s i ç ã o 
do teorema em h i p ó t e s e e tese e a sua c o r r e s p o n d ê n 
cia com a f i g u r a que ao teorema diz respeito. 

c) Entendimento da locução , c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e 
c o n d i ç ã o suficiente, em s u b s t i t u i ç ã o da h i p ó t e s e e da 
tese de um teorema. 
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ã) Enunciado de teoremas r e c í p r o c o s , devendo u t i -
lizar-se somente aqueles que o aluno j á v e r i f i c o u se
rem verdadeiros. 

Cumpr ida esta p r i m e i r a parte do plano que esta
mos a estabelecer, no que o c u p a r í a m o s cinco ou seis 
l ições , t í n h a m o s procedido ao renovamento das i d é i a s 
adquir idas pelos alunos na geometria i n t u i t i v a e ex
per imenta l e preparado os alunos para a l e i tu ra do 
seu c o m p ê n d i o . 

E oportuno dizer que h á pedagogistas da M a t e m á 
t ica que re je i t am o uso de c o m p ê n d i o s pelo aluno na 
escola s e c u n d á r i a , mesmo no estudo da geometria de
monst ra t iva e preconizam o emprego do syllabus me
thod (ver Bres l ich nos l ivros j á citados). Adoptar-se 
o syllabus method outra t e r á que ser a o r i e n t a ç ã o no 
estudo da geometria demonstrat iva. 

A r e v i s ã o da geometria i n t u i t i v a e experimental 
podia ainda ser aproveitada para cons t i tu i r grupos 
de propriedades das f iguras g e o m é t r i c a s com o f i m de 
as u t i l i z a r na j u s t i f i c a ç ã o das fases da d e m o n s t r a ç ã o 
dos teoremas, isto é, l istas das propriedades que se 
referem às cond ições de igualdade de segmentos da 
recta, igualdade de â n g u l o s , paralel ismo de duas 
rectas, etc. 

É certo que essas listas poderiam ser c o n s t i t u í d a s 
à medida que se encontrasse necessidade da p ropr i e 
dade considerada na d e m o n s t r a ç ã o do teorema, mas 
ju lgo que nada imped i r i a que c o m e ç a s s e m a ser orga
nizadas quando da r e v i s ã o da geometria i n t u i t i v a e 
experimental , embora fossem depois sucessivamente 
acrescentadas. 

Exemplif icaremos a o r g a n i z a ç ã o de uma dessas l i s 
tas com propriedades u t i l izadas para j u s t i f i c a r a 
igualdade de dois â n g u l o s porque a ela nos refer i re
mos mais adiante. 

Dois â n g u l o s podem ser igua is por serem : 
Complementos de â n g u l o s igua is 
Suplementos de â n g u l o s igua is 
Ver t ica lmente opostos. 
Opostos a lados iguais de t r i â n g u l o s igua i s corres

pondentes, alternos-internos ou alternos-externos, f o r 
mados por duas paralelas interceptadas por uma se
cante, de lados perpendiculares e da mesma espéc ie . 

Preparado o aluno dês t e modo para entrar no estudo 
da geometria demonstrat iva, os assuntos seriam ag ru 
pados, não re la t ivamente à s f iguras a estudar, mas 
tendo em v i s t a conceitos ou m é t o d o s gerais : i g u a l 
dade g e o m é t r i c a , proporcionalidade, lugar g e o m é t r i c o , 
s e m e l h a n ç a , m é t o d o de r e d u ç ã o ao absurdo, t ransla
ção , etc. 

É evidente que a mesma f i g u r a g e o m é t r i c a p o d e r á 
pertencer a v á r i o s agrupamentos e subordinados ao 
mesmo conceito poderemos const i tu i r mais de u m 
agrupamento. 

U m a vez escolhido o conceito que s e r v i r á de direc
t r i z no estudo a prosseguir, h á que cons t i tu i r a l i s t a 
das propriedades da geometria i n t u i t i v a e experimen
t a l que s e r ã o tomadas por in ic ia i s e a p a r t i r das quais 
outras propriedades se rão estabelecidas por processos 
de d e m o n s t r a ç ã o . 

Para melhor esclarecimento do que acabamos de 
dizer, vamos considerar um dos conceitos atraz i n d i 
cados, por exemplo, o de proporcionalidade. 

Suponhamos que o aluno e s t á de posse das i d é i a s 
seguintes, adquir idas no seu estudo da geometria i n 
t u i t i v a e experimental : 

Conceito de proporcionalidade de duas grandezas. 
N a mesma c i r c u n f e r ê n c i a a â n g u l o s ao centro iguais , 

correspondem arcos iguais . Dois t r i â n g u l o s que teem 
dois â n g u l o s igua is t ê m os lados h o m ó l o g o s propor
cionais. 

Á r e a do c í r cu lo . 
L i s t a das cond ições em que dois â n g u l o s podem 

ser igua is e a que j á nos referimos anteriormente. 
A p a r t i r d ê s t e conjunto de i d é i a s , tomado como 

i n i c i a l , p o d í a m o s estudar em geometria demonstra
t i v a , is to é, por processos dedutivos, o seguinte a g r u 
pamento de teoremas : 

N a mesma c i r c u n f e r ê n c i a , os â n g u l o s ao centro são 
proporcionais aos arcos correspondentes. 

N u m t r i â n g u l o r e c t â n g u l o a a l tu ra r e l a t i va a h ipo
tenusa é meia proporcional aos dois segmentos que 
ela determina na hipotenusa. 

A bissectriz do â n g u l o interno de um t r i â n g u l o 
d iv ide o lado oposto em dois segmentos ad i t ivos d i 
rectamente proporcionais aos lados adjacentes. 

As á r e a s de dois c í r cu los são proporcionais aos 
quadrados dos raios. 

Mui tos outros teoremas poderiam fazer par te d ê s t e 
agrupamento, dependendo apenas das propriedades 
estudadas na geometria i n t u i t i v a e experimental , 
tomadas como in ic ia i s . 

Se quisermos estudar simultaneamente a geometria 
p lana e a geometria no e s p a ç o , ( fusionismo) a largar-
-se-ia c o n s i d e r à v e l m e n t e o agrupamento de teoremas 
a const i tu i r . 

Quando u m agrupamento, como ês te , r e la t ivo ao 
conceito de proporcionalidade, se pode tornar mui to 
grande, é conveniente c ind i - lo em outros menores e 
e s t u d á - l o s depois de os in terpolar com o estudo de 
outros agrupamentos com os quais esteja em conexão . 

Como vemos, na exempl i f i c ação que acabamos de 
fazer, no estudo de u m agrupamento de teoremas, o 
aluno pode ser informado, no comêço do estudo, do 
caminho e do object ivo que nê l e v a i prosseguir. Os 
teoremas n ã o lhe aparecem como se saltassem de uma 
boceta m á g i c a . 

Além. disso a geometria i n t u i t i v a e experimental e 
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a geometria demonstrat iva coordenam-se mais pe r fe i 
tamente e torna-se mui to fác i l aumentar o p rograma 
de estudo, havendo a t é possibil idade de i n i c i a r os 
alunos, embora cautelosamente, nos pr imeiros p r i n c í 
pios da chamada « g e o m e t r i a p u r a » . 

É certo que o estudo da geometria demonstrat iva, 
como acabamos de e sboça r , apresenta graves d i f i c u l 
dades, quer no bom condicionamento dos assuntos ou 
f iguras , quer na o r g a n i z a ç ã o da l i s t a das p ropr ie 
dades j á estudadas na geometria i n t u i t i v a e exper i 
mental e que d e v e r ã o ser tomadas como in ic ia i s no 
estudo de cada agrupamento de teoremas. 

Acresce ainda que algumas das propriedades das 
f iguras g e o m é t r i c a s que fo ram estabelecidas por m é 
todos experimentais convém que sejam estabelecidas 
por m é t o d o s demonstrativos para que se aproveite o 
interesse que o mesmo assunto desperta no aluno 
quando tratado por modos diferentes. 

Mui tos outros planos de estudo da geometria 
demonstra t iva poderiam ser estabelecidos, uma vez 
abandonada a o r i e n t a ç ã o c l á s s i c a da geometria. 

Mas, porque o aluno n ã o é uma cobaia de e x p e r i ê n 
c ia h á que ser prudente e cauteloso. 

H á que d i r i g i r i n q u é r i t o s à e x p e r i ê n c i a dos profes
sores e t a m b é m à e x p e r i ê n c i a dos alunos ; h á que con

v ida r os professores a estabelecer planos de estudos e 
a d e b a t ê - l o s largamente. 

H á professores — eu conheço uma boa meia d ú z i a 
dê les — que mu i to poderiam con t r i bu i r com a sua ex
p e r i ê n c i a e o seu saber para elucidar os problemas da 
pedagogia da M a t e m á t i c a . 

À sua c r i t i c a submeto o plano que esbocei neste 
a r t igo . 

A C o m i s s ã o P e d a g ó g i c a da Sociedade Portuguesa 
de M a t e m á t i c a no projecto de programa de M a t e m á 
t i ca para o ensino s e c u n d á r i o , apresentado à Assem
bleia Geral da Sociedade sugeria que « a l g u n s liceus, 
por exemplo, os liceus onde se real izam os e s t á g i o s ou 
outros que as e s t â n c i a s superiores determinassem, de
ver iam ter a u t o r i z a ç ã o para ensaiar novos m é t o d o s e 
al terar os programas, segundo plano p r è v i a m e n t e es
tabelecido. Esses liceus deveriam depois pub l ica r um 
r e l a t ó r i o das e x p e r i ê n c i a s que tivessem realizado e 
s ô b r e o qua l i n c i d i r i a a l i v r e d i s c u s s ã o de t ô d a s as 
pessoas a quem o assunto i n t e r e s s a s s e » . 

Se o homem ocupa o mais alto lugar na escala zoo ló 
gica é porque tem sabido recorrer à e x p e r i ê n c i a alheia. 

H á , com efeito, que ensaiar e experimentar em Pe
dagogia . H á que submeter as i d é i a s à c r í t i c a de todos. 
Só assim é que pode haver progresso. As grandes cer
tezas actualmente e s t ã o a passar de moda. 

S O B R E O T R E I N O D E E S T U D O D O S N O S S O S P R O F E S S O R E S 

( R e s u m o d o a r t i g o c o m ês le l í t u l o , « G a z e l a d e M a t e m á t i c a » n . ° 1 9 * ) 

por Hugo Ribeiro (bolseiro em Zur ich do L A . C . ) 

A s causas de «cer tos h á b i t o s e v íc ios de r a c i o c í 
n i o » , «nas provas de muitos c a n d i d a t o s » (a exames de 
a p t i d ã o ao I . S. C. E . F . ) « q u e , no entanto, mostram 
n ã o ser totalmente desprovidos de a p t i d õ e s » residem 
num meio social p r o p í c i o e parece actuarem neste 
momento com maior agudeza. A diversidade e a inter
dependência de tais causas n ã o devem entravar o es
tudo de cada uma delas nem a acção progressiva s ô b r e 
cada uma delas: pelo c o n t r á r i o é por ê s t e estudo e esta 
acção que poderemos desde já começar. E isolada uma 
especial causa próxima, provavelmente decisiva : a nor
m a l , o f i c i a l , i n s u f i c i ê n c i a no t re ino de estudo dos nos

sos professores de M a t e m á t i c a ; e são dadas algumas 
pr imeiras i n d i c a ç õ e s s ô b r e esta i n s u f i c i ê n c i a . Pre-
gunta-se se esta s i t u a ç ã o não assenta no florescimento, 
entre nós , dum erro de principio s ô b r e a i d é i a do que 
sejam os estudos m a t e m á t i c o s — uma i d é i a degene
rada num horizonte l i m i t a d o (incompatível com o ensino 
a futuros professores) pelos objectivos das a p l i c a ç õ e s 
a certas t é c n i c a s . A frequência de seminários dos mais 
diversos n í v e i s , j u n t a a uma preparação complementar 
para os actuais professores cons t i tu i r i a o r e m é d i o 
para êsse especial motivo. 

Z u r i c h 1945, Maio , 27 

» Julgo que seria út i l explicar o estado actual («Gazeta de M a t e m á t i c a » , n.° 23) do «debate» no qual, com ês te artigo, pensei 
dever intervir. Por outro lado afigura-se-me que, neste inicio da d i s c u s s ã o , j á se acumularam, a par de o b s e r v a ç õ e s de in terês se , 
simples o p i n i õ e s insuficientemente explicadas, c o n f u s õ e s de problemas, c o n t r a d i ç õ e s , i n c o m p r e e n s õ e s e preocupações distintas em 
r ú m e r o bastante para que não me seja aconse lháve l a trabalhosa tarefa de escrever, agora, uma aná l i se detalhada, aná l i se que um 
leitor atento poderá fazer (1er seguidamente « G a z e t a de M a t e m á t i c a » , n . o s 17, 18, 19, 21, 23). A l i á s a publ icação de uma tal a n á 
lise traria o risco de provocar, neste momento, novas i n c o m p r e e n s õ e s . Cre io , por isto, prefer íve l l imitar-me a explicar, a algum 
leitor menos avisado, o que de mais urgente se relaciona com o meu artigo : E m primeiro lugar publicando um resumo autênt i co dé le . 
E m segundo lugar declarando expressamente : 1.° que nesse artigo tive j á o cuidado expresso de não pôr em d ú v i d a a « d e d i c a 
ção» como norma na classe dos nossos professores (dos esclarecidos observadores do desenvolvimento da nossa Cultura , em espe
cia l da nossa cultura m a t e m á t i c a , são bem conhecidas numerosas r a z õ e s que puderam mover-me a recordar a e x i s t ê n c i a dum 
exemplo de desinteresse, d e d i c a ç ã o e entusiasmo excepcionais) ; 2." que n ã o me aproximei de algum conceito de « c o m p e t ê n c i a pro
f i s s iona l» mais do que aquilo a que as in terrogações e o própr io titulo do meu artigo n e c e s s à r i a m e n t e me levavam : os problemas 
enunciados conduziam precisamente a pôr o problema do estudo desta noção no caso especial dos professores de M a t e m á t i c a (a qual 
n o ç ã o não é, sem mais , a x i o m a t i s á v e l — seja ou não favoravelmente à norma na classe dos nossos professores). 
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P O N T O S D O S E X A M E S D E A D M I S S Ã O A O E S T Á G I O D O 8 . ° G R U P O 

•'< N O L I C E U D E P E D R O N U N E S D E L I S B O A 

Ano lectivo de 1938-1939 

História das matemáticas: — H i s t ó r i a e i m p o r t â n c i a 
das a p l i c a ç õ e s da á l g e b r a à geometria. Vie te e Des
cartes. 

Física e Química : — Efei tos da corrente e l é c t r i c a . 
Algebra e Geometria Analítica : — a) Determine as 

cond ições a que devem satisfazer os valores de x para 
que ve r i f iquem a desigualdade 

x 4 - f - x 3 — 2 4 xl + 7 x + 5 5 

x 3 - 8 x ' + 7 : 
> 1 

b) F ixando sobre o eixo das ordenadas um ponto A 
à d i s t â n c i a o da or igem O marque-se a r b i t r à r i a -
mente sobre o eixo das abscissas um ponto M e tire-se 
por ês t e , uma perpendicular à recta AM que c o r t a r á 
o eixo das ordenadas num ponto N . Determine a 
e q u a ç ã o do luga r g e o m é t r i c o descrito pelo v é r t i c e P ' 
do r e c t â n g u l o c o n s t r u í d o sobre os segmentos UM e ON 
quando o ponto M se desloca sobre o eixo das 
abscissas. 

Trigonometria e Geometria Sintética : — a) Resolva 
o t r i â n g u l o de que se conhece um lado, o â n g u l o 
oposto e a soma dos outros dois lados. C o n d i ç ã o de 
possibil idade, b) Seccione uma esfera de raio ?• e 
d i â m e t r o SS' por um plano perpendicular a esse 
d i â m e t r o e situado à d i s t â n c i a x do ponto <S . Seja 
[c] a secção obt ida e V e V os volumes dos cones 
de base [c] e v é r t i c e s S e S'. Calcule a r a z ã o y 
entre (V+ V ) e o volume da esfera e estude a v a r i a 
ç ã o de y èm f u n ç ã o de x . 

Ano lectivo de 1943-1944 

História das matemáticas : — H i s t ó r i a e i m p o r t â n c i a 
da l e i da a t r a c ç ã o universal . 

Física e Química : — Movimento c u r v i l í n e o . F o r ç a 
c e n t r í f u g a . 

Algebra e Geometria Analítica : — a) Determine em 
f u n ç ã o de m os coeficientes do t r i n ó m i o do 2." g r a u 
que toma os valores : —1 para x = —1 ; a para x = B-
e 8 para x=ot, sendo —1 , a , 8 as r a í z e s da equa
ç ã o : x 3 -r (m — 1) x - j - m = 0 . b) Determine o luga r 
g e o m é t r i c o dos pontos M que d iv idem cada um dos 
segmentos PQ t r a ç a d o s do ponto P(0 ,2) para a c u r v a 
x1—2yz = 10 em dois segmentos PM e MQ ta is 
que PMjMQ = XI2. 

Trigonometria e Geometria Sintética : — a) Considere 
o p a r a l e l i p í p e d o r e c t â n g u l o de bases [ABCD] e 
[EFGH] e centro 0 . Sejam M, N, P os centros 
das 3 faces concorrentes no mesmo v é r t i c e . 

1) Indique as medidas das faces e dos diedros do 
t r iedro OMPQ. Jus t i f ique . 2) Conhecida a aresta 
AE = a e a d iagonal BD=d: determine o seno do 
â n g u l o a. das diagonais AC e BD de modo que 
a p i r â m i d e [EABD] tenha um volume dado V . 

b) S ã o dados dois eixos rectangulares OX e OY 
e o ponto A s ô b r e OX de abscissa a. Por A 
trace duas rectas AM e AP que cortem o semi-
-eixo pos i t ivo OY em dois pontos M e P ta is 
que OAM= OPA . Determine a medida d ê s t e â n g u l o 
de modo que AM + AP=c. Cond ições de poss ib i l i 
dade do problema. Caso par t i cu la r de c = 2 a l / 6 . 

A N T O L O G I A 

A S P E C T S A C T U E L S D E LA P E N S E E M A T H É M A T I Q U E * 

par A . De n joy 

L a science est un p h é n o m è n e social q u ' i l n'est pas 
possible d'isoler et dont les c a r a c t è r e s , à chaque é p o q u e 
d é t e r m i n é e , r e f l è t e n t les conditions g é n é r a l e s de la 
c iv i l i s a t i on où elle se d é v e l o p p e : conditions de l a vie 
spi r i tuel le et imag ina t ive s 'exprimant dans les arts et 
les lettres, et m ê m e conditions é c o n o m i q u e s , et p o l i 
t iques, i n f l u e n ç a n t toutes les autres. 

Depuis la guerre mondiale de 1914-1918, l a p ro 
duct ion m a t h é m a t i q u e a c ru en i n t e n s i t é dans de t r è s 
fortes proport ions. L e f a i t a é t é moins sensible dans 
les r é g i o n s appartenant à des pays c o n s t i t u é s avant 

1914 que dans celles dont les nouveaux É t a t s ont é t é 
f o r m é s . Dans ces derniers, un nationalisme t r è s v i f , 
mais de la nature la plus louable, a p o u s s é les gou
vernements et les peuples à l a fondat ion de nombreuses 
u n i v e r s i t é s dont le personnel professoral s'est p r i s 
d'une t r è s noble é m u l a t i o n pour r iva l i ser avec les 
r e p r é s e n t a n t s des écoles m a t h é m a t i q u e s é t r a n g è r e s les 
plus r é p u t é e s , et pour tenter, souvent avec succès , de 
les surpasser. 

• Conferênc ia inaugural da Reiiniao Internacional das 
M a t e m á t i c a s em Paris promovida, pela Sociedade M a t e m á 
tica de F r a n ç a em Julho de 1937. 
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L a science a v u son prest ige sor t i r g r and i de la 
guerre. C'est une a m è r e constatat ion à fa i re . Mais les 
splendides bienfai ts qu 'auparavant elle ava i t g é n é r e u 
sement d i s p e n s é s aux hommes les avaient beaucoup 
moins t o u c h é s et é m u s que n 'ont f a i t les ruines et 
les d é s a s t r e s r é p a n d u s à profus ion entre les peuples 
•de l 'Europe par la technique issue des sciences. L ' h u 
m a n i t é , i n d i f f é r e n t e et d é d a i g n e u s e à l ' é g a r d de la 
science u t i l e et secourable, a é t é saisie de c o n s i d é r a 
t i o n et de respect devant la science g é n é r a t r i c e 
•d'effets terr ibles et n é f a s t e s . 

I n d é p e n d a m m e n t de toute attente de sat isfact ions 
à l 'amour-propre na t ional dans l a c o m p é t i t i o n p e r p é 
tuel lement ouverte entre les savants des divers pays, 
les peuples ou leurs chefs qua l i f i é s ont compris que, 
non seulement dans la guerre indus t r ie l le constamment 
d é c l a r é e sur le t e r ra in é c o n o m i q u e , mais aussi dans la 
guerre des armes dont l ' é v e n t u a l i t é në cesse d ' ê t r e une 
menace suspendue sur tou t l 'univers , l 'existence d 'un 
haut potent ie l scientif ique i n t é r i e u r est indispensable 
à la s é c u r i t é d 'un É t a t . 

L 'o rgan isa t ion do la recherche scient if ique a é t é 
d é v e l o p p é e ou c réée dans de nombreuxpays. E n m a t h é 
matiques elle s'est accomplie par l a simple augmen
t a t i on n u m é r i q u e du personnel o c c u p é à cet objet . L a 
m u l t i p l i c a t i o n des emplois universi ta i res , p r inc ipa le 
ment des postes subalternes ou auxi l ia i res , a, permis 
de donner des moyens d'existence à des hommes par
t i c u l i è r e m e n t bien d o u é s et avides de consacrer leurs 
lois i rs à la d é c o u v e r t e . Mais i l s 'agit i c i d ' é m o l u m e n t s 
a c c o r d é s en balance avec l 'accomplissement r é c i p r o q u e 
d'une prestat ion m a t é r i a l i s é e sous forme conc rè t e . Ce 
q u i au contraire a i n n o v é , c'est la conception de l a 
recherche scientif ique r e g a r d é e comme un service p u 
b l i c i n d é p e n d a n t , j u s t i f i a n t par son seul objet et sans 
avo i r besoin de se c o m p l é t e r par l 'exercice d 'un emploi 
dé f in i , le concours financier de l ' E t a t . 

De son cô t é l ' i n i t i a t i v e p r i v é e a m u l t i p l i é les bourses 
e t subventions. 

Quels que soient les moyens mis en œ u v r e , on peut 
v o i r dans ces diverses mesures l ' ap l iea t ion à la recher
che scientif ique des m é t h o d e s intensives u t i l i s ée s de
puis la guerre dans tou t le domaine é c o n o m i q u e . Pour 
l a science aussi, le r é s u l t a t des larges octrois de c r é d i t 
a é t é une sorte d ' i n f l a t i on des produi t s mis en c i rcu la
t i o n . Mais comme ceux-ci ne fon t l 'ob je t d'aucun mar
c h é , aucune d é p r é c i a t i o n des q u a n t i t é s offertes n'a 
p r o v o q u é aucune crise. 

Des esprits naturellement fer t i les sont a r t i f i 
ciel lement maintenus dans un é t a t de s t é r i l i t é par 
l 'astreinte à des besognes serves, sous l 'empire des 
n é c e s s i t é s alimentaires. Qu'une occasion f o r t u i t e , ou 
r é s u l t a n t d'une déc i s ion d é l i b é r é e , les a l l è g e de cette 

c h a î n e , et ces intell igences, se f é c o n d a n t par l 'exercice 
de l a m é d i t a t i o n poursuivie à lo is i r , c o n ç o i v e n t et 
enfantent des i dée s nouvelles. 

• 
Par quels effets s'est m a n i f e s t é cet accroissement 

c o n s i d é r a b l e du personel c o n s a c r é à la recherche scien
t i f i que dans le monde? 

Dans ma in t domaine des m a t h é m a t i q u e s , le sol a é t é 
fou i l l é , t o u r n é , r e t o u r n é , avec une minut ie , une p é n é t r a 
t i o n dont i l n 'exis tai t , j e crois, g u è r e d'exemples avant l a 
guerre. Au t r e fo i s , des chercheurs i so lés s 'attacnaient à 
d é c o u v r i r dans les ordres de questions choisis par eux, 
quelques fa i t s capi taux é c l a i r a n t la nature des p h é n o 
m è n e s et d é v o i l a n t les notions fondamentales dans l a 
c a t é g o r i e é t u d i é e . Leur inves t iga t ion s ' a r r ê t a i t à l a 
d é t e r m i n a t i o n de ces points culminants , de ces carre
fours , fixant la topographie et la c i rcu la t ion des i dée s 
dans cette r é g i o n du nombre. L e plus souvent l a carte 
de celle-ci é t a i t tenue d è s lors pour suffisamment 
é t a b l i e . Les voies permet tant d'approcher u t i lement 
tou t l i eu de ce t e r r i to i r e é t a i e n t r ega rdées - comme 
assez nettement déf in ies par cette i n f o r m a t i o n é l ec t ive . 
L a connaissance d é t a i l l é e du domaine n ' é v e i l l a i t pas 
de c u r i o s i t é plus exigeante. 

C'est une sorte d 'organisat ion d u t r a v a i l par é q u i p e 
avec la d i v i s i o n correspondante de la t â c h e , que l 'on 
c ro i t observer dans m a i n t pays, m ê m e dans ceux dont 
l 'espri t o b s t i n é m e n t ind iv idua l i s t e semblait le plus 
r é f r a c t a i r e à cette m é t h o d e . I c i la science p a r a î t encore 
modeler les p r o c é d é s de son a c t i v i t é sur ceux de l ' i n 
dustrie, où progressivement l 'entreprise conçue et me
née par un seul d i s p a r a î t devant l a grande concen
t r a t i o n , anonyme et collective, des ressources, de 
l ' ou t i l l age et des i n i t i a t i v e s . L ' a r t et l a l i t t é r a t u r e , 
o ù non seulement l ' i nsp i ra t ion , mais aussi l a r é a l i s a 
t i o n formelle de l'oeuvre, gardent i r r é d u c t i b l e m e n t un 
c a r a c t è r e personnel, subject i f , i nd iv i s ib l e , s 'adaptent 
moins a i s é m e n t aux nouvelles conditions de la v ie 
sociale de l ' h u m a n i t é . L e p a r a l l é l i s m e s i souvent 
o b s e r v é j u s q u ' i c i entre les a t t i tudes et les dispositions 
des esprits à l ' é g a r d de l ' i nven t ion c r é a t r i c e dans les 
divers ordres ne manquerai t pas de s ' a r r ê t e r si l ' i n d i 
v idual i sme venai t à ne pas recouvrer des droi ts su f f i 
sants. 

Quels sont les chapitres des M a t h é m a t i q u e s où les 
efforts de l a recherche se sont p o r t é s avec le plus 
d ' i n t e n s i t é depuis v i n g t ans ? Quelle est l ' é t e n d u e des 
d é c o u v e r t e s et quel d e g r é d ' i n t é r ê t p r é s e n t e n t - e l l e s ? 
Essayons de r é p o n d r e t r è s succinctement à ces ques
t ions, i 

L a fonct ion harmonique, q u i , à l ' i n t é r i e u r de toute 
r é g i o n comprise dans son domaine de dé f in i t i on et 
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l i m i t é e par une courbe plane ou par une v a r i é t é ho-
m é o m o r p h e à la surface d'une s p h è r e , d'une hyper-
s p h è r e , r éa l i s e entre les valeurs prises par cette fonc t ion 
sur la f r o n t i è r e de la r é g i o n , une l ia i son é t e n d a n t de 
l a f a ç o n la plus simple la fonct ion l i n é a i r e d'une va 
r iable , la fonc t ion harmonique joue dans l 'Analyse un 
rô l e cap i t a l que les appl icat ions à la Physique ne 
cessent pas de souligner. 

Dans le plan, la t h é o r i e des fonctions harmoniques 
peut servir de base ou au contraire de c o m p l é m e n t , 
selon que l 'on adopte l a conception de Riemann ou 
celle de Cauchy, à l a t h é o r i e des fonctions d'une v a 
r iable complexe. De ce po in t de vue, aussi bien que 
pour r é p o n d r e au besoin d 'expliquer les p r o p r i é t é s des 
fonctions d'une var iable rée l l e d é v e l o p a b l e en s é r i e 
de T a y l o r , l ' i n t é r ê t de l a t h é o r i e des fonctions d'une 
variable complexe ne saurai t ê t r e e x a g é r é , n i pour le 
p r é s e n t , n i pour l 'avenir . Dans ce domaine, constam
ment c u l t i v é depuis un s ièc le , mais avec des m é t h o d e s 
q u i a p r è s Cauchy et Weierstrass n 'avaient plus é t é 
sensiblement p e r f e c t i o n n é e s , l a t ransformat ion et le 
p r o g r è s des connaissances ont é té vra iment prodig ieux 
depuis l a guerre. 

C'est pr incipalement l ' é t u d e de la fonct ion un i forme 
autour d'un po in t s ingul ier essentiel i so lé , ou dans 
un cercle d 'holomorphie, q u i a é té approfondie au 
po in t de f o u r n i r dans bien des cas l a marge n u m é r i q u e 
exacte de va r i a t ion possible d'une fonc t ion ana ly t ique 
v é r i f i a n t des conditions d o n n é e s . Dans un domaine o ù 
beaucoup des meilleurs analystes d u 'temps p r é s e n t 
ont d o n n é leur mesure, i l serait t é m é r a i r e de p r é t e n d r e 
ci ter des noms sans s'exposer à de graves omissions. 
I I semble toutefois é q u i t a b l e d ' é n u m é r e r , p a r m i les 
puissantes m é t h o d e s nouvelles auxquelles ont é t é dus 
les p r inc ipaux p r o g r è s accomplis : l ' i n t roduc t ion de la 
fonct ion c a r a c t é r i s t i q u e de R. Nevanl inna , l ' emplo i 
avec P. Monte l des famil les normales a p r è s un retour 
à la fonc t ion modulaire d 'où M . P ica rd ava i t j ad i s t i r é 
le germe de toutes ces t h é o r i e s , enfin la r e p r é s e n t a t i o n 
conforme si efficacement u t i l i s é e par Carleman et 
A h l f o r s . 

L ' é t u d e c o n j u g u é e des valeurs prises par les f o n 
ctions des sortes i n d i q u é e s et de l'ensemble des points 
o ù ces fonctions prennent ces valeurs, est à proprement 
par ler l 'examen de la fonct ion inverse. On sait par 
u n t h é o r è m e cé l èb re de P o i n c a r é , que la fonc t ion ana
l y t i q u e l a plus g é n é r a l e est une fonc t ion un i forme 
d'une fonc t ion inverse de fonc t ion uni forme. 

Les recherches de P a i n l e v é sur les é q u a t i o n s d i f f é 
rentielles à points cr i t iques fixes se heurta ient à de 
grandes d i f f i c u l t é s provenant de l ' insuffisance, à leur 
é p o q u e , de l a t h é o r i e g é n é r a l e des s i n g u l a r i t é s des 
fonctions uniformes. I l serait i n t é r e s s a n t que cette 
d e r n i è r e t h é o r i e r é a l i s â t , dans le cas le plus é t e n d u , 

des p r o g r è s comparables à ceux qu'el le a e f f e c t u é » 
dans les deux cas restreints pr incipalement é t u d i é s 
j u s q u ' i c i . L e p r o b l è m e de P a i n l e v é of f re à l a t h é o r i e 
des fonct ions de var iable complexe l 'une des p lu s 
belles applicat ions qu'elle puisse envisager. I l con
v iendra i t à l 'exemple de M . Garnier et plus l o in t a ine -
ment de M . Chazy, de continuer dans cette d i rec t ion 
l'oeuvre du glor ieux savant q u i a si hautement h o n o r é 
l a F a c u l t é des Sciences de Paris . 

Les sé r ies t r i g o n orné tr iques sont à l ' o r ig ine des no
t ions p r éc i s e s modernes sur la convergence des suites, 
l a c o n t i n u i t é des fonctions, leur d é r i v a b i l i t é d i s t i n g u é e 
de la c o n t i n u i t é , l ' i n t é g r a t i o n . L 'analyse a d û changer 
de c a r a c t è r e , d é t a c h e r sous le nom de T h é o r i e des 
fonctions de variables rée l les l ' un de ses plus impor 
tants rameaux, pour pouvoir envelopper le p le in é p a 
nouissement des p h é n o m è n e s n u m é r i q u e s p r é s e n t é s 
par les sé r i e s t r i g o n o m é t r i q u e s . Celles-ci of f ren t encore 
cet i n t é r ê t de déf in i r une fonct ion harmonique à l ' i n 
t é r i e u r d 'un cercle par ses valeurs l imi tes aux e x t r é 
m i t é s des divers rayons, et les sé r ies t r i g o n o m é t r i q u e s 
peuveut p r é t e n d r e bénéf ic ie r à ce t i t r e de l ' impor tance 
a t t a c h é e aux fonctions harmoniques dans l 'Ana lyse . 

I I serait toutefois permis de douter que l ' immense 
product ion c o n s a c r é e dans ces d e r n i è r e s a n n é e s à cette 
forme de d é v e l o p p e m e n t n u m é r i q u e ne d é p a s s â t pas-
nettement la p o r t é e des enseignements g é n é r a u x que 
nous pouvons attendre des r é s u l t a t s obtenus, si les 
sé r i e s t r i g o n o m é t r i q u e s ne servaient pas d ' in t roduc t ion 
aux sé r i e s de fonctions orthogonales dont l ' i n t é r ê t ne 
cesse au jou rd 'hu i de c r o î t r e . 

L ' é t u d e des fonctions de Ba i re , des ensembles b o r é -
liens et analyt iques, et m ê m e des fonctions et ensem
bles plus g é n é r a u x , a é té p o u s s é e par l 'école polonaise 
et certains membres de l 'école de Moscou, à un d e g r é 
de profondeur et de g é n é r a l i t é q u i confond l ' e spr i t 
d 'admira t ion . On aime penser que s i cette classe 
de t r avaux venai t à ê t r e brusquement suspendue, les 
r é s u l t a t s d é j à acquis permettaient pendant un s i è c l e 
de r é p o n d r e par ou i ou par non à toutes les questions 
q u i , dans les diverses branches des m a t h é m a t i q u e s , 
se poseront touchant l a d i s t inc t ion du possible et de 
l ' impossible dans l a nature des fonctions in t rodu i t e s 
par les p r o b l è m e s de l 'Analyse . 

Une autre section que son é n o r m e d é v e l o p p e m e n t 
depuis v i n g t ans range é g a l e m e n t p a r m i les sciences 
presque neuves, est l a Topologie . Celle des espaces 
euclidiens exis ta i t d é j à dans quelques-unes de ses 
i dée s fondamentales. Son in te rven t ion est ind ispen
sable, et elle le sera toujours davantage, dans l ' é t u d e 
q u a l i t a t i v e des t rajectoires rée l les et des surfaces i n t é 
grales déf in ies par les é q u a t i o n s d i f f é ren t i e l l e s ou aux 
d é r i v é e s part iel les. L a m é c a n i q u e analy t ique de B i r -
k h o f f q u i , avec ses p r o b l è m e s sur la t r a n s i t i v i t é , les 
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caractères des systèmes ergodiques, attire tant de 
chercheurs, est évidemment tributaire de la topologie 
euclidienne dont les progrès ne sauraient être trop 
favorisés. 

La topologie générale, de création plus récente que 
la première et où i l est superflu de rappeler la part 
revenant à M. Fréchet, rend déjà des services à l 'Ana
lyse, ne serait-ce que dans les questions où intervien
nent une infinité de variables. 

Enfin le calcul des probabilités a connu lu i aussi 
un afflux de conceptions et de méthodes nouvelles qui 
ont grandement modifié et accru l'étendue de cette 
doctrine. 

Les rubriques que j ' a i citées, théorie des fonctions 
de variables complexes, séries trigonométriques, fonc
tions de Baire et ensembles cartésiens, topologie, cal
cul des probabilités, ne comprennent qu'une faible 
part des sujets abordés depuis vingt ans par les ma
thématiciens. Je les ai signalées parce qu'elles figu
rent néanmois, si je ne me trompe, les principales 
zones où les efforts concourants, sans être nécessaire
ment concertés, de mathématiciens appartenant sou
vent à des pays très divers, se sont massivement 
portés. 

Dans la plupart des autres domaines de notre 
science, la recherche a gardé son caractère individua
liste, étant inspirée, à la façon romantique, par le 
besoin de trouver une explication et une cause à des 
faits observés par l'esprit, et non pas engagée pour 
obéir à l'émulation de l'exemple. 

* 

En mathématiques, et aussi pour l'ensemble des 
sciences dont la croissance depuis un siècle para î t 
s'amplifier à une allure de représentation exponen
tielle, l'esprit se sent menacé de submersion par cette 
marée montante de faits, de résultats et de notions. 
La somme des images qu'un cerveau humain peut 
conserver pour les utiliser éventuellement, les appeler 
à la lumière de la réflexion consciente, est évidemment 
limitée. La déperdition continuelle de celles qui 
s'effacent définitivement et disparaissent, finit par 
compenser et par dépasser l'apport des acquisitions 
nouvelles. 

Le travail de réduction des connaissances de chaque 
ordre aux idées dominantes et à quelques idées satel
lites, à la stricte armature où s'attachent toutes les 
parties du corps d'une même doctrine, ce travail 
s'imposera si l'on veut pouvoir maintenir l'existence 
d'une culture générale, même limitée à la seule disci
pline mathématique. Le rôle de la critique assumant 
la charge de l'examen et de l'estimation des derniers 
travaux parus, ne cessera pas de grandir. Pour la 

synthèse organique des divers éléments de chaque 
théorie, c'est à l'épreuve de l'exposé didactique que 
les idées maîtresses s'ordonnent, se hiérarchisent et 
que la broussaille des faits secondaires, les branches 
mortes sont tranchées et élaguées, afin d'aérer et 
montrer à la vue les troncs vivaces qui forment la 
forêt nette et praticable. 

Je suppose qu'à la fin de la Renaissance et au début du 
dix-septième siècle, les géomètres avaient la mémoire 
chargée des propriétés d'une foule de courbes remar
quables, étudiées depuis l 'antiquité, et pour chacune 
desquelles la construction des tangentes, les relations 
angulaires, segmentaires, les alignements rectilignes 
ou circulaires étaient révélés par des considérations 
et des règles propres à chaque cas. On devait pareil
lement savoir résoudre de nombreux types d'équations 
algébriques, Chacun suivant un procédé adapté à 
l'espèce étudiée. La géométrie analytique, le calcul 
différentiel, ramenant cette vaste diversité à un canon 
unique, ont fait progressivement tomber dans l'inat
tention et dans l'oubli cette riche collection de recet
tes et d'ingénieux artifices. 

I l convient d'admettre que, parallèlement à cette 
prolifération redoutablement accélérée se manifestant 
sur les rameaux de l'arbre mathématique, de puissan
tes conceptions générales s'élaborent qui, fournissant 
des explications synthétiques immédiates, frappent 
d'une marque d'inutilité et vouent à un abandon iné
vitable, les causalités circonstancielles antérieurement 
invoquées. 

On ne peut pas tous les jours découvrir une géo
métrie cartésienne, un calcul infinitésimal, une théorie 
des ensembles pour lancer la faux dans les herbages 
sans vitalité et féconder le sol qui les portait avec 
de vastes terrains alentour. 

Mais l'inévitable semble bien être que, l'ensembl6 

des points extrêmes de la connaissance s'éloignant 
toujours davantage, le champ accessible à une même 
intelligence humaine sera de plus en plus étroit, les 
connexions avec les champs voisins seront de plus en 
plus ignorées. Les raisons des techniques les plus 
perfectionnées et dont maints détails seront fondés 
sur la science la plus récente deviendront de moins 
en moins familières aux hommes chargés de les u t i 
liser. Qu'une catastrophe, de nature politique ou 
autre, fasse rejeter comme un odieux fardeau le souci 
de la culture intellectuelle, et l 'humanité deviendra 
pareille à ces espèces industrieuses figées qui, ayant 
atteint l'extrême limite de leur faculté de création et 
perdu la trace des voies suivies par leurs individua
lités initiatrices, ne savent plus qu'indéfiniment répé
ter les mêmes gestes et réédifier les mêmes ouvrages 
selon de rigides normes gardant pour elles tout leur 
secret. 
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* 
Sans nous arrêter à ces décourageantes anticipa

tions, encore extrêmement lointaines n'en doutons 
pas, abordons un sujet bien digne d'attention, savoir 
l'examen des conditions les plus favorables où grandit 
et mûrit le génie des hommes dont les conceptions 
originales, presque soudainement surgies, portent la 
révolution dans une science déjà constituée, comme 
le firent Descartes et Leibniz pour nous en tenir à 
des exemples lointains et capitaux, ou en tirent une 
nouvelle du néant, comme Pascal quand i l créa le 
calcul des probabilités. 

Les meilleures de ces conditions sont aisées à 
énoncer : le loisir assuré, l'entière liberté laissée à 
l'esprit d'errer à sa guise aussi longtemps qu'il n'aura 
pas été irrésistiblement agrippé par un objet. 

La science est un f ru i t social et l'organisation de 
la société retentit profondément sur l'évolution de la 
science. Si la transformation de l'ordre actuel se 
poursuit dans le sens où elle paraî t tendre, i l est peu 
probable que le libéralisme de l 'Éta t excède l'octroi 
à un jeune savant de quelques années de loisirs com
plets, mais avec l'obligation morale d'orienter nor
malement ses pensées vers un ordre de recherches 
déterminé. Ces facilités accordées sont grandes. Elles 
ne sont peut-être pas suffisantes à l'âge où la person
nalité doit quêter autour d'elle les éléments qui l u i 
donneront son caractère. 

Au temps déjà presque révolu où un homme pouvait 
vivre du corps social sans être tenu de rien l u i resti
tuer en échange, les conditions que j ' a i dites étaient 
réalisées pour quelques privilégiés. Le rendement du 
système, avouons-le, n'était pas considérable. 11 pro
duisait surtout beaucoup de riches oisifs qui n'ajou
taient rien par eux-mêmes ni aux idées ni aux mœurs. 
Mais quand i l favorisait une nature exceptionnelle
ment douée, i l inscrivait à son actif un succès ines
timable. 

Suivons un instant Descartes et Leibniz dans la 
période de leur existence qui, débutant au terme de 
leur adolescence studieuse, s'arrête au seuil de leur 
principale découverte mathématique. 

Descartes, dont le Discours de la Méthode va être 
célébré cette année dans son troisième centenaire, 
étai t un propriétaire assez considérable du Poitou. 
Après avoir achevé ses études de droit, i l quitte sa 
province, surtout pour garder la libre disposition de 
ses loisirs, que les obligations mondaines attachées à 
la position de sa famille n'auraient pas manqué de 
troubler. I l s'expatrie, s'efforce selon son expression 
d'approcher des hommes de toute condition, s'engage 
comme volontaire sans solde, pour voir la guerre. 
E t après dix ans de pérégrinations mal connues, i l 

trouve son refuge en Holande, où, dans le parfait 
isolement rêvé par lu i , i l s'abandonne à ses médita
tions. 

Leibniz fu t amené aux mathématiques par ses con
versations avec les géomètres parisiens au cours d'un 
séjour qu' i l fit chez nous. I l amusait beaucoup ses 
interlocuteurs par ses inductions hâtives et les rai
sonnements boiteux dont i l les étayait . Le rationalisme 
de sa philosophie se contentait d'une logique trop 
accommodante. Mais Leibniz aprit vite à corriger les 
intempérances de sa raison. De plus modestes exemples 
nous ont été donnés, depuis, de mathématiciens venus 
eux aussi de la philosophie et demeurés longtemps 
sujets à de fâcheuses défaillances de rigueur logique. 
Mais i l faut reconnaître ce qu'une forte culture philo
sophique inspire irrévocablement à l'esprit, savoir 
l'ambition de monter aux sources de la causalité et 
l'aversion des problèmes d'object restreint. Le mathé
maticien et généralement le vrai savant s'effarent de 
la témérité du philosophe. Mais le souci de ne marcher 
qu'à pas assurés maintient peut-être trop obstinément 
les yeux baissés vers le sol et empêche le regard de 
se porter au loin. 

Avec le fermier-général Lavoisier, créateur de la 
Chimie moderne, nous avons là l'exemple de trois 
hommes dont la prodigieuse originalité scientifique 
a pris son essor dans une existence affranchie de tout 
souci matériel et dont la pensée n'a jamais cessé d'être 
entièrement libre de choisir son objet et même de n'en 
choisir aucun. Après l'acquisition, au cours de la 
jeunesse, de connaissances générales dont subsiste 
plus tard dans le souvenir uniquement la collection 
de ces faits repères sur lesquels nos jugements s'ap
puient et dont ils doivent toujours respecter la donnée, 
l'esprit de ces hommes vagabonde sans loi ni con
trainte, et c'est plus tard qu'enrichi de disciplines 
mentales forgées à mille expériences diverses dont les 
plus fugitives ne sont pas les moins pénétrantes, i l 
revient avec des yeux reposés et frais vers cette 
doctrine dont seuls les éléments fondamentaux, indes
tructibles, sont demeurés en lu i . 

La chronologie des publications ne saurait rien 
prouver touchant l'ordre de gestation intime des idées 
essentielles de l'œuvre. Leibniz, Descartes, peut-être 
plus encore que Pascal, n'ont pas cessé depuis l'éveil 
de leur raison, d'être des philosophes. Le jour où leur 
esprit, mûri par les réflexions, pour la première fois 
depuis l'adolescence, rencontre les mathématiques, i l 
trouve en elles d'abord une captivante diversion, puis 
un dressage aux habitudes de correction logique. Dès 
lors l'esprit de géométrie pénètre de sa solidité et de 
sa vigueur leurs conceptions philosophiques, en même 
temps que le goût des spéculations étendues à de 
vastes objets les détournent des horizons bornés pour 
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les diriger vers les sommets commandant de vastes 
panoramas. 

* 
Après nous être inquiétés des moyens de susciter 

l'éclosion de grandes créations scientifiques, parlons 
enfin de l'orientation souhaitable des mathématiques. 

Le profane n'imagine pas la mathématique autre
ment qu'un assemblage de chaînes déductives formées 
de théorèmes successifs. I l ne soupçonne pas que chez 
nous aussi la question se pose de porter des jugements 
de valeur. Si une rigueur logique hors de contestation 
est indispensable pour qu'un ouvrage puisse revendi
quer une place en mathématiques, cette condition, 
obligatoirement remplie par les œuvres relevant de 
cette discipline, ne leur confère pas à toutes un rang 
égal. La hiérarchie adoptée ne sera pas indépendante 
du mathématicien appelé à la définir. Même si les qua
lités inventives de l'auteur sont pareillement appré
ciées de tous ses confrères, ceux-ci différeront habi
tuellement d'avis, concernant le degré d'intérêt qu'il 
convient de prêter au sujet traité. 

Les m a t h é m a t i q u e s sont l'honneur de l'esprit 
humain, a dit Jacobi. Aussi les mathématiques, 
comme l'honneur, ne sont-elles jamais trop pures aux 
yeux de quelques-uns. I l n'est cependant pas opposé 
à un véritable esprit philosophique de souhaiter que 
les mathématiques, loin de former un organisme sans 
connexion avec l'ensemble des autres connaissances 
humaines, se développent en relation d'homogénéité 
tout au moins avec les sciences les plus voisines d'elles 
et lu i faisant le plus d'emprunts. 

Les séries trigonométriques, situées à la source de 
toutes les notions fondamentales de l'Analyse mo-

M O V I M E N T O 
A L G U N S ASPECTOS A C T U A I S 

Conforme foi anunciado no n.° 24 desta revista, um 
grupo de colaboradores do Centro de Estudos Mate
máticos do Porto, realizou, de 23 de Maio a 2 de Ju
nho p. p., no anfiteatro de Matemática da Faculdade 
de Ciências de Lisboa, a convite da Sociedade Portu
guesa de Matemática, uma série de oito lições subor
dinadas ao título geral «Alguns Aspectos Actuais da 
Matemática na Física». 

Ao aceitarmos êsse convite, o nosso objectivo foi, 
por um lado, mostrar como se torna impossível abor
dar o estudo de certos problemas de actualidade da 
Mecânica Clássica e da Mecânica Quântica sem pôr 
em jôgo as mais especializadas e as mais abstractas 
aquisições da Matemática no domínio da Álgebra, da 

derne, ont été imposées par la Physique aux géomè
tres, qui se sont d'abord débattus de toutes leurs 
forces pour repousser loin d'eux ce cadeau pourtant 
sans prix. Les fonctions harmoniques, les équations 
différentielles ou aux dérivées partielles ont été sug
gérées à l'Analyse par la Physique, la Mécanique ou 
la Géométrie. Une catégorie mathématique joue un 
rôle d'autant plus important dans une théorie et elle 
brille de propriétés d'autant plus remarquables qu'elle 
offre un caractère davantage interthéorique, quand 
elle se présente aussi dans une seconde doctiine 
mathématique, ou même interscientifique, si une autre 
science que la mathématique en impose la considé
ration. 

Aussi peut-on raisonnablement soutenir que les 
équations de la Physique et de la Mécanique sont 
nécessairement une source de problèmes mathémati
ques de très vaste intérêt. 

On me répondra que la Physique, l'Astronomie ont 
utilisé de la façon la plus adéquate qu'on eût pu 
souhaiter certaines théories mathématiques conçues 
dans la voie la plus éloignée de toute visée d'appli
cation. I l est vrai, mais on ne peut porter un jugement 
aussi favorable sur toutes les parties des mathématiques 
même parmi les plus anciennes. En réalité, le mathéma
ticien doit posséder un don de discernement lui permet
tant de pressentir si les faits qu' i l met en évidence dans 
une étude d'objet défini, seront ou non rencontrées 
également dans d'autres parties des mathématiques. 
Chaque analyste doit porter à tout instant sur son 
ouvrage un jugement de valeur. Un sens spécial doit 
l'avertir s'il crée du formel ou s'il découvre du réel. 

M A T E M Á T I C O 
D A M A T E M Á T I C A N A FÍSICA 

Topologia e da Teoria da Medida. E, por outro lado, 
demonstrar, através de um exemplo concreto, como 
nos sentimos obrigados, pela própria natureza dos 
problemas a investigar, a um trabalho de équipe em 
que cada qual utiliza ao máximo os seus conhecimen
tos especializados, no desejo de contribuir para uma 
interpretação geral e tão completa quanto possível. 

O trabalho de équipe aparece assim como uma con
dição essencial para o estudo eficiente de qualquer 
questão de grande generalidade, e, ao mesmo tempo, 
mantém o investigador em contacto permanente com 
os resultados que vão sendo obtidos por outros inves
tigadores, no mesmo ou em diferentes domínios, dan-
do-lhe tôdas as possibilidades de alargar a sua cul-
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tura, de maneira a ter uma visão de conjunto dos 
problemas em estudo no Centro de trabalho a que 
pertence. 

Subordinando-nos a estas directrizes, resolvemos 
aproveitar da experiência adquirida nos trabalhos 
dèste Centro de Estudos para abordar, na Mecânica 
Quântica, a interpretação da espectroscopia atómica 
em termos da teoria das representações dos grupos 
abstractos e contínuos e a questão da compatibili
dade das grandezas físicas em termos da teoria da 
medida, enquanto que, na Mecânica clássica, foi o 
problema ergódico que principalmente nos preocupou. 

Damos a seguir uma referência mais detalhada dos 
pontos fundamentais das lições : 

O Problema Ergódico 

Na exposição realizada procurámos pôr em relêvo a 
importância fundamental das técnicas de medida à 
Borel e à Lebesgue na redução da antiga hipótese 
ergódica de Boltzmann à transitividade métrica. 

Nessa redução, obtida através dos trabalhos de 
v. Neumann e de Birkhof aparecem : uma noção 
nova — a de automorfismo ergódico ou mòtricamente 
transitivo — e um problema a analizar : o da posição 
dêste tipo particular de automorfismos no conjunto 
das transformações que conservam a medida. Relativa
mente a êste problema, mostrámos como os métodos 
topológicos tentam resolvê-lo, graças à introdução, no 
grupo dos automorfismos que conservam a medida, 
duma topologia em relação à qual é denso em todo o 
espaço, o conjunto dos automorfismos ergódicos. 

Ainda no domínio da Mecânica Clássica, no estudo 
crítico das proposições experimentais que a essa 
ciência interessam, expusemos a interpretação, de 
v. Neumann que faz corresponder, no espaço das fases, 
ao sistema dessas proposições a Álgebra cociente dos 
conjuntos mensuráveis à Lebesgue-módulo conjuntos 
de medida nula. 

Teoria da Medida e Mecânica Quântica 

Começámos por mostrar que as variedades lineares 
fechadas geradas pelos elementos de um sistema orto-
normado completo de um Espaço de Hilbert constituem 

N O T I C 

Academia das Ciências de Lisboa 

Num dos primeiros dias de Julho realizou, na Acade
mia das Ciências de Lisboa, o Professor da Faculdade 
de Ciências e da Faculdade de Ciências Económicas 
de Madrid, Dr. O. Fernandez Baíios, uma conferência 
onde expôs os resultados a que chegou sobre a elasti
cidade em econometria. 

uma estrutura ortocomplementada e distributiva e f ixá
mos depois a nossa atenção sôbre a posição relativa das 
estruturas associadas aos elementos próprios de duas 
grandezas físicas A, B e verificámos que, dentro de 
cada uma delas, a projecção sôbre uma variedade se 
comporta como uma funcional não-negativa e modular. 

Nestas condições se definirmos medida exterior e 
medida interior de uma variedade de uma daquelas 
estruturas a partir da funcional-projecção das varie
dades da outra (interpretada como uma medida) 
obtém-se o seguinte teorema fundamental : a condição 
necessária e suficiente para que as duas grandezas 
A e B sejam compatíveis é que as variedades da 
estrutura associada a A sejam mensuráveis com as 
variedades da estrutura associada a B e inversa
mente. 

Quere dizer : grandezas compatíveis são grandezas 
comensuráveis. 

Álgebras e Mecânica Quântica 

Depois de algumas generalidades sôbre a equação 
de Schrõdinger e seus grupos de invariância, tratámos 
especialmente o caso dum espectro descontínuo, no 
qual cada valor próprio da energia determina um 
espaço linear finito de funções próprias. Mostrámos 
que as representações da Quântica são unitárias, e, 
portanto, irredutíveis ou completamente redutíveis. 
Falámos da importância dos conceitos de redutibili-
dade e irredutibilidade e desenvolvemos a teoria das 
representações dos grupos contínuos, especialmente 
do grupo das rotações. A aplicação da série de Clebsch-
-Gordan à construção atómica e aos espectros dos 
hidrogenoides, as regras de selecção e de intensidade, 
0 esquema vectorial de Neumann-Wigner (spin), etc., 
foram também focados. Propriamente sôbre as repre
sentações das álgebras, seguimos o método de E. Noe-
ther, dado no Mathematische Zeitschrift, e falámos dos 
resultados de Frobenius sôbre as representações dos 
grupos finitos, que aparecem inseridos naquele mé
todo. Incidentalmente, demos alguns teoremas recentes 
relativos aos anéis com condições de cadeia (no sen
tido de Dedekind). 

Centro de Estudos Matemáticos do Porto 

1 Á R I O 

Faculdade das Ciências de Coimbra 

Na Universidade de Coimbra realizaram-se durante o 
mês de Junho as provas de doutoramento em Ciências 
Fisico-Químicas do assistente da Faculdade de Ciên
cias, José Luís Rodrigues Martins. 

A dissertação «Da influência das forças de «spin» 
nas reacções entre partículas nucleares —Contribuição 
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para o estudo da espectroscopia nuclear» foi discutida 
pelos professores Dr. A. Cyrillo Soares da Universi
dade de Lisboa e Dr. Mário Silva da Universidade de 
Coimbra. Dos pontos — Teoria das valências orienta
das — e — Ondas electromagnéticas; sua propagação. 
Teorema de Poyting. Estudo do campo de irradiação 
do dipolo de Hertz— foram arguentes respectiva
mente os Professores Drs. Couceiro da Costa e Mário 
Silva, da Universidade de Coimbra. 

lnstifuloSuperior.de Ciências Económicas e Financeiras 

Nos dias 25 e 26 de Junho tiveram lugar nêste 
Instituto as provas de doutoramento em Ciências 
Económicas e Financeiras do assistente João Reray 
Freire. A dissertação «Estudos de Demografia Portu
guesa— 1." ensaio» foi discutida pelos Professores 
Bento Caraça e Francisco Leite Pinto. As teses 
foram discutidas pelos Professores C. M. Beirão da 
Veiga e A. Marques Guedes. 

M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
SÔBRE I N E Q U A Ç Õ E S F R A C C I O N A R I A S D O 1.° G R A U 

por Reúl Ralo 

Estas inequações têem sido tratadas de formas muito 
variadas nos compêndios de Álgebra elementar. Ser-
rasqueiro (1883) não as considera em especial ; resol-

x - 1 4 
vendo > - acha x > 17 , o que è incompleto. 

x + 3 5 
A. J. da Cunha (1883) não as considera. Albuquerque 
(1898) desembaraça de denominador, tomando o qua
drado, sempre positivo. Dias Agudo (1938) resolve-as 
com as hipóteses usuais na resolução das inequações 
fraccionárias do 2.° grau. Sequeira Ribeiro (s/d. prog. 
de 1936) faz considerações muito complicadas. 

Ora estas inequações têm uma resolução muito 
simples, se aplicarmos o mesmo raciocínio que nos dá 
os valores de x que tornam o trinómio do 2." grau 
positivo ou negativo, no caso das raízes reais e desi
guais. Com efeito tôda a inequação fraccionária do 
1." grau pode reduzir-se à forma / ( x ) > 0 , ou / ( x ) < 0 , 
dando-se a / (x) a expressão : 

/ < * ) ' 
ax + b a x + 6/a 

' X .* cx + d c x+d /c 
Mostra esta expressão que / ( x ) será de sinal contrá

rio a a/c para valores de x compreendidos no intervalo 
(—b/a, —djc) e do mesmo sinal de a/c para valo
res não compreendidos no mesmo intervalo. 

Alguns exemplos tirados dos autores referidos: 

Serrasqueiro : 
; - l 4 
; + 3 5 

x—l 4 1 x—17 
Façamos / (x) > O > O ou - X > O 

x + 3 5 5 x + 3 
o que dá a solução : x > 17 ou x <—3 , isto é, fora 
do intervalo (17 , — 3) . 

1 5 _ 1 1 5 1 n 

Albuquerque : < H i — — — 1 < O 
4 8 x x 4 8 x x 

- 6 x - 1 3 „ 
ou < 0 . Solução x > 0 ou x <—13/6. 

8 x 
x - 1 x - 1 - 2 

Sequeira Ribeiro : < 1 , - — K O , 7 < -0 1 

x + 1 x + 1 x + 1 
ou x > —1 . 

3 x « - 4 x 3x2-4x „ - 4 x - 9 
Idem: <3, 3 < 0 ou ~ < 0 , 

x2+3 ' x2 + 3 X-- + 3 
4 

x + 1 
Dias Açpido: > O dá imediatamente x <—1 

x—3 
« « x + 1 „ 

ou x > 3 . Se fosse - < 0 , seria 3 > x > — 1 . 
x —3 

EXAMES DE A P T I D Ã O ÀS ESCOLAS SUPERIORES (1944) 

I. S. A. — 2." prova escrita — 24 de Outubro de 1944 
Ponto n.° 3. 

Nota —E obrigatório resolver quatro questões, entre 
as quais a primeira. 

2036 — Na equação 2x* + (p* + 2) x + Ip1 — 4 = O 
determine p com a condição de a diferença entre as 
raízes ser igual à unidade. 

2037 — Numa propriedade existem alguns cavalos, 

um número exacto de juntas de bois e porcos num 
total de 34 cabeças. Sabe-se que o triplo do número 
de porcos é igual à soma de 5 vezes o número de bois 
com 3 ve^es o número de cavalos. Determine o número 
de bois, de cavalos e de porcos. 

2038 — Um diedro de 105° 11', 4 intersècta uma 
esfera cujo centro está situado sôbre a sua aresta. 
O plano perpendicular à aresta do diedro e passando 
pelo centro da esfera contém dois pontos situados 

http://lnstifuloSuperior.de
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à distância de 6,4567 metros um do outro, que perten
cem simultâneamente à superfície da esfera e às faces 
do diedro. Calcule o raio da esfera. 

2039 — Determine os valores de x , compreendi
dos entra ir e 2ir radianos, que satisfaçam à condição 

áx + - ) = cos ( 2x 
2 / V 3 

2040 — Determine o volume do sólido gerado pelo 
hexágono regular inscrito, quando roda em torno de 
uma diagonal que passa pelo centro, em função do 
do raio do círculo circunscrito. 

2041 — Demonstre que se duas secantes se cortam 
no ponto de contacto de duas circunferências tangen
tes, as cordas que unem as suas extremidades são 
paralelas. 

I. S. A. — 1.• prova escrita — 20 de Outubro de 1944 
Ponto n.° 4. 

Nota—E obrigatório resolver quatro questões, entre 
as quais a primeira. 

4 2x—1 
2042 — Resolva a inequação 2 < — • 

6 — a; xi-1 

2043 — São dados os números a e b . Determine 
•em quantas unidades a difereuea entre o dôbro do 
1." e o 2.° excede o número que se obtém multiplicando 
pelo excesso pedido o 2.° deminuído de 7 unidades. 

Determine os valores de a e de 6 para que o 
problema seja indeterminado. 

2044 — Considere um triedro com 2 faces iguais 5  

•cortado à distância de 10,000 metros do vértice por 
um plano perpendicular à aresta a do diedro formado 
pelas faces iguais. Este diedro mede 48°27',2 e o seu 
plano mediador determina no lado da secção um ponto 
à distância de 26,917 metros da aresta a. Determine 
a área da porção de uma das faces iguais do triedro 
limitada pelo plano secante. 

2045—Exprima cotg ^- ir - f -x^ emfunçãode senx. 

2046 — Determine o raio da base de um cone de 
altura dada a, cuja área lateral seja igual à área do 
círculo que tenha por raio a altura do cone. 

2047 — Demonstre que, sendo [ABC] um tr iân
gulo inscrito numa circunferência, unindo o centro O 
da circunferência com o meio D do arco BC e tirando 
a corda AL), o ângulo ADO ê metade da diferença 
dos ângulos B e C do triângulo. 

I. S. C. E . F. —Ponto n.» 2 —Outubro de 1944. 

As respostas e as passagens essenciais das resoluções 
devem ser justificadas. Afirmações não justificadas 
consideram-se como não feitas. 

Nota — São obrigatórios quatro pontos, entre os 
quais, o n.° 1. 

2048 — Homotetia, semelhança e simetria. Defini
ções e relações entre os três conceitos. 

ARITMÉTICA 

2049 — Dispor por ordem de grandeza crescente os 
1 1 

números oi = l , a 2 =l - f -— -> a 3 = H — > 
& 1 

2 + -
3 

1 1 
a 4 = I H — > o s = H ; 

2 + -
1 

3 - t - -
4 

2 + 
3 + 

1 
4 + -

5 
R : a t < a 3 < a5 < a4 < a 2 . 

ALGEBBA 

2050 — Determinar as raízes reais da equação 
1 — x-hxz—x3 + x*=l. Generalizar. R : A equação é 
equivalente a (1 + x 3 ) / ( l + x) = l ou l + x 5 = l + x 
(com x=£— 1) , cujas soluções reais são 0 e 1 . A gene
ralização consiste em determinar as raízes reais da 
equação 1 — x-(-x'— x 3 + • • • + x 5 n _ l + x*" = 1 ou seja 
( l + x i° + , ) / ( l + x) = l , (com x = É - l ) . 

As suas soluções reais são 0 e 1 . 

GEOMETBIA 

2051 —Na circunferência da gravura junta conhe-
ce-se o raio r e o comprimento l da corda AB. Tira-se 
a tangente CD paralela a 
AB ; calcular a área (som
breada na figura) interior 
ao triângulo COD e exte
rior à circunferência. 

R : A área pedida será 
S = Si — S2 sendo Sj a área 
[COD] e Sj a área do sector 
[AOB] . Da semelhança dos 
triângulos [COD] e [AOB] 
têm-se CD = 1. r / h sendo 
h = tfir'! — l 2 / 2 a altura 
do triângulo [AOB] relativa à base A B . Designando 
por a o ângulo ao centro correspondente a A B , serA 
S = l . r 2 / 2 h - r í . a / 2 (a = 2arcsen l/2r) . 
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TRIGONOMETRIA 

2052 — Verificar a identidade cos8 x — sen8 x — 
— (cos6 x—sen6 x) + cos2 x . sen2 x . (cos2 x—sen2 x ) = 0 
R : Basta notar que 
cos8 x — sen8 x = (cos* x — sen4 x) (cos4 x -+- sen4 x) -= 

= (cos2 x — sen2 x) (cos4 x + sen4 x) 
e efectuar as operações indicadas. 

CÁLCULO NUMÉRICO 

2053 - Calcular o valor que toma a expressão 

x 3 + y 3 y x 
X= para x = cotg 238° 48'. 

x 2 — y! x 2 + y1 

R : Tendo em atenção que x 3 4-y 3 = (x + y ) (x 2 + y 2 —xy) 
obtém-se, efectuando as operações, X = l / x — tg 58° 48' 
donde log X=<>,21780 ou X = 1,651 . 

I. S. C. E. F. —Ponto n. 4 —Julho de 1944 

As respostas e as passagens essenciais das resoluções 
devem ser justificadas. Afirmações não justificadas 
consideram-se como não feitas. 

Nota — São obrigatórios quatro pontos, entre os 
quais o n.° 1. 

2054 — Circunferência. Propriedades mais impor
tantes. Relações métricas. Medidas de ângulos inscri
tos e de ângulos formados por secantes. 

ARITMÉTICA 

2055 — Calcular a soma 
S = l 4-1 + 1/2+ 2 + l / 2 2 + 2 2 - l - - . -+ l /2 ' ' + 2" 

e determinar o menor valor de n para o qual é S > 10". 
R : Trata-se da soma dos tèrmos de duas progressões 
geométricas : 
S = ( l + l , 2 + l / 2 2 + - . -+l /2") + ( l + 2 + 2 2 - f - . . . + 2 " ) = 

= ( 2 - k -1 ) .2" +• (2"+' - 1 ) - 1 + 2"+' - 1 / 2 " . 
Fazendo sucessivamente n = l,2,3,--- obtém-se para n = 6 

S = 129-1/64>1< 0 . 

ÁLGEBRA 

2056 — Dada a equação x'+-ax + 6 = 0 , de raízes 
o e 3, determinar a equação do 2." grau cujas raízes 
são l /a 2 e l /P 2 . R : A equação será z 2 —Sx4-P=0 
com S = l / * 2 + l / j 3 2 = ( a 2 + p ! ) /a 2 p2 = (a 2 — 2b)/b 2 e 
P = l / * 2 3 2 = l / b 2 . 

GEOMETRIA 

2057 — Verificar se são compatíveis os seguintes 
dados acerca de um paralelipípedo rectângulo : 

Soma das três arestas que concorrem num vértice : 
£ = 12 ; 

Área total : ^4=94 ; 
Diagonal do paralel ipípedo: d=^50. R : Sendo 

x , y e z as 3 dimensões do paralelipípedo rectângulo 
há que verificar a compatibilidade do sistema : 

S = x + y + z = 12, A = 2 (xy + xz + x z ) = 9 4 , 
d 2 = x 2 + y 2 + z 2 =50 . 

Com. efeito, por ser S? = d 2 + A , terá de ser 12 2 = 
= ^50*4-94=144 o que confirma a compatibilidade 
dos dados. 

TRIGONOMETRIA 

2058 — Dado um triângulo rectângulo de ângulos 
A (recto) B e C, calcular, em função dos lados, 
cos(A + B - 2 C ) . R: cos(A + B - 2 C ) = cos (180»-3C) = 
= -cos 3C=3 sen2 C . cos C—cos3 C = b (3 c 2 - b 2 ) / a 3 , 
tendo em conta que c=asenC e b = acosC. 

CÁLCULO NUMÉRICO 

2059 — De um cone circular recto conbece-se a 
área total A = 75,36 metros quadrados e a altura 
Ã = 4 metros.' Calcular a área da base. R : Sejam R 
o raio da base e g a geratriz do cone ; de A = ir R 2 -f-
+ wBg e de h 2 = g 2 _ R 2 vem A—rcR2 = irR l/W+K*~ 
Elevando ao quadrado e simplificando obtém-se 

* R ' = A-/(*h 2- |-2A) = (75,36)</200,96 (ir=3,14) . 
Aplicando logaritmos obtém-sc i: R 2 = 28,26 m 2 . 

Soluções dos n . o s 2048 a 2059 de O. Morbey Rodrigues. 

I. S. T. - Ponto n.° 2 —23 de Outubro de 1944. 

2060 — Numa linha de circulação de um metropo
litano com 66 quilómetros de perímetro, as estações 
estão situadas à distância de 3 quilómetros umas das 
outras. Os comboios circulam à velocidade de 80 qui 
lómetros por hora e param durante 20 segundos em 
tôdas as estações. Supondo que a distância entre as 
automotoras de dois comboios consecutivos não pode 
nunca ser inferior a 2 quilómetros, determine o maior 
número de comboios que podem passar numa hora em 
cada estação e o número de comboios precisos para 
manter tal ritmo no serviço. R : Como cada comboio-
percorre dois quilómetros em 90* e demora na estação 
20", 110' depois de um comboio ter chegado a uma esta
ção poderá passar outro, e por isso o número máximo de 
comboios que numa hora podem passar numa estação é 
de 32. Cada combõio leva a percorrer o circuito completo 
2 2 x l 5 5 ' = 3410*, pois leoa de estação a estação com o-
tempo de estacionamento 155». Ora em 3410" passam 
pela mesma estação 31 comboios que será o número, 
necessário pora manter o ritmo de serviço pedido. 



22 G A Z E T A DE M A T E M Á T I C A 

2061 —Mostre que se 
(x 2 +y 2 +z' ' ) 2 +2 ( x a + y ? + z 2 ) (xy+yz+zx)+(xy-t-yz+zx)* 1 

(x+y+z)i—(xî+yî+z'y "~2 

x 2 -t-j / 2 +z- 1 
se tem também ' = - • R : A fracção dada 

{x + y + zy 3 J 

pode escrever-se : 
( x 2 + y 2 + z ? + xy + yz + zx) 2 _ 

(2x 2 + 2y 2 -h 2z- + 2xy + 2yz + 2zx) (2xy + 2yz + 2zx) *" 
x 2 + y 2 + z2-(-xy + yz + zx 1 

4(xy + yz + zx) 2 
•ou x 2 + y 2 + z 2 =xy4-yz + zx donde è (x 2 4-y 2 + z 2 ) 2 = 

x ! + y ! + z ! 1 
= 3(xy + yz + zx) e portanto j^ + y 2 + z 2 y = ~ • 

2062—Num quadrilátero ABCD, os ângulos B 
•e D são rectos, a diagonal mede d., o perímetro 
vale 2p e a área é JS . Exprima em função destes 
•dados os valores dos quatro lados. R : Se x, y , z, e t 
forem os lados do quadrilátero, as equações que resolvem 
•o problema são : 

[ x + y + z + t = 2 p 
xy + zt = 2S 
x-' + y 2 = d 2 

z ' + f = d 2 

•da 2°, 3." e 4." equações tira-se : 
<x-f-y) 2 +(z- l - t ) 2 =2d 2 + 4S quecom (x-|-y) + (z + t) =2p 

jiermite determinar 
(1) x + y = p 4 V d 2 + 2 S - p 2 

•e 
z + t = p - v / d 2 + 2 S - p 2 

De (1) e x 2 - f - y 2 = d 2 tira-se, fazendo a = d2-f-2S—p' 

p + y/Ã + V7 d ' - 2_S - 2p VÃ 

•« analogamente 

2 

p + 1 / 4 _ ( / d 2 - 2S-2p V/A 
2 

e 
p - V Ã + V d 2 --2S + 2p v/Ã 

2 

p - l A - V d 2 - -2S + 2pv/A 

2063 — Uma esfera de 5 metros de raio é atraves
sada por um cilindro de revolução de 3 metros de raio 
e cujo eixo passa pelo centro da esfera. £ Qual é a 
área total e qual é o volume do sólido em forma de 
anel recortado na esfera pelo cilindro ? R : Como o 
raio da esfera mede 5m e o raio da base do cilindro é 
de 3m , a altura do cilindro è de 2 x 4 m = 8 m . A área 
da zona esférica é então 2 x . 5 . 8 = 80 x m 2 . O volume 
do anel è dado por 1/6 x . 8 3 = 512 x/6 . 

2064 — l Qual é a expressão geral de todos os ân
gulos que satisfazem à condição 

1 1 1 1 1 1 

= _ 3 ? 
sen2;» cos2a; tg 2 x cot2x sec 2 » cosec2x 
R : A expressão dada pode escrever-se : cosec2 x— 
— cotg 2 x —(sen2 x + cos2 x) —sec2 x—(sec2 x —1)=—3 
ou 1 —1—2 sec; x + l = —3 ou ainda sen x = +v/2/2 e 
portanto x = n x + x,'4 . 

2065 — O ângulo sob o qual um observador via 
determinada tôrre duplicou pelo facto dêle se ter 
aproximado 110 metros e triplicou quando êle se apro
ximou mais 50 metros. ^ Qual era a altura da tôrre ? 
R: Seja i , 2 i e 3 i oi ângulos segundo os quais évista 
a tôrre dos pontos situados às distâncias 110 + 5 0 + x ; 
50 + x e x . E fácil ver que os ângulos sob os quais 
são vistos, do cimo da tôrre os segmentos de 110 m e 50 m 
são iguais a a.. Dos triângulos que se podem conside
rar deduz-se que : 
(1) (160 + x) t g « = h , 
(2) (50 + x) t g 2a = h 

(3) 110 : sen 3 a=50 : sen a . 
De (3) tendo em conta que sen 3 a=3 sen a—4 sen3 x 
tira-se que 15 sen a—20 sen3 u. = 11 sen a e portanto 
4 sen a = 20 sen3 a e sen2 a = 1/5 ou s e n a = + V / 5 / 5 
logo cos * = -H 2 v/5/5 , t g a = l / 2 e t g2a=4 /3 , valores 
que substituídos em (1) e (2) dão as equaçõs 200 4-
- f 4 x = 3 h e 160-|-x = 2 h e finalmente h = 8 8 m . 

Soluções dos n . o s 2060 a 2065 de J . da Sirtfa Paulo 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE EXAMES DE F R E Q U Ê N C I A E FINAIS 

Á L G E B R A S U P E R I O R — M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

Exame final—9 de Junho f . C. C.—ÁLGBBBA SCPBKIOK 
de 1944 — 2." ponto. 
2066 — E dado o losango de diagonais d e D. 

Mostre que o rectângulo de area máxima inscrito no 
losango tem por lados metade do valor das diagonais. 
R : Representando por 2x e 2y os lados do rectângulo 

paralelos às diagonais menor e maior do losango, e 
notando que há entre êsses elementos a relação 
D / 2 - y D 

x d 
ou seja y = D/2—Dx/d vem para valor 

daárea A (x)=2xD (1/2—x/d)=Dx (d—2x)/d. Extre
memos a função f ( x ) = d . A(x) /D = x • (d—2x). Tem-se: 
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f 1 (x) = d — 2x — 2x = O ou 4x = d —»-x = d/4 como 
f " ( x ) = — 4 < 0 , a função é maxima. Portanto, um 
dos lados do rectângulo é : 2x = d/4 + d/4 = d/2 e o 
outro é y = D / 2 - D / d d / 4 = D/4 ou 2y = D/2 . 

2067 — Qual é a condição a que devem satisfazer 
h e k para que a equação X 3 + /ÍX-h/c=0 tenha uma 
raiz igual à soma dos inversos das outras duas? R : A 
relação dada é a) r i = l / r 2 - f - l / r 3 e, além dessa, conhecem-
~se as relações : b) i j -)-r 2-|-r3=0; c) r i r 2 + rt r 3 + r 2 r 3 = h ; 
<I) r 1 r 2 r 3 = — k . Das relações a) e d) tem-se 
<l/r 2 + l / r 3 ) • r 2 • r 3 = — k ou seja r 2 + r 3 = — k . De b) 
obtém-se r j = k e portanto r 2 r 3 = — 1 e r 2 + r 3 = k . 
Substituindo em c|, vem a condição pedida r ( • (r 2 + r 3 ) + 
+ r 2 r 3 = h ou — k ' ; — l = h ou ainda k 2 + h + l = 0 . 

2068— E dada a equação xy+xz+yz—2x—Í/~3Z+1=0. 
Diga que quádrica representa, determine as coor
denadas do centro e refira-a aos eixos. R : Para deter
minar a natureza da quádrica, calculem-se as raizes da 
equação em S 

4 (S) 1 - S 
1/2 
1/2 

1/2 1/2 
— S 1/2 

1/2 — S 

= - S3 + 1/8 +1/8 + 3 S/4=0 

As raízes desta equação são Si = l , S 2 =—1/2 (dupla). 
Para referir a equação aos eixos, determina-se k = S/A, 

onde S= 0 1/2 1/2 - 1 = - 1 / 4 0 1/2 1/2 - 1 
1/2 0 1/2 - 1 / 2 
1/2 1/2 0 - 3 / 2 
1 - 1 / 2 - 3 / 2 1 

0 1/2 1/2 =1/8 
1/2 0 1/2 
1/2 1/2 0 

Portanto k = — 2. A equação referida aos eixos é: 
x2—1/2 . (y 2 - | - z 2 )=2 ou 2 x 2 — ( y 2 + z 2 ) = 4 q u e repre
senta um hiperbolôide de uma folha de revolução. 

F . C. C. — ÁLGEBRA SUPERIOR -
de 1944. 

Exame final — Outubro 

2069 — Calcular lim [(am '* + a""r)/2]*. R : â-"-*-" . 

2070 — Prove que, sendo as raízes da equação de 
coeficientes reais x" + a\ x"~' + a ; x " - 2 -t -(- a„ = 0 
tôdas reais e positivas, os coeficientes da equação são 
alternadamente positivos e negativos a partir de a j < 0 . 
R : Sabe-se, pelo teorema de Descartes, que nenhuma 
equação de coeficientes reais tem mais raízes positivas 
do que variações e que o excesso, quando o há, é sem-

j>re par. Para que a equação dada, de coeficientes 
reais e de grau n , tenha n raízes reais é necessário 

que os seus coeficientes apresentem, pelo menos, n va
riações ; tendo a equação n + 1 coeficientes (porque é do 
grau ri), o número de variações é exactamente n , e 
como o primeiro termo é positivo, será necessariamente 
a x < 0 , a 2 > 0 , ••• q. c.d. 

2071—Escreva a equação do lugar geométrico 
dos pontos do espaço donde um segmento de compri
mento k é visto segundo um ângulo constante 9. 
Verifique que no caso de ser 6 = 90°, o lugar pro
curado é uma quádrica ; diga de que quádrica se 
trata e refira-a aos eixos. R : Tomando para origem 
do sistema de eixos ortogonais, uma das extremidades 
do segmento, e para eixo oz a recta que contém êsse 
segmento, obtém-se para equação do lugar procurado 
m 2 [ x 2 + y 2 + ( z - k ) 2 ] • [x 2 +y 2 -f-z ' ' ] = [x2 + y 2 + z ( z - k ) ] 2 

onde m = cos 6 . No caso de ser 6 = 90°, o lugar pro
curado é a esfera x 2 + y - 4-z2 — kz = 0 , de centro no 
ponto (0,0, k/2) e raio k/2 ; a sua equação referida 
aos eixos é : x 2 + y 2 + z 2 = k 2/4 . 

Soluções dos n.° s 2066 a 2071 de L . Mendonça de Albu
querque. 

I. S. C. E. F. — 1.» cadeira — Exame final. — Julho 
de 1944. 

2072—-Calcular ^ (xi)m+ i (—xi)m , m inteiro e 
positivo; x > 0 real; í 2 = — 1 . R : Tem-se 

V/(xi)m + i (—xi) m = t / ( x i ) m - t / l +- ( — l ) m i - E por ser 
m . 

(x > 0) y ( x i ) m = x i r m (k) , onde r m (k) representa as 

raízes de indice m da unidade, e l / l + ( — l ) m i = 
a m , - r ( - i ) m * - (-i)™-7t I 

= y 2 cos 1-1 sen r m ( k ) , vem 
4 m 4 m 

\f (x i ) m - t - i ( — x i ) m = 

( - 1 ) " 
:os 

4 m 

• 1/2 + i sen 
( - 1 ) -

4 m r 2

m(k) . 

2073 — É dada a função y (x) assim definida no 
intervalo ( — 1 , + 1) : — l < x < 0 —>- y (x) = x 

0 < x < 1 —>- y (x) = x2. 
Representá-la geomètricamente, bem como à sua deri
vada y' (x) . i E aplicável a y' (x) o teorema sobre 
as descontinuidades das funções derivadas ? e o teo
rema de Darboux ? Razões. R : A função é contínua 
em todo o intervalo ( - 1 , + 1) por o ser nos intervalos 
abertos (—1,0) e (0,1) e no ponto zero —*y(0—0) = 
= y (0-t-0)=y ( 0 ) = 0 . No intervalo (—1,0), aberto 
à direita, trata-se do segmento de recta que une os pontos 
de coordenadas ( — 1,-1) e (0,0); no intervalo (0,-1-1) 
trata-se de um arco de parábola. A derivada existe 
naqueles intervalos parciais mas não existe no ponto 
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zero, por o l im If (0-)-h) — f (0)1/h não ser independente 

da forma como h tende para zero. No intervalo aberto 
à direita (—1,0) a sua imagem é o segmento de recta 
que une os pontos (—1,1) e (0,1); no intercalo (0, + 1) , 
trata-se do segmento de recta que une a origem ao 
ponto (1,2) . 

2074 — Estudar e representar geometricamente a 
função y = x*,x>0. As ordenadas dos pontos de esta-
cionaridade, se existirem, serão calculadas, pelo mé
todo dos desenvolvimentos em série, com duas casas 
decimais exactas. R : A função existe no intervalo 
(0, + oo), tomando o valor 1 para x = 0 . Quando 
x —• oo , y —• oo . Não tem assintotas. E y 1 (x) = 
= x*(logx + l ) e y " ( x ) = x x [(logx + l ) 2 + l / x ] Para 
y ' ( x ) = 0 e l o g x - ( - l = 0 - * x = l / e , sendo y " ( l / e ) > 0 
e y (l/e) = e~"*. A função tem portanto um mínimo no 
ponto (l/e , e - , / e ) . Como para x > 0 e' y" (x) > 0 , 
a curva de equação y = x* tem, no intervalo (0,+ oo), 
a concavidade voltada para os yy posiftvos. 

Sendo y ( l / e ) = e~" e = 1 - — + — — + "•••> 
J w ' e 2!e2 3!e' 

bastará tomar os quatro primeiros termos para que o 
erro sistemático cometido seja inferior a 1/2.000, visto 
ser 1/4! e4 < 1/2. 00 . E para que o erro de cálculo seja 
inferior a 1/2.000 bastará que cada um dos três últi
mos termos tomados seja calculado com um erro inferior 
a 1/10.000. E assim se tem y (l/e) ^ 1 - 0,3679 + 
+ 0,0677 —0,0083= 0,6815. Com a aproximação dese

jada ter-se-à y (l/e) 0,68 . 
Soluções dos n.°» 2072 a 2074 de A. da Costa Miranda. 

1. S. C. E. F. — 1." Cadeira — Exame final — Época de 
Dezembro —• Milicianos — 1943-44. 

2075 — Estudar e representor geometricamente a 
1 

função y = ; R : Função contínua defi-
v 3 1 + 2 e"" *> * J 

nida no intervalo aberto ( — oo ,+oo) e cujo contra-
domínio é o intervalo aberto ( 0 , + o o ) . Para x->•— O J , 
y -H>. 1 e para x -» oo , y —» 0 . A sua ordenada na 

' , „ 1 • , -2e—' , éi 
origem é e/(2 + e) . Do exame de y' = ————— e de 

2 e"-1 ( 2 e x - ' - l ) 
( l + 2e—) 

J conclue-se que a curva é rnono-
( l + 2e»-')3 * 

tónica decrescente e tem a concavidade voltada no 
sentido negativo do eixo das ordenadas, no intervalo 
( — oo , 1 — log2) e em sentido oposto no intervalo 
(1—log2,-f oo) . O ponto (1 — log2, l /2) e um ponto 
de inflexão. . 

d (log y) 
2076 —Sendo 2 / = / ( x ) , calcular 

d (logy) l / y .dy x dy 

d (logx) 

2077 — Determinar um po l inómio inteiro P (x) 
que sa t i s faça às condições : 

P ( - 5 ) = - 1 5 6 , P ( - 3 ) = - 4 0 , P ( - l ) = _ 4 , 
P ( 1 ) = 0 , P ( 3 ) = 2 0 , P ( 5 ) = 1 0 4 . 

R : Construindo a tabela de diferenças, com os valo
res dados, obtém-se 4 P (—5) = 116 , \ - P ( — 5) = — 80 > 
* 3 P ( - 5 ) = 4 8 , a*P ( - 5 ) = a.5P ( - 5 ) = 0 . A interpo-
ladora de Oregory-Newton dará f (—5 + 2x) = —156 + 
+ 116x-40x (x—l)+8x ( x - 1 ) ( x - 2 ) ou f ( z ) = z3— 
—z2 + z — 1 que è o polinómio procurado. 

Soluções dos n . o s 2075 a 2077 de O. Morbey Rodrigues. 

S. T. — MATEMÁTICAS GERAIS -
bro de 1944. 

- Exame final — Dezem-

2078 — O rendimento de um transformador está
tico de indução é dado pela fórmula : 

V, • h 
P = em que : é a tensão V,I, + A + B.Izi 
secundária (pràticamente constante), 7 2 é a intensi
dade secundária (variável), X é a perda no ferro-
(constante), e £?/ 2

2 è a perda no cobre (D constante). 
Mostrar que o rendimento é máximo quando a perda 
no ferro é igual à perda no cobre. R: Para resolver 
o problema, basta provar que: 1." A = B I 2

2 è raie 
da primeira derivada da expressão do rendimento ; 
2.° A primeira derivada que não se anula para 
A = B1^ è de ordem par. O valor numérico dessa deri
vada para A = BI^ é negativo. 

V , ( A - B . I Í ) 
L 0 ) P ' - I V , I U A + B U ) « ' P ' = ° - V , ( A - B I J ) - 0 , 

e portanto : A = BI^ . 
N N ' D - N D 1  

2-°) Sendo ?' = - é P"= — 

Como D é positivo, D 2 também e' positivo e A = BI . | 
anida N • para provar que p" < 0 para A = BI.^, 
basta provar que N ' < 0 . 

2 A , 
N ' = - 2 B . V 2 . I 2 e N ' (A = BI | ) = — — V 2 < 0 , c.q.p. 

h 
2079 — Estudar a função y = tg x + 8 sen x para 

0 ^ x ^ 2 i r . R : 1.°) Periodicidade: A função y e'pe
riódica de período 2 JT : tg (x-j-2 T) + 8 sen (x + 2 7c) = 
= tg x-1-8 sen x = y. 2.°) Pontos de descontinuidade? 
Parax = n2 e x = 3ir/2 vem y — ca. 

J 1 m y = + oo ; 
i«=1T/-'—0 

11 m y= — oo ; 
i—r/2+o 

l i m y—+oo; l i m y=—oo 
x=nizj-t —o *=:m/2 +o 

3.°) Pontos de encontro com o eixo dos XX : 

B d (log x) l / x . dx y dx 
tg x + 8 sen x = 0 : 

sen x . (1 + 8 cos x) 
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sen x (1 + 8 cos x) =0 ; sen x=0 ; x = 0 ; x=ir ; 

cosx = — 1/8 = -0,125; x = 97°10'; x = 262»50' . 

4. °) Ponto de encontro com o eixo dos YY : 

x=0, i /=0. 

5. °) Divisão do intervalo (0 , 2ir) em intervalos par
ciais, nos quais a função é sempre crescente ou sempre 
decrescente : 

V1 =sec 2 x + 8 cos x : ; r - 8cosx=0 : 
* ' cos- X ' 

Representação gràfiea : 

1 + 8 cos3 x 
= 0 ; cosx=—1/2; x j = 2ir/3 e X2 = 47r/3. 

y' > 0 para 0 < x < 2TT/3 e 4iv/3 < x < 2 n y crescente, 
y' < 0 para 2ir/3 < x < 4ir/3 y decrescente. 

6. °) Máximos e mínimos : 

y'=0, X! = 27r/3 e X 2 =4TC/3 

sen x 
y" = 2 . sec2 x . t g x —8 sen x=2 • 5 8 . sen x 
* ° cos3 x 

/ 2 \ t/S/2 t/3 

\TV'*"8' -1 /8 ~ 8 ' ~ 2 ~ < 0 M á x i m o 

= 8 . ( / 3 - m / 3 > 0 Mínimo. 

A função tem um máximo para x=2ir/3 e um mínimo 
para x=4nr/3 . 

/ (2n-/3) = - 1/ 3 + 8 .1/3/2 = 3 . f/S Máximo 

f (4*/3) = t / 3 - 4 ( / 3 = - 3 - / 3 Múumo 

7. °) Pontos de inflexão: 

y"=2 . sec2 x . t g x—8 sen x = 0 ; 

sen x . (1 — 4 cos3 x) 
- = 0; sen x = 0 ; x j = 0 ; e X j = r cos* x 

1—4.cos 3 x=0; cos x = - 3 - = = 0,629 ; 

x3 •=. 51° ; x 4 = 309°. 

y" ' = 2 . sec4 x + 2 tg x . 2 sec2 x t g x—8 . cos x 

= 2 . sec4 x + 4 sec- x. t g 2 x—8 cos x ; 

/ " ! (0) = 2 - 8 = - 6 = ^ 0 ; /'<< (*) = 2 + 8 = 1 0 =£0; 

/ ' "^arc cos-ã^iJ + 0 . 

Pontos de inflexão : 

x = 0 , y=0; x = ir, i / = 0 ; 

x = 51°, y = 7,5; x = 309°, y=—7,5. 

1 ,1 

f 44 îj 

2080 — Determinar, com êrro inferior a 0 , 1 , as 
raízes reais da equação x4—22,6 x 2 + 55,5 x + 40=0 . 
R : Utilizaremos um método gráfico. As raízes reais 
da equação dada, serão as abscissas dos pontos de in
tersecção de uma parábola com uma circunferência 
cujas equações vamos estabelecer: fazendo y = x ' ; , vem 

y 2 - 2 2 , 6 y 4 - 5 5 , 5 x + 4 0 = 0 ; x 2 - y = 0 ; 
somando membro a membro, teremos : 

r x 2 +y ; —23,6y + 55,5x + 40=0 
1 y = x * . 

A primeira equação representa uma circunferência e 
a segunda uma parábola. 
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Calculemos as coordenadas do centro e o raio da cir
cunferência. 

Coordenadas do centro : 

C ( a , b ) ; a = -55 ,5 /2= -27,75; 

b = +23,6/2 =+11 ,80 ; C (-27,75 ,+11,80). 

Baio : 
R2=27,75* + l l , 80* -40 =29,48 . 

Construídas as curvas, obtemos para raízes reais da 
equação : 

xj=—5,6 e X 2 = — 0 , 6 . 

2081 — A recta r passa por 0 e por .4 (2 , 3 , 4) ; 
a recta s passa por B (2 ,0 ,0) e por C (0 , 3 , 4) : 
verificar que r e s são coplanas e determinar o ân
gulo do seu plano com OZ. (eixos rectangulares) 

• x y z x-2 y z 
R : r) — = — = — > s) 

2 3 4 ' 
Condição de coplanaridade 

x2—xl yi—Vi Zz — Zi = 0 2 0 0 
ai bi ci 2 3 4 
a2 b2 c2 —2 3 4 

Equação do plano definido por r e s . 
vector da recta r : u = 2I + 3J + 4K 
vector da recta s: v = — 2I + 3J + 4K 

= 0 

vector do plano U A v = 1 J K 
2 3 4 

-2 3 4 

= - 1 6 J + 12K 

Como o plano 2>assa pela origem D = 0 . 
Equação do plano pedido : 

1 6 y - 1 2 z = 0 ou *) 4 y - 3 z = 0 . 
Equações do eixo OZ escritas sob a forma normal i 

0 0 

Angulo de OZ com r : 
- 3 3 

sen a» = , = — — i ? = ang sen (3/5) . 

Soluções dos n.° s 2078 a 2081 de Jorge Cândido da Silva. 

G E O M E T R I A D E S C R I T I V A 

F. C. L. —GEOMETRIA DESCRITIVA—Exame final, 20-6-1945 
—• 1.* chamada. 

2082 — Definida, em projecções cotadas, uma 
superfície cónica por [ Í2 ]Q— - v0 e V f i ) (V—[<£'])> 
construa um plano ir , passando por n ( 4 ) dada 

produzindo secção para-
cortando [d']J 

bólica na*superfície. 
Se, mantendo a cota de n , fizermos rodar n' em 

torno dum seu ponto P', existe alguma superfície 
envolvente das posições do plano ir do enunciado ? 
Caso afirmativo, caracterize essa superfície R : ir deve 
ser / j a um plano tangente 8 com horisontais // n . Basta 
construir h" tangente a [d] e paralelo a n . Teremos : 

f com n 

i s sV lh - e * í , * 
/ /< 

Há 2 soluções para cada direcção de n ' . A sup. 
envolvente do enunciado é uma sup. cónica homotética da 
dada, e tendo o vértice em P ( 4 ) . 

2083 — Considere 3 rectas concorrentes, a , b e c , 
nas seguintes condições : a e 6 de nivel ; 6' = o'. 

Suponha um parabolóide hiperbólico [ir] , do qual : 
6 é um diâmetro, a e c são assíntotas da secção feita 
por a. = a , c ; X (dado) é ponto de contacto dum plano 
tangente 3//a (dado) e d (dada, com d'/jb1) è uma 
geratriz. Determine o vértice dêsse parabolóide. 

Questionário : 
a) 0 conhecimento das assíntotas a e c implica o 

conhecimento das direcções de algumas rectas da 
superfície ? Porquê "? Tal conhecimento, aliado ao da 
direcção do eixo do parabolóide, arrasta o dos planos 
directores ? Porquê ? b) Trace as geratrizes da super* 
fície situadas em p . c) Que circunstância caracteriza 
as geratrizes que definem o plano tangente no vért ice? 
Sendo recto o parabolóide, que mais se pode afirmar 
acerca dessas geratrizes ? R : a) Implica o das gera
trizes da sup. que são //' a a e c respectivamente, porque 
as assíntotas duma secção são as intersecções do plano 
secante com os pl. assintóticos das geratrizes que dão os 
pontos impróprios daquela secção. Arrasta, porque cada 
uma daquelas geratrizes é paralela a um dos pl. direc
tores c o eixo é paralelo aos 2 planos directores ; os pl. 

directores são, assim : », e p 
| - . - c 

(o parabolóide é 

isosceles), b) X é, necessariamente, o ponto b . |3 e 
as geratrizes situadas em p são as rectas m e n que 
passam por X e são paralelas a a e c respectivamente ; 
c) São perpendiculares à intersecção dos planos 
directores, cada uma delas paralela a um pl. director ; 
sendo recto o parabolóide, tais geratrizes são orto
gonais. , 

Solução : A geratriz d pertence ao mesmo sistema 
que n ; é, pois, complana com m e não complana com n . 
Construídas 2 geratrizes mj e m2 de nivel, temos 



GAZETA DE M A T E M Á T I C A 27 

m ' i . m'2 = V ; a proj. vertical V " é obtida por inter
secção da vertical de V com a geratriz de nível m 3 

cu/a projecção horizontal m ' 3 passa por V e e perpen
dicular o b 1 . 

2084 — Dum parabolóide isosceles, conhece-se : o 
vértice F (3,3); uma das geratrizes que passam em 
V (g -L tp0) e sabe-se que : planos de rampa produzem 
secções parabólicas ; e o plano tangente 6 num ponto 
P—-g(P=\=V) faz 45° com v 0 . Determine: a) o eixo, 
e os traços da superfície em v0 e ç 0 . b) um plano tan
gente p paralelo a a dado (a = h"-, v* , LT) . c) o 
centro da secção feita pelo plano a . 
Questionário : 

1) Conhecer as geratrizes que se cruzam no vértice 
equivale a conhecer as orientações dos planos direc
tores ? Justifique a resposta. 2) Trace a 2.« geratriz 
situada no plano tangente 6. 3) Qual a circunstância, 
referida no enunciado, que faz o conhecimento da 
direcção dos diâmetros do parabolóide ? Porquê ? 
4) Dão algum elemento importante da secção (a) as 
rectas pelas quais vai definir o plano p? Justifique 
a resposta. R : 1) Sim, porque a normal ao plano 
dessas geratrizes dá a direcção do eixo, e esta direcção 
combinada com cada uma daquelas rectas, define um 
pl. director ; no caso presente, os pl. directores são: v, e <p, ; 

2) É a recta de frente f do plano 6, conduzida por P; 
3) E o facto de saber que planos // L T produzem 

secções parabólicas, porque só planos // aos diâmetros 
produzem secções deste género ; 4) Dão as direcções 
assintóticas da secção (a) pois elas são as gera
trizes da superfície situadas em p e, portanto, para
lelas a a. 

Solução : a) O eixo é a paralela a L T conduzida 
por V ; h [ l r I fica definido por V e por H ' ; v [ h I fica 
definido por V " e por M s L T . h ™ b) V e V " são 
pontos de divergência, numa e noutra projecção, das 
geratrizes de nível e frente respectivamente ; as gera
trizes de p conslroem-se, pois, imediatamente; e o seuponto 
comum X é o ponto de contacto de p ; c) A paralela a 
L T conduzida por X e o diâmetro conjugado corn a 
orientação (&) ; o seu traço em a e'o centro da secção (a) • 

2085 — Dados: um elipsóide [t] de revolução, de 
eixo vertical (afastamento 4cm, raio do equador—2cm) 
e um cilindro de revolução de eixo de frente (inclinado 
a 45° sobre •/„) e raio 2 cm , nas seguintes condições : 
na intersecção das 2 superfícies verifica-se um caso de 
beijamento simples, e a projecção vertical da intersec
ção é uma cónica. Determine : a) as orientações de 
planos que dão, nas 2 superfícies, secções homotéticas, 
e uma das assíntotas da projecção vertical da inter
secção, b) A linha dos pontos duplos aparentes na pro
jecção horizontal, c) Os pontos duplos nessa projec

ção, se existirem. R : As 2 condições impostas, pelo 
enunciado, à intersecção, obrigam à existência de um 
plano principal comum de frente e de um plano tangente 
comum, projectante vertical (fazendo 45° com v0) . 

a) As orientações pedidas delerminam-se recorrendo-
a superficies homotéticas das dadas e circunscritas a 
uma mesma esfera. Uma das assíntotas da proj. vertical 
também se constroe imediatamente. 

b) A linha dos pontos duplos aparentes pedida é a 
intersecção do plano do equador do elipsóide com o plano 
projectante vertical do eixo do cilindro. 

Nota : Duração da prova — 4 horas livres. 
Resposta obrigatória — e2082 2085 e uma das outras duas. 
Dispensa-se o relatório em qualquer problema. Faculta

tiva a justificação de qualquer dos passos da construção 
relativa a 2085. 

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA— Exame final, 23-6-I945 
— 2." chamada. 

2086 — Considere um hiperbolôide de revolução, 
cuja gola (.R = 2 cm) exista em v4 e no qual exista uma 
geratriz gd perpendicular a um dado plano x (ífv 0=45°) 
Dada uma recta r//gd, determine o ponto P (próprio) 
de intersecção de r com a superfície. Como procura
ria uma recta s — P tal que o plano a = r, s produ
zisse, na superfície, uma secção hiperbólica de assín
totas perpendiculares. 

2087 — Um parabolóide hiperbólico é definido pelo 
plano director v0 e directrizes a e b paralelas a p 2 i 4 

Determine um plano ir, passando por um dado ponto 
P, com uma dada direcção l de traço horizontal e 
produzindo, na superfície, uma secção hiperbólica 
equilátera. Construa uma das assíntotas da secção. 

Questionário : 
a) O conhecimento dos planos directores dum para

bolóide [s] implica o conhecimento das direcções assin
tóticas das secções feitas por planos duma mesma 
orientação nos infinitos parabolóides com os mesmos 
planos directores que [e] . Como justifica a afirmação? 
b) Como poderia determinar o centro da secção feita 
num parabolóide [s] por um plano a, se conhecesse o 
diâmetro de [s] conjugado com a orientação a que 
pertence ce? c) Se escolhesse novas directrizes a\ e 61 
também paralelas a p 9 4 em substituição de a e 6 , 
mantendo v0 como um dos planos directores, haveria 
alguma alteração relativamente ao ângulo das assín
totas da secção [JT] ? Porquê ? d) Relativamente 
à direcção l dada para li", em que caso não tem 
solução o problema proposto ? Porquê ? 

2088 — Dum hiperbolôide empenado conhecem-se 
duas directrizes i j i v j e d â _L œ 0 , e sabe-se que um 
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dado plano p -L <j>0 determina uma secção hiperbólica 
da qual se conhece uma das assíntotas mjjdz e o ân
gulo Jfl das 2 assíntotas. Construa uma 3.' directriz 
d^jjLT de modo que o hiperbolóide definido por di,d2 

e d3 satisfaça às condições do enunciado. Centro da 
secção (P) . 

Nota : Dispensa-se, aqui, a marcação rigorosa do ângulo 
de A° das assíntotas, desde que o aluno diga, na altura pró
pria, era que essa construção intervém no problema, como 
faria tal construção. 

Questionário : 

a) Sendo a secção hiperbólica, quantas geratrizes 
há, na superfície, paralelas ao plano secante ? Porquê ? 
Conhece algum ponto da projecção horizontal de al
guma delas ? Qual ? Porquê ? Como poderia aprovei
tá-lo para, nas condições do enunciado, construir a 2.* 
direcção assintótica Ï b) Existe alguma superfície 
envolvente dos planos que intervêm na determinação 
das assíntotas das secções planas dum hiperbolóide? 

Como se designa tal superfície? Em que caso se pode 
afirmar ser tal superfície de revolução ? c) Se o plano p 
fôsse de perfil, poderia escolher-se k arbitrariamente 
em face dos restantes elementos do enunciado ? Justi
fique a resposta. 

2089 — Considere um hiperbolóide de revolução de 
eixo e -L v0 e uma superficie cónica, de vértice V per
tencente à gola do hiperbolóide e afastamento igual 
ao do centro C do hiperbolóide, e de directriz na d i 
rectriz (em v0) do cone assintótico daquela superfície-
a) Existe algum plano de simetria ortogonal comum 
às 2 superfícies? Qual? Alguma orientação de planos 
de sec. hom ? Qual ? b) Determine uma das assíntotas 
da projecção vertical da intersecção das duas superfí
cies, c) V é um ponto de intersecção das 2 superfí
cies. Diga tudo quanto sabe dêsse ponto relativamente 
à intersecção e indique, justificando, as suas tangentes. 

Enunciados e so luções dos n.°5 2082 a 2089 de Humberto 
Meneses. 

C A L C U L O I N F I N I T E S I M A L — A N A L I S E S U P E R I O R 

F. C. L. — l.° Exame de frequência —1945 

2090 — Calcule a derivada — da função u defi-
dx 

nida pela equação M 2 + X 2 + 2/2 + Z 2 = C 2 em que a e y 
são as funções de x definidas por log ( x j / ) + y / x = í i ! 

e log (a/x) +-Z x = b2 . 
2091 — Ache a equação transformada de 

ò z i s _ 
(,x+y) ~ + ( x - y ) r ~ = 0 

4 x by 
mediante as relações M = X 2 — J / 2 — 2 xy e v=y • 

F. C. L. — 2.° Exame de frequência —1945. 
x - 1 

2092 — Calcule \/ x 
: dx • 

2093 — Ache a evoluta da parábola y = x 2 / 2 , e faça 
a sua representação geométrica. 

F. C. P. >— CÁLCULO INFINITESIMAL — Exame final — 
lulho, 1944. 

2094 — Determinar o plano osculador da linha 
x = u" , y = cos - J V M / 2 , z = arc t g \/ u no ponto corres
pondente a M = l . R : jrX-h6Y + 8jrZ = i7 + 2ir2 . 

y 1 
2095 — Integrar a equação y[— — = — • 

2x y \ / x 2 - i 
R: 

Fazendo i/ 2 = z tem a equação linear z' 

que integrada dá z = Cj x + 2x are tg ^x-' — 1 . Logo 
y 2 = C i x + 2 x arc t g v ' x 2 — 1 . 

2096 — Calcular o volume limitado pela superfície 
gerada pela rotação da linha x 2 + ( y — l ) 2 = l em torno 
do eixo dos yy, por meio de um integral duplo e depois 
por um integral simples. R : 
a) A equação da superficie gerada é z 2 + (y — l ) 2 + x ! = * l . 

Logo V— JJ 2 / l — x 2 — ( y — l ) 2 dx dy, sendo D limi
to 

tado por x 2 + ( y — 1 ) 2 = 1. Fazendo a mudança de va
riáveis x«=p cos <f , y — l = p sen a vem 

S 7 V 1 

V— f d y f 2p ( / l -p ' i dp=4ir/3 . 
o ô 

b) V ^ w f s * d y - . « / " | l - ( y - l ) 2 | d y = 4 w / 3 . 

2097 — Determinar a equação cartesiana de uma 
linha em que - R = l + s 2, sendo II o raio de curva
tura e s o comprimento do arco. Tomar para eixo 
dos xx a tangente na origem dos arcos. R : Temos 

ds 
R = — = l + s2 que integrada dá s = t g a (ao=s 0=0). 

x V x 2 - 1 

d<x 

dx = ds COS rx ' 
da 

sen a da iz 
dy=dssena= Fazendo a = (3 vem 

cos2 a 2 
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dx • 

dy 

d3 
sen 3 
cos g dp 
sen2 (5 

x = - log tg — + C t 

y - O + C 2 . 
sen p 

B 1 
as condições iniciais vem, x = —log tg - e y = 1 . 

2 sen g 

Eliminando 3 tonos y + 1 = — j ex + e _* | . 

Soluções dos n."f 2094 a 2097 de Jayme Rios de Sousa 

I. S. T. — CÁLCULO — l.° Exame de frequência—1944. 
2098 —Determinar os máx imos e mín imos da função 

f ( x ,y) = j" x i / l — x1 dx . 

2099 — Verificar, para as funções / , = axï+2b xy , 
f t = x + 2y e. f3 = 3x+2ay se é possível determinar 
a e 6 de modo tal que, das três fnnções, só uma seja 
independente. 

/ 
2100 — Estudar a convergência do integral 

e-«. "•" du . 

I. S. T. — CÁLCULO — 2.° Exame de frequência — 1944 
— 2." chamada. 

2 V 
2101 — Integrar a equação yy' = —• -\ • 

x3 

2102—Determinar as assíntotas da curva 
ax3 + x3y—ay3 = 0 . 

dx dy 
2103 — Calcular o integral J J 

extendido a todo o plano. 
(x 2 +2/ 2 + l ) 2 

I. S. T .—CÁLCULO — 2.° Exame de frequência—1944 
—-1.* chamada— (exame teórico). 

2104 — C o m p a r a ç ã o dos métodos de Cauchy e 
Logrange-Charpit para a integração das equações de 
primeira ordem, não lineares, às derivadas parciais. 

2105 — Quando é que o pfaffiano 2 •Si 

X j = X j (» i , x2, x„), admite um factor integrante? 
Porquê ? 

I. S. T. — CÁLCULO — 2.° Exame de frequência - 1944 
2." chamada — (exame teórico). 

2106 — Curvas notáveis das superfícies. 

2107 — Integração da equação diferencial total. 

F. C. P. — ANÁLISE SUPERIOR — 1.° Exame de frequên
cia—28 de Fevereiro de 1945. 

2108 - 0 plano tangente no ponto * de uma super
fície corta os eixos Ox e Oy nos pontos A e B. 

Determinar a equação de derivadas parciais das 
superfícies tais que OA . OB = l . • 

Integrar a equação obtida e do integral completo 
deduzir a superfície integral que passa pela linha 
xy = í , a = l . R : Como O A = (xp- fyq — z)/p e ÕB = 
= (xp + yq — z)/q , a equação de derivadas parciais das 
superfícies pedidas e 

(xp + y q - z ) 2 

pq 
= 1 , ou z=xp-)-yq—v/pq . 

Esta equação (de Clairaut) admite para intégrât 
completo z = Ci x + c2 y — v/cj c 2 . 

A superfície integral que passa pela linha dada é 
z = 2 v / x y - l . 

2109 — Determinar uma função analítica /=tp + 

+ i <J< da variável z , sabendo que a = : 
x-+yl 

e que / ( 1 ) = 0 . R : Como A ç = 0 , o problema e" 
possível. Tira-se : 

iM< _ ò<f _ — 2 x y 0<}<_icí> y 2 — x 2 

Ox òy~ (x 2 + y*) 2 1 í y = ôx = 1 ~ (x 2 +-y 2 ) 2 ' 

Logo d <Ji: p T y T 2 d x + ( i - ( x ^ ) O d y -

Portanto $ = x / ^ y I + y + C i . 

Será então 

f (z) ; 

( x 4 y ~ 2 + y + C l ) 

Como f ( l ) = 0 , c i = 0 . Exprimindo f (z) em função 
da variável z, vem f ( z ) = z — l / z . 

2110 — Calcular J _2 ^ _--
s 

dz em que S é uma 

circunferência com o centro na origem e raio R = 2 . 
R : Pelo teorema dos resíduos : 

dz = 2 i - (R„ + Ri) , 
. / z 2 ( z - l ) 
s 

onde R 0 e R j são os resíduos correspondentes aos 
poios 0 e 1 . 

Como Ro=— 2 e Ri = l , o integral pedido è igual 
a — 2 iir . 

Soluções dos n . o s 2108 a 2110 de Laureano Barros. 
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M E C Â N I C A R A C I O N A L 

1. S. T.—MECÂNICA RACIONAL — l.° exame, 2-2-944. 

2111 — Integrar a equação às derivadas parciais 
z {rt—s") +pqs=0,. 

2112 — Desenvolver a função / (x) = x (ir — x)/8 
«m série do seno, no intervalo 0 < X < T T . 

2113 — Averiguar que a equação integral 
l 

/ (x) —<f (x) - X J" k (x,y)<? (y) dy, 

se fôr k (x , y ) = / i (x) - / 2 (y) e J / , (x) . / 2 (x) dx=A, 
a 

admite a solução 
b 

<P W = / (*) + / / (2/) / , (2/) rfy • 
a 

2114 — Determinar as curvas de estacionaridade 

do integral 1= J (x—x0)n tfl + y1'2 dx . 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secçSo, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, ser3o publicadas críticas de livros 

e outras publicações de matemática de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares à Redacção 

46 — N E V I L L E , ERIC HAROLD • 
Functions — Cambridge —1944. 

• Jacobian Elliptic 

Oferta do «British Council» por intermédio do Ins
tituto Britânico em Portugal. 

O intento deste livro, no dizer do autor, é restabe
lecer, sob um novo aspecto, à custa de estruturas 
fundamentais de definição, a aparelhagem algorítmica 
das clássicas funções elípticas de Jacobi, que o em
prego das funções theta como elementos iniciais, embora 
artificiosos, da teoria, quási por completo banira dos 
modernos tratados. E, como as principais razões dêsse 
banimento se apoiavam nas dificuldades trazidas pela 
inversão do integral de Legendre, no caso da variável 
complexa, é à remoção dessas dificuldades que directa
mente visa a elegante construção dos novos elementos 
elípticos do autor, permitindo restaurar, em moldes 
acessíveis, a fertilíssima teoria clássica. E não se 
recuperam apenas os benefícios dessa fertilidade que 
tem, sobretudo, como razão de ser, a possibilidade de 
cálculo daqueles integrais com as quais as funções 
jacobianas estão tradicionalmente associadas, possibi
lidade que resulta, como se sabe, das relações que as 
ligam com as suas derivadas. A teoria exposta tem 
ainda o mérito de elucidar mais fortemente do que a 
teoria elementar weierstrassiana da função P (s) as 
relações que implicitamente ligam a dupla periodici
dade da função elíptica às propriedades do integral 
que é a sua inversa. Como se consegue êste objectivo? 
O autor associa com uma arbitrária função weierstras
siana um conjunto simétrico de funções duplamente 
periódicas, tendo em cada paralelogramo dos períodos 
•da função inicial, dois poios simples. Esse conjunto 

converte-se num sistema jacobiano pela especialização 
dum dos parâmetros ; e essa especialização, que é fun
damental na teoria, importa, para o sistema obtido, 
a dupla periodicidade, sem impôr aos parâmetros a 
condição de serem reais. Seguidamente, demonstrações 
simples dos teoremas de adição e das transformações 
de Jacobi e Landen substituem as demonstrações 
algébricas exigidas pelo integral de inversão. 

A estrutura é a configuração dos pontos congruentes 
(em que a função toma o mesmo valor) ; e, embora 
ela seja sempre formada (para uma função duplamente 
periódica) pelos pontos de intersecção dc duas famílias 
de rectas paralelas equidistantes, no plano da variável 
complexa,essas famílias não são fundamentais: porque 
não são únicas e porque apenas têem interesse os pon
tos congruentes em que se cruzam. Das estruturas, 
das células de congruência e do conceito geral de 
função elíptica se ocupa pormenorizadamente o autor 
na introdução do livro, na qual se inclui áinda a 
teoria das funções weierstrassianas, formulada a par
t i r do conceito de estrutura. E logo no capítulo p r i 
meiro são introduzidos os elementos primitivos com 
as seguintes notações : 

(1) 
f j z - [*»(*)-<*]"' 
gjz={P(z)-ea\"* 
hjz=[P (z)-e>]<>*, 

sendo P (z) a função de Weierstrass e ef , ea , ek os 
respectivos parâmetros (e, , , c3) (ou sejam os valo
res de P (z) nos pontos semi-períodos). As funções (1) 
são duplamente periódicas, e constroem-se, à sua custa, 
as restantes funções elementares (ao todo doze) defini-
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das pelos s í m b o l o s 

i fJ (*—«O •#(•—«•) 
<2) 0 <.•-•*) » '(»-•*) #<»-«"») 

' hj (z-<or) lij (z — <o„) hj(z-o>h). 

D u m modo geral, representando por um s ímbo lo 
a l t e rna t i vo da or igem, todas as f u n ç õ e s elementa
res se podem escrever sob a forma p ç s , sendo ^ ç s 
a f u n ç ã o que tem um aero em w p e um polo em u 4 

[*|-;./.*.*|]-
Ass im, vis to que / j f (a—mf) tem um polo em e 

zeros em u ; , u , , n> t, s e r á f j ( z — a , ) = j f z . 
Esta n o t a ç ã o é duma grande comodidade e compa

t í v e l com a das f u n ç õ e s p r i m i t i v a s . 
Estas f u n ç õ e s elementares s ã o estudadas nos c a p í 

tu los I I e I I I ; e os respectivos teoremas de a d i ç ã o no 
c a p í t u l o I V , iniciando-se no c a p í t u l o V o estudo do 
problema da i n v e r s ã o , que se prolonga nos c a p í t u l o s 
seguintes, V I , V I I , V I I I e I X . 

E só no c a p í t u l o X que se in t roduzem as f u n ç õ e s 
<Ie Jacobi , à custa das f u n ç õ e s elementares, u t i l i z a n -
•do-se, sem es fo rço , todo o seu a lgor i tmo no estabe
lecimento daquelas propriedades das f u n ç õ e s j acobia -
nas cu ja d e d u ç ã o , pelos processos c láss icos , tornava 
i n g r a t a e fast idiosa a sua e s t r u t u r a ç ã o . 

Depois duma breve e x p o s i ç ã o , no c a p í t u l o X V I , da 
teor ia das f u n ç õ e s theta, aborda o autor, no ú l t i m o 
c a p í t u l o , a teoria das f u n ç õ e s jacobianas no campo 
rea l . 

U m belo l i v r o ! D i d á c t i c o e o r i g i n a l ! 
A. de Mira Fernandes 

47 — M O N T E I R O , A . A . e P A U L O , J . S I L V A . — 

A r i t m é t i c a Racional . — L i v r a r i a Ave la r Machado, 
1945, 182 p á g s . 

Todos los Profesores de ensenanza media reco-
nocen que la i n t roducc ión de la A r i t m é t i c a racional 
constituye e l punto m á s espinoso de un plan verda-
deramente d idác t ico . Dos camif íos se presentan para 
abordar t a l problema p e d a g ó g i c o de la ensenanza de 
l á A r i t m é t i c a racional en el Bachi l le ra to : el p r i -
mero, consiste en s impl i f i ca r el e s t ú d i o de ta l dis
cipl ina f ac i l i t ándo le con una. amplia conces ión a la 
in tu ic ión , introduciendo como postulados muchas 
propiedades casi evidentes de d i f íc i l demonstra-
c ión y r e d u c i é n d o l o a las propiedades m á s necesa-
rias para pasar al e s t ú d i o del Algebra . L a segunda 
so luc ión , m á s radical, se reduce a transportar la 
A r i t m é t i c a racional al ú l t i m o curso dei Bachil le
rato, cuando el desarrollo intelectual es mayor y el 
e s t ú d i o puede ser m á s p r o f í c u o . 

Este segundo c r i t é r i o es el adoptado en su nota-
bi l í s imo l ib ro de A r i t m é t i c a racional por los auto
res P r o f s . A . Mon te i ro y J. S i lva Paulo, el p r i -
mero P r o f , u n i v e r s i t á r i o y el segundo de Liceo ( ' ) . 

N o han olvidado los autores la seria d i f i c u l t a d 
que supone para el alumno de Bachi l lerato el paso 
de la ensenanza in tu i t iva a la racional, y la gran 
d e so r i en t ac ión que produce en ellos (si no se cuida 
extraordinariamente de la bondad de los m é t o d o s ) , 
al estudiar por segunda vez propiedades y teoremas 
que conocen y manejan hace tiempo. Po r ello los 
autores hai i procurado y conseguido hacer un l ib ro 
de lectura sencilla y sumamente atrayente, con m u l -
t i t u d de ejemplos curiosos, notas h i s t ó r i ca s , etc. 

E n diez cap í tu los se exponen la teoria de n ú m e r o s 
enteros y la de n ú m e r o s racionales desde un punto 
de vista moderno ( i n f l u í d o por las recientes teorias 
modernas : Algebra , Topologia general, teor ia de 
estructuras, etc.) ; p ê r o en f o r m a t àn agradable y 
fác i l que qualquier estudiante de los ú l t i m o s cursos 
de bachillerato puede, sin ayuda especial de P r o f e -
sor, realizar el e s t ú d i o de este texto . A tal f ac i l idad 
contribuye la m u l t i t u d de bellos ejercicios y proble-
mitas con que aparecen ilustrados los cap í tu los . 

Sin p r o p o n é r s o l o , los autores han hecho una obra 
que tiene t a m b i é n un g ran in t e rés para el estudioso 
en general, porque le introduce de manera elemen
ta l y p r o f u n d a en m é t o d o s peculiares del pensa-
miento m a t e m á t i c o moderno, sin necesidad de una 
p r e p a r a c i ó n t écn ica especial. Nos parece altamente 
recomendable la lectura de esta A r i t m é t i c a racional 
para todo alumno de Bachil lerato que, a l terminar, 
piense dadicarse a estudiar M a t e m á t i c a s . 

Com nuestra c â l u r o s a fe l i c i t ac ión a los autores 
terminamos expi resándoles nuestro v i v o deseo de 
que aparezca en plazo breve un segundo tomo dedi
cado a los cap í tu los de lã A r i t m é t i c a racionl que 
no han sido tratados en éste . 

E l l ibro es tá dedicado a M . Zaluar y H . Ribeiro, 
cuya destacada labor en la M a t e m á t i c a portuguesa 
es bien conocida. s i x t o R i o g 

I N D I C E — Cap. 0. A r i t m é t i c a Racional — Cap. I . 
Igualdade —• Cap. I I . A d i ç ã o e mu l t i p l i c ação — 
Cap. I I I . S u b t r a c ç ã o e d iv i são — Cap. I V . Ordem 
— Cap. V . I n d u ç ã o f i n i t a — Cap. V I . Representa
ç ã o dos Enteiros — Cap*. V I I . Divis ibi l idade — 
Cap. V I I I . Restos — Cap. I X . F r a ç õ e s . 

Esta critica é também publicada em «Revista Matemática 
Hispano Americana». 

( l ) Quizá no es supérfluo senalar este libro como un ejem-
plo de la importância de las aportaciones realizadas por los 
Profesores de Universidad para la renovaciún de los métodos 
y contenido de la ensenanza media. 
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4 8 — A R E A L , A M É R I C O — Á l g e b r a Prática (Exer
c íc ios ) , 6.° ano. E d i t o r a E d u c a ç ã o Nacional , Porto. 

S ã o os l iv ros desta natureza, exe rc í c ios de r e v i s ã o e 
p r e p a r a ç ã o , bastante ú t e i s quer a alunos quer a mes
tres, desde que à escolha e o r d e n a ç ã o dos exerc íc ios 
tenha presidido ura bora c r i t é r i o p e d a g ó g i c o . O l i v r o do 

sr. A r e a l c o n t é m 359 exe rc í c io s ordenados de acordo 
com o programa do 6.° ano, alguns dos quais t ê m 
s a í d o em exames liceais. É mais um l i v r o de e x e r c í 
cios que tende a fornecer ao aluno m a t é r i a de prepa
r a ç ã o para um exame escrito fe i to nos moldes das 
antigas provas. j . da Silva Paulo 

P U B L I C A Ç Õ E S R E C E B I D A S 
R E V I S T A S E PUBLICAÇÕES E X C L U S I V A M E N T E DE M A T E M Á T I C A 

NACIONAIS 

P u b l i c a ç õ e s do Centro de Estudos M a t e m á t i c o s 
do Pôrto : 

N.° 9 Sur une certaine classe de polynômes à coeffi
cients complexes —1944—-por J. Gaspar Te ixe i ra . 

N.° 12 Sobre uma Construção Algébrica da Noção de 
Integral - 1945 — por R u y L u í s Gomes. 

N.° 13 Sobre a Construção Algébrica da Medida à 
Borel — 1945 — L . Neves Real. 

N.° 14 Sobre os Anéis Semi-primários — 1945 —• 
por A . A lme ida Costa. 

N.° 15 As Funcionais Semi-contínuas e a Proprie
dade de Darboux— 1945 — A . Pereira Gomes. 

N.° 16 Sobre a Noção do Espaço compacto —1945 
— A . Pereira Gomes. 

P u b l i c a ç õ e s da Junta de I n v e s t i g a ç ã o M a t e m á t i c a 
— Cadernos de A n á l i s e Geral : 
N.° 13 «Geometria das Distâncias» — 1 — Genera

lidades — Algebra Vectorial — por A . de M i r a Fernandes. 

ESTRANGEIRAS . 

Argentina 
Boletin M a t e m á t i c o — (Buenos Aires) — Revis ta 

A r g e n t i n a de M a t e m á t i c a — A n o X V I I , n . 0 1 8, 9 e 10. 
Ano X V I I I , n . ° 8 1 e 2. 

Mathematicae N o t a e — ( R o s á r i o ) — B o l e t i n del 
I n s t i t u to de M a t e m á t i c a — Facu l tad de C i ê n c i a s Mate

m á t i c a s , etc. de l a Univers idad Nacional del L i t o r a l 
— A n o I V , 1944. 

Revista de la U n i ó n M a t e m á t i c a Argent ina — 
(Buenos Aires) — Volume X , n . o s 3 4. — 1945. 

Cuba 
Revista de la Sociedad C u b a n a de C i ê n c i a s Físi

cas y M a t e m á t i c a s — (Habana) — V o l . I , n.° 6 —1944. 

Espanha 
M a t e m á t i c a Elemental— ( M a d r i d ) — R e v i s t a p u b l i 

cada por el Ins t i tu to « J o r g e J u a n » de M a t e m á t i c a s y 
l a Real Sociedad M a t e m á t i c a Espanola — 4." s é r i e . 
Tomo V , n.» s 1 e 2 — 1945. 

Estados Unidos da América do Norte 
Scripta Mathematica — ( N e w - Y o r k ) — A qua r t e r ly 

j o u r n a l devoted to the Philosophy, H i s t o r y , and E x p o 
s i to ry Trea tment of Mathematics . V o l . X , n . o s 1-4 — 
1944. 

Inglaterra 
The Journal of the London Mathematical Society 

— V o l . 19, Part . 2, n.° 74 — A p r i l , 1944. 
/ T h e Mathematical G a z e t t e — ( L o n d o n ) - V o l . X X I X 

n.°" 283 e 284 — 1945. 
A Treatise on the Theory of Bessel Functions — 

G. N . W a t s o n — 2 . " edi t ion —1944 — C a m b r i d g e 
(Ofer ta do B r i t i s h Counci l ) . 

O U T R A S P U B L I C A Ç Õ E S 

A f i n i d a d e s — R e v i s t a de Cu l tu ra Luso-Francesa 
n.° 12 — Junho de 1945. 

E u c l i d e s— ( M a d r i d ) — Revis ta mensual de C i ê n c i a s 
Exactas. F í s i c a s , Q u í m i c a s , Naturales y sus A p l i c a -
ciones. Tomo V , n.° 50, 51 e 52, A b r i l a Junho de 1945. 

Portugaliae Acta B i o l ó g i c a — V o l . I , n.° 1 Lisboa, 
1944 

Scientia Revis ta dos Alunos da Faculdade de 
C i ê n c i a s de Lisboa, n.° 15, 1945. 

Técnica Revis ta de Engenhar ia dos Alunos do 
í. S. T . n.<" 155 e 156, A b r i l e Maio , 1945. 

Estudos de Demografia Portuguesa — D i s s e r t a ç ã o 

para o doutoramento em C i ê n c i a s E c o n ó m i c a s e F i n a n 
ceiras — por J o ã o Remy T . Freire . 

Da i n f l u ê n c i a das f o r ç a s de «spin» nas r e a c ç õ e s 
entre par t í cu la s nucleares — C o n t r i b u i ç ã o para o 
estudo da espectroscopia nuclear — D i s s e r t a ç ã o para 
doutoramento na Faculdade de C i ê n c i a s da U n i v e r -
versidade de Coimbra — por J o s é L . Rodrigues M a r 
t ins Coimbra, 1944. 

Statistics — por L . I I . C. T i p p e t t — The Home 
Un ive r s i t y L i b r a r y — Oxford — 1943 (ofer ta do B r i 
t i sh Counci l ) . 

Prontuário de língua portuguesa — p o r F . X a v i e r 
Roberto e L u í s de Sousa — Lisboa, 1945. 
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