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A  MAQUINA

CALCULADORA

ELECTRONICA"

par T. R. Kennedy Jr.

O Ministério da Guerra dos Estados Unidos tornou
recentemente conhecido aquilo que foi um dos mais
importantes segredos da guerra, uma maquina mara-
vilhosa que permite efectuar calculos matematicos
até agora demasiado dificeis ou laboriosos, com velo-
cidades que podem obter-se unicamente com dispo-
sitivos electronicos. Os peritos que viram funcionar
pela primeira vez esta méaquina, declararam que ela
é o instrumento com o qual serd possivel reconstruir
completamente s6bre novas bases as questdes cien-
tificas.

Estes instrumentos, foi dito entre outras coisas,
poderdo revolucionar a engenharia moderna, introdu-
zindo uma era nova no campo dos projectos indus-
triais, e eliminar a maior parte do lentissimo e custoso
desenvolvimento por tentativas que era actualmente
necessario na planeagdo das maquinas mais compli-
cadas. Até hoje as subtis dificuldades matematicas
tém muitas vezes forgado os autores dos projectos a
aceitar para os seus problemas solugdes que nédo sédo
as melhores, com custos mais elevados e um mais
lento progredir da técnica.

A nova maravilha de velocidade electrénica, que
se chama aEniac», elimina virtualmente o tempo
necessario para realizar tais estudos. Os seus inven-
tores asseguram que ela é capaz de resolver um pro-
blema mateméatico num tempo mil vezes inferior
aquele até agora exigido. O «Eniac», conhecido mais
exactamente por «integrador e calculador numérico
electrénico», ndo tem nenhuma peca mecénica em
movimento : nada se move dentro das suas 18 mil
véalvulas termidnicas e ao longo dos seus varios qui-
lémetros de fio—a ndo ser os pequenissimos electrdes.

Ha contudo aparelhos mecénicos associados a ma-
quina que traduzem ou «interpretam» a linguagem

matematica do homem em termos compreensiveis
pelo «Eniac» e viceversa. O «Eniac» foiinventado e
aperfeicoado por dois jovens cientistas da Escola
Moore de engenharia electrotécnica da Universidade
de Pennsylvania. S&do eles o Dr. John William
Mauchly, de 38 anos, professor de fisica e «dilettante»
de meteorologia, e 0 seu assistente J. Presper Eckert
Jr., de 25 anos, que dirigiu a execucdo do projecto.
Eles foram também assistidos por muitos outros pro-
fessores da escola.

Naquele periodo, a arma de artelharia do Exército
dos Estados Uuidos procurava uma maquina capaz
de preparar um grande nUimero de dados balisticos
necessarios para a compilagdo das tabuas de tiro das
novas armas de ofensiva destinadas ao ultramar.
Sem as tabuas de tiro as pegas ndo podiam ser usa-
das com eficécia.

O capitdo H. H. Goldstine, mateméatico adido ao
servigco técnico da artelharia, teve noticia do projecto
do Dr. Mauchly, falou déle ao coronel Paul N. Gillon
do poligono de Aberden (Maryland), obteve déste o
apoio entusiastico, e o projecto poude assim ir avante
com o auxilio do Estado. Trinta meses depois a
méquina estava completa e em func¢do, e executava
com facilidade aquilo que sé homens treinados no
calculo podiam fazer com grande fadiga. O «Eniac»
serad brevemente instalado em Aberden de modo per-
manente.

O «Eniac» resolveu em duas horas um «dificilimo
problema de guerra» que foiintroduzido no seu com-

(#) Relatério do «United States Information Service» (Seccéo
de Imprensa), do qual foi gentilmente cedida uma cépia a Gazeta
de Matematica peio Prof. Mauro Picone, Directordo «lIstituto per
le Applicazioni dei CalcoloB, de Roma.



plicado circuito apenas a maquina foi completada.
O mesmo trabalho teria normalmente ocupado 100
hébeis calculadores por um ano inteiro.

Esta méaquina capaz de resolver tao dificeis proble-
mas pertence aquela categoria que os peritos de cal-
culo numérico chamam dos calculadores «digital».
Fundamentalmente, ela ndo faz nada mais do que
somar, subtrair, multiplicar e dividir. Ela pode efe-
ctuar estas operagOes gerando impulsos eléctricos
cujafrequéncia, rigorosamente controlada, é de 100.000
impulsos por segundo, e executa uma operagdo em
cada vinte impulsos, conseguindo por isso executar,
por exemplo, 5.000 adi¢gdes por segundo.

Visto que todos os problemas matematicos, por mais
abstrusos e complicados que sejam, podem ser resol-
vidos com as quatro opera¢gSes W, desde que haja bas-
tante tempo disponivel, o «Eniac» pode abreviar este
processo, eliminando o factor tempo, e dar uma res-
posta a qualquer problema. Assim afirmam os inven-
tores.

Mas esta maquina pode fazer ainda muito mais. Ela
¢ dotada da faculdade humana da «memoéria» para
executar umasucessdo deoperagdes naordem necessaria.
Ela tem mesmo elementos de «controle» e pode, dentro
de certos limites, determinar autométicamente a suces-
sdo conveniente das operagfes. Ela pode por exemplo
confrontar dois nimeros e, segundo a grandeza deles,
escolher um dos dois procedimentos possiveis.

Como primeira coisa, ela recebe os dados iniciais do
problema de uma série de cartdes perfuradosde maneira
a indicar as «condi¢des iniciais e aos limites do pro-
blema». Um dos «cérebros» do «Eniac» encarrega-se
de realizar esta operagcdo. Quando o problema foi fi-
xado mediante perfuragdes sobre cartdes, estes sdo
introduzidos através duma fenda num «dispositivo de
leitura». Agora ndo temos mais do que sentar-nos e
esperar os resultados. Algumas vezes sera necessario
esperar muito tempo ; mas o «Eniac» resolve a maior
parte dos problemas em poucos segundos.

Um elemento chamado «Master programmer» vigia
todo o célculo e assegura que seja levado a termo.

O «Eniac» compde-se de quarenta painéis da altura
de cérca de trés metros, todos cobertos de manipulos
e quadrantes. Premindo os manipulos, acendem-se
luzes réseas de lampadas de néon sobre numerosos
painéis que apresentam impressos os nimeros préximo
das lampadas. O espago para as demonstragdes pra-
ticas no qual é instalado o «Eniac» é de cérca de dez
metros por vinte e é ocupado quéasi inteiramente pela

(1) Na sua fase final, bem entendido, porque a primeira
parte da resolugdo (aquela propriamente conceituai), nada tem
que Ter com a execugdo material de operagdes
(nota do T.)
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méquina. O Dr. Arthur W. Burks da Escola Moore
que dirigiu a demonstracdo préatica, explicou que as
quatro operagfes fundamentais da aritmética permitem
resolver qudasi todos os problemas desde que sejam
desenvolvidas com rapidez suficiente. «Prestem aten-
¢do, podem ndo se aperceber sequer da operacdo»,
disse o professor permindo um botdo para elevar o
nimero 97376 a poténcia de expoente 5000. A maior
parte dos presentes ndo se apercebeu sequer do que
se passou : a operacdo foiresolvidanum abrir e fechar
de olhos.

Para demonstrar a extrema velocidade do «Eniac»i
o Dr. Burks desta vez reduziu a'velocidade da opera-
¢do da méaquina de mil vezes e repetiu o problema.
Se os observadores tivessem tido a paciéncia de esperar
16 minutos e um térgo, eles teriam podido ler a res-
posta sobre os indicadores de néon. A operacdo suces-
siva foiuma multiplicacdo : 13975 por 13975 ; o produto
apareceu imediatamente: 195.300.625. Num décimo de
segundo foi obtidauma tdbua de quadrados e de cubos;
depois uma tdbua semelhante de senos e cosenos. Todo
o trabalho foirealizado e os resultados foram impres-
sos numa grande folha, antes que a maior parte dos
visitantes tivesse passado duma sala a outra.

Foi depois introduzido no «Eiiiac» um dificil pro-
blema que teria exigido varias semanas de trabalho
da parte de um habil calculador: o «Eniac» resolveu-o
em quinze segundos.

Todos os problemas devem primeiro que tudo ser
decompostos nos seus elementos essenciais, registados
sobre cartdes perfurados e feitos passar através dum
dispositivo chamado «leitor», construido pela «Inter-
national Business Machines». O «leitor» traduz a lin-
guagem matematica naquela propria do «Eniac» e
vice-versa ; feito isto, a méaquina estd pronta para
entrar em acgdo. Os valores numéricos que pertencem
a vasta categoria das «constantes» sdo interpoladas
todas as vezes que seja necessario. Para isto, o
«Eniac» faz intervir quatro espécies de «memoria».

Normalmente o «Eniac» efectua operagdes com
nimeros de dez algarismos, mas pode com igual faci-
lidade operar com nimeros até vinte algarismos che-
gando aBsim a resultados de dimensdes astronémicas.

Na constru¢do da maquina foram empregadas mais
de duzentas mil horas de trabalho ; ela contém mais
de meio milhdo de soldaduras e custa cerca de 400
milhares de d6lares. Ela absorve para o préprio fun-
cionamento uma quantidade de electricidade trés
vezes superior aquela exigida pelo funcionamento de
uma das maiores instalagdes radio-transmissoras dos
Estados Unidos.

Até ha trés anos o «Eniac» era somente uma idea ;
hoje éle representa a maior maravilha das aplicacdes
electrénicas. O Dr. Mauchly tornou-se professor cate-
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dratico da Escola Moore em 1941, na esperanca de
vir a realizar o seu projecto e a revolucionar a arte
de efectuar calculos complexos com grandes nimeros.
Ele admitia, por exemplo, que se pudesse vir a fazer
qualquer coisa que permitisse a previsdo do tempo a
longo prazo.

No campo das actividades da paz, o Dr. Mauchly
prevé ndo s6 a possibilidade de efectuar calculos para
a previsdo do tempo a longo prazo, mas ainda calcu-
los para aviacdo, turbinas a gas, valvulas termoidni-
cas para micro-ondas, televisdo, instalacdes para a
producdo de energia, projecteis dotados de velocidade
superior a do som, além de estudos cada vez mais
rigorosos sobre o movimento dos planetas.

Segundo o que afirmou Goldstine, os cientistas do
passado efectuaram montanhas de calculos, que pode-
rdo agora ser em grande parte facilmente levados a
termo com o auxilio das méaquinas calculadoras elec-
tronicas. Ele salientou como aresolugdo das equacgées
do movimento, que no passado constituia um obstéaculo
quase insuperavel, e os estudos sobre os avides e fogue-
tes a alta velocidade sejam «somente alguns dos cam-
pos numerosissimos que obterdo grande vantagem do
célculo electronico».

O sr. Eckert, por sua vez, previu uma época na qual,
tendo a disposicdo as velocidades de que sdo capazes
os aparelhos electrénicos, se poderdo prontamente
resolver para fins praticos aqueles problemas que tém
sido até hoje irresoliveis porque exigiam a vida
inteira dum homem para a sua resolugéo :

«A velha era esta declinando : aquela nova das velo-
cidades electrénicas esta-se aproximando, e n6s pode-
remos comecar a tratar os problemas cientificos, base-
ando-nos sobre novas concepgdes».

Traducdo do italiano de J. Sebastido e Silva

NOTA

O relatério precedente fala de uma nova mara-
vilha de técnica — uma daquelas prodigiosas criagdes
humanas que tocam as raias do inverosimil. Deve-
mos, todavia, sublinhar que, ao publicar este relatério,
tivemos como principal objectivo p6r em evidéncia
um facto que muita gente parece ainda obstinada em
ndo reconhecer : o papel fundamental da Matemaética
no mundo de hoje e de amanhd.

H4& ainda em Portugal quem pregunte: «Para que
serve a Matematica?» E ¢é também frequente ouvir
entre noés esta outra pregunta: «Pois ainda ha que
descobrir em Mateméatica?»

Ora a verdade é que, na época em que vivemos, a
Técnica estd pondo a Mateméatica problemas cada vez
mais dificeis, que a obrigam a um desenvolvimento

continuo, a uma incessante renovacdo de métodos e a
imprevistas amplia¢des de dominios. Parece ultra-
passada aquela fase de Matematica caracteristica
do século passado — a fase dos belos teoremas, das
belas propriedades, das elegantes demonstracdes — em
que o investigador, a maneira dos gregos, fazia a
matematica  pela matemética, com preocupac¢des de puro
artista.

Hoje as necessidades sdo outras, e o homem néo
tem ja tempo para se deter em locubragdes platoni-
cas, voltando as costas a realidade. De resto, é sobre-
tudo tornando-se utili que a Ciéncia se torna bela.
O que nédo quere dizer que deva cessar por completo
a actividade puramente especulativa : ela conduz,
por vezes, a resultados concretos imprevistos. Mas
para tudo had uma justa medida, e é fora de ddvida
que um completo alheamento da realidade conduz,
a la longue, a uma completa esterilidade.

Em compensacdo, que riqueza de sugestbes, que
impulsos vigorosos, nos vém a cada passo do mundo
empirico ! «La physique» dizia POIHCARE «ne nous
donne pas seulement l'occasion de résoudre des pro-
bléemes ; elle nous aide a en trouver les moyens, et
cela de deux maniéres : elle nous fait pressentir la
solution ; elle nous suggére des raisonnements».
E mais adiante : «Deviner avant de démontrer 1 Ai-je
besoin de rappeler que c'est ainsi que se sont faites
toutes les découvertes importantes ?»

«A Mateméatica é uma ciéncia experimental» —pro-
clamou HEAVISIDB, ao langar o calculo simbdlico.
E, se houve exagéro na sua posigdo, ela foi contudo
utilissima como reacgdo a atitude dos matematicos
sérios que o criticavam, i Que importava que 0 seu
método ndo estivesse sancionado pela teoria —se a
pratica lhe vinha dar razdo? O aperfeicoamento ldgico
era certamente necessario : era mesmo indispensavel.
Mas ésse aperfeicoamento veio depois, a pouco e
pouco, com amplas repercussdes em todo o edificio
matematico.

Vem ainda a propoésito falar aqui do «lIstituto per
le Applicazioni dei Calcolo» de Roma, interessantis-
sima criagdo do Prof. Picone —a quem devemos
a possibilidade de publicar aqui o relatério pre-
cedente. Numa actividade de mais de vinte anos,
tém sido resolvidos neste Instituto inGmeras ques-
tdes provenientes dos mais variados dominios da
Ciéncia e da Técnica: electrotecnia, hidraulica, aero-
ndutica, construgdes navais, economia, estatistica,
actuariado, biometria, agronomia, etc., etc. Ali o
matematico encontra sempre um rico manancial de
ideas que ndo se encerram de nenhum modo num
estreito circulo utilitdrio —que podem ser o ponto de
partida para investigacdes de longo folego. E assim
é que, a par duma «équipe» de habeis calculadores, o



Prof. Picone tem podido formar um escol de investi-
gadores que se contam entre o que ha de mais pro-
metedor na moderna geragdo matemaética italiana.

Os institutos deste género estabelecem um contacto
com a realidade, em virtude do qual a produgcdo ma-
tematica é apreciada nao somente do ponto de vista
da veracidade  ou falsidade, mas sobretudo do ponto
de vista do seu maior ou menor valor efectivo, em
relacdo a nds, homens, que criamos os simbolos para
que éles nos sirvam, e ndo para que éles se tornem
fins a si mesmo. Pretende-se muitas vezes ter resol-
vido um problema, apresentando um processo de re-
solucdo que depois, passando a préatica, se revela
inaplicavel pela massa astronémica de célculos que
requere. Abundam assim, na Andalise classica, as ele-
gantes demonstracdes de existéncia, que bem magra
satisfacdo podem dar a quem nédo queira permanecer
eternamente numa atitude contemplativa.

Todavia a méaquina calculadora electréonica vem
modificar enormemente éste estado de coisas, multi-
plicando por mil, segundo se diz, as possibilidades

Geometries Elémentaires

HI.  Variétés
par Pout

conservant
quadratique:

Transformations  projectives
une variété

Dans la plupart des géométries au sens de KLEIN
couramment étudiées, le groupe principal est iso-
morphe au groupe projectif conservant une variété
quadratique, ou a I'un de ses sous-groupes.

Par exemple, la géométrie projective considérée pour
la surface seule d'une hyperquadrique de I'espace
projectif S, ., a ra+tl dimensions donne, par projec-
tion stéréographique, la géométrie  anallagmatique a
n dimensions puis, par projection isotrope, la géomé-
trie de contact des hypersphéres orientées (groupe de
hie) de l'espace a n—1 dimensions. Ce méme groupe
correspond aussi a la géométrie  cayleyenne a n—1
dimensions.

On obtiendra la géométrie euclidienne & n dimensions
en fixant le n-point a l'infini» de la géométrie anal-
lagmatique, et sa projectionisotrope donne la géomé-
trie de Laguerre de l'espace & n—1 dimensions. Citons
aussi la géométrie projective  réglée, et la cinématique
a 3 dimensions, respectivement équivalentes aux géo-
métries a la surface d'une hyperquadrique de ou <S,.

Signalons, pour les géométries dont le groupe a
méme structure que le groupe des transformations

Quadratiques
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humanas de efectuar calculos numéricos. Déste modo,
muitos procedimentos considerados até hoje como
inexequiveis passam a ter viabilidade— o que vem
abrir a Ciéncia e a Técnica perspectivas inimagina-
veis.

Infelizmente, o anterior comunicado fala sobretudo
de aplicagdes bélicas da maquina electréonica—e foi na
verdade a guerra que criou o «Eniac», como foi ela que
criou a bomba atémica. Mas o mesmo comunicado re-
fere-se a varias outras possiveis aplicagdes do «Eniac»,
gque nada tém que ver com a guerra.

Uma Gltima conclusdo nos parece licito tirar daqui :
a necessidade premente de arejar 0os nossos métodos
e programas de ensino, tornando-os adequados ao
espirito da época.

Entrdmos numa nova era, que €, feliz ou infeliz-
mente, a era atémica. E devemos abrir os olhos, fazer
um esforgo sério de adaptacdo, se ndo quizermos ficar
para sempre agarrados a sombras, no mundo do
passado.

JOSE SEBASTIAO E SILVA

et Nombres Complexes
Spécialisées W
Belgodere
projectives conservant une variété quadratique, I'im-
portance fondamentale de la forme polaire, dont
I'annulation exprime toujours une propriété géomé-
trique importante.
Variétés  spécialisées; utilité:
Mais le simple exemple de la Géométrie euclidienne

nous introduit a une nouvelle étude, car on peut
I'obtenir directement en fixant dans l'espace projectif
un absolu quadratique tangentiellement spécialisé
(conique ombilicale) c'est-a-dire en étudiant les trans-
formations automorphes d'une variété quadratique
spécialisée. A unchangement prés du domaine de réalité
(si I'on ne considére que l'ensemble des transforma-
tions a parametres réels), on retrouve cette propriété
dans la Géométrie de Laguerre. De fagon encore plus
marquée, il en est de méme dans la géométrie pseudo
elliptique  de BLASCHKE, équivalente a la cinématique
plane, obtenue en fixant dans I'espace projectif S, une
quadrique décomposée ponctuellement en deux plans,

(#) Continuacdo dos artigos I-Eléments Imaginaires. Répré-
sentations Réelles e Il-Nombres Hipercomplexes, publicados res-
pectivamente em «Gazeta de Mateméatica» nos 0. 30 e 31.
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et tangentiellement en deux points de leur intersection.
Précisons notre langage :

Selon que nous considérerons une multiplicité de
points ou d'hyperplans, nous parlerons de variété ponc-
tuelle ou  tangentielle.

Nous dirons qu'une variété est :

générale, si elle n'a pas d'élément multiple ;
spéciale, ou spécialisée, si elle a des éléments multi-
Eléments pour
. . . lesquels la for-
Géomeétrie Eléments me quadratique
est nulle
Point Point
de l'espace de l'absolu
Cayleyenne
Droite Droite
de l'espace  «minima»
Anallagmatique Hypersphére Point
Hyperspheére
De LI1E orientée
Projective réglée Complexe Droite
a 3 dimensions  linéaire
L . N Soma (position
Cinématique a 3 d'un corps
dimensions solide)

pies, sans étre decomposable en multiplicités ana-
lytiguement distinctes ;

décomposée, si elle est constituée par I'ensemble de
variétés analytiquement distinctes ;
dégénérée, si elle est constituée par I'ensemble de

variétés confondues, de degrés moindres ;
évanescente, si son équation est identiquement vérifiée

par tous les points (ou hyperplans).

Exemple: dans S, une quadrique générale n'a ni
point ni plan tangent double.

— une conique est une quadrique spécialisée tangen-
tiellement, et dégénérée ponctuellement en un plan
double.

— un cone est une quadrique spécialisée ponctuel-
lement, et dégénérée tangentiellement en un point
double.

— l'ensemble de 2plans et de 2pointssitués sur leur
intersection est une quadrique décomposée ponctuel-
lement et tangentiellement.

Veriélés  quadratiques générales:
Rappelons les notations et formules habituelles.
S, est une variété linéaire ponctuelle a p dimen-

sions de l'espace projectif S,,, a n dimensions.
Elle y dépend de (p+1) (n—p)
Si elle est astreinte a passer par une variété linéaire
fixée S,, a q dimensions, elle ne dépend plus que de

(P —q) (n—p) paramétres.
Une hyperquadrique générale V\ de S, y dépend

parametres.

Couples d'élé- Couples d'éléments pour les-
ments pour les- quels la forme polaire est
quels la forme nulle, et dont chacun annule

polaire estnulle la forme quadratique.

Point_s ) Points sur une méme généra-
conjugues trice de I'absolu.
Droites «per-

pendiculaires» Droites minima associées.

Hyperspheéres
orthogonales

Points d'une méme isotrope.

Hypersphéres tangentes.

Complexes enin-
volution

Droites concourantes.

Somas déduits I'un de l'autre
par rotation.

de n (n+3)/2 paramétres. Le sous groupe du groupe
projectif (& n (n+2) paramétres) qui la conserve
dépend donc de n(n+2)—n(n+ 3)/2=n(n+1)/2
parametres.

La VI contient des variétés linéaires S, si
p<(n—l)/2, dépendant de (p+ 1) (2n—Sp—2)/2 para-
meétres, et I'on peut démontrer qu'il passe par un S,
donné de V\ des S, linéaires, entiérement situés
sur V1, dépendant de {p—q) (2n—Sp—q—S)/2 para-
meétres, sous la condition g<p<(n—1)/2
ilexiste des Si, formant deux fa-
deux <12 de la méme famille ont

Pour n=4m+1,
milles distinctes :

X, 007j... 002»> points communs ; deux <S,, de familles
différentes ont 0, ool,... 0éf—* points communs.

Pour n=4m+ 2, il existe des S,,,, formantune seule
famille.

Pour n=4m +S, il existe des «Sim+l >formant deux
familles distinctes: deux ~m+i de la méme famille
ont 0, ool . 002"+l points communs; deux Si, de
familles différentes ont 1, °°2,...00z™ points com-
muns.



Pour n—4m + 4, ilexiste des <S,, i, formant une
seule famille.

Nous n'avons considéré jusqu'ici, conformément a
I'habitude, que les variétés linéaires admises ponctuel-
lement par une variété quadratique générale : par exem-
ple une quadrique de <S, porte deux famillesde droites,
une hyperquadrique de S5 porte deux famillesde *°°
plans générateurs, etc. Corrélativement, les hyper-
plans S,,_i tangents a I'hyperquadrique peuvent se
grouper en familleslinéaires, ensemble des hyperplans
passant par une variété linéaire ponctuelle d'un nom-
bre moindre de dimensions (axe de la famille).

Dans un espace S,.i a nombre impair de dimen-
sions, il existe des variétés linéaires S, appartenant
point par point a I'hyperquadrique (et la polarité
induit une corrélation de Chasles entre les °°" points
de cet S, et les °°" hyperplans qui la contiennent).
Mais, dans un espace S,z a nombre impair de dimen-
sions, il existe des S, ., axes d'une famille linéaire
d'hyperplans tous tangents a la variété quadratique,
qui ne font que toucher I'hyperquadrique le long d'un
S, (et la polarité induit une corrélation de CHASLES
entre les °°" points de cet S, et les °°" hyperplans
passant par le S, . i, admis tangentiellement par I'hyper-
quadrique).

C'est ainsi que, dans l'espace a 4 dimensions, il
existe 00° plans, associés a une hyperquadrique, tou-
chant I'hyperquadrique selon l'une de ses 00° droites
(qui compte double dans I'intersection), et tel que tout
hyperplan qui le contienne touche I'hyperquadrique
en l'un des points de la droite de contact précédente.

Plus généralement, a chaque variété linéaire S,
située sur une hyperquadrique générale V\ d'un S,,,
correspond un S -7\, qui en est polaire réciproque
par rapport a la V%, qui contient S,,, et qui est l'axe
d'une famille d'hyperplans tous tangents a la F*.

Variétés

quadratiques spéciales

Afin d'étudier les spécialisations que peut présenter
I'hyperquadrique limite d'une famille d'hyperquadri-
ques générales, bornons-nous au cas d'une famille
d'hyperquadriques admettant toutes un (n—1) édre
non dégénéré conjugué commun, et dont les équations
(ponctuelle et tangentielle) peuvent donc se ramener
simultanément & une somme de carrés

a, X, + aj x? -1 + a,, x*=0
u\ u\
_ — =0
a, a

les a, étant fonctions d'un parametre X, et rangés par
ordre d'infinitude, c'est-a-dire que pour \ assez petit

KI>K I>--->l«»l
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le rapport tendant effectivementvers 0 avec X,

afin que la limite ne soit pas une hyperquadrique
générale.
Pour I'hyperquadrique limite, seuls les a du méme

ordre que a, interviendrontdans I'équation ponctuelle

6, xI + .+ 6,ajj= 0, k< n)

ou les 6; ont entre eux les rapports limites des rapports
finis des a, (i<k)
De méme l'équation tangentielle sera:

" 1+1
SR 0 =k + 1)

ol les o, ont encore entre eux les rapports limites des
rapports finis des a; (i>I)

Ainsi, une hyperquadrique limite non générale
apparait comme ayant a la fois une équation ponc-
tuelle et une équation tangentielle, opérant sur des
carrés d'indices distincts, avec des lacunes pour
certains indices, qui ne figurentdans aucune des deux
équations.

Ponctuellement, I'hyperquadrique limite admet un
espace linéaire double R, ,, @ ra—k—1 dimensions;
tangentiellement c'est I'ensemble des S,,_i menés par
des <S,_,_j tangents a une hyperquadrique générale
VoA d'un <S,_, intérieur au S,,__,

L'espace a trois dimensions est trop restreint pour
montrer de véritables exemples ; toute spécialisation
y entraine une décomposition ou une dégénérescence
(ponctuelle ou tangentielle) ; un cdne est dégénéré
tangentiellement en son sommet, comptant double.
Mais, dans l'espace a 6 dimensions, on peut considé-
rer une hyperquadrique spécialisée ponctuellement et
tangentiellement, admettant un espace double a
3 dimensions, et dont le noyau tangentiel soit réduit a
une conique: il apparaft ainsi une lacune d'un carré
dans le couple des équations ponctuelle et tangentielle.

D'une maniere générale, une hyperquadrique limite
est définie par son noyau tangentiel, hyperquadrique
générale d'un <S,,_,, par sa variété double <S,_i,_i issue
de S,,_i, et par sa trace ponctuelle sur un S, sans
point commun avec le <S,,__..

Spécialisation tangentielle:

purement  ponctuelle ou

Plagons-nous au point de vue strictement ponctuel
(par exemple), en supposant l'équation tangentielle
complétement évanescente. Comptons les parametres.

Une variété quadratique ci fois spécialisée a une

équation comportant + 1—d carrés, et porte une
variété |linéaire double Sj~,, a ci—1 dimensions.
Les S,_,, situés dans S,,, y dépendent de d(n— ci+1)
parametres. D'autre part, dans un S~ , ne coupant
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pas le S_f choisi, les hyperquadriques générales
dépendent de (re—d)(ra-d+3)/2 paramétres. Une
hyperquadrique d fois spécialisée est parfaitement
définie par sa variété double S_,, et sa trace ponc-
tuelle sur <S,,_.. Elle dépend donc de d (ra—d+1) +
+ (n—d) (n-d+S)/2 =n (n+9S)j2-d (d+1)/2 para-
metres.

Le groupe automorphe de cette hyperquadrique,
c'est-a-dire le sous groupe projectif de S,, quila con-
serve, dépend donc de re (ra+ 2) —[ra(n + 3)/2—
—d(d+ 1)/2]=re (»+1)/2+ d(d+ 1)/2 parametres.

Ce groupe automorphe n'est pas simple, car il con-
tient des sous-groupes invariants, dont un cas parti-
culier est fourni par les déplacements, homothéties et
translations, sous-groupes des similitudes de l'espace
euclidien.

En prenant I'équation de I'hyperquadrique sous la
forme:

xI + x? + + xI_=0,

les transformations automorphes peuvent s'écrire :

ou la matrice (ara+ 1 lignes et colonnes) représente la
transformation linéaire faisant passer de la colonne de
coordonnées & a la colonne de coordonnées X .

Un pointde S,_, étant transformé en un autre point
de S_, le tableau & n—d+1 lignes et at colonnes,
représenté par le symbole 0, a tous ses éléments nuls.
La matrice carrée représentée par H, transformant
les xjiirm —d) en Xj(j<-n —d) et conservant (a un
facteur prés) lasomme des carrés, est orthogonale (lepro-
duit scalaire de deux lignes différentes étant nul, et
le carré scalaire d'une ligne étant égal a la valeur du
déterminant, que I'on peut supposer égale a 1 & cause
de I'homogénéité).

Quant aux d lignes résiduelles, leurs éléments sont
arbitraires.

Remarquons que, dans la composition de deux trans-
formations, les matrices H, H' se multiplient entre
elles (substitutions du systéme des génératrices), les
B, B' également (transformationsprojectives de <S,_,),
tandis que le nouveau tableau A" dépend des 6 ta-
bleaux AA< BB< HH"

Comptons les paramétres:

(n—d) (rat1—d)/2 pour la matrice orthogonale H
de déterminant 1; d pour les tableaux A et B
(d derniéres lignes) donc en toutn (n+1)/2+d(d +1)/2,
eonformément au résultat antérieur.

On obtient des sous groupes invariants en suppo-

sant :
H réduit a la matrice unité E
ou
B réduit a la matrice scalaire xE'"

Comptons les variétés linéaires situées sur une
Vf,d fois spécialisée, en nous attachant d'abord aux
variétés linéaires contenant la variété double S,
et dont la trace sur un ne coupant pas le S_,
doit nécessairement appartenir a la V f ~ trace de la
Vf: il suffit, dans ce cas de substituer a n,p,q les
quantités n—d, p —d, gq—d, dans les formules don-
nant le nombre de variétés linéaires portées par une
variété quadratique générale.

Donc, sous les conditions d —I<q<p< (n—1)/2,
il existe sur la Vf des variétés linéaires S,, a p di-
mensions, issues du SAt, dépendant de

(p—d+1)
et des variétés linéaires S,,,
dant, lorsque cet S, est; fixé, de

(p—a) (2n —3p — q+2d—

D'autre part, les variétés linéaires S, a r dimen-
sions contenues dans une variété linéaire fixée S, a p
dimensions y dépendent de (p—r) (r+1) paramétres
et les variétés linéaires S, a r dimensions, contenues
dans une variété linéaire fixée S, a p dimensions, et
contenant une variété linéaire S, & s dimensions dé-
pendent de (p—r) (r—s) parameétres.

Donc, sous les conditions s<r<p<r+d, q— d<
<<CI'J~P i°" peut considérer toute variété linéaire
6" a r dimensions située sur Vf comme appartenant
a une variété S, a p dimensions issue du S_, double
(I'entier g dépendant de la disposition relative du S,

(2ra—2—3p+d)/2 paramétres

issues d'un S,, dépen-

3)/2 paramétres.

et du S_,), et dépendant de (p—r) (r+1) paramé-
tres dans cet S,, donc sur V* de
(p—d+1) (2n-2-Sp + d)j2 +

+ (p—r) (r + 1) paramétres .

Lorsqu'un S, a s dimensions de Vf est fixe' (appar-
tenant a un S, issu de S_, ), les £' qui passent par
lui et dont la disposition est telle qu'ils soient joints
a S_i par un espace linéaire S, a p dimensions
(contenant nécessairement S,) dépendraient, si S,
était aussi fixé, de (p—r)(r —I) paramétres, donc
dépendent en tout sur V f,lorsque S,, est seul fixé, de

(p-4d) (2n-3p-q + 2d-S)I2 +
+ (p—r) (r —s) parametres.
Spécialisation

a la fois ponctuelle et langentielle

Considérons maintenant a la fois I'équation ponc-
tuelle (n+1—d carrés) et [l'équation tangentielle
(ra+ 1—d'carrés). Nous poserons :

n+l-(n +1-d)-(n+I1-d') = d+d-(ni- -1,



nombre de lacunes entre les carrés qui interviennent
dans I'équation ponctuelle et ceux qui interviennent
dans I'équation tangentielle.

Dans tous les cas | <d, et en particuliersi <zZ=1
(variétés a un seul point double), 1=0.

Un hyperplan tangent touche une hyperquadrique
tangentielle & d—I carrés de <S,_,. Or, ces hyper-
quadriques, | fois spécialisées par rapport a S._.
dépendent de (d-1) (d-1+3)/2-1 (i+1)/2 para-
meétres.

De méme, les hyperquadriques ponctuelles, d fois
spécialisées, ayant pour espace double S_,, dépen-
dent de n (n+ 3)/2 —d (d+l)/2 paramétres.

Donc, les hyperquadriques de spécialisations d, d'
de S,, dépendent de n(n+ 3)/2—d (d+1)/2 +
+ (d-1) (d+2) /2-1 (I+1)/2=n (n+3)/2-1 -1 (+)2
parametres, et leur groupe automorphe est a: n(n +2) —
- [n(n+3) (I+1) /2]=n (n+1)/2-t-1+1 (I+1) /2
parametres.

Il est remarquable que seules interviennent dans
ces formules finales les valeurs de n et de I, mais
non la place des | lacunes parmil'ensemble des carrés
figurant dans les équations ponctuelle et tangentielle.
En particulier,la géométrie pseudo elliptique  (n—5,
d=d'="2, 1=0), dépend d'un groupe a 7 parametres
aussi bien que la géométrie euclidienne (a= 3, eZ=3,
d= 1,1 =0), avec évidemment une structure diffé-
rente.

Ce groupo contient des sous groupes invariants, en
particulier celui qui correspond a l'invariance simul-
tanée du noyau tangentiel et des espaces linéaires
générateurs du support ponctuel, et qui dépend de
n(+1NH2 + I+l (+1)/2 - (n- d) (n —<f-f-1)/S—
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D'autres sous-groupes invariants correspondent a
I'invariance respective du noyau tangentiel ou des
espaces générateurs ponctuels, oudu S~ double, etc.

H 0 0
X = A B 0 X
C D W

La matrice de la transformation, présentée ci-dessus,
conserve les points de , et la variété quadratique
ponctuelle. Donc H est une matrice orthogonale a
n +1—d lignes et colonnes, et les deux tableaux supé-
rieurs indiqués par O sont composés de termes tous
nuls. De méme, la matrice transposée indiquant,
sur les coordonnées tangentielles, la transformation
inverse, H' est une matrice orthogonale a n+1—d'
lignes et colonnes, et le troisiéme tableau indiqué
par O est aussi composé de termes tous nuls. Quant
aux tableaux A ,B, C, D, ils sont composés d'élé-
ments arbitraires, en nombre total dd'.

Remarquons que l'on ne peut pas en général normer
en méme temps toutes les coordonnées en sorte que
les déterminants de H et B? prennent en méme temps
la valeur 1.

Le nombre de parameétres du groupe automorphe
est donc :

(n—d) (n+1-d)/2+ (nd<) (n+l-d)/2 +cta'+l =

- (nd<)  (n-dJ + ty/ZN+dd' =ra (n—1) /2+i (I4]) /2, et le sous groupe invariant
parametres. H=E,hv=xE' dépend de 1+dd" paramétres.
/l.  Sobre o Calculo Simbdlico
(continuacdo do n." 31)

por José Sebastido e Silva

Produto de operadores. Consideremos trés con-
juntos A ,B , C quaisquer, e sejam: *, uma transfor-
macdo univoca de A em B ; <F uma transformacéao
univoca de B em C. Chama-se produto de <por V/,
e representa-se por *. <€ (ou simplesmente por *'r),
aquela transformacédo univoca de A em C que equivale
a aplicar sucessivamente "/,* (primeiro W e depois <t);
isto é, em simbolos :

(. () = * (W (X)),

para cada xeA .">

(1) A expressSo XQA deve ler-se aqui ox pertencente a A».

E claro que, em particular, os conjuntos
podem coincidir entre si.

Exemplo: Se representarmos por H a classe dos
seres humanos e escrevermos «y=pad x» como abre-
viatura de «y épaide x» e ay=mad xv como abrevia-
tura de «y émae de x» (designando por x)y elementos
indeterminados de H, sem distingdo de sexo), é claro
que os simbolos pad, mad representardo operadores
definidos pelo menos numa parte H* de H— opera-
dores que fazem corresponder a cala elemento x
de H* um e um s6 elemento (padx ou madx) de H.
Ora 0 facil ver que o produto pad . mad n&o 6 mais do

A,B,C
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que o operador correspondente a expressdo «avd

materno de», pois que, por definigéo :

(pad. mad) x=pad (mad x) ;
enquanto o produto mad .pad é o operador correspon-
dente a expressdo «av6 paterna de». E vé-se ime-
diatamente que

mad .pad =/t pad .mad |,
0 que basta para pdr em evidéncia este facto de
notavel interesse em Matematica : que a multipli-
cacdo entre operadores ndo e, no caso geral, uma opera-
cao comutativa.

Dir-se-a4 que dois operadores <, T sdo permutaveis,
quando se tiver, excepcionalmente, *>I'=1la>.

Exemplos : 1) As fun¢des numéricas @(x)= x—1,
AN(x)="yx, que constituem, manifestamente, trans-
formagdes univocas do conjunto dos nimeros reais
em si mesmo, ndo sado permutaveis pois que
se tem ¢ (ty(x)) = ~ x —1, K (¢ (X)) ="*—i, e por-
tanto y .4 =j=4/.<f (isto é, as operacdes de «subtrair
uma unidade» e de «extrair a raiz clbica» n&do sédo
permutaveis). Mas se pusermos P (x) = ‘\/x, ji(x) s
= x* serd 9 . fy=fy » <, pois que se tem*Vx* = (y/x)*
(isto é, as operagfes de «extrair a raiz cubica» e de
«elevar ao quadrado» sdo permutaveis).

2) Seja A um conjunto formado por 4 elementos,
que designaremos por a,b ,c ,d. Uma transformacéo
univoca do conjunto A em si mesmo‘"' serd, por exem-
plo, o operador o assim definido: a (a) =6, a(b)—c,
o(c)=b,o(d)=a; ou, mais condensadamente, con-
forme a notagdo usual da teoria de GALOIS:

b ¢ b al
0= ) (por cima de cada letra a sua trans-
\a b c dj

formada por meio de 0). Uma outra transformacéo
univoca do conjunto A em si mesmo ser4, por exem-

. ﬁd b a e\ 3 N
pio, o operador 6= ) Ter-se-4 entdo
\a b ¢ d
(@ ¢ b b\ fbo a b d\
08 = «0 = e, portanto,
\o o ¢ d) \a b c
a8=jtébo. Mas ja, por exemplo, os operadores

c d b a fb o d c\
) ( ) sao permutaveis, como

b ¢c d \a b c d)
é facil verificar.

* '

(D Convém notar quo, no caso das fungdes numéricas, se
apresentam dois conceitos nédo equivalentes de produto de duas
funcdes @ T 1) ° produto de < por ~ 6 a fungdo X tal que
X (x)= f (x) .~ (x) [conceito usual]; 2) o produto de C por
é afuncdo 6 talque 6(x) = w (y (z)) [conceito aquiconsiderado].
Para os distinguir,chamaremos ao primeiro produto elementar e ao
segundo produto operatorio.

(> K facil ver que entre o conjunto A e ele mesmo se podem
definir ao todo 4*=256 transformagdes univocas.

Todavia, a multiplicagdo entre operadores é sempre
uma operagdo associativa ; isto 6, ter-se-4 < (<PO0) =
A(ixr)©, quaisquer que sejam os operadores 4>, W, 8
e 0s conjuntosentre os quais eles operam; podendo es-
crever-se entdo mais simplesmente 4>>r0 em vez de
<P(W0) ou de (4>>F)0.

Observagdo : Quando, em vez da notacdo ©>(x), se
usa a notagdo *x, é comodo dizer que <PX representa
o produto do operador <> pelo elemento x . N&oresultara
dai qualquer inconveniente, mas apenas vantagem,
desde que se evite confusdo entre o simbolo de ope-
rador e o simbolo de elemento.

Poténcias de operadores. Do anterior conceito de
produto de operadores resulta imediatamente uma natu-
ral definicdo de poténcia <" dum operador * (com n

inteiro > 1). Serd, por definigédo:
*= 4> * . & (n vezes) .
Assim, por exemplo, se representarmos por D o

operador de derivacdo, sera D™ a operacdo que con-

siste em derivar n vezes sucessivas (derivacdo de
ordem n). Analogamente, o simbolo pad” designara,
segundo as convenc¢des precedentes, o operador corres-
pondente & expressdo «o n-ésimo antepassado em linha
masculina  deu. Outro exemplo: se for <p(x) =  {/l—x,
sera

X)= VlI— /lirx, EX)=Ffl -VIr-yfT"rf, etc.<".
Por outro lado, é natural por ainda, por definicao :
= qualquer que seja o operador *.

Finalmente, é natural convencionar que a poténcia
de expoente 0 dum operador 4> qualquer seja o opera-
dor idéntico (ou identidade), isto é, aquele operador
que faz corresponder a cada elemento X 0 mesmo
elemento x; operador que representaremos por |.
De acordo com tal convencdo estd o facto de se dizer
que a derivada de ordem O de qualquer fungdo pé a
prépria fungdo 9, o que, simbolicamente, se exprime
déste modo: Dtf*=y (isto é D"=I)

Todas as anteriores definigdes de poténcia podem
manifestamente resumir-se no seguinte esquema de
recorréncia : *°= 1 E é facil ainda
demonstrar as propriedades : <t>"<¢'= P'*F" = *Fiy
(a)")" = <p™, as quais resultam de associatividade da
multiplicacgéo.

ST o= R x|

Soma de operadores. O conceito de soma <!>-)-¥ de
dois operadores ®W (com um mesmo dominio A e

() E preciso n&o perder de vista que, no caso das fun-
¢6es numéricas, teremos dois conceitos de poténcia, correspon-
dentes aos dois conceitos de produto atras citados. Assim,
por exemplo, a expressdo sen*2 é susceptivel de dois significa-
dos diversos: 1) seu™x = senx .senx.senx [significado usual];
2) sen'x = sen (sen (sen x)) [conceito aqui considerado].
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um mesmo contradominio B) sé costuma apresen-
tar-se de modo natural, quando o conceito de adigédo
se encontre ja definido a respeito dos elementos de B
Em tal hipdtese, chama-se soma de 4> com W, e re-
presenta-se por «p-t-V, aquele operador que faz corres-
ponder a cada elemento x de A o elemento ti + fi
de B ; isto é, em simbolos

(*+*) x = «X +VJC, para cada x eA .

No caso das func¢des numéricas tal conceitocoincide
manifestamente com aquele usual. Assim, por exem-
plo, a soma das fun¢des a,< dadas pelas expressdes
¢cx™Ml/x"—1,tyx = e*sen x é a funcdo <(+tydada pela
expresséo Xx= I/x"—I + e*sen x .

Por outro lado, visto que entre as funcdes numéri-
cas se encontra assim definida uma adi¢do, é claro
que também, pelo mesmo processo, ficard definida uma
adicdo entre os operadores que operam sdbre funcgdes
numéricas (operadores de tipo 2); e assim sucessiva-
mente. Ter-se-a, por exemplo, segundo a definicdo
geral (representando por puma qualquer funcdo de-
rivavel) :

(LP + D+l) = D3¢+ D<p+

-

N&do farad porém sentido falar, por exemplo, da soma
dos operadores pad, mad atras considerados, por isso
mesmo que ndo estad definida nenhuma adicdo entre
seres humanos (isto é, nenhuma operacdo que faga
corresponder a cada par de pessoas X,y uma deter-
minada pessoa x+y chamada soma das duas pri-
meiras).

Mas jé& faz sentido falar da soma das fungfes nlmero
de irmdos de x, numero de irmds de x, definidas
em H, mas de contradominio numérico (dados: seres

humanos; resultados: nimeros).

E facil agora verificar o seguinte factoimportante:
Se o adicdo definida em B é associativa, comutativa e
invertivel”, 0 mesmo acontecerd a respeito da adigdo
por ela induzida entre os operadores de contradominio B.

Ocorre ainda preguntar se a multiplicagdo atras de-
finida entre operadores é distributiva respeito da adigédo
agora introduzida entre os mesmos ; isto é, se as igual-
dades * (T+ 8)=*<r+*0, (*+*)©=*O-r-"i'e tém
lugar quaisquer que sejam as transformagdes univocas
4>, 8 de A em si mesmo (supondo definidaem A uma
adicdo). Ora, como o leitor pode facilmente consta-
tar, tal propriedade ndo se verifica no caso geral
mas ela verifica-se, com certeza, se nos limitarmos a

fl> Chamamos naturalmente invertibilidade
bilidade de subtraccdo em qualquer caso.
(5> E todavia facil ver que a segunda igualdade, (<I>4-") Q=
(distributividade a direita) se verifica em qualquer

da adicdo k possi-

caso.
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familia daqueles  operadores <S> que satisfazem a con-
digdo

(X +y) = <t>x+t>y,
quaisquer que sejam os elementos x,y de A; opera-

dores que diremos distributivos a respeito da adigédo.

Exemplo notavel dum operador (de tipo 2) distribu-
tivo a respeito da adigdo é, precisamente, o operador
de derivacdo, pois que se tem: D(<p+ <$i) = D<(+ Dty
quaisquer que sejam as fungdes derivaveis ¢,”. Mas
ja nédo é distributivo a respeito da adicdo, por exem-
plo, o operador e assim definido: e,a>(x)=[D,a>(x)]*.
Distributivos a respeito da adi¢do sdo ainda os ope-
radores M da forma M, ¢ (X)=-y(X).¢ (x), em que
If (x) representa uma funcédo fixada arbitrariamente.
E interessante observar que os operadores desta forma
ndo sdo permutaveis com D.

Operadores numéricos. Entre os operadores defi-
nidos em campos numéricos ou funcionais figuram,
em primeiro lugar, os multiplicadores numéricos. Seja,
por exemplo, ff o conjuntodas fung¢des reais definidas
num mesmo intervalo : todo o nimero real a faré cor-
responder a cada funcdo / pertencente a ff a funcgéo
a .f pertencente ainda a ff". Désto modo, cada
nimero real a definird uma transformacdo univoca
de ff em si mesmo, de tal maneira que :

1) A soma dos operadores definidospor dois nime-
ros a,b coincidecom o operador definido pelo nimero
a-f-&; pois que se tem af+bf=(a +b)f , qualquer
que sejafe ff.

2) O produto dos operadores definidospelos nime-
ros o,b coincidecom o operador definido pelo nimero
a .b; pois que se tem a(bf)= (ab)f, qualquer que
sejafeff.

3) O operador definido pelo nimero 1 coincidecom
a operacdo idéntica, /.

Nestas condi¢cdes, ndo haverd qualquer inconve-
niente em confundir os nimeros com os operadores
por éles definidos (como multiplicadores). Assim,
por exemplo, o simbolo 2/3 representara indiferente-
mente o nimero 2/3 ou aquele operador que faz cor-
responder a cada funcdo / a fungdo 2/3/, etc.
Analogamente, o operador idéntico I poderd confun-
dir-se com o nUmero 1 e o operador nulo com o
nimero 0. Por outro lado, ficar4& automaticamente
estabelecido o que deva entender-se por soma a-)-*
dum ndmero a com um operador <, por produto a.<

(i) E claro que consideramos aqui como produto dum ndmero a
por uma fungdo fafun¢c&o a .f assim definida: (a./)(x)=a.f(x).
Também é manifesto que as consideragdes aqui desenvolvidas
se aplicam, mutatis  mutandi8,ao& conjuntos de funcdes complexas
de varidvel complexa definidas num mesmo dominio: entdo os
multiplicadores numéricos serdo nimeros complexos.



GAZETA DE MATEMATICA

dum ndmero a por um operador 4> e por produto * . a
dum operador <s> por um nimero a—uma vez estabele-
cido que os numeros se podem conceber como opera-
dores.

[Para concretizar ideas, tomemos para exemplo um
circuito eléctrico simples, com uma resisténcia r,
uma indutancia | e uma forca electromotriz & (i),
funcdo do tempo. A intensidade 3 (t) da corrente
deste circuito deve, como se sabe, verificar a equacéao

d
diferencial r 3 () +1 273 (t) = S (t) ,

ou seja, mais

condensadamente: (r+l D)3=8 « Se entdo puzermos
r+|1D=@, vird ©c7=g, e podemos dizer, por analo-
gia com a lei de Ohm, que o operador &—soma do
operador numérico r com o operador diferencial 1D —

representa a resisténcia  funcional do circuito conside-
rado. Mas é preciso ndo esquecer que nem S, 3 séo
nimeros (mas sim fungfes), nem & é um coeficiente
numérico, tal como r].

Posto isto, poderemos j& definir funcdo racional
inteira dum operador <. Daremos ésse nome a toda
a funcdo de * que se exprima por meio dum ndmero
finito de sucessivas adi¢des e multiplicagdes a partir
de * e de constantes numéricas.

O que desde logo ocorre preguntar é se é licito
tratar as funcdes racionais inteiras de operadores com
as mesmas regras que se usam para as funcdes racio-
nais inteiras de varidveis numéricas e se, em par-
ticular, toda a fungdo racional inteira de <t é reduti-
vel a formadum polindmio inteiro em *:

a, '+ <+ ...+, ,*+0

s
(em que a,,a,, ., 0,, designam constantes numéricas
arbitrdrias e n um namero natural qualquer).

Ora, como se pode ver facilmente, a resposta & nego>-
tiva no caso geral, mas afirmativa se nos limitarmos &
classe daqueles operadores * que verificam as condicdes
seguintes 1) * (/+Qg) =<S>/-+$>g; 2) * (af)= o (*/),
quaisquer que sejam o nimero a e as fungbes f, g
pertencentes ao dominio de t. A primeira destas
propriedades ja sabemos que se exprime dizendo que
* édistributivo  a respeito da adi¢do ; quanto a segunda
ela exprime-se, naturalmente, dizendo que * é per-
mutdvel com os multiplicadores numéricos [podiamos
escrever mais simplesmente *a = a* em vez de <I>(o/)=
= a (4>/)] ; finalmente, as propriedades 1), 2), verifi-
cadas conjuntamente, exprimem-se dizendo que o
operador * é linear.

Exemplo notével

dum operador linear é, précisa-

it) Deter-nos-emos oportunamente sdbre o sentido preciso desta
quest&o. Trata-se agora apenas de sugerir o problema.
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mente, o operador de derivacdo, D, pois que, além
de ser, como ja vimos, distributivo a respeito de
adicdo, éle € ainda permutavel com os factores numé-
ricos [D (af)=a (Df), qualquer que sejam o nimero
a e a funcdo derivavel / ] . Déste modo, todas as
regras aplicaveis &s funcdes facionais inteiras duma

varidvel numérica, serdo ainda aplicaveis as funcdes
racionais inteiras do simbolo D. Assim, por exem-
plo, ter-se-a:
(D2+2D-3) (£*-2D-3)-D*-10D2+9; D*-
-5D-36-(D-3) (D+3) (D-20) (D+210), etc.,etc.
Exemplos de operadores lineares  sdo os préprios
operadores numéricos. Tem-se, com efeito:1)a(f+g)—
= af+ag; 2) a (bf)=b (af), quaisquer que sejam as

funcbes /, g e os nimeros a ,b

Outro exemplo de linearidade é-nos
operadores M atras citados.

Todavia, n6s aqui limitdmo-nos a definir o conceito
de linearidade para operadores cujos dominio e con-
tradominio s&do constituidos por fungdes Ora a ver-
dade é que tal conceito se estende fecundamente a
muitos outros campos, e se quizermos, por uma racio-
nal medida de economia de pensamento, abragar
numa mesma teoria o maior niGmero possivel de domi-
nios, devemos manter-nos fiéis ao método da Analise

dado pelos

Geral : abstrair completamente da natureza  dos entes
que constituem  os dados e os resultados dos  operadores,
retendo apenas as propriedades  formais  de certas  rela-

¢Oes definidas entre esses entes
priedades formais da adicéo).

(por exemplo, as pro-

E-se déste modo levado, naturalmente, ao conceito
abstracto de sistema vectorial.

Observe bem o leitor como o conceito que vamos definir
(para o qual se adoptou a designacdo «sistema vectoriale) corres-
ponde exactamente ao fim que nos propomos atingir. Ele permi-

tira definir com a maxima amplitude possivel o conceito de
linearidade, conservando o que néste existe de essencial. Em
particular, tornar-se-a licito falar de fungbes racionai* {inteiras
ou fraccionériasj de um ou mais operadores lineares permutéveis
entre si, e aplicar a tais func¢des as regras do célculo algébrico
ordinério.

Quando depois se tratar de definir fungdes irracionais ou
transcendentes de operadores lineares, serd necessario restringir o

inserindo nele uma conveniente
entdo instituir em bases

conceito de «sistema vecterial»,
nocdo de «limite». Poderemos
sas um calctdo dos operadores lineares, de que serd apenas um
caso particular o céalculo  simbélico dos electrotécnicos (pelo menos
numa parte em que este é admissivel).

rigoro-

(1) O conceito estende-se imediatamente ao caso dos
res de dominio e contradomfnio numéricos ; mas é facil ver que
as UGnicas funcdes lineares duma variavel numérica sao aquelas
da forma f x=ax, em que a designa uma constante numérica
arbitraria. Os operadores log , y*, , sen, cos, etc. sao noto-
riamente uno lineares.

operado-
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£ nado havera nisto nada de arbitrario ou de artificioso.

Tudo tenderd naturalmente para um fim, como o leitor vai ter
ocasido de constatar.

Sistemas vectoriais. Por sistema vectorial ou sis-
tema de vectores relativo ao corpo real, R, entende-se
toda a classe S de entidades u,v,... de natureza
qualquer, a respeito das quais sejam definidas duas
operacdes —adicdo e multiplicacéo escalar—de  acordo
com o0s preceitos seguintes :

Vi) Para todo o par u,v de elementos de S existe
um e um s6 elemento de S chamado soma de u com v
e representavel por u+v;

V2) u+T=T+Uj quaisquer
(comutatividade) )

que sejam u,veS*®'

V,) (u-f-v)+w?ru+(v-f w), quaisquer que sejam
u,v,w e S (associatividade) ;

VI) Dados dois quaisquer elementos n, v de S,
existe sempre um e um s6 elemento x de S, tal que
u-rX=v; podendo escrever-se entio X=V—U (inver-
tibilidade) ;

Vs) Para cada par a, u formado por um numero
real a e por um elemento u de S, existe um e um
s6 elemento de S chamado produto
sentdvel por o u;

de a por u e repre-

V) a (u+y)=on+a»;
F.) (a+b)n=ou+ 6v;
v.) o(in) = (06)u

V) l.u=u;

quaisquer que sejamu,veS; 0,6 6R

As propriedades Fj a V*, quando verificadas con-
juntamente, costumam também exprimir-se, dizendo
que a classe S constitue um grupo comutativo ou abe-
liano a respeito da adi¢do. De tais propriedades
resulta, em particular, que existird necessariamente
em S um e um s6 elemento x tal que: u+ x=u, qual-
quer que seja u e S. Representaremos por O éste ele-
mento e chamar-lhe-emos o zero do sistema S .

Os elementos u, v,... do sistema vectorial S serdo
chamados vectores, e os elementos a,//... .do corpo
R serdo chamados escalares ‘*'.

Na anterior definig¢do, o corpo real R pode ser

substituido por um outro corpo qualquer, por exem-

M) Muitos autores usam a designacdo «espago vectorial» ou
ainda «espaco linear», com o significado que atribuimos aqui a
«sistema vectorial».

i*) A expressdo «u,v 6 Sn deve ler-se aqui «u,V pertencen-
te* a S».

*> A razdo de tal terminologia estd em que ela sugere ana-
logias fecundas com as nogdes do calculo vectorial ordinario.
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pio, o corpo complexo, K, o corpo racional, Ra, etc.,

e assim teremos: sistemas vectoriais relativos ao eorpo
complexo,  sistemas  vectoriais  relativos ao corpo  racio-
nal, etc.

Exemplos a) Um primeiro exemplo dum sistema

vectorial relativo ao corpo real é-nos fornecido pelos
vectores do céalculo vectorial elementar. Como se sabe,
cada vector é, neste caso, definido por um segmento
orientado  AB, isto é, um segmento ao qual se atribui
um determinado sentidko de percurso, dizendo-se que
dois segmentos orientados definem o mesmo vector, se, e
s6 se, tém a mesma direccdo, O mesmo sentido e o
mesmo comprimento. Por outro lado, sabe-se o que se
entende entdo por soma de dois vectores (obtida segundo
a regra do paralelogramo) e por produto dum  nimero
real por um vector; e é bem facil constatar que as
operacdes assim introduzidas verificam as condicfes
vV, sK,.

b) Convencionemos agora chamar vector n-dimen-
sional a toda a sucessdo (X, , Xj,...,X,,) de n nimeros
reais, chamando soma de dois vectores (X,, X,,..., X,,),
(X*x%, ..x) asucessdo (X + X*, X, + Xj,..., X, + X¥)
e produto dum nimero real a por um vector (X,, X,,.., X,
a sucessdo (ax,, ax.,..., ax,,) . E facil ver entdo que
o conjunto R,, de todas estas sucessdes (chamadas
agora vectores n-dimensionais) constitue, com as duas
operacdes que nele introduzimos, um sistema de vecto-
res relativo ao corpo real. A tal sistema R,, da-se o
nome de espago vectorial cartesiano a n dimensdes reais.

Se, em vez de sucessdes de n nimeros reais, conside-
rarmos as sucessdes de n nimeros complexos, seremos

conduzidos ao conceito de espago vectorial carte-
siano K, , a n dimensdes complexas, o0 qual constitue,
manifestamente, um sistema vectorial relativo ao

corpo complexo.

¢) Um outro exemplo dum sistema de vectores rela-
tivo ao corpo real é o conjunto éT,ja atrds conside-
rado, das funcdes reais de varidvel real definidas num
mesmo intervalo, dando as expressdes «soma f+ g de

duas fungdes f, g» e «produto a f dum nimero real a

pela funcdo f» o significado que usualmente lhes ¢é
atribuido. Os vectores sdo portanto, neste caso, as
fungdes f, g,...

Se, em vez das fungdes reais da variavel real, con-
siderarmos fun¢des complexas da variavel complexa
(definidas num mesmo dominio), teremos ai um novo
exemplo dum iistema vectorial relativo ao corpo
complexo.

Muitos outros exemplos de
podiam ser citados ainda.

sistemas vectoriais

Operadores lineares. Anéis. Sejam S, S* dois
quaisquer sistemas vectoriais (relativos ao mesmo
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corpo) e geja * uma transformagdo univoca de S em
S*. Diz-se que o operador * ¢ linear, quando veri-
fica as condigBes: * (u+ v)=*u+ *v, 6 * (au) =
a (*u), quaisquer que sejam os vectores u,veSeo
escalar o. E facil ver desde logo que o produto ou
a soma de dois operadores lineares e ainda um  operador
linear.

Representemos por A (S) o conjunto de todas as
transformacdes lineares do sistema vectorial S em si
mesmo. Facilmente se reconhece que a adicio e a
multiplicacéo definidas em A (S) conforme as conven-
¢0es precedentes gozam das seguintes propriedades :

1) Propriedades da adicdo : univocidade, associati-
vidade, comutatividade e reversibilidade (isto &,
A (S) formaum grupo comutativo a respeito da adicéo).

I11)  Propriedades da multiplicagdo univocidadej
associatividade e existéncia de unidade (o operador
idéntico).

I111) Propriedade mista : distributividade da multi-
plicacdo a respeito da adigdo.

Todas estas propriedades, assim verificadas con-
juntamente —excluida a da existéncia de unidade —
exprimem-se dizendo que o conjunto A (S) constitue
um anel a respeito das duas opera¢cdes consideradas.

Nota: Observemos que também o conjunto dos
nimeros inteiros (positivos e negativos), o conjunto
dos numeros pares, o conjunto dos polinémios intei-
ros em x, etc., etc. constituem anéis a respeito da
adicdo e da multiplicacdo ordinéarias, mas com estas
diferencas capitais : 1) nestes Uultimos conjuntos a
multiplicacdo é comutativa; 2) o produto a. b de
dois elementos nesses conjuntos ndo pode ser nulo,
sem que um pelo menos dos factores o seja; ao passo
que, na familia A (S), excluido o caso de S ser uni-
dimensional "', a multiplicacdo ndo é comutativa e
existem pares de elementos (chamados divisores  de
zero) cujo produto é nulo sem que nenhum dos facto-
res o seja. Pois bem : da-se o nome de dominios de
integridade aqueles anéis, como o anel dos inteiros,
em que a multiplicacdo é comutativa e o anulamento
do produto implica o anulamento de um, pelo menos,
dos factores.

Observemos por outro lado que também o conjunto
dos numeros racionais, o conjunto dos nimeros reais
o conjunto das func¢des racionais, etc., sdo dominios
de integridade —mas com esta diferenca ainda : que,
néstes Gltimos conjuntos, ao contrario do que sucede

(1) Diz-se que um sistema Tectorial S e unidimensional quando
todos os elementos de S se podem obter de um deles (~0),
multlplicando-o por escalares.
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nos primeiros, a equagdo ax=b
todos os pares de elementos ab tais que a=f=0".
Dé4-se o nome de corpos ou dominios de racionalidade
a tais dominios de integridade.

E ainda de notar que o anel A (S) contém «empre
um corpo : o corpo dos operadores escalares.

e resoluvel para

Transformacdes lineares entre espagos carte-
sianos — Supondo fixado, no espago ordindrio, um
ponto O como origem, cada ponto A do espago defi-
nird um vector : o vector representado por OA. Trans-
formacgdes lineares deste sistema vectorial em si
mesmo sdo, por exemplo, as homotetias em relagdo a
origem (correspondentes aos operadores escalares), as
rotacdes em torno da origem, as projecgdes cilindricas
sobre planos que passam pela origem, etc., etc.

Consideremos, para fixar ideas, o espago vecto-
rial !{*>, cujos elementos sdo, como sabemos, os pares
ordenados de numeros reais (vectores do plano) ;
e representemos por * o operador que faz correspon-
der a cada elemento (xi,x,) de Bz o elemento (xi, Xx)
de K+>dado pelo sistema

xi= 0]i x + aiz x,
— >

x, = 02l xj+ 022 X2

em que an ,a*z,«2l)zz representam ndmeros reais
quaisquer. Pois bem: é facil ver que ndo s6 a trans-
formagdo <S> assim definida  é linear, como toda a trans-
formagdo linear de H, em sepode reduzir aforma (1)
mediante uma fixagdo  oportuna dos coeficientes Ou, ,

‘zZi j«22 - Deste modo, cada transformacédo linear de
Bz " -"2serd univocamente representada pelo qua-

o« «12
matriz X “* ¢ \

| aji azzl

dro ou de tal maneira que matrizes

distintas  representardo operadores
dor idéntico,

distintos. O opera-
1, serd entdo representado pela matriz
r°1 ", fo oi

[Q ~j»° ° °P " O pela matriz j i;dum
modo geral, cada operador escalar a terd a represen-

¢ fa O%l. . de doi d i«ii "> 1
acao n * ™ soma € dols operaaores >,
¢ loal P {";i <21

&l1 &121 i .
ser4, como é facil ver, o operador

bi b,
f e + *il «2+ *12 1 ». .
< \ ; e o produto doB mesmos ope-
| «21 + 21 «22 +'°22)

<) A referida propriedade do anulamento do produto esta ja
implicita na resolubilidade de ax—b para azfz0 (admitidas as
restantes propriedades). Dfiste modo, podemos definir corpo como
todo o anel que, com a exclusdao do zero, forma
tivo a respeito  da multiplicagéo.

um  grupo comuta-
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radores, na ordem em que estdo escritos,

au bu +a, b,

{ 02l ojj + a, b,

0 leitor pode agora constatar que, por exemplo, as
_1i0n fialady

transformacdes j | ,1 ~ J naosao permutaveis,

rl Ol f0 01
e que o produto [QQ['[QJ|

ser4d o operador
a, b, +a, b, |
a, 6.+ a, J

MU0 sEmM g oue ne

nhum dos factores o seja —o que mostra que o anel
A (i?,) ndo é um dominio de integridade.

Todas estas consideragcfes se extendem imediata-
mente ao caso dos espac¢os vectoriais cartesianos com

PEDAGOG®G
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um ndmero n qualquer de dimensfes, reais ou com-
plexas ; entdo, os operadores lineares serdo represen-
tados por matrizes de ordem n, isto é, matrizes com n
linhas e n colunas.

(Continua)

Nora : Nao tendo sido possivel terminar no presente
numero esta série de artigos, fica transferidapara o
numero seguinte a bibliografia j& prometida.

Errata: No artigo do numero precedente, pag. 2.
linhas 13, 15, 30, onde est& escrito a—D, deve ler-se
£>—<*,
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ALGUMAS DEFICIENCIAS EM MATEMATICA DE ALUNOS DOS LICEUS

por Maria Teodora

Quando as deficiéncias em Matematica, acumuladas
num dado aluno, atingem certo nivel, esse aluno, por
maiores esforgos que faca néo poderd prosseguir o0s
seus estudos. O des&nimo do aluno e ... o medo a
Matematica sdo as consequéncias mais imediatas do
facto.

A escola tem, por isso, de procurar, a respeito de
cada aluno, as suas deficiéncias, as quais podem ser
de muito variada natureza, afim de as corrigir pron-
tamente, evitando a formacdo de um complexo de
inferioridade capaz de produzir graves perturbacdes.

Os Professores de Matemética do Liceu de Passos
Manuel acordaram em que se comegasse, por averiguar
as deficiéncias de técnica de Céalculo Aritmético e
Algébrico que, em cada ano do curso dos Liceus, os
alunos trazem do ano anterior.

Por amabilidade para comigo incumbiram-me da
organizacdo dos respectivos testes e do estudo esta-
tistico do resultado dos ensaios.

A técnica do Céalculo Aritmético e Algébrico é um
objectivo subsidiadrio do ensino da Matematica na
escola secundaria.

Dai porque sem o conhecimento da técnica do Cal-
culo Aritmético e Algébrico néo é possivel prosseguir
no estudo da Mateméatica e extrair portanto, as van-
tagens que esse estudo proporciona a formacdo men-
tal da crianca e do adolescente, a importancia da
técnica do Calculo Aritmético e Algébrico e a neces-
sidade do seu dominio pelos alunos.

Embora um dos mais altos espiritos da humanidade,
Goethe, tenha afirmado que «A culturamental propor-
cionada pelas matematicas é particular e reduzida em

Alves

sumo grau» <"em todos os tempos, e actualmente tam-
bém, a Mateméatica tem sido considerada um agente
insubstituivel na formacdo mental da crianga e do
adolescente.

Os modernos psic6logos e pedagogos, rejeitando a
velha teoria das disciplinas formais, retiraram a Mate-
matica e aos estudos classicos o monopdlio que exer-
ciam na educagdo, mas, como ndo negam a transferén-
cia do adestramento, isto é, «a influéncia que uma
melhoria ou transformacdo numa fungdo mental tem
sobre as outras funcdes mentais» (Thorndike), a Mate-
matica ndo fica, por isso, deminuida na sua acg¢do
educativa.

Eles discutem quanto e como se transfere ou o que
se transfere, mas pode dizer-se que unanimemente
aceitam que se realiza a transferéncia.

A esse respeito Inglis, quanto a Mateméatica diz
«é igualada por poucas outras matérias do curso
secundario, mas por nenhuma excedida».

Na transferéncia do adestramento de uma forma
mental para outras, o método de ensino e os assuntos
de incidéncia do ensino sdo elementos essenciais, isto
é, o professor e o programa sdo pecas basilares. Se
o ensino da Matematica for concentrado em si proprio
e desligado das suas conex8es com a vida, poderd
formar peritos neste ramo do saber — néo é o objec-
tivo da escola secundaria — mas terd pouco valor
educativo.

Além disso, o muito, o complicado e o dificil e

«) Citagdo de Adolf Rude.
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mesmo o abstrato, quando nd&o utilizado progressiva-
mente e com a devida cautela, sdo considerados fac-
tores de perturbacdo na transferéncia do adestramento.

O eminente matemaético francés, H. Lebesgue, em
resposta a um inquérito promovidoem «L'Enseigne-
ment scientifique», reagiu contra o excesso e dificulda-
des dos programas dos liceus franceses de entéo, afir-
mando, talvez exageradamente: «Nenhumconhecimento
é indispensével para que um individuo frequente uma
escola de engenharia ou faculdade. Basta-lhe somente
ter aprendido a trabalhar intelectualmente.»

Ensinar a trabalhar intelectualmente, e ndo a trans-
formar o aluno numa enciclopédia viva de conhecimen-
tos, é, com efeito, um dos objectivos da escola secun-
déria. E a escola secundéaria fa-lo-a4 tanto melhor,
quanto melhor conhecer o aluno e as suas deficiéncias,
0 que s6 poderad determinar pela experiéncia.

A escola ndo pode actuar por impressdes gerais ou
dentro de teorias por mais brilhantemente expostas
ou deduzidas que sejam. Tem de experimentar, com
cautela, mas tem de experimentar.

«Em pedagogia tudo estd dito, mas nada demons-
trado» (Thorndike).

Considerando somente o caso restrito da Matemé-
tica, na escola secundaria, o volume de experiéncias
a realizar atinge tais propor¢gdes que nao pode ser
trabalho de um grupo de professores de um liceu. E
trabalho para equipes de professores e em véarios liceus.

O simples teste organizado para o 2.° Ano, apesar
das deficiéncias que eu propria ja lhe reconheco e o
correlativo estudo estatistico, correspondeu a algumas
horas de trabalho. Se em vez de averiguar as defi-
ciéncias de técnica de célculo fosse pretendido averi-
guar por exemplo a influéncia da Matemaética no pen-
samento de seleccdo e relagdo dos alunos o habito de
generalizar ou a compreensdo do simbolismo algébrico
e 0 seu uso, as dificuldades aumentariam considera-
velmente. A organizacdo de um teste nessas condicdes
exige um espirito critico, um saber e uma experiéncia
que confesso sinceramente nao possuir. Se a Gazeta
de Matematica patrocinasse, junto dos professores,
um movimento no sentido de serem iniciados estudos
dessa natureza, prestaria a cultura da Matemaética
em Portugal, um servi¢o inestimavel.

O teste organizado para determinar as deficiéncias
de técnica de céalculo dos alunos do 2.° Ano e que com
autorizagdo do senhor Reitor do Liceu de Passos
Manuel serviu num tempo de aula (50 m), aos alunos
das quatro turmas foio seguinte :

Calcule :

1) 170x1 2) 1x120
3) 520:520 4) 180:1
5) 0x17 6)" 21x0

15
7) 0:18 g) 1l:1
9) 2-3-4+7 10) 9-2+5-4
11) (8x6x5) :(8x6) 12) (7x3x9) :(3x9)
13) 4:0,1 14) 20X0,1
15) 8-6:3 16) 7+ 8:4
17) 4+ 3X2 18) 10-4X2
19) 20-4X2-15:3 20) 16-12:4-3X2
21) 16 22) »
23) 23X2 24) 3*: 3
25) 3BX22:3» 26) 22X 53 53
27) 22+3* 28) 42-32
29) 2x (2x3+3) 30) 2X(18:6+1)
31) 2+ 3/4 32) 2/3+2
33) 3-3/2 34) 5/2-2
35) 12+ 2/3 36) 3/4-2/3
37) 2/7X3 38) 2X4/5
39) 3/8:2 40) 3/5:3
41) 1+ 2/3X2 42) 1-2/5X2
43) 1+ 3/4:3 44) 1-5/2:5
45) 2/3:1/2 46) 2:3/4
47) 1 1/4X3 48) 2:2 1/3
49) (2/3)- 50) (4/3)2

Para evitar que os alunos copiassem uns pelos outros
e também facilitar a vigilancia do professor assistente
a prova, foram constituidas duas formas do teste que
se distinguiam apenas na ordem das questdes propos-
tas, as quais mantinham em cada forma a mesma pari-
dade. Assim, pdde ser distribuido a cada dois alunos
sentados na mesma carteira uma forma diferente do
mesmo teste.

A simples leitura do teste mostra a sua insuficiéncia.

Foram deixados por explorar muitos aspectos da
técnica do célculo em que os alunos poderiam revelar
deficiéncias ; isto é, outras orientacdes poderiam ter
sido seguidas na constituicdo do teste e aquela que
eu segui ndo teria sido, talvez, a melhor.

Mas por melhor que fosse a organizagdo de um
teste, para o efeito que era exigida, seria sempre
insuficiente. Somente o recurso a uma bateria de tes-
tes poderé resolver o problema em causa.

Também em questdes como por exemplo 18 e 19,
deviam ser consideradas duas fases: uma, a de maior
valor educativo, referente & ordem e combinagdo das
operagBes e a outra fase, de restrito valor educativo,
referente a execucgdo das operagdes. E outra deficién-
cia do teste apresentado ; mas se houvesse que atender
a estas duas fases a organizagdo do teste compliear-
-se-ia mais ainda.

Somente recorrendo a baterias de testes, repito,
serd possivel resolver estas dificuldades, eliminando
a maioria das deficiéncias indicadas.

Depois do ensaio do teste o professor de cada turma
recebeu aindicacdo das questdes ndoresolvidas ou mal
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resolvidas pelos alunos. Ficou assim conhecendo as
deficiéncias que cada aluno revelou nas questdes
ensaiadas e tera ocasido de insistir com eles de modo
a corrigi-las ou de aconselhar-lhes a resolucdo de
questdes analogas até que adquiram o conhecimento
desejado.

O coeficiente de confianga do teste (reliability coef-
ficient) foi determinado pelo método aconselhado por
Kelley (Split-test method), usando-se a formula de
Spearman-Brown. Para isso as 50 questdes de cada
forma do teste foram divididas em dois grupos de
dificuldade sensivelmente igual, o grupo das questdes
impares e o das questdes pares contendo cada grupo
25 questdes.

Cada questdo, ndo resolvida ou de resposta errada,
foi classificada com um zero, e com 1, se foi bem
resolvida.

A cota de cada aluno, para a determinacdo do coe-
ficiente de correlagcdo foio nimero de questbes certas
gue resolveu nas questfes de mesma paridade.

Apresento a estatistica dos resultados do teste
ensaiado :

Cota minima 18
Cota méaxima 50
Média 36.88
a '« 7.23
r 0.8i
r. (Coeficiente de confianca) 0.89
*, (Indice de confianga) 0.94

O valor r,,,=0,94 (indice de confianga) que indica
a mais alta correlacdo de que o teste é capaz, por ser
préximo de 1, pode considerar-se satisfatério.

As questbes do teste foram agrupadas nos grupos :
A, B, ¢+« |, e foicalculada a percentagem de alunos

gue resolveram todas as questdes de cada grupo, sendo
depois calculada a dificuldade do grupo, tomando a
para unidade de medida.

iI> Prefiro ff ao erro provavel da média. R. Fisher, a pro-
pésito do erro provavel, diz : KO USO vulgar do erro provavel e
a sua Unica recomendagéo».
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Também foi calculada a percentagem de respostas
erradas dadas em cada grupo.
E o que consta do quadro seguinte :

iv'=129 alunos

Questdes do teste e Percentagem

Crupos pertencenter @ cada  pipreciaama  reeses
A 1a8 0.61 72.87
B 11 e12;25e 26 0.21 58.11
C 15a20; 29 e 30 0.40 65.81
D 31 a36 0.33 62.80

E 13 e 14; 37 a 40;

45 a 48 0.98 83.73
F 21 a24; 49 e50 0.20 58.14
G 41 a 44 0.70 75.97
H 9e10 0.73 76.75
I 27 e 28 0.13 44.97

As percentagens de respostas erradas em cada grupo
mostram as graves deficiéncias reveladas pelos alunos
na técnica do célculo aritmético.

Quais as causas de tdo graves deficiéncias ? A meu
ver, sdo muitas e variadas e o seu estudo deverd ser
feito cientificamente, pois de um auténtico problema
cientifico se trata, que se nado compraz com juizos
«a priori» por mais bem deduzidos ou convincentes que
paregam.

O ajustamento da curva de normalidade ao histo-
grama de frequéncia das respostas certas foi feito
pelo método das ordenadas, tendo sido determinados
sete pontos da curva.

média 36.88

<j=7.23

»=3

y,, (ordenada méaxima) = 21.3

+ a, ordenada correspondente, 12.9
+ 2c, o] » 2.88
+ 3a, « » 0.24

A inspeccdo desta figura mostra que o ajustamento
da distribuicdo de frequéncia de respostas certas
obtidas no ensaio do teste, a distribui¢do normal, da
mesma area, média e a se fez com algum desvio;
isto é, ha necessidade de introduzir correc¢des no
teste pelo estudo isolado de cada questdo devendo
ser pesada a dificuldade de cada uma delas em a, o
gue sera feito quando eu tiver oportunidade para isso.

Para completar esta experiéncia agora iniciada, e
obter resultados merecedores de confianca, conviria
gue este teste, ou outros do mesmo género, fossem
ensaiados com muitos outros alunos e em outros
liceus.
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CIENTIFICO

MOVIMENTO MATEMATICO EM BARCELONA

Noticia enviada pelo nosso colaborador Prof. Francisco Sanvisens

En el transcurso del alio escolar de 1945 a 1946 las
actividades del Seminario Matematico de la Univer-
sidad de Barcelona, vinculado con el Instituto «Jorge
Juan» de Matematicas dei Consejo Superior de Inves-
tigaciones Cientificas, han sido las siguientes :

Cursos monograficos. Por el personal docente de
dicho Seminéario han sido desarrollados los siguientes
cursos monograficos :

«Familias normales de funciones analiticas» por el
Dr. D. José Maria Orts. «El movimientoy la figura
de los cuerpos celestes» por el Dr. D Francisco San-
visens. «Geometria diferencial y de los espacios» por
el Dr.D.Juan Auge. «Introduccion matematica a la
Mecénica cuéantica» por el Dr.D.Francisco Sanvisens,
y «Teoria de la medida» por el Dr. D. Enrique Lines,
catedratico de Analisis Matematico Gltimamente des-
tinado a Barcelona, nuevo y valioso colaborador dei
Seminéario Matematico.

Cursillos de conferencias. En dos cursillos de con-
ferencias organizados por el Seminario Matemético
han venido a explicar los prestigiosos Profesores de
la Universidad de Madrid, D. Francisco Navarro Bor-
rdés y D. Tomas Rodriguez Bachiller, sobre «Los mé-
todos matematicos de la Mecénica cldsica y de la
nueva Mecanica» el primero,y sobre «Grupos topolé-
gicos» el segundo, exponiendo ambos el estado actual
de tales problemas e indicando temas de posible e
interesante investigation.

Colaboracion extranjera. EIl Profesor dei Instituto
de Alta Matematica de Roma, Luigi Fantappie, que
ya en el ano de 1942 habia estado en Barcelona, ha
pasado un largo periodo en esta capital desarro-
llando un cursillo y habiendo trabajado con algunos
jovenes Profesores sobre cuestiones de Fancionales
analiticos y sus aplicaciones a la resolucién de ecua-
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Pontos saidos em exames do Curso Complementar

de Ciéncias dos Liceus em 1946.

2400 — Resolva o seguinte problema: «Um indi-
viduo ao ler as horas num relégio, trocou o nimero
de horas com o nimero de minutos e reciprocamente.
Passados 52 minutos verificou o seu érro, porque,

ciones diferenciales en derivadas parciales y a la Me-
canica cuantica.

Tesis doctorales. Dirigida y apadrinada por e
Dr. D. José M.* Orts, Director dei Instituto «Jorge
Juan» de Matematicas y del Seminario Matematico,
ha desarrolado D. Francisco Sales Valles una inte-
resante Memoria titulada: «Oontribucién al estadio
de una ley de probabilidad» (1* ley de errores de
Laplace), que ha sido presentada como tesis para
aspirar al Grado de Doctor en Ciéncias Matematicas,
habiendo sido calificada de Sobresaliente. En dicho
trabajo se estudia la ley de probabilidades cuyafun-

cion de distribution es ie *A**', hallandose los poli-
némios ortogonales respecto a esta funcion en el inter-
valo (— oo, + 00), los cuales son una extension de
los polinémios de Laguerre; se establecen las condi-
ciones necesarias y suficientes para la validez dei
desarrollo de una funcién en serie de estos polinémios,
apoyandose en un teorema que relaciona el radio de
convergéncia de la funcion caracteristica de una fun-
cion de distribucion con el comportamiento de la
misma en el infinito. Se da un método para hallar la
ley de probabilidad de una variable aleatéria suma
de otras que siguen la 1*ley de Laplace, tanto en el
caso de un numero finito como de un ndmero infinito
numerable analizando también otras leyes de proba-
bilidad que resultan de combinar la | *ley de Laplace
con la ley de Gauss, estableciéndose métodos para su
aplicacion a los problemas de ajuste, dandose algunos
ejemplos. Finalmente se hallan hipotesis suficientes
para poder considerar la 1* ley de Laplace como ley
de distribucion de errores de observation.

En notas adicionales se estudia una extension de
la estabilidad aplicada a la 1* ley de Laplace y se
inicia el estudio de la generalization a dos variables
gue siguen esta misma ley.

ELEMENTARES

nesse instante, a hora marcada pelo reldgio era exac-
tamente metade daquela que seria se a sua primeira
leitura estivesse certa. Que horas eram quando da
primeira leitura?» R: Se for x o ndmero de horas e
y 0 de minutos da primeira leitura (errada) sera
60x+y =2. (60y+ x+52) equagdo que admite as solu-
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cOes inteiras e posiUvas menores que 60, x=10,y =4 .
Logo eram 4h.10m.

2401 — Determine Ii de modo que a desigualdade
(Ex —Ex+ K—1) :(x"—x+ 6)> 1 seja verificada
qualquer que seja o valorreal atribuido a x. R: O de-
nominador da fraccdo do primeiro membro tem raizes
complexas e por isso ésempre positivo para valores reais
de x. Entdo a desigualdade proposta € equivalente a
[(K-1)x*-(K-1)x +K—7]:(x*-x+6)>0 eterdque
ser 0 numerador sempre positivo para qualquer valor
real dexo queimplica queseja K—1>0 com (K—I)'—
—4(K—1) (K—7)<0 sistema que s6 admite as solu-
coes K> 9.

2402 — Quantos nUmeros pares, de 4 algarismos,
maiores que 2.000, se podem formar com os algaris-
mos 0,1, 2,3,4,5 e7 sem repeticdo dos alga.
rismos? R: O nlmero e'dado por: 3x3x°C,=90.

2403 — Na determinacdo do méaximo divisor comum
de dois inteiros a e b, pelo processo das divisdes
sucessivas, obtiveram-se os seguintes cocientes 2,1,
1, 3, 4 e para maximo divisor comum de a e 6 45.
Determine a e ft. R: Entdo serd&: a=b.2 +r,;
b=Tl+r,; rj=r,+T3; r,=3r3+45 e T3=4 .45, donde
se obtém a=3465 e b=1350.

2404 — Demonstre que: «Se afrac¢do a/b é igual
a fraccdo pjg onde p e g sdoprimos entre si, entdo
a e 6saoequimultiplesde p e g» R: Como a/b = p/q
serd ag=bp ; como p divide aqeéprimo comq entdo
divide a isto € a=pr o que substituido na igualdade
anterior da b=qr, c.q. d.

2405 — Considere a demonstracdo do seguinte teo-
rema: «Num tridngulo rectangulo, o segmento que
une o vértice do angulo recto com o meio da hipote-
nusa é igual a metade da hipotenusa.» Dem. «Como
o triangulo é rectangulo, pode inscrever-se numa cir-
cunferéncia cujo diametro é a hipotenusa. Logo o
ponto médio da hipotenusa é o centro dacircunferén-
cia, e o segmento que une o vértice do angulo recto
com o meio da hipotenusa é um raio e porisso iguaj
a metade da hipotenusa». Que método se usou na
demonstracdo? Faga a demonstracdo poroutro mé-
todo.

2406 — Resolva e discuta a equacéo :
(x+2) :(x+a) = (x—2) : (se—2a) .

2407 —Naequagdo (2K+ 2) x*- (3K+1) x*+ 3K+
+ 1=0 determine K de modo que todas as raizes
sejam reais. R: —7/5<K<-1 e K=—1/3.

2408 — Determine o termo em I/x* no desenvolvi-
mento de (Vx-2/v/x)". R: 4.»C,. l/a;*=112 .l/a*.
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2409 — Duas fraccdes diferentes séo tais queo
denominador de qualquer delas é igual a cinco vezes
o numerador da outra ; e a soma das duas fracgdes é
o quintuplo da menor. Determine duas fracgdes que
verificam o enunciado. Quantas solucdes tem o pro-
blema? R: 2/5e 1/10. Uma infinidade de solugdes.
Se forem p/qe a/b as fracgdes terd queser p=2a;
g=5a eb 10a.

2410 — Demonstre que : «Se ointeiro o divide o
produto dos inteiros 6 e c e é primo com 6, entédo
a divide c».

2411 — Sabendo circunscrever uma circunferéncia
a um rectangulo, e que duas circunferéncias séo figu-
ras semelhantes, diga como resolveria, fazendo um
esquema, O seguinte problema : «Inscrever numa cir-
cunferéncia um rectangulo semelhante a um rectan-
gulo dado». Que método ou métodos empregou na
resolucdo do problema? Emque consistem?

Solugdes dos n.°* 2400 a 2411 de José D. daSilva Paulo.

F. C.C.—Exame de admissdo ao estagio—8.° grupo
— 1946-47.

| — ALGEBRA B GEOMETRIA ANALITICA

2412 — Determinar os valores de m e n para 0s

L xt+tmx +n
quais a fraccédo — naotem valores nointer-
valo (3,7).
Obs.: Resolva a questdo elementarmente e aplique
os conhecimentos de calculo infinitesimal para veri-
ficar a exactiddo dos resultados.

2413 —Escrever a equacdo simplificadado lu-
gar geométrico dos centros das circunferéncias, que
passam por um ponto dado e s&o tangentes aum
circunferéncia dada. Discussdo do problema.

Il — TRIGONOMETRIA E GEOMETRIA ANALITICA

2414 — Considere um triangulo rectangulo girando
em torno de um dos seus catetos e seja VV ovolume do
cone gerado poreste movimento. Considere agora o
tridngulo girando em torno do outro cateto e seja o
volume do cone agora gerado n vezes maior doque
0 do primeiro. Determine em funcdo dosdados ahi-
potenusa e os angulos agudos do triangulo. Aplica-
cdo para V=I me»=2.

2415 — Considere umangulo XOY e seja Aum
ponto do corpo doangulo. Conduza por A as perpen-
diculares AB a OY e AC a OX. Una oponto médio
de OA com o ponto médio de BC. Demonstre que a
recta determinada por estes pontos médios é perpen-
dicular a BC.
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11l — HISTOKIA DAB MATEMATICAS
— Histéria e importancia do problema da resolugdo
algébrica das equacgdes. Evaristo Galois.
IV — FISICA E QUIMICA

Termémetro.
Superiores

— Calor e temperatura.
Prova Oral de Mateméticas
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Ponto n.° 1

—s Representagdo de fungdo por meio de série

— Resolucdo numérica de equagdes.

— Modos de definir funcdo de uma varidvel (sé-
ries, produtos infinitos, integrais, etc.).

— Principios de Geometria Analitica (problemas
métricos).

SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA

ALGEBRA SUPERIOR —MATEMATICAS GERAIS

I. S. C.E.F.—1.* cadeira — 2.° exame de frequéncia
ordinario —Junho de 1946.

2416 —Estude e represente geometricamente a

funcgéo y= e determine a aproximagdo com que

deve tomar o nimero e para calcular o valor da fungédo
para x=2 com um erro inferior a 10~" (n int.).

2417 — Determine a menos de 0,1 raizes reais da
equacdo 2*—x*+2x+ i=0.

2418 — Calcule os 4 primeiros termos do desenvol-

COos X

vimento em série de poténcias da fungdo y —
cosh x

I. S. C. E. F.—1.* cadeira—2.° exame de frequén-
cia extraordinario —Junho de 1946.

2419 —Determinar no plano definido pelos 3 pontos
Pi (1,1,0),P, (0,2,1)ePi (2,0,1) um ponto equi-
distante de P+, Pi e Pi.i R: Oponto P (X,y,2)
pertence ao plano [Pj P2pP3] de equacdo X-t-y—2=0¢e
deve satisfazer as condigbes PPj=PP2=PP3 ou, o que
€& 0 mesmo, 2x—2y—2z+3=0 e 2x-2y+2z—3=0.

Resolvendo o sistema formado por estas trés equagdes
obtém-se P (1,1, 3/2).

2420 —Dada a funcdo y (x) = a+b6/e* +ele™
0) obter o seu desenvolvimento em série de potén-
cias. 6) estudar o seu crescimento, as estacionarida-
des, a concavidade e as inflex8es conforme os sinais
possiveis das constantes reais o, 6, e c. R: 0) Desen-
volvendo em serie de poténcias e~ e e** obtem-se

y(x)=a+ J] (-1)"(b+2".c)x"/n!. b) A analise

da 1." e 2." derivadas, y'=—e"' (b+2ce*) e y" =
= e’ (b+4ce™), permite concluir, independentemente
de a: 1) b>0, c>0-+y'<0 e y">0, qualquer
que seja x real e, portanto, y monoténica decrescente com
a concavidade voltada no sentido positivo do eixo Oy;
2) b<0, c<0 —y'>0ey"<0, qualquer queseja X
real e, portanto, y monotbnica crescente com a con-
cavidade voltada no sentido negativo do eixo Oy;
3) b.c<0-»-y'>0 quando x>log(—2c/b)e y'<0
quando x < log(—2c/b) sendo P [log(—2c/b),
(4ac —b’) /4c] umponto de minimo. Ainda, nesta hip6-
tese, y" >0 quando x<log (—4c/b) e y" <0 quando
x>log (-4c/b) sendoQ [log (-4c/b), (16ac-3b")/16c]
um ponto de inflex&o.
Solugdes dos n.* 2419 e 2120 de O. Morbey Rodrigues.’

CALCULO INFINITESIMAL

F. C.C.— CALCULO INFINITESIMAL — 2.° Exame de fre-
quéncia, 1945-46.
2421 — Achar os extremos da funcdo
I (x,y) = xy(x—y—1).
R: As condi¢cbes de primeira ordem verificam-se em

(0,0) e (—1/3,-1/3); mas comopara ambos 0s pontos
é s*—rt>0, ndo ha extremos.

2422 —Determinar por integracdo o volume do

toro gerado quando uma circunferéncia de raio 1 roda

em torno duma recta do seu plano situado a uma dis-

tdncia 3 do centro da circunferéncia. R : 2ir'.
SolugSes dos n."" 2421 e 2422 de L . O. M. Albuquerque.

F. C.L.— CALCULO INFINITESIMAL — 2.° Exame de fre-
quéncia — Maio de 1946.

2423 —a) Defina elementos tangente e normais a
uma superficie num seu ponto ordinario e indique a
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respectiva representacdo analitica quer no caso da
superficie ser definida pela sua equagdo cartesiana
qguer em coordenadas curvilineas, b) Defina contacto
de ordem n entre uma curva e uma superficie, escreva
as condi¢des analiticas para um tal contacto, defina
conceito de osculagdo nesse caso, indique qual a
ordem de contacto do plano osculador a uma linha
torsa e defina plano oscular estacionério, c) Defina
integral definido ; propriedades.

2424 —Calcule 1

2425 — Determine a superficie'envolvente dos pla-
nos osculadores a hélice

X=o0cost, x=asent, z= at.
I. S. A. — CALCULO INFINITESIMAL E DAS PROBABILI-

DADES — 2. Exercicio de reviséao.

2426 — Considere um triangulo [ABC], um ponto
P qualquer de AB e as paralelas tiradas por P a AC
e BC; designe por B e /S os pontos de encontro des-
sas paralelas com BC e AC respectivamente. Deter-
mine a posicdo de P sobre AB para a qual a soma
das éreas dos triangulos [ASP] e [PRB] é minima
R : A soma das referidas areas é minima se P ¢ o ponto
médio de AB.

"

2427 —€alcule fim " %" X @ p)
-»0 sen x
a;* sen x~* . .
R: lim lim- X lim (assena;*) = 0.
XA % g
1 2
2428 —Mostre que a equagdo , -~ + 2x—i ~*~ *~
1 =0 tem todas as raizes reais. R : Visto
NX—

nenhum dos ndmeros 1, gimiy  SEr raiz da equagao

dada, esta é equivalente a equacgdo

4[(-- D<®»-1)—C¢*-1)] =0

MECANICA

l. S.’ A. — MECANICA RACIONAL E TEORIA GEBAL DE
MAQUINAS — 2.° Exame de frequéncia ordinéario —
1-6-1946.

2432 — As rodas dentadas direitas, com os dentes
do lado de fora, A\, A e A, estdo montadas, respec-
tivamente, nos veios paralelos 1, 2 e 3. A, engrena
com Ai e A3. A roda A” tem 20 dentes e raio
primitivo igual a 40 mm. As distancias do veio 2 aos
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0 gue, emvirtude do teorema de Rolle relativo a equacdes
algébricas, prova o quese pretendia.

1. S. A. — CALCULO INFINITESIMAL E DAS PKOBABILIDA-
DES —1.° Exame de Frequéncia.

2429 — A cada ponto M da curva f=y=1logx
faz-se corresponder o ponto P da normala v em M
gue tem a mesma ordenada que o ponto de encontro
do eixo dos yy com a tangente & em M. Determine
a equacdo da curva f', lugar dos pontos P . Deter-
mine as coordenadas do ponto de 7' tal que a tangente
a -f nesse ponto é paralela a bissectriz dos quadran-

tes pares. R : Coordenadas do ponto P: x=y—1>
y=x +I/x. Eliminando x e y entre estas equagdes e
aequacdode 7, obtém-se y = X=¢""' -\-e~>, O ponto

pedido tem por coordenadas
X =1t/5,Y =log ((V5-1)/2)-1.

2430 — A série 2 *»

n=|

& definida da seguinte ma-

n
neira: U!l=leu,,= ne o u,,_, para re>l. Mostre que
-a série é convergente e calcule a sua soma. R: Visto
ser limn % \
———11=2, a série é convergente.
tt-*00
6
SY- =Tt P+ (n+ 2
1 1 8
-1+ 6,2 ! n+ 2 '
13 V» +1

2431 — Sejam y=f(x)
assim definida:
para x=2/n (n inteiro ndo nulo) : y= x—1;
para x”2jn  (n inteirondonulo) : y=3/2 x *«\x—1|.
Estudar a continuidade da fun¢do dada, existéncia e
continuidade da sua derivada. R: A funcdo é descon-
tinua para x=0 e para x=2/n (n inteiro ndo nulo),
com exclusdo dos valores x=lex=2. A fungdo tem
derivada continua nos pontos em que é continua.

a funcdo da variavel real x,

SolugBes dos n.' 2426 a 2431 de José C. Morgado Junior.

RACIONAL

veios 1 e 3 sdo respectivamente
150 mm. O veio 1 efectua 10 r/s .
a) Classifique o trem; 6) calcule o raio primitivo
e 0 nimero de dentes da roda A3; e c) determine a
velocidade angular do veio 3. R : a) O trem é ordi-

iguais a 90 mm e

nario simples plano, tendo 2 por veio parasita ; b) raio
primitivo, R3= 100 mm; nimero de dentes, Z3= 50;
c) fl.=4r.p.s.
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2433 — Considere a recta E perpendicular ao
plano 11 . Seja O a intersec¢do de E com 11.

Demonstre que o momento de inércia em relacdo ao
ponto O dum sistema material qualquer é igual a
soma dos seus momentos quadraticos em relacdo a
E ean.

2434 — A equagdo do movimento do ponto mate-
rial P, com a massa de 20 t, em relacdo ao sistema
galileano Oeie,e3, é P=0+5f" ei—1/2 .e,+4i e,
onde a unidade de comprimento é o metro e a de
tempo o segundo.

Determine, em kWh, a energia cinética do ponto
material no instante i=5seg. R: Tx 699 kWh.

2435 — Sobre a face Oxy do triedro fixo Oxyz =
s Oijk move-se o plano n.

S&o conhecidas a equag¢do do movimento do ponto
P de D, P=0+X(t) i+ Y (t)j, e a velocidade
angular a=t»() de 1lem relagdo ao triedro.

Determine a base da rolante. R : A base tem por
Y'(t)
«(0

equagdes eparamétricas

1. S. A — MECANICA RACIONAL E TEORIA GERAL DE
MAQUINAS — 2. Exame de frequéncia extraordi-
nario —1-6-1946.

2436 — Os centros das rodas duma engrenagem
plana exterior M20 distam 1050 mm e a razdo de
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transmissdo € igual a 2. Calcule os nimeros de den-
tes das duas rodas. R: 20=70, Z,=35.

2437 — Considere um sistema de pontos materiais
situados sdbre oplano 11. Sejam Ei e E, duas rectas
de 11, ortogonais entre si e cruzando-se no ponto O.

Demonstre que o raio de giracdo do sistema em
relacdo a recta perpendicular a n, que passa por O,
é a hipotenusa do triangulo rectdngulo que tem por
catetos os raios de giracdo do sistema em relacdo a
Ei eaEz-

2438 — O ponto material P, com 2 kg de massa,
submetido unicamente & ac¢do das forgas dum campo
conservativo, atravessa a superficie equipotencial de
cota nula com a velocidade de 10 m/s.

Calcule a velocidade de P ao atingir a super-
ficie equipotencial de cota igual a 3,673 kgm.
R: V=8 mis.

2439 — O s6lido S move-se em relagdo ao triedro
tri-rectingulo Oijk . A velocidade de <Sé o torsor
cujas coordenadas vectoriais em relagdo a O sdo

n=sen t*i + 4§ + log(2—e~) k
0>= @-t) i-cos(-K +  fi)k.
Determine a posicdo inicial do eixo de Mozzi.

R : A equagdo rectorial do eixo de Mozzi inicial e
Q=0-)-i+Xj—3k, onde X designa o parametro.

Enunciados e solugdes dos n.°* 2432 a 2439 de P. de Varennes
e Mendongca.

PROBLEMAS

UM PROBLEMA E VARIAS SOLUGCOES

2440 — Sumar la serie

00 J
siendo a, = af—2.
, aio,a,---a,
SOLUCION |
Llamemos S (x) a la funcion
8w = )%*' )7(7(1;_65 +oees
definida por la serie dada supuesta convergente. Se
tendra !
X.S(x) =1+ + i + ees =
x2-2 (x2-2) [(x2-2)2—2]
=1+ S(x*—2). Para resolver la ecuacion funcional
1) X.S (X) = 1+ S(x2-2),
hagamos S (x*—2) *=z (X).S (x)* donde z (X) es una

funcién  desconocida.  Resulta asi: z (X).S(X)'—

-X.S(x)+1 =0, queda: S(x)_ *=* W .
2z(x)
com este valor en la ecuacion funcional (1) :

X*-2+ yl(x2-2)-4z(x*-2)

Entrando
X'xy/x*-x'dz W _

2z (x) 2z (X'—2)
Sumando vy restando estas dos igualdades, se obtiene :
X*-22(X) X*-2
z(X) -~ z(x*-2)"'
tIx* —4x*z~(x) t/(x272)*- 4z (x°=2)
z (X) z (x*-2)

Resuélto este sistema se obtienen las soluciones :

z(X)=z(x2—2)=1, y z(Xx) = z x—2) = 0.
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Evidentemente sdlo sirve laprimeira, puesto que la serie
es convergente, luego :

S () = g

Pero quando x crece indefinidamente, la serie S (x)

obtenidi decrece, luego habremos de tomar el signo —
X —"Xx'—4
y »(x) g

F. MENENDEZ-PIDAL DE NAVASCUES, aspirante aingreso
en laEscuela Especial de Ingenieros de Camifios.

SOLUCION I

Hagamos a! = 2chil< sera:
a,=af—2=4ch’<,—2=2 (2ch’4—I)=2ch2<j. que es de
igual tipo que ai, luego generalizando por induccion,
pues si a,=2ch9M +,a,.,=a&- 2- 2 (2ch* 2*-' 1) -
=2ch 8*4, el término general de la serie es puesl/u,,
siendo u,=2" ch $ch2 4/ eeech2"-']|.

Desarrollemos ahora sh2" 4 de io siguiente

sh2" <|i=2sh 2--'4/ ch2"-'§ = 2° chS"-" ch2°-<|>sh2"-" ¢ —
—eee=2'ch2j-' & ch2"7?| ch2°-%i)-- « e chfsh<|i—u, sh™

manera:

Bh2"4 A, sh+ ,o» 1
i«e00: U, = '« S=Y — =sh Ayi
sh<j- Sish2x»<|i "Nr'sh2» +
Y . « 1 » ch*2"-"i - sh®2°-"i
N B2t VO 2sh2°-'+ ch2"-'/

_ b 2 (c\nzn—1 j oo o

Para sumar S, »0s apoyamos en la formula : cth2x =

(thx -fcthx) /2 que podemos poner : cth 2x —thx =
= cthx—cth2x.

Escribiendo desarrollada S, y teniendo en cuenta la
formula anterior, tenemos :

Sj-lim [cth ¢-1/2 . (th2»-" * + ctiré"-" +)] - cth f- 1

.) o

y S=ship(cth4-1) at-y/a?-4

P. ALVAREZ FIDALGO, aspirante a ingreso en la Escuela
Especial de Ingenieros de Camifios.

SOLUCION 1l

S vaaprobar por indujcion completa que se verifica
ta relacion

1 a,+2a,!42a,ia,_ + 2a,_.4a,_4a, +
+ ...+ 2a,ia,_,***a, + 2=
= a.la,_a, .-°**a,af.

En efecto :
a, +2i+2=al—2+2a+2=a,(a,+ 2) =a,a?

GAZETA DE MATEMATICA

Si se verifica para a,: _(X)>° verifica para
puesto que:

a/\

a,ti + 2a, + 2a;a, j +2a,4a,0a,, + cec+
+ 280 a,ljeera, +2=a;- 2+ 2a, +

+ 23,3,t+ 23,a,_.a, +ee+
+ 23,a _leera, +2=143,(, +2+ 2a,_, +
+ 2a_ia, ,H \-2a,_ia_,***a,) =

a, @, !a, .

como queriamos demonstrar. Basandonos en esto, ele-
vamos la serie al Cuadrado, agrupando los términos de
tal modo que en cada paréntesis intervenga el Cuadrado
de uno de ellos y los dobles productos en que aparezca
el siguiente :

= [(&,) 'a?T,]" [(a7i,) 'aTai”

aTa'jaz.T e \ (a,a,***a,n)

@?a,***a, afale

2
*U a,] H

+ .

Reduciendo cada paréntesis a comin denominador:

-, A a+2a,_,_,***a,+2a, c*ca,+eee+2a, +2
29 € .a5ia,

Los numeradores son (escritos en orden inverso, exce-
ptoelprimeroy Ultimo términos) : a?; aja,; a?a.a3; eee
P a,alee*a,i ypor tanto:

1 1

S2 = — +

P o/ +. )
a aa aa3s a, a-°* a,la

que es precisamente : aiS, si se exceptua el término

Como la serie es convergente, por ser minorante para

todo ai> 2 de la *
1 1 1 1 1
,=_ +_ +—H + —H -,
. & aj &| aj—J.
se podra escribir: 1imS? = lima,S,—1, y posando
n->» n—Vv30
al limite : S*= ajS—1 .
De las 2 raices de esta ecuacion sedesecha la mayor,
a +i/la® a4
yaque. + "_1  >1> 3> S, resultando como

—t/tit—*

suma dela serie: & ! "t/2t||

FELIPE DE MACHIN VILLARREAL, aspirante a ingreso
en la Escuela Especial de Ingenieros de Camifios.



GAZETA DE MATEMATICA

BOLETIM

23

BIBLIOGRAFICO

Nesta seccdo, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serdo publicadas criticas de livros
e outras publicagdes de Mateméatica de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares a Redaccéo

61 —LAPIERRE, ANDRE BLANC. — Sur certaines
fonctions aléatoires stationnaires. Application a
I'étude des flutuations dues a la structure électroni-
que de I'électricité. Masson et Cie, ed.—Paris, 1945.

La nouvelle branche d'Analyse Statistique qu'a faite
découvrir le concept de fonction aléatoire, est stirement
appelée a recevoir de nombreuses applications dans
toutes les sciences appliquées ou théoriques qui font
usage de notions statistiques. La nécessité de ce con-
cept se faisait tellement sentir dans les sciences expé-
rimentales que ce sont des travaux expérimentaux dans
des domaines aussi différents que ala Turbulence des
Fluides» (G. 1. Taylor) et que «les fluctuations des
courants électriques» (Schottky, Courtines, Bernamont)™
qui ont les premiers employé, quoique sous une forme
imparfaite et manquant de rigueur, les notions les plug
essentielles du .«Calcul Aléatoire».

M. Blanc-Lapierre a repris le probleme physique
des fluctuations de tension a la sortie d'un amplifica-
teur soumis a une suite de chocs discrets, et lui a
appliqué le schéma de la fonction aléatoire.

Apres avoir montré que ce probleme se ramenait a
I'étude d'une fonction aléatoire stationnaire x (t),
continue, intégrable et dérivable (au sens de I'analyse
aléatoire), — 1°"» Partie — il se consacre principale-
ment a la théorie des fonctions aléatoires stationnai-
res. Dans la 2° Partie il traite des propriétés ergodi-
ques de ces fonctions,— le probleme ergodique consis-
tant a savoir dans quelle mesure les moyennes sto-
chastiques peuvent étre «estimées» par les moyennes
temporelles —, ce qui I'améne & considérer une classe
de fonctions aléatoires importante: celles dont le coef-
ficient de corrélation est intégrable au sens de Césaro
d'ordre 1. Nous ferons remarquer que ce probléme
ergodique n'est autre chose que le probleme physique
de la diffusion.

Dans la 3e Partie, l'auteur se préoccupe de l'influ-
ence de la «densité» p dus chocs, dans le temps et du
temps de réponse T de I'amplificateur. 1l pose la en
fait le probléme primordial de I'adaptation des instru-
ments de mesure a I'échelle des phénomenes étudiés,
qui a été une des grandes préoccupations de I'Ecole
frangaise de la Turbulence (Kampé de Fériet, Dedebant
et Wehrlé). M. Blanc-Lapierre fait intervenir le para-
metre (pr)et étudie la forme limite de la fonction de
corrélation quand (pr)->-00 . Ceci I'amene a parler des
fonctions aléatoires stationnaires laplaciennes (4°"*
Partie), qui sont celles dont la fonction de distribution
conjuguée (pour k valeurs del a variable indépendante)

est une loi de Laplace (nous dirions plutdt une loi de
«Gauss-Pearson»). Dans cette méme 4° Partie, il défi-
nit aussi aies processus de Markoff»: lorsque x (t,) est
indépendant en probabilité de x (t) pour t<.t<t, et
il généralise cette notion a des processus aléatoires a
plusieurs fonctions.  Pour terminer il applique ce
schéma a l'effet de scintillation, qui est un effet de
fluctuation & une échelle plus grande que I'échelle
électronique.

L'auteur conclut a la grande généralité, des métho-
des du Calcul aléatoire et a la possibilité de nombreu-
ses applications.

G. Dedebant

62 - PICONE MAURO e TORTORICI PAOLO -
Trattato di Malematiche Generali, 1.° vol., Tummi-
nelli, Citta Universitaria-Roma, 1947.

«Que livro me aconselha para estudar Matematica?»
E frequente ouvir esta pregunta a pessoas que, tendo
perdido o contacto com a Matematica ou ndo tendo
podido mesmo receber uma oportuna preparacédo
nesta ciéncia, se encontram um dia na necessidade de
utilizar nocdes matematicas que esqueceram ou nao
tiveram ocasido de adquirir. Verifica-se éste facto
nos mais variados sectores da actividade técnica ou
cientifica : engenharia, fisica, quimica, biologia, eco-
nomia, finangas, etc.

O problema é delicado. Uma conveniente cultura
matematica ndo se improvisa facilmente de um dia
para o outro. Por outro lado, os livros dedicados a
éste género de estudiosos dificilmente correspondem
ao fim que se propdem atingir : ou sdo demasiado
elementares — e ndo fornecem ao leitor nem as nogdes
de que éle carece nem a formagdo matematica que lhe
seria indispensavel para saber aplicar essas nogoes ;
ou procuram manter-se num nivel mais elevado —e
tornam-se entdo quase sempre inacessiveis.

Ora o presente Tratado de Matematicas Gerais
parece, néste campo, uma feliz realizacdo, digna de
ser acolhida com entusiasmo ndo s6 pela referida
classe de estudiosos, mas ainda por todos os que se
dedicam ao estudo e ao ensino da Mateméatica. O
Prof. Mauro Picone é, ha mais de vinte anos, Director
do «lstituto per le Applicazioni dei Calcolo» de Roma
e a experiéncia ali adquirida em tdo longo periodo de
actividade torna-o particularmente habilitado a deter-
minar os dominios da Matematica que convém a
éste ou aquele ramo da Ciéncia ou da Técnica, e a
indicar a melhor maneira de enfrentar as questdes
concretas que em tais dominios se costumam levantar.
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Este primeiro volume ndo pressupde no leitor outros
conhecimentos além dos que normalmente se adquirem
nos quatro ou cinco primeiros anos dos nossos liceus.
Partindo de nocdes elementares de Algebra e de
Geometria analitica (calculo combinatério, progres-
sOes, teoria dos determinantes e das equacdes lineares,
Geometria analitica no plano e no espaco com um
breve estudo das conicas e das quadricas, trigonome-
tria plana e teoria dos nimeros complexos), eleva-se
depois progressivamente aos métodos e as nogdes da
Andlise infinitesimal. Particularmente instrutivo e
original o modo como sdo tratados o0s seguintes
assuntos: teoria dos limites; métodos para o estudo
do diagrama duma funcdo e para a pesquiza dos
maximos e minimos das funcdes de uma ou mais
variaveis (com aplicacdo a discussdo da equacaotri-
némia, ao métedo dos minimos quadrados, etc.);
calculo das raizes reais de equacBes algébricas e
transcendentes ; desenvolvimentos em série de TAYLOR
(com particular atengdo ao calculo numérico) ; inter-
polagcdo ou extrapolagdo mediante uma familia de fun-
¢Oes (em particular, racional inteira); calculo numé-
rico das sucessivas derivadas duma funcdo dada
unicamente por seus valores numéricos ; teoria da inte-
gracdo de fungdes duma varidvel, com as respectivas
aplicagbes e com o célculo de integrais cléssicos ;
métodos para o calculo numérico de integrais definidos

(integragéo por série, porinterpolagéo racional inteira:

métodos de COTES, de BEZOUT, de CAVALIERI-SIMPSON,
de GAUSS; aplicacdo ao calculo numérico dos integrais
elipticos de 1.*, 2.* e 3.* espécies, do integral de GAUSS
da teoria dos erros, do prémio a pagar na morte dum
segurado, etc.) ; desenvolvimentos em série de FOURIER
(com as nogdes de convergéncia pontual e de conver-
géncia em média, teorema de FEJER, relagdes de
BESSEL e de PARSEVAL, etc.) ; integracdo de funcdes de
mais de uma variavel; teoria das funcdes implicitas.

No prefacio, o Prof. Picone expde ainda o plano
do 2.°volume desta obra, actualmente em preparagao.

Os assuntos a tratar serdo, pouco mais ou menos, 0s
seguintes : integracdo curvilinea, superficiale a trés
dimensdes; estudo diferencial e integral dos campos
vectoriais; elementos da teoria das funcgdes analiticas
de uma ou mais variaveis complexas ; breve teoria
das equag0es algébricas ; teoria da aproximacdo linear
das fungdes (desenvolvimentos em série por funcdes
ortogonais: por polinémios de LEGENDRE, de LAGUERRE,
de HERMITE); transformacdes de FOURIER e de LAPLACE;
sistemas de equagdes integrais tipo VOLTERRA (lineares
ou nao) e integracdo dos sistemas de equacgdes dife-
renciais ordinarias com dados iniciais das solugoes;
sistemas de equacdes integrais tipo FREDHOLM e inte-
gracdo dos sistemas de equacdes diferenciais ordina-
rias com dados das solugdes nos extremos; método
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operacional para a integracdo de sistemas de equagdes
lineares a coeficientes constantes; problemas classicos
de integracdo de equacdes lineares as derivadas par-
ciais da Fisica ; elementos do Célculo das Variagdes
(problemas de maximo e de minimo livres ou condi-
cionados para integrais a uma ou mais dimensdes, sis-
temas de equagbes diferenciais de EULER-LAGRANGE
para as extremantes, etc.); elementos do calculo das
probabilidades e da teoria dos érros.

As perspectivas assim tracadas sdo de tal modo
atraentes, que nos fazem aguardar com impaciéncia
a publicacdo deste segundo volume.

J. Sebastlio e Silva

63 —AITKEN, A.C.— Determinants and Marri-
ces (4.*edigdo, 1946, University Mathematical Texts,
Oliver and Boyd, Edinburgh and London, 140 pé&gs.).

Ensinar ndo é, propriamente, o objectivo deste
livrinho : contém matéria geralmente conhecida ex-
posta de um modo que ndo tende a provocar o estudo
préprio, nem mesmo progressivos comentarios. Tam-
bém né&o é, precisamente, um livro de Matematica :
trata-se de «a code and a calculus» de alguns capitu-
los da Algebra linear, onde ficam por esclarecer as
ideias fundamentais. Assim o livro, equilibrada e des-
pretenciosamente escrito com a clareza compativel
com o seu género (v.por ex., pag.28,linhas 31e32
ou pag. 16, exercicio 15), ndo responde suficientemente
a questdes tais como: £0 que é uma matriz? £qual a
medida do interesse da noc¢do de determinante? mas
trata das regras que usualmente se aplicam no calculo
de determinantes e nas operag0es entre matrizes; e da,
com exercicios simples, a cada passo, uma espécie de
desenvolvido dicionario da terminologia relativa a
matrizes, determinantes especiais e nogdes afins
(alternante, continuante, Jacobiano, Hessiano,Wrons-
kiano, etc., etc.). Os corpos iniciais sao, implicita-
mente, o dos nimeros reais ou odos nimeros complexos.
Da matriz como representacdo duma transformacdo
linear ha pouco mais que uma citacdo inicial ; ela é
tratada como quadro de nimeros. Parece-nos evidente
gue os inconvenientes deste procedimento sdo analogos
aos que resultariam de reduzir os nimeros racionais
e suas propriedades algébricas, por exemplo, respec-
tivamente a especial representagdo decimal e calculo
com decimais.

Por outro lado o ponto de vista das aplicacdes fora
da Mateméatica também néo é decididamente tomado.
Mas pode recomendar-se este volume a quem queira
ter uma oportunidade de adquirir rapidamente um
primeiro treino de célculo com esse objectivo sem se
interessar pelas ideias fundamentais, isto €, dum ponto
de vista ndo matematico.

Hugo Ribeiro
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a estudantes, professores e técnicos, e problemas saidos nos exames

Ndmero avulso Esc. 10#00
Assinatura por 1 ano (4 nimeros) Esc. 30$00

Laboratério de Fisica da F. C L.
Pedidos para: wus 6. c...0, politécnica — LISBOA

«EUCLIDESH»

Revista de ciéncias matematicas, fisicas, quimicas e naturais

Redaccdo e Administracdo : ANTONIO MAURA, 7 - MADRID

VERTICE

Revista mensal de cultura e arte, com uma seccdo desen-
volvida seccdo de ciéncia e técnica.

N.° avulso : 7£50 Ass. (3 n<"): 20,200

0OS ANUNCIOS DESTE NUMERO NAO SAO PAGOS



EM

1947

GAZETA DE MATEMATICA

publicara quatro numeros no meado de cada um dos meses seguintes

FEVEREIRO,
Cada numero

MAIO,

CONDICOES DE ASSINATURA

A administracdo da Gazeta de Matemética aceita,
guando pedidas directamente, assinaturas anuais de
quatro numeros, ao pre¢o de 30 escudos, para o que
basta indicaro nome, a morada e o local da cobranga.
As assinaturas sdo renovadas automaticamente no
seu térmo, salvo aviso prévio em contrario. Todas as
assinaturas tém inicio como primeiro nimero publicado
cm cada ano.

ASSINATURAS GRATUITAS

Todo o assinante que indique a administracdo da
Gazeta de Matematica dez novos assinantes beneficiara
de uma assinatura gratuita durante o ano seguinte
ao da sua assinatura.

NUMEROS ATRAZADOS

Encontram-se completamente esgotados 0s nimeros
1,2,4 a 11,13 e 14. Os restantes nimeros sao vendidos
aos precos seguintes: 3, 12, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 23 cada" 6,50 escudos; 22, 24, 25, 26, 27, 28, 29
30 e 31 cada 10 escudos.

COLECCOES COMPLETAS

O pequeno numero de colecgbes completas ainda
existentes destina-se a bibliotecas de escolas e esta-
belecimentos oficiais sendo a sua venda feita ao prego
ile 330 escudos (coleccdo dos 30 primeiros nimeros).

Assine a Gazela

AGOSTO E
tera, em geral, 32 paginas e o preco de 10 escudos

de Matematica

NOVEMBRDO

PONTOS DE EXAME

Uma das seccdes permanentes da Gazela de Mate-
matica é constituida pelos pontos de exame de aptidédo
as universidades e pontos de exames de frequéncia e
finais das cadeiras de matematica das escolas supe-
riores. A distribuicdo déstes pontos pelos diferentes
nimeros da Gazeta de Matematica é, em geral, a se-
guinte :

Exames de aptiddo —nUmeros de Maio e Agosto.

1 exame de frequéncia — numeros do Novembro

e Fevereiro.

2.° exame de frequéncia—numero de Maio.

Exames finais—numeros de Maio e Agosto.

Cada um déstes nimeros podera publicar e publi-
carad outros pontos alem dos indicados na distribuicdo
anterior.

NOVA EDIGCAO DO PRIMEIRO ANO

Por motivos alheios a vontade da redac¢do e da
administracdo da Gazeta de Matematica a anunciada
reedicdo do ano I, que se encontra no prelo, ndo poude
ser publicada na época prevista. A acumulagdo de
trabalho na tipografia obriga a adiar mais uma vez
a conclusdo desta reedigdo que julgamos podera apa-
recer até ao fim do corrente ano lectivo.

Esta nova edigdo oferece aos leitores da Gazeta de
Matematica a possibilidade de completarem as suas
coleccbes, no formato e caracteristicas actuais e com
textos cuidadosamente revistos. A nova edicdo do
primeiro ano seguir-se-a a do segundo ano, também
com o texto revisto e no formato actual.

A nova edicdo do primeiro ano da Gazeta de Mate-
matica, numero 1 a 4, serd posta a venda ao preco de
40 escudos. Beneficiara do preco especial de 30 es-
cudos quem se inscrever até 31 de Outubro de 1947
e pagar esta quantia a administragdo da revista.

e concorrerd para o

melhoramento de umarevisla sem objectivos comerciais

Administracdo da Gazeta de Matematica — Rua Almirante Barroso, 20, r/c — Lisboa-N



