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Introdução ao estudo das geometrias 
baseado no conceito de transformação 

por J. Sebastião e Silva 

No célebre programa de Erlangen'", mostrou F E L I X 
K L E I N como o conceito de transformação permite i l u 
minar a interdependência lógica dos diversos concei
tos da geometria, sugerindo novas conexões e condu
zindo a uma visão do mundo geométrico, que é a mais 
penetrante, a mais racional e a mais dominadora a 
que se possa chegar. As ideias de F . K L E I N neste 
campo foram também fecundamente exploradas por 
SOPHUS L I E e por HENRI POINCARÉ — e a elas anda i n 
dissoluvelmente ligado o nome de EVARISTE GALOIS, 
que tinha anteriormente introduzido o conceito de 
«grupo», para o estudo da resolubilidade algébrica 
das equações. 

Não se limitaram estas pesquizas ao domínio da 
geometria elementar, nem se reduziram a um simples 
trabalho de classificação. Com a contribuição de vá
rios investigadores, entre os quais é forçoso destacar 
o nome de E L I E CARTAN, tem sido possível chegar a 
resultados de ampla projecção, mesmo fora do campo 
da matemática. As aplicações destes resultados à fí
sica e, em particular, à teoria da relatividade, não 
podem hoje de nenhum modo passar despercebidas. 
E bem significativo o facto™ de, algum tempo antes 
da guerra, em Liège, ter sido concedido por unanimi
dade o prémio MONTEFIORE a um engenheiro americano, 
GABRIEL KRON, que mostrou como o uso das geometrias 
mais gerais, aliado ao emprego do cálculo matricial 
e tensorial, permite simplificar e generalizar a reso
lução de importantes problemas de electrotecnia, re-

<i) Programa exposto por F . K L E I N ao tomar posse duma cáte
dra da Universidade de Erlangeo, em 1872. 

(2) Citado por L A N G E V I N na sua última conferencia, de que se 
publicou um extrato no n.° 31 da Gazeta de Matemática (pág. 16), 

lativos à construção de máquinas de corrente contínua 
ou de corrente alterna"'. 

Os artigos que vou aqui publicar sobre este assunto 
terão carácter elementar e divulgativo. Eles são dedi
cados aos estudantes de matemática das nossas uni
versidades, aos quais me pareceu que poderiam ser 
de algum auxílio no estudo da geometria, constituindo, 
ao mesmo tempo, um pretexto para os pôr em contacto 
com os problemas empolgantes da filosofia da mate
mática. Na apresentação dos assuntos, e em certas 
demonstrações, poderá também o leitor mais informado 
encontrar aqui alguma novidade. 

1. Os conceitos primitivos da geometria eucli-
deana. E um facto geralmente conhecido que, em 
geometria elementar, como em qualquer ciência dedu
tiva, é necessário fixar como primitivas ou indefiníveis 
certas noções, a partir das quais é possível depois 
definir formalmente todas as outras noções que se 
apresentam no desenvolvimento lógico da teoria — 
chamadas, por isso mesmo, noções derivadas. Todavia, 
este facto só ficou devidamente esclarecido com a aná
lise lógica das geometrias empreendida em fins do 
século passado por vários matemáticos, entre os quais 
HILBERT em lugar proeminente< 2 ). 

Foi assim possível demonstrar que, tomando como 
elemento genérico do espaço o ponto, e considerando 
portanto as rectas e os planos como particulares con-

(!) De G . K R O N é conhecida em Portugal entre outras a obra 
Tensor Analysis of networks, W I L E Y , New York, 1939 (duma série 
escrita no interesse do Advanced Course in Engineering of the Gc~ 
neral Electric Company). 

9W Será brevemente publicada uma tradução portuguesa da obra 
de HILBERT «Grundlagen der Géométrie», 
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juntos do pontos, sc podem adoptar como noções p r i 
mitivas da geometria euclideana, por exemplo, a de 
«recta», a de «situado entre» e a de «igualdade de 
distâncias» (sem falar j á do conceito de «ponto», nem 
dos conceitos lógico-formais comuns a todas as ciên
cias dedutivas). 

Em vez da noção de «recta» (como conjunto de pon
tos), preferem ainda alguns autores tomar para pr imi
tiva a noção de «colinearidade», referida a grupos de 
três pontos. Como se sabe, dizer que três pontos 
A , B ,C são colineares, equivale a dizer que existe 
uma recta que os contém. Para indicar que esta 
propriedade é verificada, faremos uso da expressão 
simbólica ( 1 ) 

Rt (A , B , C) (1er : «A ,B ,C são colineares») . 

Trata-se portanto aqui duma relação ternária, isto 
é, duma propriedade relativa a ternos de pontos. 

Um outro exemplo de relação ternár ia é aquela a 
que se refere a expressão «situado entre». Para indi
car que, sendo A, B, M três pontos colineares, o 
ponto M está situado entre A e B, escreveremos, 
simbolicamente 
Tr (M ; A , B) (1er: «M está situado entre A e B») 

Finalmente, a noção de «igualdade de distâncias» 
consiste em saber quando é que, a respeito de quatro 
pontos A , B ,C, D, se diz que a distância de A a B 
e igual à distância de C a D ; facto que podemos 
traduzir mais brevemente pela expressão : 

dist (A,B) = dist (C,D) . 

Trata-se portanto duma relação quaternária. Veremos 
contudo mais adiante que, em vez desta relação, basta 
tomar como primitiva a noção de «equidistância», apli
cada a grupos ordenados de três pontos. Para indicar 
que dois pontos A e B são equidistantes dum terceiro 
ponto C ou (o que é o mesmo) que o ponto C é equi
distante de A e de B, usaremos a abreviatura: 
Eq (A,B; C) (1er: a A e B são equidistantes de C»). 

Posto isto, importa observar que as três referidas 
noções (correspondentes aos símbolos «Ri», «Tr» e 
«Kg») não são ainda independentes entre si. Assirn> 
p or exemplo, a noção de colinearidade pode ser defi
nida a partir da noção de equidistância: «Diz-se que 
três pontos distintos A , B , C são colineares, quando 
não existe nenhum ponto que seja equidistante de A, 
de B e de C; isto é, quando não existe nenhum ponto A' 
tal que se tenha ao mesmo tempo: Eq (A , B ; X) > 

(1) £ m vez do símbolo « £ 7 » , usa I I I L B E R T O símbolo «Gr» 
(de «Geradei», recta) e, em vez do símbolo « 7V» que introduzi
mos mais abaixo, usa o símbolo «ÍTít?» (de «zwischen», entre). 
Veja-se I J I L B E R T und B E R N A Y S , É@ rundlagen der Mathematik» 
Springer, Berlim, 1934. 

Eq (B ,C; X)». (É preciso não perder de vista que, 
enquanto nada se diga em contrário, estas considera
ções se referem ao espaço euclideano, isto é, ao conjunto 
de todos os pontos possíveis na geometria de EUCLIDKS 
—"conjunto que designaremos por Rj) . 

Por outro lado, teremos a oportunidade de ver que 
a relação de «situado entre» é — por muito estranho 
que tal pareça—logicamente exprimível na relação de 
colinearidade. E deste modo chegaremos à conclusão 
de que a noção de equidistância pode ser tomada como 
única noção primitiva da geometria euclideana. Toda
via, quando se trata de desenvolver sistematicamente 
a geometria euclideana a partir dos postulados, reve-
la-se mais cómodo, e sobretudo mais natural, assumir 
como primitivas as três referidas noções : a de «coli
nearidade» (ou de «recta»), a de «situado entre» e a 
de «equidistância». 

2. N o ç õ e s métricas e noções afins. Ohamam-se 
noções afins ou descritivas aquelas noções da geome
tria euclideana que podem ser definidas partindo uni
camente das noções de «recta» e de «situado entre» ( , ) . 

Dizem-se métricas as noções euclideanas em que 
intervém necessariamente o conceito de equidistância. 

Importa desde logo observar que, além das noções 
métricas euclideanas (que poderíamos também deno
minar noções métricas relativas), há ainda a considerar 
as noções métricas absolutas. Quando eu digo, por 
exemplo, que um dado segmento mede 5 cm, enuncio 
uma propriedade métrica absoluta, visto que não é 
possível, de modo nenhum, definir o conceito de «cen
tímetro» a partir do conceito de «igualdade de dis
tâncias» ; mas se eu disser, por exemplo, que a razão 
entre um dado segmento AB e um dado segmento CD 
é igual a 5/3, então sim, terei afirmado um facto 
respeitante à geometria euclideana. E interessante 
notar ainda que — ao contrário do que sucede com as 
unidades de medida de segmentos — as unidades de 
medida de ângulos (grau, radiano, etc.) constituem 
noções métricas euclideanas. 

Chama-se geometria afim aquela parte da geometria 
euclideana que se limita ao estudo das noções afins. 
Entre estas, apresentam se em primeiro lugar a noção 
de «plano» e a de «paralelismo»: «Dadas duas rectas 
a e b distintas, com um ponto comum AI, chama-se 
plano definido por a e por b, ao conjunto dos pontos 
de todas as rectas que intersectam ao mesmo tempo 
a e 6 em pontos distintos de M ™. Duas rectas dizem • 

Cl É claro que, sendo a noção de «situado entre», como vere
mos adiante, definívol a partir da noção de «recta», bastará definir 
noções afins como aquelas noções geométricas que se podem ex
primir lògicamento na noção de colineariedade. 

(2) Os planos são pois todos os conjuntos' de pontos assim 
gerados, c só esses. 
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-se paralelas quando, pertencendo a um mesmo plano, 
ou não têm nenhum ponto comum ou são coincidentes». 
Como se vê, não chega a intervir nestas definições o 
conceito de «equidistância», nem sequer o de «situado 
entre». 

São ainda noções afins as de «semi-recta», «semi-
-plano», «segmento de recta», «polígono», etc., que 
se reduzem imediatamente às noções de «recta» e 
de «situado entre». Mas não é uma noção afim a de 
«igualdade de segmentos» : «Dizer que dois segmentos 
AB e CD são iguais (ou congruentes) equivale a d i 
zer que dist {A , B)=dist (C, Z))». Para indicar que 
dois segmentos AB e CD são iguais, podemos também 
escrever ÃB = 7lD'». 

Observe-se todavia o seguinte facto, de importância 
capital para o que segue: O conceito de igualdade de 
segmentos só ê um conceito métrico enquanto referido a 
segmentos não paralelos (isto é, não pertencentes a 
rectas paralelas), reduzindo-se a conceito afim, quando 
aplicado a segmentos duma mesma recta ou de rectas 
paralelas. Com efeito, sabe-se que: 1) dados dois se
gmentos AB e CD contidos em rectas paralelas não 
coincidentes, dizer quo os segmentos AB e CD são 
iguais, equivale a dizer que eles são os lados opostos 
dum paralelogramo (isto é, equivale a dizer que se 
verifica uma, pelo menos, das relações: ACjjBD, 
ADjjBC) ; 2) dados dois segmentos AB e CD conti
dos numa mesma recta r, dizer que AB=CD, equi
vale a dizer que existe pelo menos um terceiro 
segmento EF, contido numa recta * paralela a r (mas 
distinta de r ) , de modo que se tenha, simultaneamente: 
A~B=TE~F, ~Cb=WI\ a> 

Uma consequência fundamental deste facto é a se
guinte: O conceito de «razão entre dois segmentos» rc-
duz-se a conceito afim, quando referido a segmentos 

paralelos. Com efeito, recordemos as seguintes defini
ções: «Dados dois segmentos AB e CD: 1) diz-se que 
AB = n • CD (com n inteiro), quando existem n + 1 
pontos distintos P 0 , P\ , • • • , P „ , pertencentes à recta 
AB , tais que: Pe=A, P „ P i = P i P 2 = •• • = P „ _ , P „ = 
= CD, P„ = B; 2) diz-se que AB = mjn . CD (com m e n 
inteiros) quando existe pelo menos, um terceiro se-

0) Transigimos aqui com a tradição, usando o sinal « = » para 
exprimir igualdade enclideana (ou congruência) e o sinal * = » 
para oxprimir coincidência (ou identidade). Todavia, moderna
mente, usa-se o sinal « = » para exprimir identidade e um outro 
sinal para exprimir igualdade geométrica. 

i'i> E assim que se reconhece o facto (a que já atrás aludimos) 
de ser possível tomar como primitiva a relaç5o ternária de equi
distância, em vez da relação de igualdade de distancias referida 
a dois pares de pontos. 

gmento EF tal que: AB = m- EF, CD" n • EF; 
3) diz-se que AB = a. • CD (com st irracional), quando, 
dado um número racional r qualquer, se tem: AB> 
>r • CD ou AB<Lr-CD, conforme for a > r ou 
a < r » ">. Ora é fácil ver, depois do que atrás foi dito, 
que, tratando-se de segmentos paralelos, as definições 
precedentes não exigem outros conceitos primitivos 
além dos de «recta» e de «situado entre» (as duas 
primeiras não exigem sequer o conceito de «situado 
entre»). 

Em particular, são noções afins : a de «paralelo
gramo», a de «trapézio», a de «ponto médio dum se
gmento», a de «baricentro dum triângulo» (ponto de 
intersecção das medianas), a de «figuras homotéticaâ 
entre si», etc. etc. Mas j á a noção de «ortocentro dum 
triângulo» (ponto de concurso das alturas), a de «cir
cunferência», a de «triângulo escaleno», a de «losango» 
a de «perpendicularidade», a de «ângulo agudo», 
etc. etc. — são noções euclideanas não afins, como 
teremos ocasião de verificar. 

3. Transformações pontuais. Sejam St e St* dois 
conjuntos de pontos quaisquer. Chama-se transfor
mação pontual unívoca de St sobre St* toda a operação 
* que faça corresponder a cada ponto P de fl, um 
e um só, ponto P* de St*, chamado a imagem ou o 
transformado de P por meio de <t>, e que se poderá 
designar pelo símbolo * (P) : 

P* = * (P) . 
O ponto variável P* de €1* dir-se-á ainda função 

unívoca do ponto variável P de SI • Quando se tem 
St=St*, diz-se que * é uma transformação unívoca 
do conjunto & sobre si mesmo. 

A transformação unívoca * de St sobre St* dir-
-se-á uma transformação biunivoca ou reversível (de St 
sobre SI*) , quando, para cada ponto P* de St*, exis
tir um, e um só, ponto P de St, do qual P* seja a 
imagem por meio de * ; isto é, tal que * (P) = P*. 
Em tal hipótese, chama-se transformação inversa de 
<p, e representa-se por <p _ 1 , a transformação de St* 
sobre St que faz passar de P* para P ; em símbolos: 

P = (P*) . 
Exemplos: 1) Seja St o espaço inteiro, isto é : 

a = R3 , e seja St* um plano a qualquer, isto é : 
£ï* = a. Se fizermos corresponder a cada ponto P do 
espaço a sua projecção P' sobre a, segundo uma 
direcção determinada d (não paralela a a), a corres
pondência P -»• P 1 assim definida será uma transfor-

(i) Como se sabe, dados dois segmentos MN e PQ, diz-se que 

jtfA'<py, quando existe um ponto A'* aituado entre P e Q tal 

que P Ã * = 5 S , 
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mação unívoca de R3 sobre a ; mas não uma transfor
mação biunívoca de R3 sobre a, porque, dado um 
ponto At qualquer de a, existem infinitos pontos de 
R3 cujas projecções coincidem com M: todos os pontos 
da recta projectante que passa por M. 

2) Sejam agora dois planos quaisquer, a o p. 
A operação * que faz corresponder, a cada ponto P 
de a, a projecção P 1 desse ponto sobre (3 segundo 
uma determinada direcção d (não paralela a no:ihum 
dos planos), é visivelmente uma transformação biuní
voca de ot sobre 3, cuja transformação inversa, <I>-1, 
é a que consiste em passar, de cada ponto de |3, para 
a projecção desse ponto sobre et, segundo a mesma 
direcção d. 

3) Exemplos notáveis de transformações biunívocas 
do espaço R3 sobre si mesmo ou dum plano sobre si 
mesmo são as homotetias, as rotações, as translações 
e as simetrias: a) Chama-se homotetia de centro O 
e de razão r a transformação que faz corresponder a 
cada ponto P=É O o ponto P* tal que ÕP*\ÕP = \r\y 

ficando P e P* do mesmo lado ou de lados opostos a 
respeito de O, conforme r for positivo ou negativo; 
ao ponto O corresponderá o próprio ponto O, o que 
se exprime dizendo que O é invariante para a 
transformação considerada b) Chama-se translação 
definida pelo segmento orientado AA* a transfor
mação que faz corresponder a cada ponto P o ponto 
P* tal que os segmentos PP* e AA* resultem equi-
polentes (isto é, com o mesmo comprimento, a mesma 
direcção e o mesmo sentido) , 2 ) . c) Chama-se rotação 
do plano, de centro O e de amplitude 6, a transfor
mação que deixa o ponto O invariante e transforma 
cada ponto P=£0 no ponto P* tal que: dist (P*, 0) = 
= dist(P, O) , P Ô P * = 6 . ( 3 ) Quanto às rotações do 
espaço em torno dum eixo, a definição é análoga. 
d) Cada simetria é, como se sabe, definida por um 
ponto, por uma recta ou por um plano. 

4 . Transformações afins. Seja 0 uma correspon
dência pontual biunívoca entre dois planos a e a* 
(distintos ou coincidentes) ou entre o espaço inteiro R 3 

e ele mesmo. Diz-se que 0 é uma transformação afim 
ou uma afinidade, quando respeita a relação de coli

di É claro que, so for r = l, todos os pontos serão invariantes, 
o então a homotetia será a chamada «transformação idêntica» 
ou «identidade». Notemos ainda quo a transformação inversa 
da homotetia do centro O o de razão r ó, precisamente, a homo
tetia do centro O e de razão t/r . 

(2) É fácil ver que a transformação inversa da translação de
finida por AA* é a translação definida por A* A. E claro que, 
se for A = A*, a translação se reduz à identidade. 

(3) A transformação inversa da rotação de centro O e de am
plitude 9 é a rotação de centro O e de amplitude — 9. Se 9=0, 
a rotação reduz-se à identidade. 

nearidade, isto é, quando transforma pontos A , B, C 
colineares em pontos A*, B*, C* ainda colineares — 
o que, em símbolos, se pode exprimir do seguinte 
modo : 
(1) Bt(A,B,C)-*Rt (A*, B*, C*), <>> 
sendo 

A* = 0 (A), B* = e (B), C* = © (C) . 
Exemplo duma transformação afim é a projecção 

dos pontos dum plano et sobre um outro plano p , se
gundo uma direcção d que não seja paralela nem a st 
nem a p. São afinidades as homotetias, as rotações, 
as translações e as simetrias ; mas estas, além da re
lação de colinearidade, respeitam ainda a relação 
de equidistância (chamam-se por isso transformações 
eiwlideanas ou de semelhança), o que já não acontece 
geralmente, a respeito da projecção paralela dos pon
tos dum plano sobre outro plano. 

J á especificámos que as afinidades são tranforma-
ções pontuais entre dois planos ou entre o espaço Rj 
e ele mesmo. No segundo caso, a afinidade dir-se-á 
espacial ou sôlidam; exemplos de tais afinidades são 
as homotetias espaciais, as simetrias oblíquas em re
lação a um plano, etc., etc. 

TEOREMA. A transformação inversa duma afinidade 
(biunívoca) è ainda uma afinidade <3'. 

(Demonstraremos este teorema apenas para o caso 
das afinidades entre dois planos ; para o caso das a f i 
nidades sólidas, a demonstração pode fazer-se de modo 
análogo). Sejam pois a. e a* dois planos quaisquer, 
distintos ou coincidentes, e seja 0 uma transformação 
afim (reversível) de a sobro a*. Suponhamos, por um 
momento, que a transformação 0 - 1 não é uma afini
dade : quer isto dizer que existem pelo menos três 
pontos colineares A*, B*, C* de %*, os quais são trans-

 

 

formados por 0"1 em três pontos A,B,C (de a) não 
colineares ( f ig . 1). Mas seja então P* um ponto de a* 
não pertencente à recta A* B* (= B* C*). É claro 

ftJ O sinal «->» deve ler-so «implica». 
Muitos autores chamam afinidade espacial à transformação 

afim entre dois planos distintos, reservando a denominação «afi
nidade plana» para o caso das transformações afins dum plano 
sobre si mesmo. 

í3> Quando nada se diga om contrário, subentende-se que as 
afinidades são transformações reversíveis . 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 5 

que o ponto P de «, correspondente ao ponto P* de ** 
(segundo e _ i ) não pode pertencer a nenhuma das rec
tas AB, AC e BC, de contrário o ponto P* (sendo © 
uma afinidade) pertenceria a A* B* (= B*C*) — con
tra o que supusemos. Por outro lado, se P não per
tence a nenhuma das rectas AB, AC e BC, será 
sempre possível conduzir por P uma recta que encon
tre em dois pontos distintos M , \ duas das rectas 
AB, AC e BC (por exemplo, 42? e 7íC) e, como os 
transformados M*, N* de M, iV por meio de © 
devem pertencer a 4 * Z?* ( = B * C*), também P* de
veria pertencer a 4 * B * (=M* N*) — o que é ainda 
contrário ao que supusemos. Tem-se pois que a trans
formação biunívoca ©"* de a* sobre a não pode deixar 
de ser uma afinidade. q. e. d. 

Podemos ainda exprimir este teorema dizendo que as 
afinidades respeitam nos dois sentidos ou deixam inva
riante a relação de colinearidade, e poderemos escre
ver, em vez de (1), a condição mais explícita 

(2) Bt(A,B ,C)ZRt{A*,B*,C*), 

que é, como acabámos de ver, equivalente a (1). 
Ora o estudo das geometrias mediante o conceito de 

transformação assenta precisamente sobre o seguinte 

Princípio fundamental. «Se uma transformação biu
nívoca respeita nos dois sentidos uma dada noção ou 
um dado conjunto de noções, respeita necessariamente 
qualquer outra noção que se possa definir logicamente a 
partir das primeiras. Reciprocamente, se uma noção é 
respeitada por todas as transformações biunívocas que 
deixam invariantes as noções dadas, ela será logica
mente exprimivel a partir destas '*'. 

Deste modo, qualquer noção afim será respeitada 
por todas as possíveis transformações afins, visto que 
as noções afins são, por definição, todas aquelas que 
se podem exprimir logicamente no conceito de coli
nearidade (admitindo j á que o é também a noção de 
«situado entre») e as transformações afins são, por 
definição, precisamente aquelas que respeitam a no
ção de colinearidade. Tem-se pois que toda a trans
formação afim deve transformar planos em planos, 
rectas paralelas entre si em rectas paralelas entre si, o 
ponto médio dum segmento no ponto médio do transfor
mado Jesse segmento, o baricentro dum triângulo no 
baricentro do transformado desse triângulo, etc., etc. 

Se quisermos demonstrar directamente, prescindindo 
do anterior princípio fundamental, que um dado 

(I) K este um teorema perteoceute a um novo ramo da mate
mática, chamado melamatemât Ua ou sintaxe. No que se refere à sua 
primeira parte, a voracidade desta proposição pode ser reconhecida 
mesmo intuitivamente. Exemplo dum outro toorema de mota-
matomática é o princípio da dualidade da geometria projectiva. 

conceito afim é respeitado por todas as transformações 
afins, não temos mais do que seguir pari 2>ctssu a 
definição desse conceito. Seja, por exemplo, a noção 
de «paralelismo» : consideremos uma transformação 
afim, 0, entre dois planos a e a*, e proponhamo-nos 
demonstrar que © transforma necessariamente rectas 
paralelas entre si em rectas paralelas entre si ; supo
nhamos então, por um momento, que tal não acontece, 
isto é, que existem duas rectas a,b de a, paralelas 
entre si, as quais são transformadas por © em duas 
rectas a*,b* (de a*) não paralelas entre si: quere 
isto dizer, segundo a definição de paralelis7no, que as 
rectas a*, b* terão um (e um só) ponto comum P* ; 
mas, sendo assim, também as rectas a, b devem 
ter um, e um só, ponto comum, que será o ponto 
P = 0 _ l (P # ) : ora isto é contrário à hipótese de ser 
a paralela a b. 

Este e outros exemplos dão uma idea de qual possa 
ser o espírito duma demonstração geral do anterior 
princípio, pelo menos no que se refere à sua primeira 
parte. 

Consideremos agora a noção de «igualdade de seg
mentos». E um facto bem conhecido que, em projec
ção paralela, dois segmentos iguais entre si, excep
tuadas posições particulares, se projectam segundo 
dois segmentos desiguais — o que significa, portanto ; 

segundo o anterior princípio, que o conceito geral de 
igualdade de distâncias não è redutível ao de colinea
ridade. Existe portanto toda uma classe de noções 
euclideanas não afins (a que j á no n.° 2 chamámos 
noções métricas) ; tais são, por exemplo —além da noção 
geral de equidistância — a de perpendicularidade, a 
de bissectriz dum ângulo, a de losango, a de baricen
tro dum triângulo, etc., etc. Que estas noções não 
são afins, podemos reconhecê-lo agora, observando que 
não são necessariamente respeitadas por projecção 
paralela. 

Todavia, como j á vimos no n.° 2, a noção de igual
dade de segmentos (e portanto a de razão entre dois 
segmentos) reduz-se a conceito afim, quando referido 
a segmentos paralelos. Tem-se pois que a razão entre 
dois segmentos paralelos é necessariamente respeitada 
por toda a transformação afim. 

5. Determinação de Iodas as possíveis trans
formações afins. Consideremos um plano a qualquer 
e, sobre a, três pontos O, A, B, não colineares, f ixa
dos ao arbítrio (f ig. 2). 

Sendo agora P um ponto qualquer de a, designe
mos por P' a projecção de P sobre OA paralela
mente a OB, e por P 1 1 a projecção de P sobre OB 
paralelamente a OA ; designemos ainda por x a razão 
OP'jOA, afectada do sinal + ou — , conforme A e P' 
estiverem do mesmo lado ou de lados opostos em rela-
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ção a 0, e por y a razão OP"/OB, afectada do 
sinal + ou do sinal — conforme P" e B estive
rem do mesmo lado ou de lados opostos em relação a O. 
Diremos então que x , y são, respectivamente a 1.* e a 

 

2.* coordenada (ou a abscissa e a ordenada) do ponto P 
a respeito do referencial [OAB]. Assim, por exemplo, 
no caso da f i g . 2, tem-se a> = 2/5 , j / = 4/3. 

Deste modo, a cada ponto P de a, ficará a corres
ponder M»Í, e um só, par ordenado (a-., y) de números 
reais; reciprocamente, para cada par ordenado (x,y) 
de números reais existirá um, e um só, ponto P de a 
que admite x,y como abscissa e ordenada a respeito 
de [OAB]. Além disso, a relação de colinearidade 
poderá agora ser traduzida por meio das coordenadas, 
de maneira independente do referencial considerado : 

Dados três pontos de a , Pi (xj , yi) , P2 (X2 , 1/2) ' 
P3 (x 3 , y 3 ) , condição necessária e suficiente para que 
P j , P2 , P3 sejam eolineares è que se tenha 

(3) {yi-yi)l(xi-xù - (2 /2-2 /3) /0*2-K 3 ) • 

Esta proposição é uma consequência imediata do 
teorema de TALES O do seu recíproco. 

Consideremos agora um outro plano, a (podendo 
ser, em particular, a = a), e seja 0 uma afinidade 
de a sobre a. Em tal hipótese, os pontos não coli
neares 0,A,B, serão transformados por 0 em pontos 
não colineares O , A , B ; por outro lado, sendo P o 
transformado de P por meio de 0, as projecções 
P', P" de P, respectivamente, sobre OA e sobre OB, 
paralelamente a OB e a OA, serão transformadas, 
respectivamente, nas projecções P' e P1' de P sobre 
OA e sobre OB, paralelamente a OB e a O A (visto 

que a relação de paralelismo é respeitada por 0). 
Deste modo, atendendo a que razão entre dois seg
mentos de um mesma recta é uma propriedade afim, 
chega-se finalmente à conclusão de que as coordena
das de P em relação ao referencial [O A B] coinci
dem com as coordenadas x, y de P em relação a 
[OAB]. A afinidade 0 fica portanto determinada 
uma vez conhecidos os pontos O , A , B de a. em que são 
transformados por 0 os pontos do referencial [OAB] 
de a. : basta fazer corresponder, a cada ponto P de a, 
o ponto- P i e » , cujas coordenadas em relação a [O A B] 
são precisamente as mesmas que as de P em relação a 
[OAB] . 

Reciprocamente, tomados três pontos não colineares 
O , A , B sobre a, completamente ao arbítrio, existe 
sempre uma, e uma só, transformação afim 0 de a. sobre x, 
tal que ~Õ = e (O) , Ã = 0 (A) , B =0 (B) : eéa trans
formação que faz corresponder a cada ponto P de a, o 
ponto P de 7. cujas coordenadas em relação a [ O A B ] 
são precisamente as mesmas que as de P em rela
ção a [O A B ] . A transformação 0 assim definida 
respeita efectivamente a relação de colinearidade: 
dizer que três pontos Pi, P 2 , P 2 de a. são colineares 
equivale a dizer que as suas coordenadas em relação 
a [OAB] verificam a igualdade (3) ; mas as coorde
nadas das imagens P i , P 2 , P 3 destes pontos, em rela
ção a {OAB), coincidem, por hipótese, respectiva
mente com as de P 1 ; P 2 , P 3 em relação a [OAB] ; ora, 
como j á atrás observámos, a maneira por que a con
dição de colinearidade se traduz mediante as coorde
nadas é independente do referencial adoptado. Tem-se 
pois : Rt ( P 4 , P 2 , P 3) ^ Rt ( P 4 , P j , P 3 ) . 

Ficam assim determinadas todas as possíveis af in i 
dades (reversíveis) entre dois planos. Analogamente 
se determinam todas as possíveis afinidades entre o 
espaço Rj e ele mesmo : neste caso, cada referencial 
deve ser constituído por quatro pontos O, A,B,C não 
complanares. (Continua) 

Sobre uma fórmula simbólica e f e Topologia 
Tradução dum artigo publicado em Elemente der Mathematik, I I . 2, amavelmente autorizada pelo Autor e pela Redacção 

por H . H s d w i g e r (Berne) 

A presente Nota trata duma fórmula topológica 
elementar da geometria plana que, apesar de não 
revelar resultados novos para os topologistas, merece 
no entanto ser considerada na forma simbólica que lhe 
daremos. 

Encarada assim, a fórmula em questão resume dife

rentes relações e expressões da topologia combinatória 
(por ex. o teorema de Euler sobre os poliedros, a re
lação das «árvores», o teorema de Helly-Radon) e 
também muitas outras fórmulas combinatórias como 
as que se apresentam na divisão do plano por meio 
de rectas, etc. 
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Notemos a este respeito que a fórmula é susceptível 
de sêr generalizada de diferentes maneiras, mas em 
vista do carácter elementar deste trabalho é recomen
dável considerá-la apenas com certas restrições. 

No estudo que segue limitar-nos-emos aos conjuntos 
planos A que podem ser considerados como a reunião 
(1) A = È\ + A' 2 + ••• A'„ 
de conjuntos Ki fechados, convexos, limitados e em 
número finito. A f i g . 1 representa um destes conjuntos. 

 

Fig . 1 

Todos os conjuntos que gozam desta propriedade 
formam um sistema ao qual pertencem, ao mesmo 
tempo que dois conjuntos A e B, a soma A + B 
(reunião) e o produto A D (intersecção) de A e de B . 

Designaremos sempre por E o plano indefinido. 
Como A é fechado, o seu conjunto complementar E—A 
será aberto. Seja z (A) o «índice de divisão» de A, 
isto é o número de componentes ' " diferentes em que A 
pode ser dividido ; analogamente, designaremos por 
z (E—A) o «índice de divisão» de E—A , isto é o nú
mero dc regiões ( 2> diferentes em que E — A pode ser 
dividido. 

Temos então a seguinte fórmula simbólica: 
(2) (E-Ai) (E-K2)... ( B - A - „ ) = z (E-A)-z(A), 
onde o primeiro membro deve ser desenvolvido com
pletamente como se fosse um produto algébrico, dando 
em seguida a dada parcela o valor 0 ou 1 conforme 
essas parcelas, consideradas como produtos de con
juntos, forem ou não vazias. 

Demonstraremos a fórmula (2) por indução, supondo 
pois que ela é verdadeira para todos os conjuntos A< 
que podem ser representados como somas de n—l 
conjuntos convexos A; . Escrevemos então 

A>=Rl + K2 + ••• +A„_! 
(3) ( E - A O . . . (E-IQ=E (Ê-Ki) ••• (E-Ka_t)-

-K^E-K,) ••• (E- K„_\) . 

(*J Damos o nome de componente a uma parte conexa máxima. 
(2) Uma região ô um conjunto aberto e conexo. 

O factor E pode evidentemente ser suprimido no 
primeiro termo do segundo membro porque não tem 
influência sobre o valor numérico do factor seguinte. 
No segundo termo podemos primeiramente escrever 
n—í vozes o factor A'„ sem influenciar o valor do 
produto, de maneira que cada parêntese pode ser 
afectado por este factor. Em seguida, podemos es
crever evidentemente : 

A'„ (E-h\) = (EKH—Kf K„) . 

Finalmente, a redução (EA",—K, AT„) = (E — A"f A'") de 
cada parêntese não altera o valor do produto. Com 
efeito, temos por um lado (A ,A'„)" _ 1 = S " _ 1 = 1 e por 
outro lado todos os termos do desenvolvimento dos 
produtos que se não confundem com este primeiro 
termo só diferem entre si por potências diferentes de 
K„ de expoentes positivos. Podemos portanto escrever 

(M—Kj) ••• (E-KJ-iE-Ki) ••• (E-K^t)-
— (E — Ki A„) ..'. ( E - A „ ) . 

Sequndo a hipótese de indução temos pois 

(4) (È-Kà ••• (E-IQ-^ (E-A')-z (A')]~ 
-íz(E-A'IQ-z (A'K„)]. 

Definindo pela expressão 

(5) <( (A) - a (E—A)—z (A) 

uma função ç (A) para um conjunto arbitrário A da 
espécie considerada, então é fácil verificar a validade 
do teorema bem conhecido de adição : 

(6 ) <f(A) + 9 ( B ) ^ 9 ( A + B)i-9(AB). 

Tendo em conta a condição <j>(A"„)=0 [em virtude das 
propriedades a priori de K„ temos com efeito z (A"„) — 
—z (E—A"„)=0] , resulta agora de (4) que 

(E—A!) ••• ( £ - A „ ) = ¥ (A') + <f (A, , ) -? (A' A'„) = 
-<t(A>+Kj, 

isto é (E — Ki) ••• ( E - A ' „ ) = <p (A) . 
Fica assim provado que a fórmula (2) também é 

verdadeira para todos os conjuntos A que podem ser 
representados como somas de n conjuntos convexos 
A j . Isto completa a demonstração por indução, visto 
que (2) é trivialmente verdadeira para n = l . 

Vamos agora examinar algumas aplicações e con
sequências da fórmula (2). 

1. Complexos de segmentos 

Um complexo de segmentos de recta do plano, isto 
é um sistema finito de segmentos de recta (lados) sem 
pontos comuns excepto certas extremidades (vértices), 
é evidentemente um conjunto da espécie estudada 
neste trabalho. A f ig . 2 representa um complexo de 
segmentos de recta. 
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Os conjnntos convexos K, de que se compõe o con
junto A (isto é o complexo de segmentos) são evi
dentemente neste caso os diferentes lados ou arestas. 

Seja k o número de arestas e e o número de vér
tices de A onde concorrem v arestas. 

rig. 2 

Temos então as relações 
(7) e=ei + ez + e3+ 2£=e 1 -f2e 2 - l -3ej + ••• 

Para determinar o produto da formula (2) calcule
mos preparatòriamente : 

E" = l 

     

Obtemos pois em primeiro lugar 

(E—Ki) (E-Kd-- (E-KJ-l-k+ 

•©-[©-©]-[(S-(^D>-
ou ainda em virtude de (2) 

z (E-A)-z (A)^lk+e2 + 2e3 + Set + ••• 

e finalmente, tendo em conta a relação (7) 

(8) z(E-A)-z(A)=l + k-e 
Esta relação (8) é uma fórmula topológica geral para 

complexos de segmentos '" 

2. Relação das «árvores» 

Para «árvores», isto é para complexos conexos de 
segmentos de recta sem cadeias fechadas, devemos 

(l) Designando por z o número de partes conexas do com
plexo de segmentos A , o número u. —s-f-k — e é o «número 
de conexão» de A . Ver D . Kónlg, Théorie dor endlichen und 
uoendlichen Oraphen, Leipzig, 1936, p. 53. 

pôr z (A) = z (E — A) = l na relação (8). Obtém-se 
então a relação das «árvores» : 
(9) l + £ - e = 0 . 

Na f ig . 3 está representada uma árvore. 

3. Teorema de Euler sobre os poliedros 

Consideremos um complexo de segmentos de recta, 
imagem estereográfica do sistema de arestas dum 
poliedro convexo. 

Uma tal imagem pode construir-se da seguinte 
maneira: Se designarmos por Ei,E2,--- ,Ef os planos 
definidos pelas faces do poliedro, então o plano E{ 

divide o espaço em dois semi-espaços, positivo e ne
gativo, e chamaremos positivo o semi-espaço que 
contém o poliedro. Seja S um ponto interior da i n 
tersecção do semi-espaço negativo correspondente 
a Ei com os semi-espaços positivos dos outros planos 
Ez, ••• , E f . Por meio de raios passando por S (con
siderado como centro de projecção) é possível repre
sentar únivocamente, sobre o interior da face situada 

F i g . 3 

sobre Ei, a parte da superfície do poliedro sem 
pontos comuns com Ei. O bordo da face situada 
sobre Et é a sua própria projecção. Esta represen
tação do sistema de arestas do poliedro é um simples 
complexo de segmentos no plano Ei. 

A cada parte de Ei limitada por uma cadeia fe
chada de segmentos do complexo corresponde uma 
face do poliedro não situada sôbre Ei. Finalmente, 
pode-se fazer corresponder a face situada sobre Ei 
à parte externa ilimitada do complexo. 

Temos então evidentemente: z (A)=í e z (E—A)=f, 
sendo / o número de faces do poliedro. Da relação (8) 
resulta portanto a fórmula clássica de Euler m : 
(10) / - i + e - 2 . 

ft) Cf. sobre este teorema de Listing as considerações de 
D . Koniir, loc. cit., p. 51. 

(2> cf. por ex. a demonstração simples de D. H I L B E R T — S . COHK— 
V O S S E N , AnschatUicke Géométrie, Berlin 1932, pp. 255-256. 
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4. Fórmula de divisão do plano 

Consideremos uu sistema de n conjuntos K{ con
vexos e limitados, tendo dois quaisquer desses con
juntos uma intersecção não vazia e três quaisquer 
uma intersecção vazia. A reunião A dos I f , será 
evidentemente conexa e portanto z(A)=l. No caso 
particular que consideramos agora temos o valor 
seguinte do 1.° membro de (2) : 

o obtemos portanto : 

z(E-A) = 2-n+(^), 

o que significa que : 

«<Se de n conjuntos conexos e limitados dois quaisquer 
têm uma intersecção não vazia e três quaisquer uma 
intersecção vazia, então esses n conjuntos dividem 
o plano m em (nl—3n + 4)/2 regiões» m . Ver as figuras 
4 e 5. 

5. Teorema de Helly-Radon 

Consideremos um sistema de n conjuntos convexos 
e limitados, dos quais três quaisquer tem uma inter
secção não vazia. Se n > 4 escolhemos arbitraria
mente 4 dos conjuntos Kt e escrevemos 

(E-Kj) (E-K2)(E-K3) (E-K4)=z(E-A)-z(A) 

de acordo com a nossa fórmula (2). 
Como A é evidentemente conexo, teremos z (A)-=1, 

e visto que A é limitado z (E—A) > 1 , de maneira 
que devemos ter 

em virtude das condições admitidas. Donde se deduz 
q u e KiKzKiK^l 

e portanto que 4 quaisquer dos conjuntos Kj do sis
tema tem uma intersecção não vazia. Se n>í> então 
consideramos um sistema parcial de 5 conjuntos K, 
escolhidos arbitrariamente e construímos os 4 con-
juntos-intersecções convexos t 

K± K$ , K2 JE|, R$ K%, K4 2Tj . 

íl) Um conjunto fechado A divide o plano E em m regiões 
quando o conjunto complementar E — A pode ser decomposto 
em m regiões . 

(3} o problema quo acabamos de resolver está intimamente 
relacionado com a determinação do número de regiões om que 
um plano indofiiiido ò dividido por n rectas arbitrariamente 
situadas. Cf. E . B T E I N I T Z , Vorlestingen iXber die Théorie der Po-
lyeder, Berlin, 1934, p. 2T4. 

Em consequência do que acabámos de demonstrar, 
3 quaisquer destes conjuntos tem uma intersecção não 
vazia e portanto, segundo os mesmos resultados, tam-

Fig. 1 

bem estes 4 conjuntos devem ter uma intersecção não 
vazia ; isto mostra pois que os 5 conjuntos Ki, K2, 
JEj, K4, i f 5 tem uma intersecção não vazia. O racio-

Fig . 5 

cínio pode repetir-se e permite portanto deduzir o 
seguinte resultado : 

«Se três quaisquer de n conjuntos convexos e limita
dos tem uma intersecção não vazia, esses n conjuntos 
tem também uma intersecção não vazia». 

Este enunciado é, como se sabe, uma forma algum 
tanto especializada do teorema de Helly-Radon para 
o plano '". 

Trad, de A. O. 

(t> Cf. J . Radon, Mengen konvexor KOrper, die einen gemeln-
samen Punkt enthalton, Math. Ann, 83, 113-115, 1921 ; E . Helly, 
Uber Mengen konvexor KOrper mit gemoinschaftlichen Punkten, 
Jber. D . M. V. 32, 175-176, 1923. 
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A P L I C A Ç Õ E S DA M A T E M Á T I C A 
F Í S I C A T E Ó R I C A 

PROPRIÉTÉS MAGNÉTIQUES DE LA MATIÈRE EN ROTATION 
par Antonio G/00 

//. Applicetions 

Application à l'électron. Le globule de matière et 
d'électricité qui correspond à l'électron peut être con
sidéré comme une sphérule en rotation (spin). Appl i 
quons-lui la formule fondamentale. Compte tenu de la 
valeur du moment magnétique de l'électron et de la va
leur de son moment de rotation propre (spin) qui est 
+A/4w, en trouve immédiatement par (28), en suppo
sant naturellement qu'à l 'intérieur de la sphérule élec
tronique la densité matérielle et la rotation ont une 
symétrie sphérique ou sont constantes (f = 1) : 

( 3 ° ) 5 = 4 " F ? - ^ 2 A (»»o)ï 
ou bien en utilisant le résultat (21') : 

Comme on a: 

(31) 
)2 Vxõ (avec xo = l/P») • 

2K(m0ye y 3to 

La relation (10 a) devient donc pour l'électron : 

(32) 
*-' (2 JTK)Î V ^ Z o 

d'où l'on déduit : 

(33) S „ * l « - ^ 2 A' (m0 

Or, d'après la Mécanique ondulatoire que nous avons dé
veloppée parallèlement à la théorie unitaire de la gravi
tation et de l'électromagnétisme (voir les mémoires ci-

4 4 
tés), 2, I l e* S »• son*;'es

 «intensitésdeprésence» 

de l'électron considéré respectivement en tant que par
ticule de matière et d'électricité. D'autre part, remar
quons que (m0)e^K est la masse de l'électron en 
«unités gravitationnelles». La constante X de (10 a), 
dans le cas de l'électron, est donc, au facteur i^yjiyja 

près, la charge spécifique gravitationnelle de l'électron ; 
et le résultat (33) exprime que le rapport des intensités 
de présence électrique et matérielle de l'électron est, au 
facteur \Zy]2 [/y_0 près, le carré de sa charge spécifique 
gravitationnelle. 

• = 0 ,2x10*»- , 
{mo).VK 

on voit que l'intensité de présence électrique de l'élec
tron est beaucoup plus grande que son intensité de 
présence matérielle. Ceci n'est en somme qu'une 
traduction du fai t que le rapport FG/FE des forces 
gravifiques et électrostatiques agissant sur un électron 
se trouvant dans un champ gravifique et électrostati
que produit par des masses M et des chargos Q com
parables est beaucoup plus petit que l'unité. On a en 
effet : „ .— 

£ x _ W . y g _ 4 ) 9 x 10-22 

si M^W/Q-1. 
Moments magnétiques du neutron et du proton. Comme 

deuxième application de la formule fondamentale (28) 
nous allons maintenant analyser le cas du neutron et 
du proton. On sait que le moment magnétique du 
neutron n'est pas nul malgré l'absence de charge élec
trique et que sa valeur est donnée par : 

eh (m0)e 

(™u). c (m 0 ) N 

(m 0) l V étant la masse propre du neutron et a iV un coef
ficient numérique égal à —1,911 d'après les détermi
nations les plus récentes. La valeur négatice de aN si
gnifie que le moment magnétique du neutron est 
antiparallèle à son spin. Comme ce spin a les valeurs 
+A /4ir , la formule (29) donne: 

I 
c'est-à-dire 

eh 
4» {m0)ec (»,)„ 

- 0>K), h 
ec 4ir 

e* (»*„). 

les indices N du premier membre indiquant qu'il 
s'agit des valeurs de X et de -j pour le neutron. On 
voit donc que dans le cas du neutron i l faut utiliser 
la solution négative de (21') pour la constante \ . 

Remarquons maintenant que le moment magnétique 
du proton doit être la somme du moment magnétique 
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qu'aurait le proton s'il n'avait pas de charge et du 
moment magnétique qui est dû exclusivement à cette 
charge douée de spin. Le moment magnétique (Af m „ , n ) P 

du proton doit donc avoir la valeur : 

eh (»»„)« eh K ) , 
4* (m0)„ c (?re0)P 4ir (m0)e c (TO„)P 

La formule (29), appliquée au moment magnétique du 
proton engendré par son spin (+A/4TT) indépendam
ment de sa charge électrique, donne avec la valeur posi
tive (21') de Ç: 

O P e* (m0)e 

ou bien: 

(34) 4 T P = 

()«„)? A" (ra0)p 

2 («gjjr K)„ |oA.| 
puisque la masse propre du proton est presque égale 
à la masse propre du neutron. En supposant que la 
densité et la vitesse de rotation ont une symétrie 
sphérique ou sont constantes dans les sphérules neu-
troniques et protoniques, ce qui est naturel puisque 
ces particules se comportent comme des particules 
élémentaires [bien qu'étant formées par la fusion 
d'électrons et de microélectrons ' * ' ] , i l faut poser 
f p = f N = l , de sorte que: 

i i 1 X % ap= \a„\ 

et compte tenu du fait que i<cO pour le neutron et 
> 0 pour le proton, le moment magnétique du proton 
sera donc donné par : 

eh (TO„). 
(•Mm.„„)f 

4ir(ra„) ec (m0)p L' \ W 

ou bien en petits magnetons de Bohr: 

(-Mm.jp = 1 + ' 

Mais on a d'après (10a) : 

WP L W 
>hr 

y) 

( 4 ) 2 = Is.*-. 
(l'indice 0 qui affecte les *,„( dans l'expression de 
Xp sert à rappeler qu'il s'agit des fonctions d'onde 
indépendamment de la charge électrique du proton). 
Comme l'intensité de présence matérielle du proton 
doit être pratiquement égale à l'intensité de présence 

(1) L a théorie des particules fondamentales lourdes (neutrons 
protons, mésons), considérées comme le résultat de la fusion 
d'électrons et microélectrons, fait l'objet d'un travail qui pa
raîtra bientôt. 

matérielle du neutron puisque ces deux particules 
ont presque la même masse, on a simplement : 

S- (*"'')2i> of) 
2M (*-«)' 

(&í°')r e * 0?«).v désignant les intensités de présence 
électriques du proton (abstraction faite de sa charge) 
et du neutron. Le rapport ci-dessus doit donc être 
voisin de l'unité. I l doit cependant être légèrement 
inférieur à l'unité puisque, quand on fai t abstraction 
de sa charge, le proton manifeste sa présence électri
que d'une manière légèrement moins intense que le 
neutron, par suite de l'influence de l'énergie de pression 
du «fluide électrique» sur le tenseur de densité d'éner
gie-quantité de mouvement électrique Uik (voir dans 
Port. Math. vol. 5, loe. cit., p. 163, l'expression de ce 
tenseur en fonction de la densité de charge et des ten
sions du fluide électrique). Dans ces conditions, la 
formule (36) donne pour le moment magnétique du 
proton avec | o lV | A 1,911 : 

CM_*J* = 1 + 1,911 * 
k étant un coefficient numérique légèrement inférieur 
à l'unité. Pour avoir la valeur expérimentale 2,785 
i l suffit de poser £=0,931. On voit que l'explication 
des moments magnétiques du neutron et du proton 
est possible par la formule (28) grâce essentiellement 
au fait, démontré plus haut, qu'à une seule solution 
gik pour la métrique interne relative à un tenseur 
donné de densité d'énergie-quantité de mouvement 
matérielle dans un domaine quasi statique, correspon
dent a priori deux solutions pour la métrique externe 
cûl4, ces deux solutions ne différant que par leur signe. 

Application astrophysique. Dans un travail récent 
M. Blackett a trouvé empiriquement que le moment 
magnétique Mm^m de la Terre, du Soleil et de l'étoile 
78 Virginis (l'une des seules étoiles dont on a déter
miné (Babcock) jusqu'à présent le champ magnéti
que par voie spectroscopique) est proportionnel à leur 
moment de rotation i l / r o , conformément à la formule 

(37) 
V'K 

p étant un coefficient numérique voisin de 1/4. Le 
point important est la constance du rapport Mm,„JMnt 

pour les trois astres examinés et ce résultat découle 
immédiatement de notre formule (28) appliquée à 
l'échelle macroscopique (2>. Par la comparaison de la 

<1) Nature, 159 (1947), pp. 058-606. 
(2) Des mesures récentes de Babcock pour d'aunes étot les 

confirment (37). 

http://-Mm.jp
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relation (28) et de (3V) on trouve immédiatement, 
compte tenu de (21'), que la valeur X„, de X qui con
vient à l'échelle macroscopique est la suivante 

_ 1 8 e 
(38) 4 - T - 7=-

Le coefficient B de M. Blackett subit une légère 
influence de la non-uniformité spatiale de la densité 
de l'astre et de la vitesse angulaire de rotation de ses 
éléments matériels. I l en est de même, comme nous 
l'avons vu, de notre coefficient f et i l est permis de 
supposer que 8/^ = 1 pour les trois astres analysés, 
surtout pour les deux astres fluides : le Soleil et 
l'étoile 78 Virginis. La comparaison de la relation (38) 
et de (31) donne : 

1 3 / y \ " 4 1 
(39) £ ( A ) K= — K, 

21/2 ï \Xo/ 2 t /2 

X, é tant la valeur de la constante fondamentale X qui 
convient à l'échelle électronique. I l est clair que la 
relation (39) doit avoir une signification physique 
profonde, puisque ce résultat provient évidemment 
de l'influence sur les fonctions d'onde du passage de 
l'échelle électronique à l'échelle macroscopique dans 
les équations des valeurs propres (8) et (1) des 
opérateurs laplaciens de la métrique interne et ex
terne <". 

Octobre, 1947. 

(!) Remarquons que (29) montre qu'un môme .V r ut est compa
tible avec deux iKjnagn égaux et de signes contraires, de sorte 
que p peut être négatif. Ce résultat, joint à une éventuel le 
variation do x quand TfJfryt est fonction du temps, expliquerait 
que certaines étoiles puissent présenter un renversement de pola
rité au cours d'un «cycle». 

M O V I M E N T O C I E N T I F I C O 
ISTITUTO ROMANO Dl CULTURA MATEMÁTICA 

Este centro de estudos pedagógicos a que nos refe
rimos no número anterior iniciou em 31 de Janeiro de 
1948 o seu quarto ciclo anual de conferências. Duma 
carta circular enviada a grande número de professores 
transcrevemos o programa das conferências : 

31 de Janeiro—-Cr. Fano. Matemáticos e filósofos ; 
14 de Fevereiro— U. Bini, L. Lombardo Radice e 

E. Monferrini. Debate sobre o tema: É lícito igno
rar a matemática? 

28 de Fevereiro — B. Roghi, T. Viola, M. Tereza 
Zapelloni. Debate sobre o tema : O ensino da algebra 
nas escolas secundárias. 

13 de Março — M. Ageno, A. Fraiese e M. Mana-
corda. Debate sobre o tema: Relações entre o ensino 

da matemática e das outras disciplinas nas escolas 
secundárias. 

10 de Abr i l — R. Giannarelli. A preparação dos 
professores de matemática. 

24 de Abr i l — Emma Caslelnuovo, O. Cerocchi e 
A. Perna. Debate sobre o tema : O ensino da geome
tria nas escolas secundárias. 

15 de Maio — G. Colonnetli. O valor formativo e 
humanístico dos ensinamentos da matemática e da 
física nas escolas secundárias. 

Os quatro debates servem também para retomar 
e enquadrar os assuntos e idéias expostos nas confe
rências realizadas nos anos precedentes e nas discus
sões que se seguiram. 

UNIÃO MATEMÁTICA INTERNACIONAL 

A Sociedade Matemática de França promoveu uma 
reunião de matemáticos de vários países com o objec
tivo de reorganizar a União Matemática Internacional, 
dissolvida no Congresso de Zurique de 1932, e solici
tou a representação da Sociedade Portuguesa de Ma
temática. A Direcção da S. P. M. tendo julgado 
útil a reorganização da U . M. I . pediu ao sócio 
Dr. António Gião, então em Paris, para a representar. 

A reunião teve lugar em 24 de Junho de 1947, na Casa 
da U. N . E. S. C. O. e foi presidida pelo Prof. Chatelet 
(França). A ela assistiram os seguintes matemáticos: 
Balanzat (Argentina), Bureau (Bélgica), H . Bohr e 

B. Jessen (Dinamarca), P. Belgodère, Chapelon, 
A. Denjoy, Janet, G. Julia, Mandelbrojt e Valiron 
(França), Bruins e Van der Corput (Holanda), Niko-
dym (Polónia), A. Gião (Portugal), Ser-gescu (Romé
nia), de Beurling e Carloman (Suécia), Ostrowski, 
Plancherel e de Rham (Suíça), Compton, Lyndon, Sa
lem, Whitney e Wiener (E. U . A.) e como represen
tantes da U. N . E. S. C. O. os Drs. Establier, Laves e 
Malina. 

Não foi completamente atingido o objectivo proposto 
pelo que ficou decidido retomar o assunto em discus
são em reuniões posteriores. 
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SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMÁTICA 

A Direcção eleita para o biénio 1947-48 não poude, 
por motivos alheios à sua vontade, realizar o pro
grama de trabalhos apresentado aos sócios na parte 
relativa a comunicações, conferências e colóquios. 
A sua actividade limitou-se, assim, à publicação do 
Boletim da S. P. M., como j á foi referido no n." 34 de 
Gazeta de Matemática e à tradução da obra funda
mental de Van der Waerden, Algebra Moderna (2.* ed. 
alemã). Deste trabalho encarregou-se o sócio Dr. Hugo 
B. Ribeiro como lhe foi pedido pela Direcção anterior. 
Encontra-se no prelo o 1.° fascículo do vol. 1 abran
gendo 5 capítulos (Números e conjuntos, Grupos, 
Anéis e corpos, Funções racionais inteiras e Teoria 
dos corpos), devendo a publicação estar concluída 
dentro de 3 meses. 

A Direcção reconheceu também as vantagens que 
adviriam à Sociedade do estabelecimento dum inter

câmbio no plano cultural com Sociedades congéneres 
estrangeiras. Assim aceitando a sugestão do Secre
tário da Sociedade Matemática de França, Paul Bel-
godère, também sócio da S. P. M., fo i elaborado e 
discutido um acordo de reciprocidade de regalias entre 
os membros das duas sociedades (redução de quotas 
para os membros duma sociedade admitidos como 
sócios da outra e redução de preço para certas publi
cações matemáticas). 

Oportunamente a Direcção estudará outros aspectos 
do problema de intercâmbio e esforçar-se-á por esta
belecer acordos análogos com outras Sociedades, no
meadamente com a Real Sociedade Matemática Espa-
panhola e a Sociedade Matemática de S. Paulo. 

Brevemente será distribuído um novo número do 
Boletim com colaboração dos sócios Maurice Fréchet, 
António Gião, G. Viguier e de Enzo Aparo. 

COLABORADORES DA GAZETA DE MATEMÁTICA 

A Gazeta de Matemática tem o prazer de comunicar 
aos seus leitores que a Redacção conta mais dois 
colaboradores estrangeiros, os Profs. Emma Castel-
nuovo, de Roma, e Luiz Freire, de Recife. A nossa 
revista incluiu já , no n.° 33, colaboração da distinta 
professora italiana, que muito apreciámos, e num pró
ximo número publicar-se-á um artigo do novo cola
borador, professor L . Freire, que teremos o prazer de 
1er. Regosijamo-nos por contribuir assim para o 
estreitamento das relações culturais no campo da 
matemática com outros países, e podermos, mais 
fàcilmente, conhecer e divulgar algumas das recentes 
conquistas e iniciativas progressivas no campo cien
tífico e pedagógico fora de Portugal. 

— Dois dos nossos colaboradores e amigos ausenta-
am-se para o estangeiro privando temporàriamenter 

o meio matemático português da sua tão valiosa 
cooperação. Referimo-nos ao Doutor Hugo B. Ribeiro, 
que se encontra em Berkeley, Califórnia, desde o início 
do presente ano lectivo, a convite do Departamento 
Matemático da Universidade, desempenhando actual
mente as funções de «lecturer», e ao Doutor Alfredo 
Pereira Gomes, agora em Paris, como bolseiro do 
«Centre National de la Recherche Scientifique» onde 
prossegue as suas investigações sob a orientação dos 
professores Fréchet e Denjoy. 

Se sentimos bastante a sua ausência e lastimamos 
a perda do auxílio prestado às nossas tarefas quoti
dianas continuamos pensando que contribuem para 
fazer, no estrangeiro, a melhor propaganda cultural 
portuguesa. 

M. z . 

M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
U M PROBLEMA DE GEOMETRIA ELEMENTAR 

DETERMINAÇÃO, POR MEIO GEOMÉTRICO, DO RAIO DA CIRCUNFERÊNCIA 
CIRCUNSCRITA A UM PENTÁGONO REGULAR DE LADO C O N H E C I D O 

por Mário da Silva Reis 

1. Dado o lado do pentágono regular l$=-PQ ( f i g . l ) , 
construa-se uma circunferência que tenha esse lado 
por diâmetro. Numa das extremidades deste diâmetro 
faça-se centro e trace-se uma nova circunferência de 
raio igual ao lado do pentágono dado. Levante-se 
nesse mesmo ponto uma perpendicular ao diâmetro, 

QS. Considere-se a recta SO, definida pelo ponto S 
e pelo centro da primeira circunferência. 

A recta SO intersecta a circunferência de diâmetro 
PQ no ponto B; o segmento PQ e' o raio da circunfe
rência procurado. 
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2. Demonstração. Pretende demonstrar-se que 
2 

PR = •h 
^ 1 0 - 2 ^ 5 

Por construção, tem-se 

PQ ^-SQ ,RT^~SQ ,ÕP = U/2 e ~SQ = h • 

j 

  

Pelo teorema de Pitágoras 

ÕS* = ÕQ2 + QS* = Hl* + <J = 5l£H 

ÕS = \/5kl2; 

observando a figura vê-se que: 

S S = C X S - Õ B = v/5/5/2 h/2 ~ ( v / 5 - l ) í 5 / 2 ; 
Pelo teorema de Thaïes temos ainda: 

RS ST 

OS SQ 
donde resulta 

RS•SQ 
ST=-

• 5 - 1 • 
OS \/l 

analisando a figura, vemos também que 

QT=SQ-ST=h 
v / 5 - 1 1 

y/5 y/5 
recorrendo de novo ao teorema de Thaïes 

RT 

~ÕQ 

ST 

QS 

RT 

h/2 

ST 

donde, evidentemente RT=STI2. 
Temos, finalmente, todos os elementos para jus t i f i 

car a construção, pois a aplicação do teorema de 
Pitágoras d á : 

PEZ ™ pQ2 _ ÏÏQ2 _ pQ2 _ ( M 7 ^ + TQ 2) = 

- PQ2 - (ST2/4 + TQt) - 5 - (y^Z^\ 11 
\ 2V/5 

1 0 - 2 >/5 

ou seja, como queríamos provar 
2 

h. 
•10-21/5 

3. A demonstração que acabo de fazer é, como se 
vê, analítica. Dou, a seguir, duas demonstrações 
feitas por colegas meus da Faculdade de Ciências do 
Porto, demonstrações essas de carácter geométrico. 

a) Demonstração de Mário Rui Flores dos Santos 
(Preparatórios de Engenharia). Na f i g . 2, DE é, 

  
como é sabido, o lado do pentágono inscrito na cir
cunferência de lado ^4C. Se conseguirmos provar que 
os triângulos ABC e DCE são semelhantes então 
AB será o raio da circunferência na qual se pode 
inscrever o pentágono de lado AC. 

Por construção: 

BCIIDÊ ; ÃB J- BC ; ÃB JL DE ; ÃC J- CD. 
Por consequência os ângulos BAC e CDE são iguais, 
ou seja, os triângulos ABC e DCE, rectângulos res-

  

pectivamente em B e C, são semelhantes, como que
ríamos provar. Nestas condições 

DC _ ÃB 

DÊ ÃC 
o que mostra o rigor da construção indicada. 
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ò) D e m o n s t r a ç ã o de A n t ó n i o Andrade G u i m a r ã e s 
(L icenc ia tura em C i ê n c i a s M a t e m á t i c a s ) . 

Ã~Ê DB 
Tese: • ( f i g . 3 ) . 

AB DM 

Por c o n s t r u ç ã o DM—lç, (na c i r c u n f e r ê n c i a de raio 

BD); AB=li, (na c i r c u n f e r ê n c i a de ra io OA). D a 

f i g u r a t ira-se M£)T= TM D e a inda OEB=OBE . 

Vamos provar que OBE = DMB porque e n t ã o f i c a 

provada a tese. Para isso, f a ç a m o s OBE = a, E OB=6, 

DMB = $,MDO = ~i, e ODT=f. 
Provar que |3 = a & o mesmo que provar a igualdade 

PONTOS DE EXAME DE APTIDÃO 

Exames de a p t i d ã o pa ra f r e q u ê n c i a dos p r e p a r a t ó 
r ios para a Faculdade de Engenhar i a — 1947. 

2546 — D ê a forma de um p o l i n ó m i o ordenado, de 
coeficientes inteiros, igualado a zero, à e q u a ç ã o 

(1 - x/3)» - (1/2 - x 2 ) 2 / 6 - 3 — ( 1 - x ) / 2 
R : 36x4 + 8x3 - 108x2+ 108x + 333 = 0 . 

2547 — Resolva a i n e q u a ç ã o 

2 ( x 2 - 3 x - 1) ( 3 x 2 - x -f- 1) > 0 
R : Os zeros do factor 3 x 2 — x - f - 1 são números complexos, 
por isso este factor é sempre positivo qualquer que seja 
o valor real atribuído a x ; basta então que seja x 2 — 
—3x—1 > 0 ; os zeros do trinõmio x 2 — 3 x — 1 são os 
valores (3 + v / l 3 ) : 2 e ( 3 - \ / l 3 ) : 2 : então o trinómio 
è positivo para valores de x tais que x > (3 4- l / l 3 ) : 2 
ou x < ( 3 - V / Ï 3 ) : 2 . 

2548 — Dispondo de umas t á b u a s que lhe dêem os 
logar i tmos , com o m í n i m o de 5 algarismos decimais, 
dos n ú m e r o s e das f u n ç õ e s g o n i o m é t r i c a s , determine, 
com a a p r o x i m a ç ã o que aqueles lhe pe rmi t i r em, os 
valores de a que satisfazem à e q u a ç ã o 

0,27562 
co tg 2 a = 

cos 3 4 2 » 4 5 ' 2 0 " 
R : Tem-se 

2 l o g co tg <x=log 0,27562 + co lg cos 35° 14' 40" = 

= f ,44031 + 0,08795=0,52826 

donde l o g co tg « = 0 , 2 6 4 1 3 e, por isso, a = 28» 33' 58". 

2549 — D i g a o que é u m t r iedro . Enuncie as rela
ções que conhece entre os seus elementos. 

2550 — Escreva o 5.° termo do desenvolvimento de 

(a3 ^x — x - 2 ) 7 e s impl i f ique-o . 

R : T 5 = Ç ) ( a 3 v/x) 3 • ( x - 2 ) 4 = 3 5 a " ÍH f x . 

P=( f f—6) /2 ; ora 8 = p + 7, por ser â n g u l o externo do 
t r i â n g u l o DOM; e t a m b é m 2ô = j r — p , bem como 
P + T = P - P o r t a n t o : 26 = n—p + 7 e a inda 

29 = ir — g — P + 6 
donde 

p = ( i r —6)/2 q. e. d. 

Conclui-se, pois, a s e m e l h a n ç a dos t r i â u g u l o s e e n t ã o 

ÃE _ DB 

ÃB DM 

o que prova ser AE, de facto, o ra io da c i r c u n f e r ê n 

cia cujo p e n t á g o n o regular tem por lado AB. 

ÀS ESCOLAS SUPERIORES —1947 

2551 —Cons t rua um t r i â n g u l o sendo dada a base 
e as alturas correspondentes aos outros dois lados. 

Que m é t o d o ou m é t o d o s g e o m é t r i c o s empregou para 
a sua r e s o l u ç ã o ? O problema tem sempre s o l u ç ã o ? 
Jus t i f i que a resposta. R : Seja A B o lado dado e h , 
e h b as alturas relativas aos outros dois lados. Com 
centros em A e B trace duas circunferências de raios 
respectivamente h a e h b . Dos pontos A e B tire as tan
gentes às duas circunferências, respectivamente, de cen
tros B e A . A intersecção destas tangentes é o terceiro 
vértice C do triângulo. O problema tem uma solução se 
A e B são ambos exteriores, ou um deles exista sobre 
uma das circunferências, de centros respectivamente 
B e A . Não tem solução se o raio h a ou o raio h b são 
maiores do que o lado A B . 

Soluções dos n.» s 2546 a 2551 de J . da Silva Paulo. 

1. S . C. E. F. — Ponto n . ° 3 — 10 de Ou tubro de 1947 

NOTA — É obrigatória a resolução de 4 pontos 

I — A R I T M É T I C A 

2552 — N ú m e r o s pr imos ; d e c o m p o s i ç ã o em facto
res pr imos ; divisores de um n ú m e r o composto. 

2553 — Dada a f r a c ç ã o 39 /91 , determine uma f r ac 
ção que lhe seja i g u a l e t a l que a soma dos seus ter
mos seja um m ú l t i p l o de 15. Das so luções p o s s í v e i s 
escolha a f r a c ç ã o de termos menores. R : 9 2 1 . 

I I — C Á L C U L O NUMÉRICO 

2554 — S imp l i f i que a e x p r e s s ã o 

E _ t g (n/2 + 2a) - co tg (2x) 
sen (2j - 5 T:/2) 

e calcule o seu valor n u m é r i c o para x = 1 8 ° 30' 4 1 " 
e 7 = 2 2 » 1 7 ' 5 2 " . (Utilize logaritmos). R : Tem-se 
E - (2 co tg 2 x)/cos 2 j , donde E = 3,724 . 



I B G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

I I I — A L G E B R A 

2 5 5 5 — D a d a a e q u a ç ã o ( f c - 2 ) a * - ( i + 2) x + 2 f c = 0 
determine k de modo que a soma dos quadrados das 
r a í z e s seja i g u a l a 13. R : Sendo x j e x j as raízes, 
deverá ser x j + x l = ( x 1 + x 2 ) 2 — 2 x 4 x 2 = 1 3 . Tendo em 
conta os valores de xj-t-x^ e X j x j obtém-se k = ( — 3 + 
± \ / 3 i ) / 2 . 

I V — GEOMETRIA P L A N A 

2 5 5 6 — D i v i s ã o da c i r c u n f e r ê n c i a em partes igua is ; 
p o l í g o n o s regulares inscri tos ; d e t e r m i n a ç ã o dos seus 
p e r í m e t r o s expressos no ra io da c i r c u n f e r ê n c i a c i r 
cunscri ta. 

2 5 5 7 — Duas c i r c u n f e r ê n c i a s do mesmo ra io r s ã o 
descritas de modo que cada uma passa pelo centro 
da outra. Calcule, expressa em r , a á r e a do quad r i 
l á t e r o cujos v é r t i c e s s ã o os centros das duas c i rcun
f e r ê n c i a s e os seus pontos de encontro. R : Trata-se 
dum losango de lado r, cuja área é r 2 - l / 3 / 2 . 

V — GEOMETRIA NO ESPAÇO 

2 5 5 8 — Calcule o volume do só l ido gerado pela 

r o t a ç ã o de um t r i â n g u l o r e c t â n g u l o em torno da h ipo

tenusa, sabendo que um dos â n g u l o s do t r i â n g u l o ê 
de 60° o que a hipotenusa é i g u a l a 2 a . R : O tri
ângulo rectângulo considerado é metade dum triângulo 
equilátero de lado 2a , portanto, de catetos a e a y/3 e 

altura relativa à hipotenusa, a t / 3 / 2 . O sólido gerado 
é constituído por dois cones de revolução de base comum, 
de raio a v/3/2 e geratrizes a e a v/3 . O seu volume é 
V = w a 3 / 2 . 

V I — TRIGONOMETRIA 

2 5 5 9 — Quais são os â n g u l o s compreendidos entre 

37T e 5JT radianos e cujo seno é i g u a l a — y2/21 

R : 13TC/4 e 15JC/4 . 

SoluçSos dos n . o s 2552 a 2559 de Orlando Morbey Rodrigues 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 

PONTOS DE EXAMES DE FREQUÊNCIA E FINAIS 

I — E S C O L A S P O R T U G U E S A S 

ÁLGEBRA SUPERIOR—MATEMÁTICAS GERAIS 

F . C. C. — Á L G E B R A — 1." Exame de frequência — 
1946-47 — 1.° Ponto. 

2 5 6 0 — Calcular a soma da serie de termo geral 
u n = ? í / 4 " com erro in fe r io r a I O " 2 . R : Devem somar-
-se cinco termos da série. S = 0 , 4 4 . 

2561 — P r i m i t i v a r a f u n ç ã o y — ( l 4 s e n x ) / ( l + c o s x) . 
R : Multiplicando ambos os membros da fracção por 
1 — cos x , conclui-se logo que : Py = l o g | sen x | — 
— l o g I cosec x + co tg x | — (cosec x - f co tg x) + C . 

2 5 6 2 — P r i m i t i v a r a f u n ç ã o y = ( x ' + l ) / ( x + 1 ) 3 . 
R : O método de Fubini conduz a Py = l o g | x + 11 + 

+ + C . 
1 2x + l 
7 ( x - t - i ) 2 

2.° Ponto 
2 5 6 3 — De te rminar a natureza do produto i n f i n i t o 

R : A natu-de termo geral ut 

reza do produto infinito é a da série corrospondente de 
termo geral v , = (1 + 0,5/n)" ' . Pelo critério de Cauchy, 
conclui-se a divergência. 

2 5 6 4 — P r i m i t i v a r a f u n ç ã o y= arc sen [ / x + 1. 
2\íx 

R : Primitivando por partes vem : 

P y = ^/x arc sec v / x+ 1 — l o g l / x + 1 + c . 

2 5 6 5 — P r i m i t i v a r a f u n ç ã o y= ( 3 x 2 — l ) / ( x 3 — x ) . 
R : Pelo método de Fubini tem-se Py = l o g | x | + 
+ l o g I x + 1 I + l o g I x - 1 I + C . 

F. C. C. — 2." Exame de frequência —1946-47 — 
l.° Ponto. 

2 5 6 6 — Escrever a e q u a ç ã o das a s s í n t o t a s da curva 

de e q u a ç ã o y^xthx. R : Pode escrever-se y — x ——— 

y 
e tem-se m = l i m — = 1 e k = l i m (y — m x ) = 0 . Logo a 

x—00 X X *m 

equação da assintota é y = x . 

2 5 6 7 — De que natureza é o sistema 

x + 32/ + 2s = 0 , x - y = 0 , 9 x - j / + 4 « = 0 ? 

R : Compatível e indeterminado. 
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2 5 6 8 —Dados os elementos a = 1 2 0 ° 0 ' 0 " , 6 = 108° 
36 ' 26" e 4 = 71° 23' 34" de ura t r i â n g u l o es fé r ico , de
terminar B e d i scu t i r o resultado. R : Não existe 
triângulo esférico com os elementos dados. 

2.° Ponto 
2 5 6 9 — Para que valores de a e 3 a e q u a ç ã o 

(xz+2a.xy + y1 + 2y) (*x- + 4xy + $y* + 2y) — 0 repre
senta duas p a r á b o l a s ? R : a = + l , P = + 4 . 

2 5 7 0 — Calcular pelo m é t o d o de Newton duas 
a p r o x i m a ç õ e s da ra iz de x 3 — 2 x - t - 2 = 0 compreendida 
no in te rva lo (—2, — 1 ) . R : 1" aproximação: —1,8; 
2." aproximação: —1,77. 

2 5 7 1 — D a d o s os elementos a = 8 0 ° 0 ' 0 " , 6 = 120» 
O 1 0" e c = 7 9 ° 1 9 ' 1 5 " de um t r i â n g u l o e s fé r i co , c a l 
cular B. R : B = 123° 21 '36" . 

Soluções dos n . 0 3 2560 a 2571 de L . Mendonça de Albuquerque. 

I. S . A . — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — 1." exame de fre
quência (extraordinário) — 27 Março 1 9 4 8 . 

cos (í — n) it/2 
2 5 7 2 — Dada a f u n ç ã o <1> (n) = 

n 
a) Represente-a graficamente para ra = l , 2 , ••• , 6 ; 
6) Determine a de modo que exista uma ordem Mn (S) 
tal que, para n > n0 (8) , se tenha 

I cos (1 — n) ir /2 

n 
qualquer que seja S > 0 ; c) considerando o conjunto A 
dos valores de n para »s quais 

cos (l — n) JT/2 
i '— a > 0,01 

n 

e o conjunto B dos valores posi t ivos de n que anulam 
sen niv/3 , determine A + B e A • B . 

cos (1 — n) w/2 
B a = l i m - = 0 . 

Como cos ( l - 2 k ) w = 0 e cos [ 1 — ( 2 k + l ) ] i r / 2 = ± l , 
cos (1 — n) w/2 

tem-se > • 0,01 para os valores impares 

de n inferiores a 100 . O conjunto B será constituído 
pelos múltiplos de 3 de modo que A + B = 121 — 1 , 3m | 
( 1 < 1 < 5 0 ) e A . B = [ 3 ( 2 p - l ) | com l < p < 1 7 . 

2 5 7 3 — D e t e r m i n e as e q u a ç õ e s dos lados e das 
diagonais e o p e r í m e t r o do quadrado que tem como 

mediana o segmento E (—2 ; 2) F (2 , 2 ) e a e q u a ç ã o 
da bissectriz do â n g u l o obtuso formado por u m qua l 
quer dos lados com uma diagonal . R : Equações dos 
lados: x + y = + 4 e x — y = + 4 ; diagonais: x = 0 e 
y = 0 , P — 1 6 ^ / 2 ; bissectriz do ângulo do lado situado 
no 1." quadrante com O X : y - ( l + y/2) ( x - 4 ) . 

a b c d 

a a b c d 

6 d a 6 c 

c c d a b 

d b e d a 

2 5 7 5 

2 5 7 4 — Algebrizou-se o conjunto E , formado pelos 
quatro elementos a , 6 , c , d , por i n t e r m é d i o de uma 
o p e r a ç ã o a que correspondera tabela seguinte : 

Ve r i f i que se o conjunto E 
assim algebrizado cons t i tu i ou 
n ã o um grupo rela t ivamente à 
o p e r a ç ã o considerada. R : Como 
a unidade à esquerda, a, não é 
unidade à direita (o que resulta 
de se não verificar a proprie
dade associativa) o conjunto E : 
não constitui um grupo. 

V e r i f i q u e que a s u c e s s ã o assim def in ida : 
«1 = ^ / 2 , M„=v'2 + M„_1 ( » > 2 ) é crescente e prove (por 
i n d u ç ã o ) que un <c 2 . Calcule o seu l i m i t e . R : Se 
u p < 2 , u p + 1 = j / 2 + u p < 2 ; e como U ! < 2 , será u „ < 2 
para qualquer valor de n . A condição u„ > u„_, im
plica u^_,—u„_i—2 < 0 , o que sempre se verifica por 
ser u„_, < 2 . Provada assim a existência do limite, 
tem-se l i m u„ = l i m u„_, = 1 e .•. 1 = ^ 2 + 1 donde 1 = 2 . 

SoluçBos dos n.° s 2572 a 2575 de P. R. Dias Agudo. 

t S . A. — MATEMÁTICAS G E R A I S — 1.° Exame de Fre
quência, 1947-48 

2 5 7 6 — Dada a f u n ç ã o ®(n)= : a) Deter -
5" + l 

mine o seu l i m i t e quando n oo ; 6) Determine a 
ordem a p a r t i r da qual a d i f e r e n ç a entre <p (n) e o seu 
l i m i t e é, em valor absoluto, i n f e r io r a 0,001 ; c) Des i 
gnando por A o conjunto dos valores de n para os 
quais essa mesma d i f e r e n ç a é, em valor absoluto, su
perior a 0,001 e por B o conjunto dos valores de n 
para os quais é def in ida a f u n ç ã o 

arc sec (n—4) 
& (n) = 
Y V ' ( n - l ) ( « - 2 ) ( r a - 3 ) 

ve r i f i que se A e B s ão complementares em r e l a ç ã o 
ao conjunto dos inteiros posi t ivos. 

2 5 7 7 — D e t e r m i n e as e q u a ç õ e s dos lados do losango 
de centro 0 (0,0) de v é r t i c e A (0,4) e de d iagonal me
nor, i g u a l a 6. Considerando as mediatrizes dos seus 
4 lados calcule a r a z ã o entre a á r e a do losango e a da 
f i g u r a l i m i t a d a por essas mediatrizes. 

2 5 7 8 — V e r i f i q u e se o conjunto £ 1 0 , 2 , 1 0 ' - " , 
2 — 1 0 t - " | é ou n ã o fechado. Considere como conjunto 
fondamental o conjunto dos n ú m e r o s reais. 

2 5 7 9 — Dada a suces são de termos posi t ivos 
M„=1/U„__I onde ut é qualquer ^ = 1 : a) Estude a sua 
natureza; 6) Estude a natureza das sucessões de 
termos gerais ull+ljun e Vw„ que dela se o b t ê m ; 
c) Estude o caso «, = 1 . Ind icar os l imi tes nos casos 
de c o n v e r g ê n c i a . 
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G E O M E T R I A D E S C R I T I V A 

F. C. L . — GEOMETRIA D E S C R I T I V A —1." Exame de f r e 

q u ê n c i a , 1947-48. 

2 5 8 0 — S ã o dados : um plano a o b l í q u o , def in ido 
pelos t r a ç o s , e um ponto P -ja.. Determine o t ra jec to 
do ra io luminoso que, par t indo de P paralelamente 
a vo, se r e f l è t e sobre a paralelamente a <po- R ; Deter-
mine-se o simétrico P j de P em relação o « . Segundo 
as leis da reflexão, o prolongamento do raio reflectido 
deve passar por P j . Conduza-se então por P um plano 
''lho e l M r P l u m pfoKO <tl/<?o- a intersecção I dos três 
planos a,v,<p é o ponto de incidência, que, unido com 
P e com P j , dá o trajecto pedido. 

2 5 8 1 — Dado um tetraedro [ABCD], com AB l v 0 

o CD itpo, determinar as p r o j e c ç õ e s da esfera inscr i t a 
nés se tetraedro. R : O centro O da esfera será o ponto 
de intersecção dos bissectores dos diedros internos de 
[ A B C D ] . Consideremos o diedro C A B D : visto que a 
sua aresta A B è l v 0 , o mesmo acontecerá com as suas 
faces e com o seu plano bissector ; o traço horizontal 
deste plano bissector será pois a bissectriz do ângulo 
O A ' D ' . Analogamente, o traço vertical do bissector de 
A C D B será o bissectriz de A " C " B " . Estas duas 
bissectrizes coincidirão, respectivamente, com a projecção 
horizontal e com. a projecção vertical da intersecção r 
dos bissectores considerados. Basta portanto achar a 
intersecção de r com o bissector de um outro diedro in
terno de [ A B C D ] , para ter o centro O da esfera em 
questão, cujas projecções se determinam depois facilmente. 

2 5 8 2 — S ã o dados : uma recta d o b l í q u a , um t r i 
â n g u l o [ A B C ] existente num plano o b l í q u o e uma 
recta e l v 0 , que n ã o passe por nenhum dos pontos 
A,B,C. Fazer rodar [ABC] em torno de e, de modo 
que a sua sombra sobre v 0 , paralelamente a d, se 
reduza a um segmento de recta. R : Para que a som
bra do triângulo [ A B C ] sobre v 0 , paralelamente a d 
se reduza a um segmento de recta, é necessário e sufi
ciente que o seu plano se torne paralelo a d . Delermine-
-se pois a intersecção I de e com A B C e conduza-se 
por I a recta d j / / d . Bastará agora fazer rodar o 
plano A B C em torna de e , de modo que o traço hori
zontal de A B C fique a passar pelo traço horizontal de 
d i . (Duas soluções, uma ou nenhuma). 

2 5 8 3 — S ã o dados : um plano a o b l í q u o , def in ido 
por A œ e v a , um ponto P •/« e um tetraedro e sca lenO ) 

assente por uma das faces em v 0 . Construir um tetrae
dro semelhante ao pr imei ro , com u m dos v é r t i c e s em 

P e a face oposta assente em a, f icando um dos lados 
desta face paralelo a v 0 . (A face do tetraedro pedido 
assente em a., deve ser semelhante à face do tetraedro 
dado, assente em v 0 ) . R : Seja [ A B C D ] o tetraedro 
dado, com [ A B C ] — v 0 . Em tetraedros semelhantes, a ra
zão entre alturas correspondentes a faces homólogas e 
igual à razão de semelhança. Determine-se pois a dis
tância d de P a a, e considere-se um plano de nível 
i cuja distância ao vértice D do tetraedro dado seja 
igual a d ; pondo A 0 = v A D , B 0 = v • B D , C 0 = v • C D , 
será [ A 0 B 0 C 0 D ] um tetraedro igual ao pedido, com 
[ A 0 B 0 C 0 ] ( U [ABCJ . Basta agora determinar a pro

jecção ortogonal P i de P sobre a. e construir sobre a 
(mediante um rebatimento sobre v 0 ) um triângulo 
[ A i B i Ci] = [ A 0 B 0 CO] , ficando por exemplo A j B i / / A * 
de modo que se tenha: d is t ( A ] , P 4 ) = d i s t (A„ , D ' ) , 
d i s t ( B j , P,) = d i s t (B6, D ' ) , d i s t (C! , P 4 ) = d i s t ( C 0 , D ' ) . 

2 5 8 4 — Dados dois pontos A , B dis t intos e uma 
recta t, colocados cm p o s i ç ã o g e n é r i c a entre s i e a 
respeito dos planos de p r o j e c ç ã o , determine sobre t 
um ponto P de modo que a d i s t â n c i a d e P a i esteja 
para a d i s t â n c i a de P a B numa r a z ã o dada r . Exe 
cute o desenho para ?- = 2 . R : Faça-se rodar B em 
em torno de t de modo a colocá-lo sobre o plano A t • 
O problema pode agora rcsolver-se, num rebatimento'' 
recorrendo a um teorema elementar de geometriapilana. 
(Duas soluções, uma ou nenhuma). 

2 5 8 5 — Dadas r,sj/io, com um ponto comum M, 
determine o lugar g e o m é t r i c o dos pontos P tais que 
dis t (P ,M)=2 d is t (P , r) = 3 d i s t (P , s) . D i s c u s s ã o . 
R : Seja P um ponto genérico do lugar geométrico. 
Imaginando rebatidos sobre o plano v s (r , s) os dois 
planos Pr e Ps , haverá dois pontos P j , P2 sobre v que 
representam P nesses rebatimentos, devendo ter-se : 
dis t ( P , , M) = dis t ( P 2 , M ) = 2 dis t ( P j , r ) = 3 dis t ( P 2 , s ) , 
Isto indica o caminho a seguir: Tomem-se ao arbílrio 
P l , Pz sobre v (no interior dos dois ângulos maiores 
formados por r , s), de modo que sejam verificadas as 
precedentes condições de distancias. O ponto P , trans
formado em P j e P 2 nos dois rebatimentos, poderá ser 
determinado (se existe) invertendo a técnica do rebati
mento : as perpendiculares baixadas de P j , P 2 , respec
tivamente, sobre r e s devem encontrar-se em P ' ; a cota 
de P em relação o v será, em valor absoluto, um dos ca-
tetos dum triângulo de rebatimento, de que o outro cateto 
é a distância de P1 a r ' e o hipotenusa a distância de 
P', a r ' . O número de pontos P nestas condições poderá 
ser 2 , 1 ou 0 . Unindo P com M tem-se o lugar geomé-
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tricô pedido, que será portanto conetituido por duas 

rectas, por uma recta ou só por M , conforme o ân

gulo r , s for menor, igual ou maior que 

arc sen 1/2 + are sen 1/3 . 

2 5 8 6 — Dadas a ,b ,c o b l í q u a s , tendo a , b u m 
ponto comum e sendo c n ã o complana com as p r i m e i 
ras, determine as p ro j ecções duma esfera com o centro 
sobre a recta c e tangente às rectas a , b . 

2 5 8 7 — Dada uma recta r o b l í q u a que não in te r -
secte LT, conduzir por r u m plano que f a ç a com LT 
um â n g u l o dado. D i s c u s s ã o . E : Por um ponto M 
qualquer de r , conduza-se tj/LT e um plano i l v g , que 
forme com L T o ângulo dado. Basta agora fazer ro
dar a. em torno de t , de modo que a fique a conter a 
recta r, para o que pode utilizar-se uma nmdança de 
plano que torne a recta t projectante ( L j T j l L T ) . 

Soluções dos n.° s 2580 a 2587 do J . SobastlHo e Silva. 

C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

F . C . C . — C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L — 1.° Exame de fre
quência — 1946-47 — 1.° Ponto. 

2 5 8 8 — P r i m i t i v a r a f u n ç ã o 

2 / = ( x 4 - r 8 x + 4 ) / [ x 2 (x í - ( -2x + 2)] . 

B : Decompondo a fracção em elementos simples (ou 

aplicando o método de Fubini), vem 

1 3 
P y = — — + — l o g (x2+2x+2) -

2x- 4 

7 
- — a rc tg (x + l ) 4 C . 

2 5 8 9 — Determinar os seis pr imeiros termos do 
desenvolvimento da f u n ç ã o i / = cosec x • t a g x em s é -

1 13 
r ie de p o t ê n c i a s de x . R : y = l — -^-x 2 — — - x 4 H . 

6 ooO 

2 5 9 0 — E m que pontos da curva y — 1 — sen x se 
anula a segunda der ivada direccional da f u n ç ã o 
/ (x , y) = (x — yY segundo a d i r e c ç ã o da normal ? 
R : Pontos de coordenadas (2k7r, 1) (com k inteiro). 

2.° Ponto 

2 5 9 1 — P r i m i t i v a r a f u n ç ã o 

y = ( x 5 - 8 x * - 8 x - 4 ) / [ x 3 ( x 2 + 2 x + 2) 2 ] . 

1 2x + 4 5 J • „ 
R : P ^ = ^ + l í T 2 x T 2 + 2 a r C t g ( X + 1 ) + C -

2 5 9 2 — Determinar quatro termos n ã o nulos do 
desenvolvimento de y = a r c t g x / ( x 2 sen x) em sé r i e de 
p o t ê n c i a s de x . R : 

y-—.. 
1 3 , 1 A 

x 2 H x 4 + 
9 0 8 0 

2 5 9 3 — Sendo u = xy + z , com x = cos cp cos 0, 

« i i * • y=»sen ç cos õ, z = sen6 calcular e 

cos 2 0 cos 2<j> 
<) 2 u 

B : 

— — sen 26 cos 2cp. 

F. C . C . — C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L — 2." Exame de fre
quência —1946-47 — 1.- Ponto. 

2 5 9 4 — De te rminar os extremos da f u n ç ã o f ( x , y ) = 
= ( x 2 — y - ) * . R : A função dada tem como linhas de 
mínimos as rectas y + x = 0 e y — x — O . 

2 5 9 5 — Determinar o i n t e g r a l geral da e q u a ç ã o 

di ferencia l x cos x 1- y (x sen x + cos x ) = 1 . 
dx 

R : É uma equação linear de 1." ordem : y = (kx—1) sec x . 

2 5 9 6 — De te rminar a á r e a in te r io r a c u r v a p = cos 26 
e à c i r c u n f e r ê n c i a p = 3 /4 . R : (7y3 — 27t) /64. 

2.° Ponto 
2 5 9 7 — Fazer a m u d a n ç a de v a r i á v e i s 8 = c o s í na 

e q u a ç ã o 1 
H v rfO2 1 — 6 2 rfô 

+- = 0 . 
d 2 p 

R : — - + p = 0 . 
dfl ' 1—6 2 

2 5 9 8 — Resolver o sistema 

Tx"+y" = 0 

l x ' + y'— x + y*-t. 

R : x = d ( t + 2) + c 2 - ( t + l ) e y = c , t + c 2 . 

2 5 9 9 —Calcular o i n t eg ra l duplo da f u n ç ã o f ( x , y ) — 
= x + y na á r e a l i m i t i d a pelas l inhas de e q u a ç õ e s 
y = 0 , } / 2 = 2 — x e y = ^Zx. R : Tem-se 

i v'iTi 
f f (x + y ) dx dy = f d x j ( x + y ) dy + 

0 0 

+ . y d x J ( x + y ) d y = i ! r + Y-

Soluções dos n . o s 2588 a 2599 de L . Mendonça de Albuquerque. 

F . C. P. — C A L C U L O — 2.° exame de frequência, 1947. 

I 

2 6 0 0 — De te rminar a l inha i n t eg ra l so lução da 
e q u a ç ã o y"—5y' + 6y -=4x 3 ex, que passa pelo ponto 
(0,7) onde y'*= 13 . R : Fazendo y = ze* vem: z"—3z' + 
-f-2z = 4 x 2 , z 0 = 7 , z 0 «=6 . Aplicando o método de ilea 



20 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

viside temos: z = 7/p + 6/p 2 + 4 / p 3 , donde z = 7 + 6x + 2 x 2 

e y = (7 + 6x + 2x 2 ) e 1 . 

2 6 0 1 — In tegrar a e q u a ç ã o xy' + y = x l o g x . R : 
Temos y = c/x + I o g x • x/2 — x / 4 . 

2 6 0 2 — Calcular 

I I 

/ * / • sen 28 
/ / / da di c o m e ç a n d o por 

J J V/cos 28 ' P 

D 
considerar 8 constante. O d o m í n i o D s i tuado no 
1.° quadrante é l imi t ado pelas linhas 8 = 0 , 8 = ir/5 

w/s j/í" 
sen 28 . r . 

d8 / dp = p — l / ã e p 2 = l / c o s 2 8 . R : 1 = / -7 
cos 28 

W/l 

- / V^2 
1/ 

sen 29 

7cos 28 
/' ! 

da — í 
sen 29 

cos 29 

l,Vcos 29 

d9 = [— \ /2 cos 29 + 

+ 1 / 2 logcos29]? / 5 = r

/ 2 - v / 2 c o s 2 i r / 5 + l /21ogcos2 ï r /5 . 

2 6 0 3 — De te rminar as e q u a ç õ e s da normal p r i n c i 
pa l da l i n h a : x» + a = 3 , x 2 + y 2 + « 2 = 6 no ponto ( 1 , 1 , 2 ) . 
R : Temos j y ' - l ; z'= 1 ; x " = 0 ; y " = l i 
z" = —2 . A s e q u a ç õ e s da normal p r i n c i p a l s ã o : 

r X + Y - Z = 0 

l X - 2 Z - Z + 3 = 0 . 

I I I 

2 6 0 4 — In tegrar a e q u a ç ã o 

(2x 2 - 2x + 1 ) y » - 2 ( 2 x - 1 ) y + 4y = 2 
sabendo que u m dos in tegra i s par t iculares da e q u a ç ã o 
sem 2." membro é a der ivada do outro . R : Temos 

( 2 x 2 - 2 x + l ) y ' , ' - 2 ( 2 x - l ) y{ + 4 y , = 0 
derivando : ( 2 x 2 - 2 x + l ) y {" + (4x-2) y{'-2 ( 2 x - l ) y ff -
—4yí -r 4 y j = 0 e atendendo a que y{ é solução temos: 
( 4 x - 2 ) y { ' - 4 y í = 0 , y{ - z , ( 4 x - 2 ) z ' - 4z = 0 , 
z = c ( 4 x —2) e portanto: y i = c (2x 2 —2x) = c, (x 2 —x) 

y , = y í - c 2 ( 2 x - l ) . 
Logo y = C l ( x * - x ) + c 2 ( 2 x - l ) + 1 / 2 . 
Soluções dos n." 2600 a 2604 de Jay mo Rios do Souza. 

I . S . A. — C A L C U L O I N F I N I T E S I M A L — Alguns exercícios 
do 1." exame de frequência de 1947-48. 
2 6 0 5 — Tomando por volume aproximado da coroa 

e s f é r i c a 4 i r r 2 h, onde h é a espessura i n f i n i t e s i m a l da 
coroa, qual é a ordem do i n f i n i t é s i m o desprezado : 

o) se r f o r o ra io da esfera in t e r io r b) se r for o r a io 
m é d i o . R : a) Tem-se V c = 4 i r ( 3 r 2 h + 3 r h 2 + b.3)/3 e 
portanto o infinitésimo desprezado é 4ir/3 (3r h 2 + h 3 ) 
evidentemente de 2." ordem em relação a h . b) V c = 

A h ' \ „ 
= 4rr l 3 r 2 h + — j / 3 , logo o infinitésimo desprezado é 

i r h ' / 3 , de 3." ordem em relação a h . 

2 6 0 6 —• Mostre que no in te rva lo ( 0 , TT/2) é sempre 
2 sen x sen x 
— < < 1 . R : Considere a f unção y = . 
17 X X 

E y—*1 quando x ->0 e y-*-2/ir quando X - V T C / 2 ; ^ O Í -

(x—ter x) cos x 
outro lado em (0 , TT/2) é y ' — —— < 0 visto 

x 
tan g x > x , e portanto y decrescente. 

2 6 0 7 — Sejam OAP e O B P os arcos de curva re
presentativos das f u n ç õ e s y=+\/x e ? / = x 2 no in te r 
valo [0,1] onde 0 (0,0) e P (1,1) . O comprimento do 
segmento v a r i á v e l AB, perpendicular a OP, è no i n 
tervalo considerado uma f u n ç ã o de x. Mostre que 
esta f u n ç ã o e s t á , no referido in te rva lo , nas cond i 
ções do teorema de Rolle. Calcule o valor de x para 
o qual é m á x i m o o comprimento de AB . R : A fun
ção procurada é y = l / 2 ( l / x — x ) , continua em [0,1] , 
derivácel em (0,1) o y ( 0 ) = y ( 1 ) = 0 . Está pois nas 
condições exigidas pelo teorema de Rolle. E máxima 
para x = l / 4 . 

2 6 0 8 — Seja y = f ( x ) a f u n ç ã o real da v a r i á v e l real 
x assim def in ida : 

y=2xî para x=j= + \jn, 
t/ = 4 x 2 — | x | para x = + l / w (ra in te i ro ^=0) . 

Estude a continuidade desta f u n ç ã o e a e x i s t ê n c i a 
e continuidade da sua derivada no in te rva lo [ — 1 , 1 ] . 
R : A função é continua para todos os valores de x 
excepto para os da forma l / n : £ + 1 / 2 visto 2 x 2 = 4 x 2 — 
— | x | para x = + l / 2 . Como para h - » 0 , positivo ou 
negativo, é [2 (1/2 - t - h ) 2 - l / 2 ] / h — 2 , [ 2 ( - l / 2 + h ) 2 -
— l / 2 ] / h - > . - 2 , ( 4 h 2 - h ) / h - > - 1 e 21i2/h-n.O podemos 
concluir que a função dada é derivavel em todos os 
pontos excepto para x = l / n ^ = + l / 2 e x = 0 que são 
também pontos de descontinuidade da sua dericada. 

2 6 0 9 — Estude as v a r i a ç õ e s da f u n ç ã o f (x)—e~"*' 
para x = £ 0 , / ( x ) = 0 para x = 0 . R : -Se x - * 0 , e - 1 ' * * - ^ 
e como para h - + 0 , positivo ou negativo, e ~ " n ! / h - » - 0 
podemos concluir que a função é contínua e derivável 
em todos os seus pontos. Mínima para x = 0 ; pontos de 
inflexão x=+v/2/3; y">0 para v /43<x<v/2 /3 - , nega
tiva para todos os outros valores de x ; assintota y = l . 

2 6 1 0 — C a l c u l e 

dx 
x ( cos 2 logx — sen 2 l ogx) 

o suces-

/" dx' C 
a ) J ( í + x ^ + a + x ) " * ' b)J ; 

C x dx C 
°) J (1 + X3yi3cr>J í 0 2 - * 2 ) 5 ' 5 d x P ° r r e d u ç ã 
siva. R : Os dois primeiros são imediatos, o segundo e 
uma irracional binómia e para o terceiro basta fazer 
f ( a 2 - x 2 ) 5 ' * r f x = x ( a í - x ^ + õ / V ( a J _ x í ) 5 / s - < dx-
= x ( a í - x 2 ) 5 ' 2 + 5 / [ a 2 - ( a 2 - x 2 ) ] ( a 2 - x 2 ) 5 " - » dx, etc. 

Soluções dos n . 0 ! 2605 a 2610 de F . Carvalho Araújo 
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M E C Â N I C A 

I. S. T. — MECÂNICA RACIONAL — i .° exame ordinário 
— 1948 

P A B T E P B Á T I C A 

2 6 1 1 — In tegra r a e q u a ç ã o xr-=ap 

2 6 1 2 — Achar as g e o d é s i c a s da s u p e r f í c i e : 

X = r cos 6, y = r sen 9, 2 = k 8 

P A R T E T E Ó R I C A 

2 6 1 3 — Conceitos de g e o d é s i c a . Sua e q u i v a l ê n c i a . 

2 6 1 4 — Conceitos e propriedades das f u n ç õ e s har
m ó n i c a s . 

2 6 1 5 — D e t e r m i n a ç ã o dos eixos e momentos p r i n 
cipais de i n é r c i a num ponto qualquer do e s p a ç o , co
nhecidos os mesmos elementos em r e l a ç ã o ao centro 
de gravidade. 

R A C I O N A L 

I. S. T. — MECÂNICA RACIONAI. — 1." exame extraordi
nário —1948 

P A R T E P R Á T I C A 

2 6 1 6 — In tegrar a e q u a ç ã o : « = x 2 + y 2 . 

2 6 1 7 — Determinar a curva plana, passando pelos 
pontos A (í ,0) e D (2,1) para o qua l o i n t eg ra l 

J ( x 2 + y ' 2 ) dx é e s t a c i o n á r i o , sob a c o n d i ç ã o de 
í i 

f y l o g x c?x = 3 . 
i 

P A R T E T E Ó R I C A 

2 6 1 8 — E q u a ç ã o de M o n g e - A m p è r e . M é t o d o da 
dualidade, na i n t e g r a ç ã o das e q u a ç õ e s de 2." ordem 
às derivadas parciais . 

2 6 1 9 — P a r ê n t e s i s de Poisson e Lagrange . E x p r i 
mi r , por seu i n t e r m é d i o , as cond ições de completa 
canonicidade. 

2 6 2 0 — Potenciais. D e f i n i ç ã o e propriedades gerais. 

11 - E S C O L A S E S T R A N G E I R A S 

University of Manchester —HONOURS SCHOOL OF M A T H E 

MATICS—Part 1—12 de Junho de 1945. ( d u r a ç ã o 3 h) . 

2 6 2 1 — ( i ) Prove tha t a determinant does not 
change i t s value i f i t s rows and columns are in te r 
changed. 

Hence show tha t 

0 a b c d 

— a 0 e f g 
- b — e 0 h j 
— c - f - A 0 k 

- d - 9 —j - k 0 

( i i ) Show tha t 

1 X X- X3 = ( l - x ) < ( l + x ) 4 ( l + x 2 ) 2 

x 1 X 3 X* 

X 3 1 X 

X 3 X 2 X 1 

2 6 2 2 — Obta in the real quadra t ic factors of 

x 5 " — 2x" y" cos «6 4- y1". 
Show t ha t 

—* 2k+1 
2 ' - " = 7t sin it. 

*=o 2n 

2 6 2 3 — Def ine a p o i n t of accumulat ion of a se
quence of real numbers, and state the theorem of B o l 
zano-AVeierstrass concerning such a po in t . 

Prove tha t the greatest po in t of accumulat ion of a 
sequence is the upper l i m i t of the sequence, and tha t 
the least po in t of accumulat ion is the lower l i m i t . 

F i n d the points of accumulat ion and the upper and 
lower l i m i t s of the sequence 

f 2n—1 . * n 1 

I » 2 J 

2 6 2 4 — Show that i f f (x) exists and is monotoni-
cal ly decreasing i n a < x < b , then 

f(b)smzm<f{a). 
u — a 

Hence prove that , fo r x > 0 

 
    

and deduce tha t , fo r every pos i t ive integer n , 

l o g (n + 1) < 1 + 1/2 + 1/3 + ••• + l / n < l o g ( n + l ) + l . 
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2 6 2 5 - I f 

( i ) a„ > O, b„ > O fo r a l l n 

( i i ) l i m — = l > 0 , 

show tha t the series a " i 2 converge and d i -

verge together. 

Discuss the convergence of the series 

(a) 

2 6 2 6 — ( i) Show that , for | r | < 1 , 

r sin tp — r3 sin 3to +• r 6 sin 5» — r" sin 7<p + • • • = 

r ( I — r 2 ) sin ç 

1 + r2 cos 2tp + r 4 

( i i ) Sum to i n f i n i t y 

x x1 x* x 5 x ' x 8 

— H 1 H H + 1  
1 ! 2 ! 4 ! 5 ! 7 ! 8 ! 

00 

2 6 2 7 — Show tha t the series 2 an converges or 

diverges according as l i m | a „ | l / n is < 1 or > 1 . 

Deduce the fo rmula for the radius of convergence 
of any power series. 

F i n d the radius of convergence of 

2 6 2 8 — B y meaus of the subs t i tu t ion x 

where u.,v are appropriate constants, or otherwise, 
f i n d the i n t e g r a l 

x dx 
(3x* + 8x + 2 y a . * + 4 a . + i 

2 6 2 9 — Det ine a Riemann in t eg ra l . 
B y d i v i d i n g the i n t e rva l 0 < x < 1 in to parts whose 

lengths are i n the ra t io l : 2 : 3 : - - - : r a , show that , as 
n —*• oo , 

n(n + l ) £ f V» (»+!)/ ./ 
o 

where / ( x ) is any func t i on continuous i n 0 < x < l . 
Hence, or otherwise, show tha t 
l i m Jlog(l + i / 3 ) . 

2 6 3 0 — Solve : 

( i ) ( y - x y ' ) ' - y ' ; 

(ii) y»» + + V + V + »:-
O exame Incluía ainda outra prova de matemáticas aplicadas 

(respectivamente Geometria e Mecânica). 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secçfio, além do extractos de críticas aparecidas om revistas estrangeiras, serSo publicadas criticas de livros 

e outras publicados do Matemática do que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares á Redacçílo 

6 6 - H E I T L E R , W . - Elementary W a v e M e c h a 
nics. V I I I + 136 pp. Clarendon Press, Oxford , 1945-
P r e ç o 7s 6d. 

Este pequeno l i v r o — uma das melhores i n t r o d u ç õ e s 
elementares à M e c â n i c a O n d u l a t ó r i a que conhecemos 
— parece ter sobretudo por f i ra conduzir o le i tor 
à c o m p r e e n s ã o clara da natureza essencialmente não 
c l á s s i ca , is to é q u â n t i c a , do f e n ó m e n o que é talvez 
o mais fundamenta l da q u í m i c a : a va l ênc i a homo-
polar. Depois de mostrar a necessidade da d e s c r i ç ã o 
o n d u l a t ó r i a das p a r t í c u l a s e de deduzir a e q u a ç ã o de 
onda para estados e s t a c i o n á r i o s de um só e l e c t r ã o 
( e q u a ç ã o e s t á t i c a de S c h r ó d i n g e r ) , t r a t a o á t o m o de 

h i d r o g é n i o e discute a sua q u a n t i f i c a ç ã o e o efeito 
Zeeman. Vem a seguir uma e x p o s i ç ã o s impl i f i cada 
mas a d m i r á v e l do problema do á t o m o de hél io (pro
blema de dois e lec t rões ) por meio da e q u a ç ã o das 
ondas e s t a c i o n á r i a s no chamado «espaço de c o n f i g u 
r a ç ã o » a seis d i m e n s õ e s . Desprezando pr imeiramente 
a i n t e r a c ç ã o dos dois e l ec t rões , p õ e em e v i d ê n c i a 
a r e l a ç ã o í n t i m a que existe entre o p r i n c í p i o de ex
c lusão de Pau l i e a propriedade de indiscernibi l idade 
de p a r t í c u l a s da mesma e s p é c i e e mostra como esta 
propriedade restr inge as f u n ç õ e s de onda às classes 
s i m é t r i c a e a n t i s i m é t r i c a re la t ivamente às pe rmu
t a ç õ e s das pos i ções das p a r t í c u l a s . A i n t e r a c ç ã o dos 
e l ec t rõe s é anal izada e n t ã o pela teor ia das pe r tu r -
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b a ç õ e s , o que faz aparecer o f e n ó m e n o carac ter is t i 
camente q u â n t i c o da « e n e r g i a de t r o c a » a que cor
respondem f o r ç a s de natureza n ã o c lá s s i ca . A or igem 
destas f o r ç a s é a f i na l a indiscernibi l idade das par 
t í c u l a s de mesma espéc ie . A mesma propriedade fun
damental aparece com nm papel dominante no c a p í t u l o 
sobre a teor ia da l i g a ç ã o q u í m i c a l iomopolar o no 
c a p í t u l o f i n a l sobre v a l ê n c i a , onde são tratadas, entre 
outras q u e s t õ e s , a m o l é c u l a de h i d r o g é n i o , os gazes 
inertes, a r e l a ç ã o entre a v a l ê n c i a e o spin, a v a l ê n c i a 
do carbono, etc. 

A clareza e o poder d i d á c t i c o destes dois ú l t i m o s 
c a p í t u l o s n ã o podem ser excedidos, o que de resto 
era de esperar da parte do autor, um dos f í s i cos t e ó 
ricos que mais c o n t r i b u í r a m para a c r i a ç ã o da q u í 
mica q u â n t i c a . Devemos no entanto chamar a a t e n ç ã o 
para t r ê s c a r a c t e r í s t i c a s do l i v r o que consideramos 
como defeitos. 

1. " O autor, resolutamente indeterminis ta , d á às 
f u n ç õ e s de onda da M e c â n i c a O n d u l a t ó r i a uma in te r 
p r e t a ç ã o essencialmente p r o b a b i l í s t i c a de acordo com 
as ideias de Born e da «escola de C o p e n h a g u e » . Isto 
pode i n d u z i r no e s p í r i t o dos pr incipiantes a ide ia 
e r r ó n e a que essa i n t e r p r e t a ç ã o faz parte dos funda 
mentos da M e c â n i c a O n d u l a t ó r i a , quando é certo que 
as f u n ç õ e s de onda podem ser interpretadas duma 
maneira mu i to diferente, c o m p a t í v e l com um deter
minismo essencial dos f e n ó m e n o s e em que a n o ç ã o de 
probabi l idade cede o lugar à noção mais geral de i n t en 
sidade (dos valores p o s s í v e i s das grandezas), sendo 
por exemplo a n o ç ã o de probabi l idade de p r e s e n ç a 
duma p a r t í c u l a num elemento de volume s u b s t i t u í d a 
pela n o ç ã o de intensidade de p r e s e n ç a da p a r t í c u l a 
nesse volume. 

2. ° A s f u n ç õ e s de onda nos e s p a ç o s de c o n f i g u 
r a ç ã o para sistemas do mais de uma p a r t í c u l a são 
consideradas da mesma natureza que as f u n ç õ e s de 
onda para sistemas de uma ú n i c a p a r t í c u l a . Ora» 
existem d i f e r e n ç a s essenciais entre estes dois casos' 
A o passo que as f u n ç õ e s de onda de sistemas « m o n o -
p a r t i c u l a r e s » descrevem estados reais, as f u n ç õ e s no 
e s p a ç o de c o n f i g u r a ç ã o para sistemas « p l u r i p a r t i c u -
l a r e s» servem apenas para descrever os estados v i r 
tuais , is to é os estados em que se encontrar iam os 
sistemas se as p a r t í c u l a s que os c o m p õ e m , cm vez de 
se encontrarem, num determinado momento, nas po
s ições que ocupam efectivamente se encontrassem em 
qualquer out ra p o s i ç ã o . É precisamente este c a r á c t e r 
puramente v i r t u a l das f u n ç õ e s de onda que permite 
compreender a s i g n i f i c a ç ã o f í s i c a dos e s p a ç o s de 
c o n f i g u r a ç ã o e da indiscernib i l idade . 

3. " A d e d u ç ã o da e q u a ç ã o de onda para um sis
tema p l u r i p a r t i c u l a r é f e i t a por uma g e n e r a l i z a ç ã o 

da r eg rada M e c â n i c a O n d u l a t ó r i a que faz corresponder 
os operadores de d e r i v a ç ã o espacial e temporal aos 
momentos e à energia. Ora, é pos s íve l deduzir esta 
e q u a ç ã o por um processo mais fundamental , u t i l i zando 
apenas a indiscernibi l idade de p a r t í c u l a s da mesma 
espéc ie . 

As t r ê s c a r a c t e r í s t i c a s que acabamos do apontar 
são de resto comuns à grande maio r i a dos l iv ros 
e m e m ó r i a s de f í s i c a t e ó r i c a q u â n t i c a . Por um lado 
a vaga de indeterminismo que assola a c i ê n c i a con
t e m p o r â n e a e a que poucos f í s i cos t ê m resistido, 
v a i obscurecendo os fundamentos da M e c â n i c a Ondu
l a t ó r i a , interpretando infundadamente as chamadas 
r e l a ç õ e s de « i n c e r t e z a » das medidas s i m u l t â n e a s de 
grandezas « c a n o n i c a m e n t e c o n j u g a d a s » e fazendo uma 
s e p a r a ç ã o a r b i t r á r i a e cosmologicamente insusten
t á v e l entre observador e objecto observado. Por outro 
lado, a c o n f u s ã o entre f u n ç õ e s de onda de estados 
reais e f u n ç õ e s de onda de estados v i r tua i s n ã o deixa 
ver que é p o s s í v e l estabelecer nma M e c â n i c a Ondula
t ó r i a cujas f u n ç õ e s de onda descrevam duma maneira 
n ã o a r b i t r á r i a o conjunto dos c o r p ú s c u l o s elementares 
do e s p a ç o - t e m p o sem s e p a r a ç õ e s entre observadores 
e sistemas observados. 

António Gião 

6 7 — F L E T C H E R , A . , M I L L E R . J . C. P. and 
R O S E N H E A D , L . — A n Index of Mathematical 
Tables, London, 1946 — Sc ient i f ic C o m p u t i n g Ser
vice, L t d . 

M a t e m á t i c o s , f í s i cos , engenheiros, a s t r ó n o m o s , esta
t í s t i c o s e todos aqueles que, acidental ou f requente
mente, t ê m de u t i l i z a r ou elaborar tabelas de f u n ç õ e s 
para a i n v e s t i g a ç ã o ou para as variadas a p l i c a ç õ e s 
à t é c n i c a , f i c a r am devendo aos Autores deste Index 
um enorme se rv i ço pela economia de tempo nas con
sultas de bibliotecas, ou na r e p e t i ç ã o escusada de 
cá lcu los , e pela fonte de numerosas e preciosas i n f o r 
m a ç õ e s que a p u b l i c a ç ã o fornece guiando e fac i l i t ando 
a c o n s t r u ç ã o de novas tabelas. 

N ã o se t r a t a duma simples c a t a l o g a ç ã o das tabelas 
publicadas a t é hoje desde o sécu lo x v i mas s im duma 
ordenada e in te l igente c o m p i l a ç ã o . 

Para poder ser u t i l i zado com provei to o Index, 
é i n d i s p e n s á v e l a l e i t u r a da I n t r o d u ç ã o onde os A u 
tores ind icam como planearam a obra e nos d ã o i n d i 
cações da maneira de doía nos servirmos. Apresen-
tam-nos em seguida uma l i s t a das abreviaturas 
u t i l izadas para indicar os meios de i n t e r p o l a ç ã o que 
uma tabela refer ida nos fornece. 

Segue-se a 1." parte do índ i ce , re la t ivo às f u n ç õ e s , 
compreendendo 24 secções , cada uma agrupando um 
t ipo , ou c o n g é n e r e s , de f u n ç õ e s . É i m p o s s í v e l resumir 
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o c o n t e ú d o destas secções apontando a simples t í t u l o 
de i l u s t r a ç ã o : n ú m e r o s pr imos, p o t ê n c i a s de n ú m e r o s , 
fac tor ia is , coeficientes b inomiais , n ú m e r o s de Ber
nou l l i e de Euler , logar i tmos, f u n ç õ e s t r i g o n o m é t r i c a s 
naturais e seus logari tmos, f u n ç õ e s circulares inversas, 
f u n ç õ e s h iperpóTicas , f u n ç ã o 1" e B , f u n ç ã o de Legendre. 
Bessel, e l í p t i c a s , etc, etc. 

Para cada tabela de f u n ç õ e s c i tada é indicado 
o n ú m e r o de decimais ou de algarismos s i g n i f i c a 
t ivos, os valores extremos e a e q u i d i s t â n c i a dos 
valores do argumento, as facil idades que a tabela 
fornece para efeitos de i n t e r p o l a ç ã o , os erros que 
dada ed i ção apresenta, etc. 

A 2.* parte c o n t é m a B i b l i o g r a f i a por autores das 
p u b l i c a ç õ e s abrangidas na 1.* parte. 

Te rmina o Index por um índ i ce a n a l í t i c o da 1.* parte. 
Anter iormente à p u b l i c a ç ã o desta obra eram ún i cos 

auxil iares uma l i s ta elaborada pelo D r . Comrie, do 
« S c i e n t i f i c Comput ing Serv ice» publ icado em «Mon-
th ly Notices of the R o y a l As t ronomica l Soc ie ty» e o 

j ornai americano « M a t h e m a t i c a l Tables and other 
A i d s to C o m p u t a t i o n » , cu ja e x i s t ê n c i a em Po r tuga l 
ignoramos. » 

Julgamos que todas as bibliotecas c i e n t í f i c a s , obser
v a t ó r i o s , l a b o r a t ó r i o s , centros de estudos c i e n t í f i c o s 
e v á r i o s dos nossos se rv i ços p ú b l i c o s devem possuir 
esta obra como valioso aux i l i a r . 

Manuel Zaluar 

6 8 — C O L E R O O K , F . M . — Basic Mathematics 
for Radio Students, Wireless W o r d — I l i f e & Sons 
L t d . — Dorset House, S tamford Str., London . 

O l i v r o pretende dar o essencial para que o estudante 
de assuntos de r á d i o possa abordar os problemas que 
este lhe põe , e consegue-o. Nos pr imeiros cinco ca
p í t u l o s o autor estuda gradualmente as ideias funda
mentais da álgebra, ou melhor a s imbologia da á l g e 
bra e as o p e r a ç õ e s a l g é b r i c a s , depois as equações e os 
números complexos, a continuidade, os limites, as séries 
e por f i m noções de geometria e trigonometria, tendo 
sempre em vis ta as suas a p l i c a ç õ e s . 

No c a p í t u l o V I aborda o estudo do cá lcu lo d i feren
c i a l e i n t eg ra l e f inalmente no c a p í t u l o V I I faz a p l i 
c a ç ã o do estudo fe i to a problemas da r á d i o , ou me
lhor de electricidade aplicada. 

O l i v r o é de formato reduzido com 270 p á g i n a s ; é 
por isso um l i v r o essencialmente p r á t i c o onde os factos 
f í s i cos , em geral, d ã o a s u g e s t ã o ou j u s t i f i c a ç ã o da 
teoria . N ã o põe , no entanto, inte i ramente de lado 
toda a j u s t i f i c a ç ã o t e ó r i c a da m a t é r i a apresentada. 

E m p r i n c í p i o o l i v r o dirige-se aos estudantes de 
r á d i o , mas, como o autor diz, as i d é i a s b á s i c a s da ma

t e m á t i c a são comuns a todas as suas a p l i c a ç õ e s e o 
l i v r o pode assim ser ú t i l a todos os que queiram es
tudar a f í s i c a com vis ta ás suas imediatas a p l i c a ç õ e s . 

Jose da S l l ra Paulo 

6 9 — F E R R E I R A D E M A C E D O , A . A . — A G e o 
metria ao a l cance de toda a gente — V o l . 2 — Col . 
«Cosmos» . 

Neste volume apresenta o autor o estudo i n t u i t i v o 
das á r e a s e volumes de alguns só l idos , precedidos de 
um breve mas essencial estudo da geometria do e s p a ç o . 

Pela clareza da m a t é r i a exposta recomenda-se a 
todo o i n d i v í d u o que pretenda adqu i r i r uma cu l tu ra 
elementar sobre a geometria ; pela s i s t e m a t i z a ç ã o , 
p r e c i s ã o e e x a c t i d ã o dos conceitos, aconselha-se a sua 
l e i tu ra a todo o candi la to a uma escola superior e 
aos alunos dos anos mais adiantados do curso l icea l . 
E m especial para os alunos que f requentam ac tua l 
mente o 5." ano, o l i v r o é da m á x i m a u t i l idade por 
estar em f lagran te harmonia com os programas 
vigentes. 

Este segundo volume bem como o pr imei ro , const i 
tuem preciosos e valiosos l ivros de i n i c i a ç ã o m a t e m á 
t ica , pela s e g u r a n ç a c i e n t í f i c a e expos i ção p e d a g ó g i c a 
que uma le i tu ra cuidadosa p õ e em e v i d ê n c i a . Como 
exemplo veja-se logo de in í c io no l i v r o I p á g . 19 a 
maneira como o autor apresenta a « d i s t â n c i a entre 
dois p o n t o s » . Na frase — . . . é o que acontece quando 
nos encontramos num terreno plano, que podemos 
percorrer entre (dois pontos) A e D . . . , verif ica-se 
n ã o só a f ina l idade de aclarar um conceito, como a de 
evi ta r i n d u ç õ e s que levem erradamente a supor-se 
que a d i s t â n c i a m í n i m a entre dois pontos seja sempre 
um segmento de recta. 

Mais adiante, a p á g i n a s 27, d á o autor o s igni f icado 
da l inha recta. Para isso mater ia l iza-a no t r a ç o 
obt ido por uma ponta de um l á p i s que corre ao longo 
de uma r é g u a assento num papel. Se bem que n ã o 
t i r e dessa e x p e r i ê n c i a a d e f i n i ç ã o de l inha recta como 
eixo de r o t a ç ã o (por n ã o lhe interessar na o r i e n t a ç ã o 
tomada), completa-a por fazer indirectamente a l u s ã o 
a t a l d e f i n i ç ã o . 

A i n d a no mesmo l i v r o no Cap. I X apresenta a p l i 
cações p r á t i c a s dos conhecimentos expostos. 

No segundo l i v r o destaca-se a maneira como o 
autor in t roduz a n o ç ã o de perpendicularidade entre 
recta e plano, e as r e f e r ê n c i a s feitas à d i v i s ã o de â n 
gulos e de arco de c i r c u n f e r ê n c i a . 

Resumindo pode af irmar-se, que estes dois l ivros , 
escritos numa e x p o s i ç ã o corrente, são n o t á v e i s pelo 
r i g o r e s implicidade com que o autor t r a t a as ques
tões expostas. 

Joaquim de S. M. O. Calado 



MONOGRAFIAS DIDÁCTICAS SÔBRE ANÁLISE MATEMÁTICA: 1 

SÉRIES NUMÉRICAS 
por 

Lélio Gama 
Ex-professor Catedrático de Faculdade Nacional de Filosofia; 

da Academia Brasileira de Ciências ; do Observatório Nacional (Rio de Janeiro 

Capi tu lo I —Complementos de cá lcu lo dos l imi tes . 

C a p í t u l o I I — Noções fundamentais sobre os conjuntos de n ú m e r o s reais ou complexos. 

C a p í t u l o I I I —- Suces sões n u m é r i c a s . 

C a p í t u l o I V — Sé r i e s n u m é r i c a s . 

C a p í t u l o V — S é r i e s posi t ivas fundamentais . Escalas de c o n v e r g ê n c i a . 

C a p í t u l o V I — R e d u ç ã o à s s é r i e s fundamentais . 

C a p í t u l o V I I — P r i n c í p i o s de f o r m a ç ã o de c r i t é r i o s de c o n v e r g ê n c i a . 

C a p í t u l o V I I I — Pr inc ipa i s escalas de c r i t é r i o s de c o n v e r g ê n c i a . 

C a p í t u l o I X — C r i t é r i o s a p l i c á v e i s à s sé r i e s n ã o posi t ivas . 

C a p í t u l o X — C o n v e r g ê n c i a das s é r i e s de p o t ê n c i a s . 

C a p í t u l o X I — Processos elementares de s o m a ç ã o . 

C a p í t u l o X I I — S o m a ç ã o de algumas sé r i e s de p o t ê n c i a s . 

Capi tu lo X I I I — A d i ç ã o e m u l t i p l i c a ç ã o de s é r i e s . 

A primeira monografia em língua portuguesa sobre a teoria das séries numéricas. 

Livro indispensável na biblioteca dos engenheiros e estudantes de matemática. 

A elegância da exposição alia-se ao rigor num livro de carácter didáctico. 

Contém cerca de 300 exercícios criteriosamente seleccionados. 

P U B L I C A Ç Ã O D A J U N T A DE I N V E S T I G A Ç Ã O M A T E M Á T I C A 

INTEGRAL DE RIEMANN 
por 

Ru y Luís Gomes 

— Noções fundamentais da topologia do e s p a ç o euclideano. 

— Elementos da teoria das f u n ç õ e s n u m é r i c a s de um ponto do e spaço euclideano. 

— Teor i a da medida à Jordan. 

— D e f i n i ç ã o , i n t e r p r e t a ç ã o g e o m é t r i c a e propriedades dos in tegra is in fe r io r e superior de Darboux . 

— In teg ra l de Riemann. 

— In tegra l de I i ie inai in-St ie l t jes . 

— G e n e r a l i z a ç õ e s . 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 
P u b l i c a r á q u a t r o n ú m e r o s p o r a n o . 

P r e ç o : 1 0 e s c u d o s c a d a n ú m e r o 

C O N D I Ç Õ E S D E A S S I N A T U R A 

A a d m i n i s t r a ç ã o da Gazela de Matemática aceita, 
quando pedidas directamente, assinaturas anuais de 
quatro n ú m e r o s , ao p r eço de 30 escudos, para o que 
basta indicar o nome, a morada e o local da c o b r a n ç a . 
As assinaturas s ã o renovadas automaticamente no 
seu termo, salvo aviso p r é v i o em c o n t r á r i o . T ô d a s as 
assinaturas t ê m in íc io com o pr imei ro n ú m e r o publicado 
em cada ano. 

A S S I N A T U R A S G R A T U I T A S 

Todo o assinante que indique à a d m i n i s t r a ç ã o da 
Gazeta de Matemática dez novos assinantes b e n e f i c i a r á 
de uma assinatura g r a t u i t a durante o ano seguinte 
ao da sua assinatura. 

N Ú M E R O S A T R A Z A D O S 

Encontram-se completamente esgotados os n ú m e r o s 
5 a 1 1 , 13 e 14. Os restantes n ú m e r o s são vendidos aos 
p r e ç o s seguintes : 12, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21 e 23 
cada 6,50 escudos; 22, 24, 25, 26, 27, 28, 2 9 , 3 0 , 3 1 , 32 
e 33 cada 10 escudos ; n."» 1-4, 2.* ed., 40 escudos. 

C O L E C Ç Õ E S C O M P L E T A S 

O pequeno n ú m e r o de colecções completas ainda 
existentes destina-se a bibliotecas de escolas e esta
belecimentos of ic ia is sendo a sua venda fe i ta ao p r eço 
de 330 escudos (colecção dos 30 pr imeiros n ú m e r o s ) . 

P O N T O S D E E X A M E 

U m a das secções permanentes da Gazeta de Mate
mática 6 c o n s t i t u í d a pelos pontos de exame de a p t i d ã o 
à s universidades e pontos de exames de f r e q u ê n c i a e 
f ina is das cadeiras do m a t e m á t i c a das escolas supe
riores. A d i s t r i b u i ç ã o destes pontos pelos diferentes 
n ú m e r o s da Gazeta de Matemática é, em geral, a se
guinte : 

Exames de a p t i d ã o — n ú m e r o s de Ma io e Agos to . 

1. ° exame de f r e q u ê n c i a — n ú m e r o s de Novembro 
e Fevereiro. 

2. " exame de f r e q u ê n c i a — n ú m e r o de M a i o . 

Exames f ina is — n ú m e r o s de Ma io e Agosto . 

Cada um d ê s t e s n ú m e r o s p o d e r á publ icar e p u b l i 
c a r á outros pontos a l ém dos indicados na d i s t r i b u i ç ã o 
anterior . 

2.* E D I Ç Ã O D O V O L . 1 (N."' 1 a 4 ) 

Esta nova ed i ção oferece aos leitores da Gazeta de 
Matemática a possibilidade de completarem as suas 
colecções , no formato e c a r a c t e r í s t i c a s actuais e com 
textos cuidadosamente revistos. À nova ed i ção do 
pr imei ro ano s e g u i r - s e - á a do segundo ano, t a m b é m 
com o texto revisto e no formato actual . 

P r e ç o de 2.* e d i ç ã o d o volume 1: 40 escudos. 

ASSINE A « GAZETA DE MATEMÁTICA» 

C o n c o r r e r á , a s s i m , para o m e l h o r a m e n l o 
de uma rev is ra sem o b j e c t i v o s c o m e r c i a i s 

A d m i n i s t r a ç ã o da Gazeta de Matemática — Rua A l m i r a n t e Barroso, 20, r /c — L í s b o a - N 


