GAZETA

D E

MATEMATICA

JORNAL DOS CONCORRENTES AO EXAME DE APTIDAO E DOS
ESTUDANTES DE MATEMATICA DAS ESCOLAS SUPERIORES

ANO [IX N .° 35 FEVEREIRO-1948

SUMARIO

Introducao ao estudo das geometrias baseado no conceito
de transformacéo
por J. Sebastido e Silva

Sobre uma férmula simbélica de Topologia
por //. Hadtcigsr

Aplicacdes da Matematica
Propriétés magnétiques do la matiére on rotation por Antonio  Gido

Movimento Cientifico

Istiluto Romano di Cultura Mateméatica — Unido Matematica
Internacional — Sociedado Portuguesa de Matomatica— Colaboradores
da Gazeta de Matematica

Matematicas Elementares
Um probloma de Geometria Klomeutar
por Mario da Silva Jicli
Pontos de examos de aptidao as Escolas Superiores —1947
Matematicas Superiores
Pontos do oxamos do frequéncia e finais — Escolas portuguesas

e estrangeiras

Boletim Bibliografico
NUMERO AVULSO: ESC. I0fiO0

DEPOSITARIO: LIVRARIA SA DA COSTA / RUA GARRETT, 100-102 / LISBOA



GAZETA

DE

EDITOU—-Gazeta de Matematica, Lda.

RESPONSAVEIS

PEDAGOGIA
ASTRONOMIA

TEMAS DE ESTUDO

MATEMATICAS ELEMENTARES

MATEMATICAS SUPERIORES

PROBLEMAS

Junta de

Investigacao
A. Pereira Gomes,

M ATEMAT |

C A

ADMIXISTKADOR — A. S& da Costa

REDACGCGCADO
Redactor principal

Manuel

DE SECCOES:

Bento J. Caraca
Manuel Peres Junior

Junta de
rna ties

Invesligacdo Mate-

Anténio A. Lopes, J.da Silva
Paulo, Maria Pilar Ribeiro

A. Pereira Gomes, J. Sebas-
tido e Silva, L. G. Albuquer-
que, V. S. Barroso

Junta de Investigacdo Mate-
matica
Matematica : Ruy Luis Gomes,

Sede e Administracdo da Gazeta de Matematica

Almeida Costa,
Laureano Barros o F. Soares

— llua Almirante Barroso, 20, r/c —Lisboa-N

L. Novos Roal,

Zaluar

OUTROS

EM LISBOA

PORTO
BARCELONA
MADRID
MONTEVIDEO
PARIS

ROMA
ROSARIO
RECIFE

RIO DE JANEIRO

SAO PAULO
ZURICH

M. O. Miranda,

COMPONENTES

A. Ferreira de Macedo, A. Sa da
Costa, F.Carvalho Aradjo, J. Calado,
J. J. Rodrigues dos Santos, J. Mor-
gado, J. Remy Freire, J. Ribeiro de
Albuquerque, Luis Passos e Orlando
M. Rodrigues.

Delgado de Oliveira e Rios de Souza
Francisco Sanvisens

Sixto Rios Garcia

Rafael La Guardia

Paul Belgodere

Emma Castelnuovo

L. A. Santalé

Luiz Freire

Anténio A. Monteiro, Achile Bassi,
J. Abdellay e Leopoldo Nachbin
Omar Catunda

H. Wermus

M. G. P. Barros,

David

NO PRELO:
PUBLICACOES DA SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA
ALGEBRA MODERNA DE VAN DER WAERDEN
Vol. Fase. 1, (Cap.* 1 a 5: Numeros e conjuntos; Grupos;
Anéis e Corpos; Funcdes racionais inteiras; Teoria dos corpos)
Traducdo da 2." edicdo alemd por HUGO RIBEIRO Dr. em Sc. Mat. IE.T. H. Zurich!
I''uc,’0 para os assinantes da Gazeta de Matemética 80£00
EM PREPARACAO:

Traducao do fexto da 7" edigcdao da obra
FUNDAMENTOS DA GEOMETRIA DE D. HUBERT
Traducdo de Maria Pilar Ribeiro e José D. da Silva Paulo

TIPOGRAFIA MATEMATICA, LDA. — R. Almirante Barroso, 20 r/c — LISBOA - N.



ANO VNni-N.’ 35

GAZETA DE MATEMATICA Ffevereiro-im

repacTor principaL: M. Zaluar - eoitor: Gazeta de Matematica, Lda. - aominstraoor: A. S& da Costa

Composto na Tipografia Matemaética, Lda.— R. Almirante Barroso, 20, r/c— LISBOA-N

Introducéo

baseado No conceito

por J. Sebastido

No célebre programa de Erlangen'”, mostrou FELIX
KLEIN como oconceito de transformacédo permite ilu-
minar ainterdependéncia l6gica dos diversos concei-
tos da geometria, sugerindo novas conexfes e condu-
zindo auma visdo do mundo geométrico, que é a mais
penetrante, a mais racional e a mais dominadora a
gue se possa chegar. As ideias de F. KLEIN neste
campo foram também fecundamente exploradas por
SOPHUS L IE e por HENRI POINCARE — e a elas anda in-
dissoluvelmente ligado o nome de EVARISTE GALOIS,
gue tinha anteriormente introduzido o conceito de
«grupo», para o estudo daresolubilidade algébrica
das equacdes.

Nédo se limitaram estas pesquizas ao dominio da
geometria elementar, nem se reduziram aum simples
trabalho de classificagdo. Com acontribuicdo de va-
rios investigadores, entre os quais é forcoso destacar
o nome deELIE CARTAN, tem sido possivel chegar a
resultados de ampla projec¢do, mesmo fora do campo
da mateméatica. As aplicacdes destes resultados a fi-
sica e, emparticular, a teoria darelatividade, ndo
podem hoje de nenhum modo passar despercebidas.
E bem significativo ofacto™ de, algum tempo antes
da guerra, em Liége, ter sido concedido por unanimi-
dade o prémio MONTEFIORE a um engenheiro americano,
GABRIEL KRON, que mostrou como o uso das geometrias
mais gerais, aliado aoemprego do célculo matricial
e tensorial, permite simplificar e generalizar a reso-
lucdo de importantes problemas de electrotecnia, re-

<i) Programa exposto por F.KLEIN ao tomar posse duma céte-
dra da Universidade de Erlangeo, em 1872.

(2) Citado por LANGEVIN na sua ultima conferencia, de que se
publicou um extrato no n.° 31 da Gazeta de Matemética (pag. 16),

ao estudo

das geometrias
de transformacéo
e Silva

lativos a construcdo de maquinas de corrente continua
ou de corrente alterna™'.

Os artigos que vou aqui publicar sobre este assunto
terdo caracter elementar e divulgativo. Eles sdo dedi-
cados aos estudantes de matematica das nossas uni-
versidades, aos quais me pareceu que poderiamser
de algum auxilio no estudo da geometria, constituindo,
ao mesmo tempo, um pretexto para os por em contacto
com os problemas empolgantes dafilosofia da mate-
matica. Na apresentacdo dosassuntos, e em certas
demonstracdes, poderd também o leitor maisinformado
encontrar aqui alguma novidade.

1. Os conceitos primitivos da geometria eucli-
deana. E um facto geralmente conhecido que, em
geometria elementar, como em qualquer ciéncia dedu-
tiva, é necessario fixar como primitivas ou indefiniveis
certas nocdes, a partir das quais € possivel depois
definir formalmente todas as outras nogdes que se
apresentam no desenvolvimento légico da teoria—
chamadas, por isso mesmo, nog¢des derivadas. Todavia,
este facto s6 ficou devidamente esclarecido com a anéa-
lise légica das geometrias empreendida em fins do
século passado por varios mateméticos, entre os quais
HILBERT em lugar proeminente™.

Foi assim possivel demonstrar que, tomando como
elemento genérico do espago o ponto, e considerando
portanto as rectas e os planos como particulares con-

() De G. KRON é conhecida em Portugal entre outras a obra
Tensor Analysis of networks, WILEY, New York, 1939 (duma série
escrita no interesse doAdvanced Course in Engineering of the Ge~
neral Electric ~ Company).

9N Seré brevemente publicada umatraducgdo portuguesa da obra
de HILBERT «Grundlagen der Géométrie»,



juntos do pontos, sc podem adoptar como nocdes pri-
mitivas da geometria euclideana, por exemplo, a de
«recta», a de «situado entre» e a de «igualdade de
distancias» (sem falar ja do conceito de «ponto», nem
dos conceitos lo6gico-formais comuns a todas as cién-
cias dedutivas).

Em vez da nocdo de «recta» (como conjunto de pon-
tos), preferem ainda alguns autores tomar para primi-
tiva a nocdo de «colinearidade», referida a grupos de
trés pontos. Como se sabe, dizer que trés pontos
A ,B ,C sao colineares, equivale a dizer que existe
uma recta que os contém. Para indicar que esta
propriedade é verificada, faremos uso da expressdo
simbolica

Rt (A,B,C)

Trata-se portanto aqui duma relagdo ternaria, isto
é, duma propriedade relativa a ternos de pontos.

Um outro exemplo de relagdo ternaria é aquela a
que se refere a expressdo «situado entre». Para indi-
car que, sendo A, B, M trés pontos colineares, o
ponto M estd situado entre A e B, escreveremos,
simbolicamente

Tr (M; A,B) (ler: «M esta situado entre A e B»)
Finalmente, a nogdo de «igualdade de distancias»

consiste em saber quando é que, a respeito de quatro
pontos A,B ,C, D, se diz que a distancia de A a B

(ler: «A ,B ,C sdo colineares») .

e igual a distancia de C a D ; facto que podemos
traduzir mais brevemente pela expresséo :
dist (A,B) = dist (C,D)

Trata-se portanto duma relagdo quaternaria. Veremos
contudo mais adiante que, em vez desta relacédo, basta
tomar como primitiva anogdo de «equidistancia», apli-
cada a grupos ordenados de trés pontos. Para indicar
gue dois pontos A e B sao equidistantes dum terceiro
ponto C ou (0 que é 0 mesmo) que o ponto C é equi-
distante de A e de B, usaremos a abreviatura:

Eq (A,B; C) (ler: aA e B sdoequidistantes de C»).

Posto isto, importa observar que as trés referidas
nogdes (correspondentes aos simbolos «Ri», «Tr» e
«Kg») ndo sdo ainda independentes entre si. Assirn>
p or exemplo, a nogdo de colinearidade pode ser defi-
nida a partir da nocdo de equidistancia: «Diz-se que
trés pontos distintos A ,B ,C sdo colineares, quando
ndo existe nenhum ponto que seja equidistante de A,
de B e de C; isto é, qguando néo existe nenhum ponto A'
tal que se tenha ao mesmo tempo: Eq (A,B; X)>

(1) £m vez do simbolo «£7», usa IIILBERT O simbolo «Gr»
(de «Geradei», recta) e, em vez do simbolo «7V» que introduzi-
mos mais abaixo, usa o simbolo «Tit» (de «zwischen», entre).
Veja-se IJILBERT und BERNAYS, E@ rundlagen der Mathematik»
Springer, Berlim, 1934.
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Eq (B,C; X)». (E preciso néo perder de vista que,
enquanto nada se diga em contrario, estas considera-
cdes se referem ao espago euclideano, isto é, ao conjunto
de todos os pontos possiveis na geometria de EUCLIDKS
—"conjunto que designaremos por Rj) .

Por outro lado, teremos a oportunidade de ver que
a relacdo de «situado entre» é— por muito estranho
que tal parega—logicamente exprimivel na relacdo de
colinearidade. E deste modo chegaremos a conclusao
de que a nogdo de equidistancia pode ser tomada como
Gnica nocgdo primitiva da geometria euclideana. Toda-
via, quando se trata de desenvolver sistematicamente
a geometria euclideana a partir dos postulados, reve-
la-se mais cémodo, e sobretudo mais natural, assumir
como primitivas as trés referidas nocdes : a de «coli-
nearidade» (ou de «recta»), a de «situado entre» e a
de «equidistancia».

2. Nog¢des métricas e nogdes afins. Ohamam-se
nogdes afins ou descritivas aquelas nog¢des da geome-
tria euclideana que podem ser definidas partindo uni-
camente das nogdes de «recta» e de «situado entre» <.

Dizem-se métricas as nogdes euclideanas em que
intervém necessariamente o conceito de equidistancia.

Importa desde logo observar que, além das nogGes
métricas euclideanas (que poderiamos também deno-
minar nogdes métricas relativas), ha ainda a considerar
as nocgbes métricas absolutas. Quando eu digo, por
exemplo, que um dado segmento mede 5cm, enuncio
uma propriedade métrica absoluta, visto que néo é
possivel, de modo nenhum, definir o conceito de «cen-
timetro» a partir do conceito de «igualdade de dis-
tancias» ; mas se eu disser, por exemplo, que a razdo
entre um dado segmento AB e um dado segmento CD
é igual a 5/3, entdo sim, terei afirmado um facto
respeitante a geometria euclideana. E interessante
notar ainda que —ao contrario do que sucede com as
unidades de medida de segmentos —as unidades de
medida de angulos (grau, radiano, etc.) constituem
nogdes métricas euclideanas.

Chama-se geometria afim aquela parte da geometria
euclideana que se limita ao estudo das nocdes afins.
Entre estas, apresentam se em primeiro lugar a nogdo
de «plano» e a de «paralelismo»: «Dadas duas rectas
a e b distintas, com um ponto comum Al, chama-se
plano definido por a e por b, ao conjunto dos pontos
de todas as rectas que intersectam ao mesmo tempo
a e 6 em pontos distintos de M ™. Duas rectas dizem *

Cl E claro que, sendo a nogdo de «situado entre», como vere-
mos adiante, definivol a partir da nocéo de «recta», bastaré definir
nocdes afins como aquelas nogdes geométricas que se podem ex-
primir logicamento na nogdo de colineariedade.

(@ Os planos sao pois todos 0s conjuntos' de pontos assim
gerados, C sO esses.
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-se paralelas quando, pertencendo a um mesmo plano,
ou ndo tém nenhum ponto comum ou sao coincidentes».
Como se V&, ndo chega a intervir nestas definigbes o
conceito de «equidistancia», nem sequer o de «situado
entre».

Sdo ainda nocdes afins as de «semi-recta», «semi-
-plano», «segmento de recta», «poligono», etc., que
se reduzem imediatamente as nogles de «recta» e
de «situado entre». Mas ndo é uma nogdo afim a de
«igualdade de segmentos» : «Dizer que dois segmentos
AB e CD sdo iguais (ou congruentes) equivale a di-
zer que dist {A,B)=dist (C, Z))». Para indicar que
dois segmentos AB e CD sdo iguais, podemos também
escrever AB = 7ID'».

Observe-se todavia o seguinte facto,de importancia
capital para o que segue: O conceito de igualdade de
segmentos s6 & um conceito métrico enquanto referido a
segmentos n&do paralelos (isto é, ndo pertencentes a
rectas paralelas), reduzindo-se a conceito afim, quando
aplicado a segmentos duma mesma recta ou de rectas
paralelas. Com efeito, sabe-se que: 1) dados dois se-
gmentos AB e CD contidos em rectas paralelas néo
coincidentes, dizer quo os segmentos AB e CD séo
iguais, equivale a dizer que eles sdo os lados opostos
dum paralelogramo (isto é, equivale a dizer que se
verifica uma, pelo menos, das relagdes: ACjjBD,
ADjjBC) ; 2) dados dois segmentos AB e CD conti-
dos numa mesma recta r, dizer que AB=CD, equi-
vale a dizer que existe pelo menos um terceiro
segmento EF, contido numa recta * paralela a r (mas
distinta de r), de modo que se tenha, simultaneamente:
A~B=TE~F, ~Cb=WN\ ">

Uma consequéncia fundamental deste facto é a se-
guinte: O conceito de «razdo entre dois segmentos» rc-
duz-se a conceito afim, quando referido a segmentos
paralelos. Com efeito, recordemos as seguintes defini-
¢cOes: «Dados dois segmentos AB e CD: 1) diz-se que
AB =n +CD (com n inteiro), quando existem n+1
pontos distintos P, ,P\ ,ee¢ P, pertencentes a recta
AB , tais que: P=A, P,Pi=PiP,=ee=P,  P,=
= CD, P,,=B; 2)diz-se que AB=mjn .CD (commen
inteiros) quando existe pelo menos, um terceiro se-

0) Transigimos aqui com a tradicdo, usando o sinal «= » para
exprimir igualdade enclideana (ou congruéncia) e o sinal *= »
para oxprimir coincidéncia (ou identidade). Todavia, moderna-
mente, usa-se o sinal «= » para exprimir identidade e um outro
sinal para exprimir igualdade  geométrica.

i'i> E assim que se reconhece o facto (a que ja atras aludimos)
de ser possivel tomar como primitiva a relag5o ternaria de equi-
distancia, em vez da relacdo de igualdade de distancias referida
a dois pares de pontos.

gmento EF tal que: AB =m- EF, CD"™ n-+ EF;
3) diz-se que AB =a. *CD (com stirracional), quando,
dado um ndmero racional r qualquer, se tem: AB>
> «CD ou AB<Lr-CD, conforme for a>r ou
a<r» "> Ora é facil ver, depois do que atras foi dito,
que, tratando-se de segmentos paralelos, as defini¢des
precedentes ndo exigem outros conceitos primitivos
além dos de «recta» e de «situado entre» (as duas
primeiras ndo exigem sequer o conceito de «situado
entre»).

Em particular, sdo nogfes afins: a de «paralelo-
gramo», a de «trapézio», a de «ponto médio dum se-
gmento», a de «baricentro dum tridngulo» (ponto de
interseccdo das medianas), a de «figuras homotéticaa
entre si», etc. etc. Mas ja a nogdo de «ortocentro dum
triangulo» (ponto de concurso das alturas), a de «cir-
cunferéncia», a de «tridngulo escaleno», a de «losango»
a de «perpendicularidade», a de «a&ngulo agudo»,
etc. etc. —sdo nogdes euclideanas ndo afins, como
teremos ocasido de verificar.

3. Transformag¢des pontuais. Sejam Ste St*dois
conjuntos de pontos quaisquer. Chama-se transfor-
macdo pontual univoca de St sobre St* toda a operacdo
* que faga corresponder a cada ponto P de fl, um
e um soO, ponto P* de St*, chamado a imagem ou o
transformado de P por meio de <t>, e que se poderd
designar pelo simbolo * (P) :

P*=*(P).

O ponto varidvel P* de €1* dir-se-4 ainda fungéo
univoca do ponto variavel P de Sle Quando se tem
St=St*,  diz-se que * é uma transformagdo univoca
do conjunto & sobre si mesmo.

A transformacdo univoca * de St sobre St*dir-
-se-4 uma transformacdo biunivoca ou reversivel (de St
sobre SI*), quando, para cada ponto P* de St*, exis-
tir um, e um s@, ponto P de St, do qual P* seja a
imagem por meio de *; isto é, tal que * (P) = P*.
Em tal hipdtese, chama-se transformacédo inversa de
<p, e representa-se por <p-, a transforma¢do de St*
sobre St que faz passar de P* para P; em simbolos:

P= (P*).

Exemplos: 1) Seja St o espago inteiro, isto é:
a = R3, e seja St* um plano a qualquer, isto é:
£i* = a. Se fizermos corresponder a cada ponto P do
espagco a sua projec¢do P' sobre a, segundo uma
direccdo determinada d (ndo paralela a a), a corres-
pondéncia P -»P' assim definida ser4& uma transfor-

(i) Como se sabe, dados dois segmentos MN e PQ, diz-se que
jtfA'<py, quando existe um ponto A" aituado entre P e Q tal
que PA*=53,



macdo univoca de R3sobre a; mas ndo uma transfor-
macdo biunivoca de R, sobre a, porque, dado um
ponto At qualquer de a, existem infinitos pontos de
R3 cujas projeccdes coincidem com M: todos os pontos
da recta projectante que passa por M.

2) Sejam agora dois planos quaisquer, a o p.
A operagdo * que faz corresponder, a cada ponto P
de a, a projeccdo P' desse ponto sobre @ segundo
uma determinada direc¢do d (ndo paralela a no:ihum
dos planos), é visivelmente uma transformagao biuni-
voca de ot sobre 3, cuja transformagdo inversa, <I>
é a que consiste em passar, de cada ponto de |3, para
a projeccdo desse ponto sobre et, segundo a mesma
direc¢do d.

3) Exemplos notaveis de transformacdes biunivocas
do espago R, sobre si mesmo ou dum plano sobre si
mesmo sao as homotetias, as rotacbes, as translacdes
e as simetrias: a) Chama-se homotetia de centro O
e de razdo r a transformagdo que faz corresponder a
cada ponto P=E O o ponto P* tal que OP*\OP = \r\
ficando P e P* do mesmo lado ou de lados opostos a
respeito de O, conforme r for positivo ou negativo;
ao ponto O correspondera o préprio ponto O, o que
se exprime dizendo que O ¢é invariante para a
transformacédo considerada b) Chama-se translacdo
definida pelo segmento orientado AA* a transfor-
macdo que faz corresponder a cada ponto P o ponto
P* tal que os segmentos PP* e AA* resultem equi-
polentes (isto é, com 0 mesmo comprimento, a mesma
direccdo e o mesmo sentido) . c¢) Chama-se rotagdo
do plano, de centro O e de amplitude 6, a transfor-
macdo que deixa o ponto O invariante e transforma
cada ponto P=£0 no ponto P* tal que: dist (P*, 0) =
= dist(P, 0), POP* = 6. Quanto as rotaces do
espaco em torno dum eixo, a definicdo é andloga.
d) Cada simetria é, como se sabe, definida por um
ponto, por uma recta ou por um plano.

4. Transformag¢des afins. Seja 0 uma correspon-
déncia pontual biunivoca entre dois planos a e a*
(distintos ou coincidentes) ou entre o espaco inteiro R,
e ele mesmo. Diz-se que 0 é uma transformacdo afim
ou uma afinidade, quando respeita a relagdo de coli-

di E claro que, so for r= I, todos os pontos seréo invariantes,
o entdo a homotetia serd a chamada «transformagédo idéntica»
ou «identidade». Notemos ainda quo a transformacdo inversa
da homotetia do centro O o de razdo r 6, precisamente, a homo-
tetia do centro O e de razédo t/r .

(2 E facil ver que a transformagéo inversa da translagdo de-
finida por AA* ¢ a translacdo definida por A*A. E claro que,
se for A= A*, a translagdo se reduz a identidade.

(3 A transformacéo inversa da rotacdo de centro O e de am-
plitude 9 é a rotagdo de centro O e de amplitude —9. Se 9=0,
a rotacdo reduz-se a identidade.
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nearidade, isto é, quando transforma pontos A ,B, C
colineares em pontos A*, B*, C* ainda colineares —
0 que, em simbolos, se pode exprimir do seguinte
modo :
(1) Bt(A,B,C)-*Rt
sendo

(A*, B*, C¥), <>>

A* = 0 (A), B*=¢ (B), C*=© (C).

Exemplo duma transformacdo afim é a projecgdo
dos pontos dum plano & sobre um outro plano p, se-
gundo uma direc¢do d que ndo seja paralela nem ast
nem a p. Sé&o afinidades as homotetias, as rotacdes,
as translagdes e as simetrias ; mas estas, além da re-
lagdo de colinearidade, respeitam ainda a relacao
de equidistancia (chamam-se por isso transformagdes
eiwlideanas ou de semelhanga), o0 que ja nao acontece
geralmente, a respeito da projecgdo paralela dos pon-
tos dum plano sobre outro plano.

Ja especificamos que as afinidades sdo tranforma-
cBes pontuais entre dois planos ou entre o espaco Rj
e ele mesmo. No segundo caso, a afinidade dir-se-a
espacial ou sblida;  exemplos de tais afinidades sédo
as homotetias espaciais, as simetrias obliquas em re-
lacdo a um plano, etc., etc.

TEOREMA. A transformagdo inversa duma afinidade
(biunivoca) € ainda uma afinidade <™.

(Demonstraremos este teorema apenas para 0 caso
das afinidades entre dois planos ; para o caso das afi-
nidades sélidas, a demonstracdo pode fazer-se de modo
analogo). Sejam pois a.e a* dois planos quaisquer,
distintos ou coincidentes, e seja 0 uma transformacao
afim (reversivel) de a sobro a*. Suponhamos, por um
momento, que a transformagdo O* ndo é uma afini-
dade : quer isto dizer que existem pelo menos trés
pontos colineares A*, B*, C* de %* os quais sdo trans-

formados por 0" em trés pontos A,B,C (de a) ndo
colineares (fig.1). Mas seja entdo P* um ponto de a*
ndo pertencente a recta A* B* (= B* C*). E claro

ftJ O sinal «->» deve ler-so «implica».

Muitos autores chamam afinidade espacial a transformacéo
afim entre dois planos distintos, reservando a denominacéo «afi-
nidade plana» para o caso das transformacgdes afins dum plano
sobre si mesmo.

i3> Quando nada se diga om contrario, subentende-se que as
afinidades sédo transformagdes reversiveis.
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gue oponto P de «, correspondente ao ponto P* de **
(segundo e-') ndo pode pertencer a nenhuma das rec-
tas AB, AC e BC, de contrario o ponto P* (sendo ©
uma afinidade) pertenceria a A* B* (= B*C*) —con-
tra o que supusemos. Por outro lado, se P néo per-
tence a nenhuma das rectas AB, AC e BC, sera
sempre possivel conduzir por P uma recta que encon-
tre em dois pontos distintos M , \ duas das rectas
AB, AC e BC (por exemplo, 42? e 7iC) e, como 0s
transformados M*, N* de M, iV por meio de ©
devem pertencer a 4* Z>* (= B* C*), tambhém P* de-
veria pertencer a 4* B*(=M* N*) —o0 que é ainda
contrario ao que supusemos. Tem-se pois que a trans-
formacédo biunivoca ©" de a* sobre a naopode deixar
de ser uma afinidade. g.e. d.

Podemos ainda exprimir este teorema dizendo que as
afinidades respeitam nos dois sentidos ou deixam inva-
riante a relacdo de colinearidade, e poderemos escre-
ver, em vez de (1), a condicdo mais explicita

@ Bt(AB ,C)ZRH{A*,B*,C*),

que é, como acabamos de ver, equivalente a (1).
Ora o estudo das geometrias mediante o conceito de
transformacgdo assenta precisamente sobre o seguinte

Principio fundamental. « umatransformacdo biu-
nivoca respeita nos dois sentidos uma dada nocdo ou
um dado conjunto de nocgoes, respeita  necessariamente
qualquer outra nogdo quese possa definir logicamente a
partir das primeiras.  Reciprocamente, se uma nogao é
respeitada por todas as transformacgles biunivocas que
deixam invariantes as nogOes dadas, ela serd logica-
mente exprimivel a partir destas **".

Deste modo, qualquer nocdo afim serd respeitada
por todas as possiveis transformacgdes afins, visto que
as nogOes afins sdo, por definicdo, todas aquelas que
se podem exprimir logicamente no conceito de coli-
nearidade (admitindoja que o é também a nocdo de
«situado entre») e as transformacOes afins sdo, por
defini¢do, precisamente aquelas que respeitam a no-
¢cdo de colinearidade. Tem-se pois que toda a trans-
formacdo afim deve transformar planos em planos,
rectas paralelas entre si emrectas paralelas entre si, 0
ponto médio dum segmento no ponto médio do transfor-
mado Jesse segmento, o baricentro dum tridngulo no
baricentro do transformado desse tridngulo, etc., etc.

Se quisermos demonstrar directamente, prescindindo
do anterior principio fundamental, que um dado

(I) K este um teorema perteoceute a um novo ramo da mate-
matica, chamado melamatemat Ua ou sintaxe. No que se refere & sua
primeira parte, a voracidade desta proposi¢do pode ser reconhecida
mesmo intuitivamente. Exemplo dum outro toorema de mota-
matomatica é o principio da dualidade da geometria projectiva.

conceito afim é respeitado por todas as transformagdes
afins, ndo temos mais do que seguir pari 2>ctssu a
definicdo desse conceito. Seja, por exemplo, a nogdo
de «paralelismo» : consideremos uma transformacgéo
afim, 0, entre dois planos a e a* e proponhamo-nos
demonstrar que © transforma necessariamente rectas
paralelas entre si em rectas paralelas entre si; supo-
nhamos entdo, por um momento, que tal ndo acontece,
isto é, que existem duas rectas a,b de a, paralelas
entre si, as quais sdo transformadas por © em duas
rectas a*,b* (de a*) ndo paralelas entre si: quere
isto dizer, segundo a definicdo de paralelis7no, que as
rectas a*, b* terdo um (e um sdé) ponto comum P*;
mas, sendo assim, também as rectas a, b devem
ter um, e um sO, ponto comum, que sera O ponto
P = 0' (P"): ora isto é contrario a hipotese de ser
a paralela a b.

Este e outros exemplos ddo uma idea de qual possa
ser o espirito duma demonstracdo geral do anterior
principio, pelo menos no que se refere & sua primeira
parte.

Consideremos agora a nocdo de «igualdade de seg-
mentos». E um facto bem conhecido que, em projec-
cdo paralela, dois segmentos iguais entre si, excep-
tuadas posicdes particulares, se projectam segundo
dois segmentos desiguais — o que significa, portanto
segundo o anterior principio, que o conceito geral de
igualdade de distancias n&o é redutivel ao de colinea-
ridade. Existe portanto toda uma classe de nogoes
euclideanas nédo afins (a que ja no n.° 2 chamamos
nogdes métricas) ; tais sdo, por exemplo—além da nogédo
geral de equidistancia — a de perpendicularidade, a
de bissectriz dum angulo, a de losango, a de baricen-
tro dum tridngulo, etc., etc. Que estas nog¢des ndo
sdo afins, podemos reconhecé-lo agora, observando que
ndo sao necessariamente respeitadas por projeccdo
paralela.

Todavia, como ja vimos no n.° 2, a nogdo de igual-
dade de segmentos (e portanto a de razdo entre dois
segmentos) reduz-se a conceito afim, quando referido
a segmentos paralelos. Tem-se pois que a razdo entre
dois segmentos paralelos € necessariamente  respeitada
por toda a transformacdo  afim.

5. Determinagdo de lodas as possiveis trans-
formacoes afins. Consideremos um plano a qualquer
e, sobre a, trés pontos O, A, B, n&o colineares, fixa-
dos ao arbitrio (fig. 2).

Sendo agora P um ponto qualquer de a, designe-
mos por P' a projeccdo de P sobre OA paralela-
mente a OB, e por P a projec¢do de P sobre OB
paralelamente a OA ; designemos ainda por x a razédo
OP'JOA, afectada do sinal + ou —, conforme A e P*
estiverem do mesmo lado ou de lados opostos em rela-



cdo a 0, e por y a razdo OP"/OB, afectada do
sinal + ou do sinal — conforme P" e B estive-
rem do mesmo lado ou de lados opostos em relagdo a O.
Diremos entdo que x ,y sao, respectivamente a 1.*e a

2.* coordenada (ou a abscissa e a ordenada) do ponto P
a respeito do referencial [OAB].  Assim, porexemplo,
no caso da fig. 2, tem-se a&=2/5,j/=4/3.

Deste modo, a cada ponto P de a, ficara a corres-
ponder M»i, e um sé, par ordenado (a-,y) de nimeros
reais; reciprocamente, para cada par ordenado (X,y)
de nimeros reais existird um, e um s@, ponto P de a
que admite x,y como abscissa e ordenada a respeito
de [OAB]. Além disso, a relacdo de colinearidade
poderad agora ser traduzida por meio das coordenadas,
de maneira independente do referencial considerado :

Dados trés pontos de a, Pi(xj,yi), P202,12)"
P3 (x,,y.,), condicdo necessaria e suficiente para que
Pj, P2,P3 sejam eolineares & que se tenha
3) {yi-yi)I(xi-xu - (2/2-2/3)/10%2-K,)

Esta proposi¢cdo € uma consequéncia imediata do
teorema de TALES O do seu reciproco.

Consideremos agora um outro plano, a (podendo
ser, em particular, a= a), e seja 0 uma afinidade
de a sobre a. Em tal hipdtese, os pontos né&o coli-
neares 0,A,B, serdo transformadospor O em pontos
nao colineares O, A ,B ; por outro lado, sendo P o
transformado de P por meio de 0, as projecgdes
P', P" de P, respectivamente, sobre OA e sobre OB,
paralelamente a OB e a OA, serdo transformadas,
respectivamente, nas projeccdes P' e P" de P sobre
OA e sobre OB, paralelamente a OB e a OA (visto

Sobre uma formula

Tradugdo dum artigo publicado em Elemente der Mathematik,

por

A presente Nota trata duma foérmula topolégica
elementar da geometria plana que, apesar de nao
revelar resultados novos para os topologistas, merece
no entanto ser considerada na forma simbodlica que lhe
daremos.

Encarada assim, a férmula em questdo resume dife-

simbodlica
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que a relagdo de paralelismo é respeitada por 0).
Deste modo, atendendo a que razao entre dois seg-
mentos de um mesma recta é uma propriedade afim,
chega-se finalmente a conclusdo de que as coordena-
das de P em relacdo ao referencial [O A B] coinci-
dem com as coordenadas X, y de P em relagcdo a
[OAB]. A afinidade O fica portanto  determinada
uma vez conhecidos ospontos O, A ,B de a.em que sao
transformados por O os pontos do referencial [OAB]
de a.: basta fazer corresponder, a cada ponto P de a,
oponto-Pie», cujas coordenadas em relagdo a [O AB]
sao precisamente as mesmas que as de P em relagdo a
[OAB] .

Reciprocamente, tomados trés pontos nao colineares
O,A,B sobre a, completamente ao arbitrio, existe
sempre uma, e uma so, transformacao afim O dea. sobre X,
tal que~O=¢e (O),A=0(A),B=0 (B) eéa trans-
formacdo quefaz corresponder a cada ponto P de a, o
ponto P de 7.cujas coordenadas emrelagdo a[OAB]
sdo precisamente as mesmas que as de P em rela-
cdo a [OAB]. A transformacdo 0O assim definida
respeita efectivamente a relagdo de colinearidade:
dizer que trés pontos P, P,,P, de a.sdo colineares
equivale a dizer que as suas coordenadas em relacdo
a [OAB] verificam a igualdade (3); mas as coorde-
nadas das imagens Pi, P, , P, destes pontos, emrela-
cdo a {OAB), coincidem, por hipétese, respectiva-
mente comas de P, P,,P, emrelagdo a [OAB] ; ora,
como ja atrds observdmos, a maneira por que a con-
dicdo de colinearidade se traduz mediante as coorde-
nadas é independente do referencial adoptado. Tem-se
pois: Rt (P,, P, ,P.) ~ Rt (P,, Pj,P.).

Ficam assim determinadas todas as possiveis afini-
dades (reversiveis) entre dois planos. Analogamente
se determinam todas as possiveis afinidades entre o
espaco Rj e ele mesmo: neste caso, cada referencial
deve ser constituido por quatro pontos O, A,B,C nao
complanares. (Continua)

efe Topologia

11.2, amavelmente autorizada pelo Autor e pela Redaccéo

H. Hsdwiger (Berne)

rentes relacdes e expressdes da topologia combinatéria
(por ex. o teorema de Euler sobre os poliedros, a re-
lacdo das «arvores», o teorema de Helly-Radon) e
também muitas outras formulas combinatérias como
as que se apresentam na divisdo do plano por meio
de rectas, etc.
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Notemos a este respeito que a férmula é susceptivel
de sér generalizada de diferentes maneiras, mas em
vista do caréacter elementar deste trabalho é recomen-
davel considera-la apenas com certas restricdes.

No estudo que segue limitar-nos-emos aos conjuntos
planos A que podem ser considerados como a reunido
@) A= E\ + AL+ e A
de conjuntos K, fechados, convexos, limitados e em
namero finito. Afig.1 representa um destes conjuntos.

Fig. 1

Todos os conjuntos que gozam desta propriedade
formam um sistema ao qual pertencem, ao mesmo
tempo que dois conjuntos A e B, a soma A+B
(reunido) e oproduto A D (intersec¢do) de A ede B .

Designaremos sempre por E o plano indefinido.
Como A é fechado, o seu conjuntocomplementar E—A
serd aberto. Seja z (A) o «indice de divisdo» de A,
isto € onimero de componentes '" diferentes em que A
pode ser dividido ; analogamente, designaremos por
z (E—A) o «indice de divisdo» de E—A , isto é o nu-
mero dc regides“> diferentes em que E — A pode ser
dividido.

Temos entéo a seguinte féormula simbdlica:

2) (B-Ai)  (E-K)... (B-A-,)=z (E-A)-z(A),
onde o primeiro membro deve ser desenvolvido com-
pletamente como se fosse um produto algébrico, dando
em seguida a dada parcela o valor 0 ou 1 conforme
essas parcelas, consideradas como produtos de con-
juntos, forem ou ndo vazias.

Demonstraremos a férmula (2) por inducdo, supondo
pois que ela é verdadeira para todos os conjuntos A<
gue podem ser representados como somas de n—I
conjuntos convexos A;. Escrevemos entdo

A>=R +K, + oo +A |
3) (E-AO... (E-IQ=E (B-Ki) oo
-KAE-K)) eee (E- K, \) .

(E-K_)-

(*J Damos o nome de componente a uma parte conexa maxima.
(2 Uma regido 6 um conjunto aberto e conexo.

O factor E pode evidentemente ser suprimido no
primeiro termo do segundo membro porque ndo tem
influéncia sobre o valor numérico do factor seguinte.
No segundo termo podemos primeiramente escrever
n—i wvozes o factor A',, sem influenciar o valor do
produto, de maneira que cada paréntese pode ser
afectado por este factor. Em seguida, podemos es-
crever evidentemente :
A, (E-hY) = (EK—Kf K,).

Finalmente, aredugdo (EA"—K, AT,)= (E —A" A") de
cada paréntese ndao altera o valor do produto. Com
efeito, temos por um lado (AA',)"“=S"-'=1 e por
outro lado todos os termos do desenvolvimento dos
produtos que se ndo confundem com este primeiro
termo s6 diferem entre si por poténcias diferentes de
K,, de expoentes positivos. Podemos portanto escrever

(M—Kj) eee (E-KJI-IE-Ki) oo (E-KM)-
—(E—KiA).“"(E-A,)
Sequndo a hip6tese de indugdo temos pois

(4) (E-Ka  eee (E-IQ-" (E-A)-z

-iz(E-A'1Q-z (A'K,)]

Definindo pela expresséo

©®) <((A)-a E=A—z (A)

uma funcdo ¢ (A) para um conjunto arbitrario A da

espécie considerada, entdo é facil verificar a validade

do teorema bem conhecido de adigéo :

(6) <(A)+,(B)",(A+ B)i-,(AB).

Tendo em conta a condigdo <j>(A",)=0 [em virtude das
propriedades a priori de K,, temos com efeito z (A",) —
—z (E—A",)=0] , resulta agora de (4) que

(E—Al) eee (£-A,)=, (A)+<f(A,)-? (A"A,) =
-<t(A>+K],

isto € (E —Ki) e (E-A',)) =9 (A) .

Fica assim provado que a férmula (2) também é
verdadeira para todos os conjuntos A que podem ser
representados como somas de n conjuntos Convexos
Aj. Isto completa a demonstracdo por indugéo, visto
que (2) é trivialmente verdadeira para n=1 .

Vamos agora examinar algumas aplicagbes e con-
sequéncias da formula (2).

(A~

1. Complexos de segmentos

Um complexo de segmentos de recta do plano, isto
é um sistema finito de segmentos de recta (lados) sem
pontos comuns excepto certas extremidades (vértices),
é evidentemente um conjunto da espécie estudada
neste trabalho. A fig.2 representa um complexo de
segmentos de recta.



Os conjnntos convexos K, de que se compfe o con-
junto A (isto é o complexo de segmentos) sdo evi-
dentemente neste caso os diferentes lados ou arestas.

Seja k o nimero de arestas e e 0 nimero de vér-
tices de A onde concorrem v arestas.

rig. 2
Temos entdo as relagdes
(7) e=ei +e +e3+ 2£=e,-f2e,-1-3ej + oo

Para determinar o produto da formula (2) calcule-
mos preparatoriamente :

E" =1

Obtemos pois em primeiro lugar
(E—Ki) (E-Kd-- (E-KJ-1-k+

«©-[O-C-[(S-("D>-

ou ainda em virtude de (2)

z (E-A)-z (A)Mlk+e,  +2e,+ Se, + oo
e finalmente, tendo em conta a relacéo (7)
®) 2(E-A)-z(A)=1 + ke

Esta relacdo (8) é umaférmula topoldgica geral para
complexos de segmentos "'

2. Relagdo das «arvores»

Para «arvores», isto é para complexos conexos de
segmentos de recta sem cadeias fechadas, devemos

() Designando por z o nimero de partes conexas do com-
plexo de segmentos A, o numero u.—s-f-k—e é o «numero
de conexdo» de A . Ver D. Koénlg, Théorie dor endlichen und
uoendlichen Oraphen, Leipzig, 1936, p. 53.
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por z (A)=z (E—A)=1 na relacdo (8). Obtém-se
entdo a relagdo das «arvores»

9) I+ £-e=0.
Na fig. 3 estd representada uma Aarvore.

3. Teorema de Euler sobre os poliedros

Consideremos um complexo de segmentos de recta,
imagem estereografica do sistema de arestas dum
poliedro convexo.

Uma tal imagem pode construir-se da seguinte
maneira: Se designarmos por Ei,E,,--- ,E, o0s planos
definidos pelas faces do poliedro, entdo o plano E,
divide o espaco em dois semi-espagos, positivo e ne-
gativo, e chamaremos positivo 0 semi-espago que
contém o poliedro. Seja S um ponto interior da in-
terseccdo do semi-espagco negativo correspondente
a Ei com os semi-espagos positivos dos outros planos
E, ees,E,. Por meio de raios passando por S (con-
siderado como centro de projecgdo) é possivel repre-
sentar Univocamente, sobre o interior da face situada

Fig. 3

sobre Ei, a parte da superficie do poliedro sem
pontos comuns com Ei. O bordo da face situada
sobre E, é a sua propria projeccdo. Esta represen-
tagdo do sistema de arestas do poliedro é um simples
complexo de segmentos no plano Ei.

A cada parte de Ei limitada por uma cadeia fe-
chada de segmentos do complexo corresponde uma
face do poliedro ndo situada sébre Ei. Finalmente,
pode-se fazer corresponder a face situada sobre Ei
a parte externa ilimitada do complexo.

Temos entdo evidentemente: z(A)=i ez (E—A)=f,
sendo / o nimero de faces do poliedro. Darelagdo (8)
resulta portanto a férmula classica de Euler”

(20) [-i+e-2.

ft) Cf. sobre este teorema de Listing as consideragbes de
D. Koniir, loc. cit., p. 51.

@ cf. por ex. a demonstracdo simples de D.HILBERT—S. COHK—
VOSSEN, AnschatUicke — Géométrie, Berlin 1932, pp. 255-256.
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4. Formula de divisdo do plano

Consideremos uu sistema de n conjuntos K, con-
vexos e limitados, tendo dois quaisquer desses con-
juntos uma interseccdo ndo vazia e trés quaisquer
uma intersec¢cdo vazia. A reunido A dos If, sera
evidentemente conexa e portanto z(A)=I. No caso
particular que consideramos agora temos o valor
seguinte do 1.° membro de (2):

0 obtemos portanto :
Z(E-A) =
0 que significa que :

2-n+("),

«Se de n conjuntos conexos e limitados dois quaisquer
tm uma intersec¢do ndo vazia e trés quaisquer uma
interseccdo vazia, entdo esses n conjuntos  dividem
oplano " em (n"—3n +4)/2 regides» ". Ver asfiguras
4 eb.

5. Teorema de Helly-Radon

Consideremos um sistema de n conjuntos convexos
e limitados, dos quais trés quaisquer tem uma inter-
seccdo ndo vazia. Se n>4 escolhemos arbitraria-
mente 4 dos conjuntos K, e escrevemos

(E-Kj)  (E-K)(E-K) (E-K)=2(E-A)-2(A)

de acordo com a nossa formula (2).

Como A ¢é evidentemente conexo, teremos z (A)-=1,
e visto que A é limitado z (E—A) >1, de maneira
que devemos ter

em virtude das condi¢cdes admitidas. Donde se deduz
e KiKzKiK"

e portanto que 4 quaisquer dos conjuntos Kj do sis-
tema tem uma intersec¢do ndo vazia. Se n>i> entdo
consideramos um sistema parcial de 5 conjuntos K,
escolhidos arbitrariamente e construimos os 4 con-
juntos-intersecgfes convexos t

K+K$, K, JE|, R$ K%, K, 2Tj .

il) Um conjunto fechado A divide o plano E em m regifes
quando o conjunto complementar E — A pode ser decomposto
em m regides.

(3} o problema quo acabamos de resolver estd intimamente
relacionado com a determinacdo do numero de regides om que
um plano indofiiiido 0 dividido por n rectasarbitrariamente
situadas. Cf. E. BTEINITZ, Vorlestingen iXber die Théorie der Po-
lyeder, Berlin, 1934, p. 2T4.

Em consequéncia do que acabamos de demonstrar,
3 quaisquer destes conjuntos tem uma intersec¢do nao
vazia e portanto, segundo os mesmos resultados, tam-

Fig. 1

bem estes 4 conjuntos devem ter uma intersecgdo nao
vazia ; isto mostra pois que os 5 conjuntos Ki, K,
JEj, K, if,tem uma interseccdo ndovazia. O racio-

Fig. 5

cinio pode repetir-se e permite portanto deduzir o
seguinte resultado :

«Se trés quaisquer de n conjuntos convexos e limita-
dos tem uma intersec¢do n&o vazia, €sses N conjuntos
tem também uma interseccdo néo vazia».

Este enunciado é, como se sabe, uma forma algum
tanto especializada do teorema de Helly-Radon para

o plano'".
Trad, de A. O.

(> Cf.J. Radon, Mengen konvexor KOrper, die einen gemeln-
samen Punkt enthalton, Math. Ann, 83, 113-115, 1921 ; E. Helly,
Uber Mengen konvexor KOrper mit gemoinschaftlichen Punkten,
Jber. D. M. V. 32, 175-176, 1923.
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APLICACOES DA MATEMATICA

FIiSICA

T

PROPRIETES MAGNETIQUES DE

par Antonio

/l. Applicetions

Application & I'électron. Le globule de matiére et
d'électricité qui correspond a I'électron peut étre con-
sidéré comme une sphérule en rotation (spin). Appli-
quons-lui la formule fondamentale. Compte tenu de la
valeur du moment magnétique de I'électron et de la va-
leur de son moment de rotation propre (spin) qui est
+A/4w, en trouve immédiatement par (28), en suppo-
sant naturellement qu'al'intérieur de la sphérule élec-
tronique la densité matérielle et la rotation ont une
symétrie sphérique ou sont constantes (f=1):

¢ 5= 3 AR

ou bien en utilisant le résultat (21'):

(D (avec x0= 1/P») «

2K(my. )2 VX®

La relation (10 a) devient donc pour I'électron :

32) s

(2 ITK)T V~Zo
d'ou I'on déduit :

@) S, *l«- 4, A’ (m.

Or, d'apres laMécanique ondulatoire que nous avons dé-
veloppée parallélement & lathéorie unitaire de la gravi-
tation et de I'électromagnétisme (voir les mémoires ci-

4

tés), 2, |

de I'électron considéré respectivement en tant que par-
ticule de matiere et d'électricité. D'autre part, remar-
quons que (M) K est la masse de I'électron en
«unités gravitationnelles». La constante X de (10 a),
le cas de I'électron, est donc, au facteur Njiy,
prés, la charge spécifique gravitationnelle de I'électron ;
et le résultat (33) exprime que le rapport des intensités
de présence électrique et matérielle de I'électron est, au
facteur \Zy]2[/y_, pres, le carré de sa charge spécifique
gravitationnelle.

4
sonke; Ves ) L, ,
|°* S » «intensitésdeprésence»

dans

EORICA

LA MATIERE EN ROTATION
G/00

Comme on a:

. = 0,2x10%*»-,

{mo).VK

on voit que l'intensité de présence électrique de I'élec-
tron est beaucoup plus grande que son intensité de
présence matérielle. Ceci n'est en somme qu'une
traduction du fait que le rapport FJ/F. des forces
gravifiqueset électrostatiques agissant sur un électron
se trouvant dans un champ gravifiqueet électrostati-
que produit par des masses M et des chargos Q com-
parables est beaucoup plus petit que l'unité. On a en
effet: .

Ex _ 10-22

Si M W/Q-1.

Moments magnétiques du neutron etduproton. Comme
deuxiéme application de la formule fondamentale (28)
nous allons maintenant analyser le cas du neutron et
du proton. On sait que le moment magnétique du
neutron n'est pas nul malgré I'absence de charge élec-
trique et que sa valeur est donnée par :

eh (m,).

(™u).” (M),
(m,),, étant la masse propre du neutron et a, un coef-
ficient numérique égal a —1,911 d'apres les détermi-
nations les plus récentes. La valeur négatice de a, si-
gnifie que le moment magnétique du neutron est
antiparalléle & son spin. Comme ce spin a les valeurs
+Al4ir, la formule (29) donne:

W.yg_., ..

| eh - 0>K), h
o A {m)c (»),, ec 4ir
c'est-a-dire
e (»*,,).

les indices N du premier membre indiquant qu'il
s'agit des valeurs de X et de -j pour le neutron. On
voit donc que dans le cas du neutron il faut utiliser
la solution négative de (21") pour la constante \.
Remarquons maintenant que le moment magnétique
du proton doit étre la somme du moment magnétique
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gu'aurait le proton s'il n'avait pas de charge et du
moment magnétique qui est d0 exclusivement & cette
charge douée de spin. Le moment magnétique (Af,,.,.).
du proton doit donc avoir la valeur :

eh O, k< eh K) y
4* (m),, ¢ (?re),  4ir (m,). ¢ (TO,).
La formule (29), appliquée au moment magnétique du
proton engendré par son spin (+A/4TT) indépendam-
ment de sa charge électrique, donne avec la valeur posi-
tive (21') de C:
op e~ (m,).

. 0«.)? A" (ra)p
ou bien:

34 4., = ..
. 2 («gjjr K),, fo.]

puisque la masse propre du proton est presque égale
a la masse propre du neutron. En supposant que la
densité et la vitesse de rotation ont une symétrie
sphérique ou sont constantes dans les sphérules neu-
troniques et protoniques, ce qui est naturel puisque
ces particules se comportent comme des particules

élémentaires [bien qu'étant formées par la fusion
d'électrons et de microélectrons '*'], il faut poser
fp=f, =1, de sorte que:

a= N, ¥ "

et compte tenu du fait que i<cO pour le neutron et
>0 pour le proton, le moment magnétique du proton
sera donc donné par :

eh  (TQ)
4ir(ra,,).c (mymp L' \W
ou bien en petits magnetons de B &hF:

(-Mm.jp = 1+ "' )
Mais on a d'aprés (10a): y

(4)'= B*'

(I'indice 0 qui affecte les *,,( dans l'expression de
Xp sert & rappeler qu'il s'agit des fonctions d'onde
indépendamment de la charge électrique du proton).
Comme l'intensité de présence matérielle du proton
doit étre pratiguement égale & l'intensité de présence

(1) L athéorie des particules fondamentales lourdes (neutrons
protons, mésons), considérées comme le résultat de la fusion
d'électrons et microélectrons, fait I'objet d'un travail qui pa-
raitra bientot.
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matérielle du neutron puisque ces deux particules
ont presque la méme masse, on a simplement :

S-%"  of)
2, (<

(&°)r =* 0?«).v désignant les intensités de présence
électriques du proton (abstraction faite de sa charge)
et du neutron. Le rapport ci-dessus doit donc étre
voisin de l'unité. Il doit cependant étre Iégerement
inférieur a I'unité puisque, quand on fait abstraction
de sa charge, le proton manifeste sa présence électri-
que d'une maniére légérement moins intense que le
neutron, par suite de l'influence de I'énergie de pression
du «fluide électrique» sur le tenseur de densité d'éner-
gie-quantité de mouvement électrique U, (voir dans
Port. Math. vol. 5, loe. cit., p. 163, I'expression de ce
tenseur en fonction de la densité de charge et des ten-
sions du fluide électrique). Dans ces conditions, la
formule (36) donne pour le moment magnétique du
proton avec |o,| A 1,911:

CM_*J*= 1+ 1911 *

k étant un coefficientnumérique légérement inférieur
a l'unité. Pour avoir la valeur expérimentale 2,785
il suffit de poser £=0,931. On voit que I'explication
des moments magnétiques du neutron et du proton
est possible par la formule (28) grace essentiellement
au fait, démontré plus haut, qu'a une seule solution
g. pour la métrique interne relative a un tenseur
donné de densité d'énergie-quantité de mouvement
matérielle dans un domaine quasi statique, correspon-
dent a priori deux solutions pour la métrique externe
ch,, ces deux solutions ne différant que par leur signe.
Application astrophysique. Dans un travail récent
M. Blackett a trouvé empiriquement que le moment
magnétique M, de la Terre, du Soleil et de I'étoile
78 Virginis (I'une des seules étoiles dont on a déter-
miné (Babcock) jusqu'a présent le champ magnéti-
gue par voie spectroscopique) est proportionnela leur
moment de rotation il/,,, conformément a la formule
V'K
(37)

p étant un coefficientnumérique voisin de 1/4. Le
point important est la constance du rapport M.,,,,dM,
pour les trois astres examinés et ce résultat découle
immédiatement de notre formule (28) appliquée a
I'échelle macroscopique “>. Par la comparaison de la

<) Nature, 159 (1947), pp. 058-606.
(2 Des mesures récentes de Babcock pour d'aunes étotles
confirment (37).
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relation (28) et de (3V) on trouve immédiatement,
compte tenu de (21'), que la valeur X,,, de X quicon-
vient a I'échelle macroscopique est la suivante

_ 18 e
(38) 4 - T - 7=-

Le coefficient B de M. Blackett subit une légeére
influence de la non-uniformité spatiale de la densité
de l'astre et de la vitesse angulaire de rotation de ses
éléments matériels. 1l en est de méme, comme nous
I'avons vu, de notre coefficient f et il est permis de
supposer que 8/ =1 pour les trois astres analysés,
surtout pour les deux astres fluides: le Soleil et
I'étoile 78 Virginis. La comparaison de la relation (38)
et de (31) donne:

1 3 /y\"" 1
(39) £ (A) K=— K,
21/2 7 \Xo/ 2t/2

MOVIMENTO

ISTITUTO ROMANO DI

Este centro de estudos pedagdgicos a que nosrefe-
rimos no nimero anterior iniciou em 31 de Janeiro de
1948 o seu quarto ciclo anual de conferéncias. Duma
carta circular enviada a grande nimero de professores
transcrevemos o programa das conferéncias :

31 de Janeiro—-Cr. Fano. Matematicos e fil6sofos ;

14 de Fevereiro— U. Bini, L. Lombardo Radice e
E. Monferrini. Debate sobre o tema: E licito igno-
rar a matematica?

28 de Fevereiro— B. Roghi, T. Viola, M. Tereza
Zapelloni. Debate sobre otema : O ensino da algebra
nas escolas secundarias.

13 de Margco— M. Ageno, A. Fraiese e M. Mana-
corda. Debate sobre otema: Relac¢des entre o ensino

UNIAO MATEMATICA

A Sociedade Matemética de Franga promoveu uma
reunido de mateméaticos de varios paises com o objec-
tivo de reorganizar a Unido Matemaética Internacional,
dissolvida no Congresso de Zurique de 1932, e solici-
tou a representacdo da Sociedade Portuguesa de Ma-
tematica. A Direcgdo da S. P. M. tendo julgado
atil a reorganizacdo da U. M. |. pediu ao sécio
Dr. Anténio Gido, entdo em Paris, para a representar.

A reunido teve lugar em 24 de Junho de 1947, na Casa
da U.N.E. S. C.O. e foi presidida pelo Prof. Chatelet
(Franga). A ela assistiram os seguintes matematicos:
Balanzat (Argentina), Bureau (Bélgica), H. Bohr e

GAZETA DE MATEMATICA

X, étant la valeur de la constante fondamentale X qui
convient a I'échelle électronique. 11 est clair que la
relation (39) doit avoir une signification physique
profonde, puisque ce résultat provient évidemment
de l'influencesur les fonctions d'onde du passage de
I'échelle électronique a I'échelle macroscopique dans
les équations des valeurs propres (8) et (1) des
opérateurs laplaciens de la métrique interne et ex-
terne <".

Octobre, 1947.

() Remarquons que (29) montre qu'un moéme .V, t est compa-
tible avec deux iKjnagn égaux et de signes contraires, de sorte
que p peut étre négatif. Ce résultat, joint a une éventuelle
variation do x quand Tflfryt est fonction du temps, expliquerait
que certaines étoiles puissent présenter un renversement de pola-
rité au cours d‘'un «cycle».

CIENTIFICO

CULTURA MATEMATICA

da mateméatica e das outras disciplinas nas escolas
secundarias.

10 de Abril —R. Giannarelli.
professores de matematica.

24 de Abril — Emma Caslelnuovo, O. Cerocchi e
A. Perna. Debate sobre o tema: O ensino da geome-
tria nas escolas secundérias.

15 de Maio—G. Colonnetli. O valor formativo e
humanistico dos ensinamentos da matematica e da
fisica nas escolas secundarias.

Os quatro debates servem também para retomar
e enquadrar os assuntos e idéias expostos nas confe-
réncias realizadas nos anos precedentes e nas discus-
sfes que se seguiram.

A preparagdo dos

INTERNACIONAL

B. Jessen (Dinamarca), P. Belgodere, Chapelon,
A. Denjoy, Janet, G. Julia, Mandelbrojt e Valiron
(Franca), Bruins e Van der Corput (Holanda), Niko-
dym (Polénia), A. Gido (Portugal), Ser-gescu (Romé-
nia), de Beurling e Carloman (Suécia), Ostrowski,
Plancherel e de Rham (Suica), Compton, Lyndon, Sa-
lem, Whitney e Wiener (E. U. A.) e como represen-
tantes da U.N.E.S. C. O. os Drs. Establier, Laves e
Malina.

Né&o foi completamente atingido o objectivo proposto
pelo que ficou decidido retomar o assunto em discus-
sdo em reunibes posteriores.
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SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

A Direcgdo eleita para o biénio 1947-48 n&o poude,
por motivos alheios & sua vontade, realizar o pro-
grama de trabalhos apresentado aos sécios na parte
relativa a comunicagdes, conferéncias e coléquios.
A sua actividade limitou-se, assim, a publicacdo do
Boletim da S. P. M., como ja foireferido no n." 34 de
Gazeta de Matematica e a traducdo da obra funda-
mental de Van der Waerden, Algebra Moderna (2.* ed.
alemd). Deste trabalho encarregou-se o sécio Dr. Hugo
B. Ribeiro como Ihe foipedido pela Direc¢do anterior.
Encontra-se no prelo o 1.° fasciculo do vol.1 abran-
gendo 5 capitulos (Numeros e conjuntos, Grupos,
Anéis e corpos, Funcdes racionais inteiras e Teoria
dos corpos), devendo a publicagdo estar concluida
dentro de 3 meses.

A Direcgdo reconheceu também as vantagens que
adviriam a Sociedade do estabelecimento dum inter-

cambio no plano cultural com Sociedades congéneres
estrangeiras. Assim aceitando a sugestdo do Secre-
tario da Sociedade Matematica de Franca, Paul Bel-
godére, também sécio da S. P. M., foi elaborado e
discutido um acordo de reciprocidade de regalias entre
os membros das duas sociedades (reducdo de quotas
para os membros duma sociedade admitidos como
sécios da outra e reducdo de prego para certas publi-
cagbes matematicas).

Oportunamente a Direcgdo estudara outros aspectos
do problema de intercambio e esforgar-se-a por esta-
belecer acordos analogos com outras Sociedades, no-
meadamente com a Real Sociedade Matematica Espa-
panhola e a Sociedade Matematica de S. Paulo.

Brevemente sera distribuido um novo nimero do
Boletim com colaboracdo dos sécios Maurice Fréchet,
Antonio Gido, G. Viguier e de Enzo Aparo.

COLABORADORES DA GAZETA DE MATEMATICA

A Gazeta de Matematica tem o prazer de comunicar
aos seus leitores que a Redacgdo conta mais dois
colaboradores estrangeiros, os Profs. Emma Castel-
nuovo, de Roma, e Luiz Freire, de Recife. A nossa
revista incluiu ja, no n.° 33, colaboracdo da distinta
professora italiana, que muito apreciamos, e num pro-
ximo numero publicar-se-4& um artigo do novo cola-
borador, professor L. Freire, que teremos o prazer de
ler. Regosijamo-nos por contribuir assim para o
estreitamento das relagbes culturais no campo da
matematica com outros paises, e podermos, mais
facilmente, conhecer e divulgar algumas das recentes
conquistas e iniciativas progressivas no campo cien-
tifico e pedagogico fora de Portugal.

— Dois dos nossos colaboradores e amigos ausenta-
am-se para O estangeiro privando temporariamenter

MATEMATICAS

0 meio matematico portugués da sua tdo valiosa
cooperacdo. Referimo-nosao Doutor Hugo B. Ribeiro,
gue se encontra em Berkeley, California, desde o inicio
do presente ano lectivo, a convite do Departamento
Matematico da Universidade, desempenhando actual-
mente as fungdes de «lecturer», e ao Doutor Alfredo
Pereira Gomes, agora em Paris, como bolseiro do
«Centre National de la Recherche Scientifique» onde
prossegue as suas investigacdes sob a orientacdo dos
professores Fréchet e Denjoy.

Se sentimos bastante a sua auséncia e lastimamos
a perda do auxilio prestado as nossas tarefas quoti-
dianas continuamos pensando que contribuem para
fazer, no estrangeiro, a melhor propaganda cultural
portuguesa.

M. z.

ELEMENTARES

UM PROBLEMA DE GEOMETRIA ELEMENTAR

DETERMINAGAO, POR MEIO GEOMETRICO, DO RAIO DA CIRCUNFERENCIA
CIRCUNSCRITA A UM PENTAGONO REGULAR DE LADO CONHECIDO

por Méario da Silva Reis

1. Dado olado do pentagono regular 1$=-PQ (fig.l),
construa-se uma circunferéncia que tenha esse lado
por didametro. Numa das extremidades deste didmetro
faca-se centro e trace-se uma nova circunferéncia de
raio igual ao lado do pentagono dado. Levante-se
nesse mesmo ponto uma perpendicular ao diametro,

QS. Considere-se a recta SO, definidapelo ponto S
e pelo centro da primeira circunferéncia.

A recta SO intersecta a circunferéncia de diametro
PQ noponto B; osegmento PQ e'oraio da circunfe-
réncia  procurado.



2. Demonstracdo. Pretende demonstrar-se que

2
PR = *h
~10-275
Por construgédo, tem-se

PQ ~-SQ RTA~SQ ,OP = U/2 e ~SQ= h=

j

Pelo teorema de Pitagoras
0s* = 0Q2 + QS* = HI* + <J = 5IEH
0s = Vski2;
observando a figura vé-se que:

§SS=CXS-0B = v/5//2 h/i2 ~ (v/5-1)i,/2;
Pelo teorema de Thaies temos ainda:

RS ST
0S SQ
donde resulta
RSSQ e5-1 e
S5 s vi
analisando a figura, vemos também que
v/5-1 1
QT=SQ-ST=h 5 y
recorrendo de novo ao teorema de Thaies
RT ST RT ST
~0Q Qs h/2

donde, evidentemente RT=STI2.

Temos, finalmente, todos os elementos para justifi-
car a construgdo, pois a aplicacdo do teorema de
Pitdgoras da:

PEZ ™ pQ2 _ 1IQ2 _ pQ2 _ (M + TQ®) =

- PQ2- (ST2/4+ TQt)- 5- (yAZA 11
\ 2Vv/5
10-2 >/5
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Ou seja, como queriamos provar
2 h.
*10-21/5

3. A demonstracdo que acabo de fazer é, como se
vé, analitica. Dou, a seguir, duas demonstragdes
feitas por colegas meus da Faculdade de Ciéncias do
Porto, demonstracdes essas de cardcter geométrico.

a) Demonstracdo de Mario Rui Flores dos Santos
(Preparatérios de Engenharia). Na fig.2, DE 6§,

como ¢é sabido, o lado do pentdgono inscrito na cir-
cunferéncia de lado ~4C. Se conseguirmos provar que
os tridngulos ABC e DCE sé&o semelhantes entdo
AB serd o raio da circunferéncia na qual se pode
inscrever o pentadgono de lado AC.
Por construcgao:
BCIIDE ; AB J-BC ; AB JL DE ; AC J- CD.

Por consequéncia os angulos BAC e CDE sdoiguais,
ou seja, os triangulos ABC e DCE, rectangulos res-

pectivamente em Be C, sdo semelhantes, como que-
riamos provar. Nestas condigdes

DC _ AB
DE Ac
0 que mostra o rigor da construcdo indicada.
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0) Demonstracdo de Antonio Andrade Guimardes
(Licenciatura em Ciéncias Matematicas).

A-E DB
Tese: .

AB

(fig.3).

(na circunferéncia de raio
Da

Por construcdo DM—Ic,
BD); AB-=li, (na circunferéncia de raio OA).
figura tira-se ME)T= TMD e ainda OEB=0OBE
que OBE = DMB
provada a tese. Para isso, fagamos OBE = a, E
DMB = $MDO =-~i, e ODT=.

Provar que B=a &o mesmo que provar a igualdade

porque entdo fica
OB=6,

Vamos provar

PONTOS DE EXAME DE APTIDAO

Exames de aptiddo para frequéncia dos preparat6-
rios para a Faculdade de Engenharia — 1947.

2546 — Dé a formade um polinémio ordenado, de
coeficientes inteiros, igualado a zero, a equacéo
(L - x/3)»- (1/2- x)/6- 3 —(1- x)I2
R : 36x4+ 8x3- 108x2+108x + 333= 0.

2547 — Resolva a inequacéo
2 (x*- 3x - 1) (3x*- x f-1)> 0
R : Os zeros do factor 3x’—x-f-1 sdo nameros  complexos,

por isso este factor €& sempre positivo qualquer que seja
o valor real atribuido
—3x—1> 0; os zeros do trindmio
(3+v/13):2 e (3-\/13):2 : entdo o

de x tais que x> (34-1/13):2

basta entdo que seja x'—
x'—3x—1 sdo os

a X;
valores trinémio
€ positivo  para valores
ou x< (3-V/13):2.

2548 — Dispondo de umas tdbuas que lhe déem os
logaritmos, com o minimo de 5 algarismos decimais,
dos numeros e das fungbes goniométricas, determine,
com a aproximagdo que aqueles lhe permitirem, os
valores de a que satisfazem a equacédo

0,27562

cotg® a =
cos 342»45'20"

R : Tem-se
2 logcotg <x=log 0,27562 + colg cos 35°14' 40" =
= f,44031+ 0,08795=0,52826
isso, a= 28» 33'58".

donde logcotg «=0,26413 e, por

2549 — Diga o que é um triedro. Enuncie as rela-
¢Oes que conhece entre os seus elementos.

2550 — Escreva o 5.° termo do desenvolvimento de
@ ~x —x ")’ e simplifique-o.
R : T.=C ) (.3Vv/x) «(x-)4=35a"IH fx .

15

P=(ff—6)/2; ora 8=p+ 7, por ser angulo externo do
triangulo DOM; e também 26= jr—p, bem como
P+ T=P- Portanto: 26=n—p + 7 e ainda

29=ir—g—P+ 6
donde

p=(ir —6)/2 q. e d.

Conclui-se, pois, asemelhanga dos tridugulos e entéo

AE _ DB
AB DM
0 que prova ser AE, de facto, o raio da circunferén-

cia cujo pentdgono regular tem por lado AB.

AS ESCOLAS SUPERIORES —1947

2551 —Construa um triangulo sendo dada a base
e as alturas correspondentes aos outros dois lados.

Que método ou métodos geométricos empregou para
a sua resolucdo? O problema tem sempre solucgédo?
Justifique a resposta. R : Seja A B o lado dado e h,
e h, as alturas relativas aos outros dois lados. Com
centros em A e B trace duas circunferéncias de raios
respectivamente h, eh,. Dos pontos A e B tire as tan-
gentes as duas circunferéncias, respectivamente, de cen-
tros B e A . A interseccdo destas tangentes € o terceiro
vértice C do triangulo. O problema  tem uma solugdo se
A e B sdo ambos exteriores, ou um deles exista sobre
uma das circunferéncias, de centros respectivamente
B e A. Nao tem solugdo se oraio h, ouo raio h, séo
maiores do que o lado A B.

Solugdes dos n.» 2546 a 2551 de J. da Silva Paulo.

1. S.C. E. F.— Ponto n.° 3— 10 de Outubro de 1947
NOTA — E obrigatéria a resolugdo de 4 pontos

| — ARITMETICA

2552 — NGmeros primos; decomposigdo em facto-
res primos; divisores de um nimero composto.

2553 — Dada a fracgdo 39/91, determine uma frac-
¢do que lhe seja igual e tal que a soma dos seus ter-
mos seja um multiplo de 15. Das solucdes possiveis
escolha a fraccdo de termos menores. R: 921.

Il — CALCULO NUMERICO

2554 — simplifique a expresséo
. _ tg(n/2 + 2a) - cotg (2x)
sen (2j -5 T:/2)
e calcule o seu valor numérico para x=18° 30'41"
e 7=22» 17'52". (Utilize Tem-se
E - (2cotg2x)/cos 2j, donde

logaritmos). R:
E =3,724 .



Il — ALGEBRA

2555 —Dada aequacao (fc-2) a*-(i +2) x+2fc=0
determine k de modo que a soma dosquadrados das

raizes seja igual a 13. R: Sendo Xje xj as raizes,
deverd ser xj+xI=(x,+x,)’—2 x,x,=13. Tendo em
conta oOs valores de xj-t-x» e Xjxj obtém-se k= (— 3+
+\/3i)/2.

IV — GEOMETRIA PLANA

2556 —Divisdo dacircunferéncia em partes iguais;

poligonos regulares inscritos ; determinagdo dosseus
perimetros expressos no raio da circunferéncia cir-
cunscrita.

2557 — Duas circunferéncias do mesmo raio r séo
descritas de modo que cada umapassa pelo centro
da outra. Calcule, expressa em r, a drea do quadri-
latero cujos vértices sdoos centros das duas circun-
feréncias e os seus pontos de encontro. R: Trata-se
dum losango delado r, cuja area €& r*1/3/2.

MATEMATICAS
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V — GEOMETRIA NO ESPACO

2558 — Calcule o volume do sélido gerado pela
rotagdo de umtridngulo rectdngulo em torno dahipo-
tenusa, sabendo que um dos angulos do tridngulo é
de 60° o que a hipotenusa €é igual a2a. R: O tri-
angulo rectangulo  considerado € metade dum triangulo
de lado

a hipotenusa,

equilatero 2a, portanto, decatetos a e ay/3 e
at/3/2. O stlido

por dois cones de revolucdo de base

altura relativa gerado

é constituido comum,
de raio av/3/2 e geratrizes a e av/3. Oseu volume é

V=,a3/2.

V1 — TRIGONOMETRIA

2559 — Quais sdo os angulos compreendidos entre
3 e 5JT radianos e cujo seno € igual a — y2/21
R : 13TC/4 e 15JC/4 .

SolugSos dos n.°" 2552 a 2559 de Orlando Morbey Rodrigues

SUPERI ORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

I—ESCOLAS

PORTUGUESAS

ALGEBRA SUPERIOR—MATEMATICAS GERAIS

F. C. C. — ALGEBRA — 1" Exame de frequéncia —

1946-47 — 1.° Ponto.

2560 — Calcular a soma da serie de termo geral
u,=?i/4" comerro inferior a 10"*. R : Devem somar-
-se cinco termos da série. S=0,44.

2561 —Primitivar afuncdo y— (l4sen x)/(l+cos x) .
R : Multiplicando ambos os membros da frac¢do por
1 — cosx, conclui-se logo que : Py= log |senx|—
—log Icosec x+ cotg x | — (cosec x-fcotg x) +C.

2562 — Primitivar a funcdo y= (x'+1)/(x +1)".

R : Ométodo de Fubini conduz a Py=log |[x+11 +
1 2x + |
7 (x-t-i)”
2.° Ponto

2563 — Determinar a natureza doproduto infinito
de termo geral u, R : A natu-

corrospondente de
de Cauchy,

reza do produto infinito € a da série
termo geral v,= (1+0,5/n)"'. Pelo critério
conclui-se a divergéncia.

2564—Primitivar afuncdo y= arc sen [/x + 1.

2\ix

R : Primitivando por partes  vem :

Py = ~/x arc sec vix+ 1 —logl/ix +1 + c.
2565 —Primitivar a fungdo y= (3x'—I)/(x’ —X).

R : Pelo método de Fubini tem-se Py=log | x| +
+ loglx+11l+1loglx- 11+ C.

F. C.C.—2a2"
1.° Ponto.

Exame de frequéncia —1946-47 —

2566 — Escrever a equacdo dasassintotas dacurva

de equagdo y”~xthx. R : Pode escrever-se y—XxX ———

etem-se m=Iim Y = le k=lim (y—mx)=0. Logo a
x—00 X X*m

equacdo da assintota €y =x.

2567 — De quenatureza é o sistema
X +32/+2s=0, 9x-j/+4«=07?

R: Compativel e

Xx-y=0,

indeterminado.
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2568 —Dados os elementos a=120°0'0", 6= 108°
36'26" e 4 = 71° 23' 34" de ura triangulo esférico, de-

terminar B e discutir o resultado. R: N&o existe
tridngulo  esférico com os elementos dados.
2.° Ponto
2569 — Para que valores de a e 3 a equagédo
(x+2a.xy +y + 2y) (*x- + 4xy + $y*+ 2y) —O0 repre-

senta duas parébolas? R: a=+1,P = +4.

2570 — Calcular pelo método de Newton duas
aproximacdes da raiz de x*—2x-t-2=0 compreendida

no intervalo (—2, —1). R: 1" aproximagéo: —1,8;
2." aproximagéo: —1,77.
2571—Dados os elementos a=80°0'0", 6= 120»

0'0" e ¢c=79°19'15"
cular B. R:

de um tridngulo esférico, cal-
B = 123° 21'36".
Solugbes dos n.” 2560 a 2571 de L. Mendonga de Albuquerque.

l. s. AA—MATEMATICAS GERAIS — 1." exame de fre-
quéncia (extraordinario) — 27 Margo 1948.

cos (i —n) it/2
& (n) =

2572 — Dada a funcédo
n
a) Represente-a graficamente parara =1 ,2, ¢ ,6;
6) Determine a de modo que exista uma ordem Mn (S)
tal que, para n> n, (8, se tenha
cos (1—n) ir/2
n
qualquer que seja S>0; c) considerando o conjunto A
dos valores de n para »s quais
cos i(| —n) T2

> 0,01
n

e o conjunto B dos valores positivos de n que anulam
sen niv/3, determine A+ B e A *B .

cos (1—n) w/2 _

B a = lim

Como cos (I-2k) w=0 e cos [1—(2k+I)] ir/2=%1,
cos (1—n) w/2 .

tem-se > 0,01 para os valores impares

de n inferiores a 100. O conjunto B sera constituido

pelos maltiplos de 3 de modo que A+ B= 121—1, 3m |
(1<1<50) e A.B=[3(2p-1)|] com I<p<17.

2573—Determine as equagdes dos lados e das
diagonais e o perimetro do quadrado que tem como
mediana o segmento E (—2;2) F (2,2) e a equacao
da bissectriz do angulo obtuso formado por um qual-
quer dos lados com uma diagonal. R
lados: X+y=+4 e X—y=+ 4;
y=0, P—167/2; bissectriz
no 1." quadrante

: Equagdes  dos
diagonais:

do angulo do lado
com OX:y- (1l +yl2) (x-4).

x=0 e
situado

17

2574 — Algebrizou-se o conjunto E , formado pelos
quatro elementos a,6,c,d, por intermédio de uma
operacdo a que correspondera tabela seguinte :

Verifique se o conjunto E
assim algebrizado constitui ou
ndo um grupo relativamente a

operagdo considerada. R: Como
6 d a 6 ¢ a unidade a esquerda, a, ndo é
unidade & direita (o que resulta
c ¢ d a b ~ - .
de se ndo verificar a proprie-
d b e d a dade associativa) o conjunto E:

nao constitui um  grupo.

2575 Verifique que a sucessdo assim definida:
«1=7/2, M,=v2+ M,_ (»>2) écrescente e prove (por
indugdo) que u, <c2. Calcule o seu limite. R : Se
u,<2, u,.,=jl2+u,<2; ecomo U!<2, 6 serd u,<2
para qualquer valor de n. A condi¢do u, > u,_, im-
plica u”_,—u,,_i—2 <0, o que sempre se verifica por
ser u,_,< 2. Provada assim a existéncia do limite,
tem-se limu,=1limu,_,=1¢€ .». 1=72 +1donde 1=2.

SolugBos dos n.°* 2572 a 2575 de P. R. Dias Agudo.

t s. AL — MATEMATICAS
quéncia, 1947-48

GERAIS — 1.° Exame de Fre-

2576 — Dada a fungdo ®(n)= a) Deter-
5"+ |

mine o seu quando n 00 ; 6) Determine a
ordem a partir da qual a diferenga entre 9(n) e o seu
limite é, em valor absoluto, inferior a 0,001 ; c) Desi-
gnando por A o conjunto dos valores de n para os
quais essa mesma diferenga é, em valor absoluto, su-
perior a 0,001 e por B o conjunto dos valores de n
para os quais é definidaa funcéo

arc sec (n—4)

limite

& (n) =

vy (n-1) («-2) (ra-3)
verifique se A e B sdo complementares em
ao conjunto dos inteiros positivos.

relacédo

2577—Determine as equagdes dos lados do losango
de centro O (0,0) de vértice A (0,4) e de diagonal me-
nor, igual a 6. Considerando as mediatrizes dos seus
4 lados calcule a razdo entre a area do losango e a da
figura limitada por essas mediatrizes.

2578 — Verifique se o conjunto £10,2,10'-",

2—10""| é ou néo fechado. Considere como conjunto
fondamental o conjunto dos nGmeros reais.

2579 — Dada a sucessdo de termos positivos
M,=1/U,,_ | onde u, é qualquer ~=1:a) Estude a sua
natureza; 6) Estude a natureza das sucessdes de

termos gerais u,ju,
c¢) Estude o caso «,=1.
de convergéncia.

e Vw, que dela se obtém;
Indicar os limites nos casos



GEOMETRIA

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA —1."
quéncia, 1947-48.

Exame de fre-

2580 — S&do dados: um plano a obliquo, definido
pelos tragos, e um ponto P -ja. Determine o trajecto
do raio luminoso que, partindo de P paralelamente
a vo, se refléte sobre a paralelamente a oo R* Deter-
mine-se 0 simétrico Pj de P em relagdo o «.  Segundo
as leis da reflexdo, o prolongamento  do raio  reflectido
deve passar por Pj. Conduza-se entdo por P um plano
“lho = 1" PI*" pfoKO <tl/<?0- * interseccdo | dos trés
planos a,v,<p é o ponto de incidéncia, que, unido com
P e com Pj, da o trajecto pedido.

2581 — Dado um tetraedro [ABCD], com AB lv,
o CD itpo, determinar as projecgfes da esfera inscrita
nésse tetraedro. R: O centro O da esfera ser4& o ponto

de interseccdo  dos bissectores dos diedros internos  de
[ABCD] . Consideremos o diedro CABD : visto que a
sua aresta AB & lv,, o mesmo acontecer4& com as suas
faces e com o seu plano bissector ; o trago horizontal

deste plano  bissector
O A'D'. Analogamente,

serd pois a bissectriz  do angulo

o tragco vertical do bissector de
ACDB serd o bissectriz de A"C"B". Estas duas
bissectrizes  coincidirdo,  respectivamente, com a projeccdo
horizontal e com. a projeccdo vertical da interseccdo r
dos bissectores  considerados. Basta portanto achar a
interseccdo  de r com o bissector de um outro diedro in-
terno de [ABCD], para ter o centro O da esfera em
questdo, cujas projeccdes se determinam depois  facilmente.

2582 — S&do dados: uma recta d obliqua, um tri-

angulo [ABC] existente num plano obliquo e uma
recta elv,, que ndo passe por nenhum dos pontos
AB,C. Fazer rodar [ABC] em torno de e, de modo

que a sua sombra sobre v, paralelamente a d, se
reduza a um segmento de recta. R : Para que a som-
bra do triangulo [ABC] sobre v,, paralelamente a d
se reduza a um segmento de recta, € necessario e sufi-
ciente que o seu plano se torne paralelo a d. Delermine-
-se pois a interseccdo | de e com ABC e conduza-se
por | a recta dj//d. Bastar& agora fazer rodar o
plano ABC em torna de e, de modo que o trago  hori-
zontal de ABC fique a passar pelo trago horizontal de
di. (Duas solugbes, uma ou nenhuma).

2583 — Sdo dados: um plano a obliquo, definido
por A, e v,, um ponto P e/« eum tetraedro escalenO,
assente por uma das faces em v,. Construir um tetrae-
dro semelhante ao primeiro, com um dos vértices em

GAZETA DE MATEMATICA

DESCRITIVA

Pea face oposta assente em a, ficando um dos lados
desta face paralelo a v,. (A face do tetraedro pedido
assente em a. deve ser semelhante a face do tetraedro
dado, assente em v,). R: Seja [ABCD] o tetraedro
dado, com [ABC] — v,. Em tetraedros semelhantes, a ra-
z80 entre alturas correspondentes a faces homoélogas e
igual a razdo de semelhanga.  Determine-se pois a dis-
tancia d de P a a, e considere-se um plano de nivel
i cuja distancia ao vértice D do tetraedro dado seja

igual a d; pondo A,=v AD,B,=veBD , C,=v+CD,
sera [A,B,C,D] um tetraedro igual ao pedido, com
[A,B,C,]J(U [ABCJ . Basta agora determinar a pro-
jeccdo ortogonal Pi de P sobre a. e construir sobre a
(mediante  um  rebatimento sobre v,) um triangulo

[Ai BiCi]= [A,B, CO], ficando por exemplo AjBi//lA*
de modo que se tenha: dist (A],P.) =dist (A, ,D"),
dist (Bj,P,) = dist(B6,D"),dist (C!, P,) = dist (C,,D").

2584 — Dados dois pontos A ,B distintos e uma
recta t, colocados cm posi¢do genérica entre si e a
respeito dos planos de projeccdo, determine sobre t

um ponto P de modo que a distdnciad e P ai esteja
para a distancia de P a B numa razdo dada r. Exe-
cute o desenho para >=2. R: Faga-se rodar B em

em torno de t de modo a coloci-lo sobre o plano At-e
O problema pode agora rcsolver-se, num  rebatimento”
recorrendo a um teorema elementar de geometriapilana.
(Duas solugbes, uma ou nenhuma).

2585 — Dadas rsjlio, com um ponto comum M,
determine o lugar geométrico dos pontos P tais que
dist (P ,M)=2 dist (P ,r) =3 dist (P ,s) . Discussdo.
R: Seja P um ponto genérico do lugar geomeétrico.
Imaginando  rebatidos sobre o plano vs (r,s) os dois
planos Pr e Ps , haverd dois pontos Pj, P2 sobre v que
representam P nesses rebatimentos, devendo  ter-se :
dist (P,, M) = dist (P,, M) = 2dist (Pj, r)=3dist (P,, s),
Isto indica o caminho a seguir:  Tomem-se ao arbilrio
PI, Pz sobre v (no interior dos dois angulos maiores
formados por r, s), de modo que sejam verificadas as
precedentes  condigbes de distancias. O ponto P, trans-
formado em Pj e P, nos dois rebatimentos, poderd ser
determinado  (se existe) invertendo a técnica do rebati-
mento : as perpendiculares baixadas de Pj, P, , respec-
tivamente, sobre res devem encontrar-se em P'; a cota
de P em relagdo o vseraq, em valor absoluto, um dos ca-
tetos dum triangulo de rebatimento, de que o outro cateto

é a distancia de P' a r' e o hipotenusa a distancia  de
P, ar'. O numero de pontos P nestas condicdes podera
ser 2, 1ou 0. Unindo P com M tem-se o lugar geomé-
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tricd  pedido, que serd portanto conetituido por  duas

rectas, por uma recta ou s6 por M, conforme o an-

gulo r, s for menor, igual ou maior que

arc sen 1/2 + are sen 1/3 .

2586 — Dadas a,b ,c obliquas, tendo a,b um
ponto comum e sendo ¢ ndo complana com as primei-
ras, determine as projeccdes duma esfera com o centro
sobre a recta c e tangente as rectas a ,b.

CALcuULO

F. c.c.— CALCULO INFINITESIMAL — 1.° Exame de fre-
quéncia — 1946-47 — 1.° Ponto.

2588 — Primitivar a fungéo
2/=(x"-r8x+4)/[x" (xi-(-2x + 2)] .

B: Decompondo a fraccdo em elementos  simples (ou

aplicando o método de Fubini), vem
1 3

Py =— — + —log (x2+2x+2) -
2x- 4

7
- — arctg (x+1)4 C.

2589 — Determinar os seis primeiros termos do
desenvolvimento da fungdo i/= cosec x etag X em sé-

1 13
rie de poténcias de x. R: y=1 — -~-xX*— —-x"H
6 000
2590 — Em que pontos da curva y—1-—sen x se
anula a segunda derivada direccional da fungéo
/[ (x,y) = (x—yY segundo a direccdo da normal ?
R: Pontos de coordenadas (2k7r, 1) (com k inteiro).

2.° Ponto

2591 — Primitivar a funcdo
y = (x5-8x*-8x-4)/[x3 (x*+2x + 2)°].
1 2X+ 4 5 J e
" A= N ©liT2xT2

Darctolx e 1) e

2592 — Determinar quatro termos n&do nulos do
desenvolvimento de y= arctg x/(x*sen x) em série de
poténcias de x. R:

s i LA
y-—__ x* H X+
90 80
2593 — Sendo u = xy + z, com X = cos @cos O,
~ il * o
y=»sen ¢ cos 8, z= sené calclilar e B :

<)’u
cos® 0 cos 2p oo __ sen 26 cos 2cp.
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2587 — Dada uma recta r obliqua que néo inter-

secte LT, conduzir por r um plano que faca com LT
um éangulo dado. Discussdo. E: Por um ponto M
qualquer de r, conduza-se /LT e um plano ilvg, que
forme com LT o angulo dado. Basta agora fazer ro-
dar a.em torno de t, de modo que a figue a conter a
recta r, para 0 que pode utilizar-se uma nmdanca de
plano que torne a recta t projectante (LjTjILT).

Solugdes dos n.°" 2580 a 2587 do J. SobastlHo e Silva.

INFINITESIMAL

F. c.Cc.— CALCULO INFINITESIMAL — 2" Exame de fre-
gquéncia —1946-47 — 1.- Ponto.

2594 — Determinar os extremos da fun¢do f(x,y) =

= (xX*—y-)*. R: A fungdo dada tem como linhas de
minimos as rectas y+x=0 e y—x—O.
2595 — Determinar o integral geral da equacdao

diferencial x cos x -y (x sen x + cos x) = 1.
dx
linear

R : E uma equagio de 1." ordem :y = (kx—1) sec x.

2596 —Determinar a &rea interioracurva p= cos’6

e a circunferéncia p= 3/4. R: (7y3 — 27t)/64.
2.° Ponto
2597 — Fazer a mudanca de varidveis 8=cosi na
8 1 0 ] 0
equacdo +- .= 0. —-+p =
©ov o 1—6'rfo 1—6 dfl

2598 — Resolver o sistema
TX"+y" =0
| X"+ y'— x + y*-t.
R: x=d (t+2)+c,-(t+1) e y=c,t+ c,.

2599 —Calcular ointegral duplo da funcédo f(x,y)—

= X+y na é&rea limitida pelas linhas de equacgdes
y=0, }/'=2—x e y="Zx. R: Tem-se
i ViTi
ff(x+y)dxdy = fdxj(x+y)dy +

0 0

t.ydxJ(x. y)dy=i! . Y-

Solugdes dos n." 2588 a 2599 de L. Mendonca de Albuquerque.

F. C.P. — caALcuLo — 2.° exame de frequéncia, 1947.

2600 — Determinar a linha
equacdo y"—by' + By-=4x’¢,
(0,7) onde y*=13. R: Fazendo
f-2z=4x*,2z,=7 , z,«=6 .

integral solucdo da
que passa pelo ponto
y = ze* vem: z"—3z' +
Aplicando 0 método de ilea



20

viside temos: z=7/p +6/p° +4/p’, donde z=7+6x + 2X’
ey= (7+ 6x+ 2x’) e’.

2601 —Integrar a equagdo
Temos y=c/x +logx *x/2 —x/4.

xXy'+y=xlogx. R:

[*[e sen 28 i
2602 — cCalcular [ / da di comegando por
JJ Vicos 28 ' "
D
considerar 8 constante. O dominio D situado no
1° quadrante é limitado pelas linhas 8=0, 8= ir/5
wis g
sen 28 . r .
p—I/a e p2=Il/cos28. R: 1=/ -7 da / dp =
cos 28
1,Vcos
W/
sen 29 /" sen 29 @ [ \2 2
-2 — i = [— cos +
I 7cos 28 da " cos 29

+1/2 logcos29]?” =,'2-v/2cos2ir,5+ 1/21ogcos2,r/5.

2603 —Determinar as equagdes da normal princi-
pal dalinha: x»+a=3, x'+y’ +«°=6 no ponto (1,1,2).
R : Temos jy'-l; z= 1; x"=0;y"=1i
z" = —2 . Asequacles da normal principal séo:

r X+ Y-Z2=0
| X-2Z-Z +3=0.

i
2604 — Integrar a equacdo
(2x* - 2x +1) y»- 2 (2x-1)y +4y =2
sabendo que umdosintegrais particulares da equacéo
sem 2.""membro é a derivada do outro. R: Temos
(2x*-2x+1)y","-2 (2x-1) y{ +4y,=0
derivando @ (2x7-2x+1) y{"+ (4x-2) y{"-2 (2x-1) yff -
—4yi -r4yj = 0 e atendendo

a que y{ € solugio  temos:

(4x-2)y{'-4yi =0, y{- z, (4x-2)z'-4z2=0,
z=c(4x —2) e portanto: yi=c (2x'—2x) = ¢, (X'—Xx)
y,=yi-c,(2x-1).

Logo y=., (x*-x) +c,(2x-1) +1/2.

Solugdes dos n.'" 2600 a 2604 de Jay mo Rios do Souza.

I. s. AL — CALCULO INFINITESIMAL — Alguns exercicios
do 1" exame de frequéncia de 1947-48.

2605 —Tomando porvolume aproximado da coroa
esférica 4irr’ h, onde h é aespessura infinitesimal da
coroa, qual é a ordem do infinitésimo desprezado
0) se r for oraio da esfera interior b) se r for oraio
médio. R: a) Tem-se V.=4ir (3r'h+3rh® +b.3)/3 e
portanto o infinitésimo desprezado € 4ir/3 (3r h* + h?)
evidentemente  de 2."" ordem emrelagio a h . b)V . =

A ‘N,
= 4rrl 3r h+ —j/3 , logo o infinitésimo desprezado  é

irh'/3, de3." ordem emrelagdio a h.

GAZETA DE MATEMATICA

2606 — Mostre que nointervalo (0, TT/2) é sempre

2 sen X ~ sen X
—< < 1. afuncdo y =
7 X

E y—*1 quando

R : Considere

X->0 e y-*-2/ir quando
(x—ter x) cos x

X-VTC/2 ; ~Oi-

outro < 0 visto

lado em (0,TT/2) é y'
X

tang x> X, eportanto y  decrescente.

2607 — Sejam OAP e OBP os arcos decurvare-
presentativos das fungfes y=+Vx e ?/=x* nointer-
valo [0,1] onde 0 (0,0) e P (1,1) . O comprimentodo
segmento variavel AB, perpendicular a OP, € no in-
tervalo considerado uma fungdo de x. Mostre que
esta funcdo estd, no referido intervalo, nas condi-
¢0es do teorema de Rolle. Calcule o valor de x para
o qual é maximo o comprimento de AB. R : A fun-
¢do procurada é y=1/2 (I/x—x), continua em [0,1],
derivacel em (0,1) o y (0)=y (1)=0. Estd pois nas
condicdes  exigidas pelo teorema de Rolle. E  maxima
para x= /4.

2608 —Seja y=f(x) afuncédo real davariavel real
x assim definida:
y=2X para x=j= + \jn,
¥=4x"—|x| para x=+I1/w (rainteiro "=0).
Estude a continuidade desta funcdo e a existéncia
e continuidade da sua derivada nointervalo [—1,1].
R : A funcdo ¢é continua para todos osvalores de x
excepto para osdaforma I/n:£+1/2 visto 2Xx'=4Xx'—
—|x| para x=+1/2. Como para h-»0, positivo ou
negativo, € [2(1/2 -t-h)*-1/2]/h —2, [2(-1/2+ h)"-
—1/2]/h->.-2, (4h’-h)/h->-1 e 21i’/h-n.O podemos
concluir que a fungdo dada é derivavel em todos oOs
pontos excepto para x=1/n"=+1/2 e x= 0 quesao
também pontos de descontinuidade da sua dericada.

2609 — Estude as variagOes da fungdo f (x)—e~"*
para x=£0,/(x)=0 para x=0. R:-Se x-*0,e"'**-~
e como para h-+0, positivo ou negativo, e~""/h-»-0
podemos concluir que a fungdo € continua e  derivavel
em todos osseus pontos. Minima para x=0; pontos de
inflexdo x=+v/2/3; y"*>0 para Vv/43<x<v/2/3°, nega-
tiva para todos osoutros valores de x; assintota y=1.

2610—Calcule

/ll dxu C dx

x (cos’logx —sen’logx)
2] (i+x~M+a+x)"*™J

C xdx C 0 suces-
°)J (1. 3yi3™d fer-*nysree e peroreducd

siva. R : Os dois primeiros s&o imediatos, o0 segundo e
uma irracional binémia e para o terceiro basta  fazer

f(as-x")""*rfx=x (ai-x™+8/V (,J_i)5/s-< dx-
= x (ai-x*)"""+ 5/[a’-(a"-x")] (a’-x*)""-» dx, etc.
Solugdes dos n.°' 2605 a 2610 de F .Carvalho Araujo
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MECANICA

I. S. T. — MECANICA RACIONAL —i.° exame ordinario
— 1948

PABTE PBATICA

2611 — Integrar a equacgéio Xr-=ap

2612 — Achar as geodésicas da superficie :

X=1rcos6,y=rsen9 2= k8

PARTE TEORICA

2613 — Conceitos de geodésica. Sua equivaléncia.

2614 — Conceitos e propriedades das funcdes har-
monicas.

2615 — Determinacdo dos eixos e momentos prin-
cipais de inércia num ponto qualquer do espago, co-
nhecidos os mesmos elementos em relagdo ao centro
de gravidade.

1L - ESCOLAS

University of Manchester —~HONOURS SCHOOL OF MATHE-
MATICS—Part 1—12 de Junho de 1945. (duragdo 3 h).

2621 — (i) Prove that a determinant does not
change its value if its rows and columns are inter-
changed.

Hence show that

—cCc - f -A 0 k
-do.g o -k 0

(i) Show that
1 X X- X
X 1 X X*
X 1 X
X X X 1

= (I-x)< (I+x)4(l +x7)*

2622 — Obtain the real quadratic factors of
X" —2x" y" cos «6 4- y"
Show that
—*  2k+1 .
2'-" = 7t sin it.
*0 2n
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RACIONAL
I. S. T. — MECANICA RACIONAI. — 1" exame extraordi-
nario —1948
PARTE PRATICA
2616 — Integrar a equagdo: «= X'+ y*.

2617 — Determinar a curva plana, passando pelos
pontos A (i,0) e D (2,1) para o qual o integral

J (x*+y') dx é estacionario, sob a condi¢cdo de
i 1

fylogxcXx= 3.

i

PARTE TEORICA

2618 — Equacdo de Monge-Ampere. Método da
dualidade, na integracdo das equacdes de 2." ordem
as derivadas parciais.

2619 — Paréntesis de Poisson e Lagrange.
mir, por seu intermédio,
canonicidade.

Expri-
as condi¢cbes de completa

2620 — Potenciais. Definigdo e propriedades gerais.

ESTRANGEIRAS

2623 — Define a point of accumulation of a se-
quence of real numbers, and state the theorem of Bol-
zano-AVeierstrass concerning such a point.

Prove that the greatest point of accumulation of a
sequence is the upper limit of the sequence, and that
the least point of accumulation is the lower limit.

Find the points of accumulation and the upper and
lower limits of the sequence

fan—1 . *n1
| » 2 J
2624 — Show that iff (x) exists and is monotoni-
cally decreasing in a<x<b, then

f(b)smzm<f{?.

Hence prove that, for x > 0

and deduce that, for every positive integer n,

log (n+1) < 1+1/2+1/3+ eee+l/n<log(n+l) +1.
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2625 - |If
(i) a,> 0O, b,> O forall n
(i) lim — =1> 0,
show that the series 2 converge and di-

verge together.

Discuss the convergence of the series

(@

2626 — (i) Show that, for |[r|< 1,
rsinfp— r sin3to +er° sin5» —r"sin p + e =
r (I—r?) sing
1+7r cos2p+ r'
(ii) Sum to infinity
X* X*
1! 21 ! 41 " 5! 7! 8!
00

2627 — Show that the series 2 'n converges or
diverges according as lim|a,|''" is <1 or > 1.

Deduce the formula for the radius of convergence
of any power series.

BOLETIM
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Find the radius of convergence of

2628 — By meaus of the substitution x

where u.,v are appropriate constants, or otherwise,
find the integral
x dx
(Bx*+8x+2y,.* ... i

2629 — Detine a Riemann integral.
By dividing the interval 0 < x < 1 into parts whose

lengths are in the ratio 1:2:3:---:ra, show that, as
n —* o0,
nin+DEf b >+ ./
0
where /(x) is any function continuous in 0<x<1.
Hence, or otherwise, show that
lim Jlog(l +i/3).
2630 — Solve :
(i) (y-xy')'-y';
(i) o + +V +V +»:-

O exame Incluia ainda outra prova de matematicas aplicadas
(respectivamente Geometria e Mecanica).

BIBLIOGRAFICDO

Nesta seccfio, além do extractos de criticas aparecidas om revistas estrangeiras, serSo publicadas criticas de livros

e outras publicados do Matematica do que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares & Redacgilo

66 - HEITLER, W.- Elementary Wave Mecha-
nics. VIIlI +136 pp. Clarendon Press, Oxford, 1945-
Preco 7s 6d.

Este pequeno livro — uma das melhores introducdes
elementares a Mecéanica Ondulatéria que conhecemos
— parece ter sobretudo por fira conduzir o leitor
a compreensdo clara da natureza essencialmente néo
classica, isto é quéantica, do fendmeno que é talvez
o mais fundamental da quimica: a valéncia homo-
polar. Depois de mostrar a necessidade da descrigao
ondulatéria das particulas e de deduzir a equacdo de
onda para estados estacionarios de um sé electrédo
(equacédo estdtica de Schrddinger), trata o 4tomo de

hidrogénio e discute a sua quantificagcdo e o efeito
Zeeman. Vem a seguir uma exposicdo simplificada
mas admirdvel do problema do atomo de hélio (pro-
blema de dois electrdes) por meio da equagdo das
ondas estacionarias no chamado «espaco de configu-
racdo» a seis dimensdes. Desprezando primeiramente
a interaccdo dos dois electrdes, pde em evidéncia
a relacdo intima que existe entre o principio de ex-
clusdo de Pauli e a propriedade de indiscernibilidade
de particulas da mesma espécie e mostra como esta
propriedade restringe as fungfes de onda as classes
simétrica e antisimétrica relativamente as permu-
tacfes das posicOdes das particulas. A interacgcdo dos
electrdes é analizada entdo pela teoria das pertur-
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bacdes, o que faz aparecer o fenémeno caracteristi-
camente quantico da «energia de troca» a que cor-
respondem forgas de natureza néo classica. A origem
destas forgas é afinal a indiscernibilidade das par-
ticulas de mesma espécie. A mesma propriedade fun-
damental aparece com nm papel dominante no capitulo
sobre a teoria da ligagdo quimica liomopolar o no
capitulo final sobre valéncia, onde sédo tratadas, entre
outras questdes, a molécula de hidrogénio, os gazes
inertes, a relacdo entre a valéncia e ospin, a valéncia
do carbono, etc.

A clareza e o poder didactico destes dois Ultimos
capitulos ndo podem ser excedidos, o que de resto
era de esperar da parte do autor, um dos fisicos ted-
ricos que mais contribuiram para a criagdo da qui-
mica quantica. Devemos no entanto chamar a atencgéo
para trés caracteristicas do livro que consideramos
como defeitos.

1." O autor, resolutamente indeterminista, da as
funcdes de onda da Mecénica Ondulatéria uma inter-
pretacdo essencialmente probabilistica de acordo com
as ideias de Born e da «escola de Copenhague». Isto
pode induzir no espirito dos principiantes a ideia
errénea que essa interpretacdo faz parte dos funda-
mentos da Mecanica Ondulatéria, quando é certo que
as fun¢des de onda podem ser interpretadas duma
maneira muito diferente, compativel com um deter-
minismo essencial dos fendémenos e em que a nocgdo de
probabilidade cede olugar a nogdo mais geral de inten-
sidade (dos valores possiveis das grandezas), sendo
por exemplo a nocdo de probabilidade de presenca
duma particula num elemento de volume substituida
pela nocdo de intensidade de presenga da particula
nesse volume.

2.° As fungbes de onda nos espacos de configu-
racdo para sistemas do mais de uma particula séo
consideradas da mesma natureza que as funcdes de
onda para sistemas de uma uUnica particula. Ora»
existem diferencas essenciais entre estes dois casos'
Ao passo que as fun¢des de onda de sistemas «mono-
particulares» descrevem estados reais, as func¢des no
espagco de configuragcdo para sistemas «pluriparticu-
lares» servem apenas para descrever os estados vir-
tuais, isto é os estados em que se encontrariam os
sistemas se as particulas que os compdem, cm vez de
se encontrarem, num determinado momento, nas po-
sicdes que ocupam efectivamente se encontrassem em
qualquer outra posicdo. E precisamente este caracter
puramente virtual das fun¢cdes de onda que permite
compreender a significacdo fisica dos espagos de
configuracdo e da indiscernibilidade.

3." A deducdo da equacdo de onda para um sis-
tema pluriparticular é feita por uma generalizacdo
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da regrada Mecanica Ondulatéria que faz corresponder
os operadores de derivagdo espacial e temporal aos
momentos e a energia. Ora, é possivel deduzir esta
equacdo por um processo mais fundamental, utilizando
apenas a indiscernibilidade de particulas da mesma
espécie.

As trés caracteristicas que acabamos do apontar
sdo de resto comuns a grande maioria dos livros
e memorias de fisica tedrica quantica. Por um lado
a vaga de indeterminismo que assola a ciéncia con-
temporanea e a que poucos fisicos tém resistido,
vai obscurecendo os fundamentos da Mecanica Ondu-
latéria, interpretando infundadamente as chamadas
relagdes de «incerteza» das medidas simultdneas de
grandezas «canonicamente conjugadas» e fazendo uma
separagdo arbitrdria e cosmologicamente insusten-
tavel entre observador e objecto observado. Por outro
lado, a confusdo entre funcdes de onda de estados
reais e funcdes de onda de estados virtuais ndo deixa
ver que é possivel estabelecer nma Mecanica Ondula-
téria cujas funcdes de onda descrevam duma maneira
ndo arbitraria o conjunto dos corplsculos elementares
do espaco-tempo sem separagOes entre observadores
e sistemas observados.

Anténio Giao
C. P. and

67 —FLETCHER, A., MILLER. J.

ROSENHEAD, L.— An Index of Mathematical
Tables, London, 1946 — Scientific Computing Ser-
vice, Ltd.

Matematicos, fisicos, engenheiros, astrénomos, esta-
tisticos e todos aqueles que, acidental ou frequente-
mente, tém de utilizar ou elaborar tabelas de funcdes
para a investigagdo ou para as variadas aplicacdes
a técnica, ficaram devendo aos Autores deste Index
um enorme servico pela economia de tempo nas con-
sultas de bibliotecas, ou na repeticdo escusada de
célculos, e pela fonte de numerosas e preciosas infor-
mac¢des que a publicagdo forneceguiando e facilitando
a construcdo de novas tabelas.

N&o se trata duma simples catalogacdo das tabelas
publicadas até hoje desde o século xvimas sim duma
ordenada e inteligente compilagdo.

Para poder ser utilizado com proveito o Index,
é¢ indispensdvel a leitura da Introducdo onde os Au-
tores indicam como planearam a obra e nos déao indi-
cacdes da maneira de doia nos servirmos. Apresen-
tam-nos em seguida uma lista das abreviaturas
utilizadas para indicar os meios de interpolagdo que
uma tabela referida nos fornece.

Segue-se a 1." parte do indice, relativo as funcgdes,
compreendendo 24 sec¢des, cada uma agrupando um
tipo, ou congéneres, de fungdes. E impossivel resumir
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o contelido destas secgfes apontando a simples titulo
de ilustragdo : nitmeros primos, poténcias de nimeros,
factoriais, coeficientes binomiais, numeros de Ber-
noulli e de Euler, logaritmos, fun¢gdes trigonométricas
naturais e seus logaritmos, fungdes circulares inversas,

funcdes hiperp6Ticas, fungdo 1" e B, funcdo de Legendre.

Bessel, elipticas, etc, etc.

Para cada tabela de fung¢des citada € indicado
o numero de decimais ou de algarismos significa-
tivos, os valores extremos e a equidistancia dos
valores do argumento, as facilidades que a tabela
fornece para efeitos de interpolagdo, os erros que
dada edicdo apresenta, etc.

A 2.* parte contém a Bibliografia por autores das
publicagdes abrangidas na 1.* parte.

Termina o Index por um indice analitico da 1.* parte.

Anteriormente & publicacdo desta obra eram Unicos
auxiliares uma lista elaborada pelo Dr. Comrie, do
«Scientific Computing Service» publicado em «Mon-
thly Notices of the Royal Astronomical Society» e o
j ornai americano «Mathematical Tables and other
Aids to Computation», cuja existéncia em Portugal
ignoramos.

Julgamos que todas as bibliotecas cientificas, obser-
vatorios, laboratérios, centros de estudos cientificos
e varios dos nossos servigos publicos devem possuir
esta obra como valioso auxiliar.

Manuel Zaluar

68 —COLEROOK, F. M.— Basic Mathematics
for Radio Students, Wireless Word — Ilife & Sons
Ltd. — Dorset House, Stamford Str., London.

O livro pretende dar o essencial para que o estudante
de assuntos de radio possa abordar os problemas que
este |lhe pde, e consegue-o. Nos primeiros cinco ca-
pitulos o autor estuda gradualmente as ideias funda-
mentais da algebra, ou melhor a simbologia da alge-
bra e as operacdes algébricas, depois as equagBes e os
ndmeros complexos, a continuidade, os limites, as séries
e por fim nogBes de geometria e trigonometria, tendo
sempre em vista as suas aplicacoes.

No capitulo Vl1aborda o estudo do calculo diferen-
cial e integral e finalmente no capitulo VIIfaz apli-
cacdo do estudo feito a problemas da radio, ou me-
lhor de electricidade aplicada.

O livro é de formato reduzido com 270 paginas ; €
por isso um livro essencialmente pratico onde os factos
fisicos, em geral, ddo a sugestdo ou justificacdo da
teoria. N&o pde, no entanto, inteiramente de lado
toda a justificagdo tedrica da matéria apresentada.

Em principio o livro dirige-se aos estudantes de
radio, mas, como o autor diz, as idéias basicas da ma-
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teméatica sdo comuns a todas as suas aplicagdes e o
livro pode assim ser Gtil a todos os que queiram es-
tudar a fisica com vista 4s suas imediatas aplicacdes.

Jose da Sllra Paulo

69 —FERREIRADE MACEDO, A. A.— A Geo-
metria ao alcance de toda a gente — Vol. 2 —Col.
«Cosmos».

Neste volume apresenta o autor o estudo intuitivo
das areas e volumes de alguns sdlidos, precedidos de
um breve mas essencial estudo da geometria do espago.

Pela clareza da matéria exposta recomenda-se a
todo o individuo que pretenda adquirir uma cultura
elementar sobre a geometria; pela sistematizacéo,
precisdo e exactiddo dos conceitos, aconselha-se a sua
leitura a todo o candi lato a uma escola superior e
aos alunos dos anos mais adiantados do curso liceal.
Em especial para os alunos que frequentam actual-
mente o 5." ano, o livro é da maxima utilidade por
estar em flagrante harmonia com os programas
vigentes.

Este segundo volume bem como o primeiro, consti-
tuem preciosos e valiosos livros de iniciagdo matema-
tica, pela seguranga cientifica e exposicdo pedagdgica
que uma leitura cuidadosa pde em evidéncia. Como
exemplo veja-se logo de inicio no livro | pag. 19 a
maneira como o autor apresenta a «distancia entre
dois pontos». Na frase — ... é o que acontece quando
nos encontramos num terreno plano, que podemos
percorrer entre (dois pontos) A e D ., verifica-se
ndo so6 a finalidade de aclarar um conceito, como a de
evitar inducbes que levem erradamente a supor-se
que a distancia minima entre dois pontos seja sempre
um segmento de recta.

Mais adiante, a paginas 27, da o autor osignificado
da linha recta. Para isso materializa-a no trago
obtido por uma ponta de um lapis que corre ao longo
de uma régua assento num papel. Se bem que néo
tire dessa experiéncia a defini¢cdo de linha recta como
eixo de rotacdo (por ndo lhe interessar na orientagéo
tomada), completa-a por fazer indirectamente aluséo
a tal definicédo.

Ainda no mesmo livro no Cap. I X apresenta apli-
cacOes praticas dos conhecimentos expostos.

No segundo livro destaca-se a maneira como o
autor introduz a nocdo de perpendicularidade entre
recta e plano, e as referéncias feitas a divisdo de an-
gulos e de arco de circunferéncia.

Resumindo pode afirmar-se, que estes dois livros,
escritos numa exposi¢do corrente, sdo notaveis pelo
rigor e simplicidade com que o autor trata as ques-
toes expostas.

Joaquim de S. M. O. Calado



MONOGRAFIAS DIDACTICAS SOBRE ANALISE MATEMATICA: 1

SERIES NUMERICAS
por
Lélio Gama
Ex-professor Catedratico de Faculdade Nacional de Filosofia;
da Academia Brasileira de Ciéncias ; do Observatério Nacional (Rio de Janeiro
Capitulo | —Complementos de calculo dos limites.
Capitulo Il — Nogdes fundamentais sobre os conjuntos de nimeros reais ou complexos.
Capitulo I'l'l — Sucessdes numéricas.
Capitulo 1V — Séries numéricas.
Capitulo V —Séries positivas fundamentais. Escalas de convergéncia.
Capitulo VI — Reducédo as séries fundamentais.
Capitulo V11 — Principios de formacgdo de critérios de convergéncia.
Capitulo VIII — Principais escalas de critérios de convergéncia.
Capitulo I X — Critérios aplicaveis as séries ndo positivas.
Capitulo X — Convergéncia das séries de poténcias.
Capitulo X I — Processos elementares de somacéo.
Capitulo X 11 — Somacédo de algumas séries de poténcias.
Capitulo XI1Il — Adigcdo e multiplicacdo de séries.
A primeira  monografia ~ em lingua portuguesa sobre a teoria das séries numéricas.
Livro  indispensavel na biblioteca dos engenheiros e estudantes de  matematica.
A elegancia da exposicdo alia-se ao rigor num livro de carécter didactico.
Contém cerca de 300 exercicios  criteriosamente seleccionados.

PUBLICACAO DA JUNTA DE INVESTIGACAO MATEMATICA

INTEGRAL DE RIEMANN
por

Ru y Luis Gomes

— Nogdes fundamentais da topologia do espaco euclideano.

— Elementos da teoria das fungfes numéricas de um ponto do espaco euclideano.

— Teoria da medida a Jordan.

— Definicdo, interpretacdo geométrica e propriedades dos integrais inferior e superior de Darboux.
— Integral de Riemann.

— Integral de liieinaiin-Stieltjes.

— Generalizacgdes.
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2* EDIGAO DO VOL.1 (N."" 1 a4)

Esta nova edi¢do oferece aos leitores da Gazeta de
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