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A Análise Infinitesimal no Ensino Secundário 
por José Sebastião e Silvo 

A análise infinitesimal é o ramo da matemática que 
maior êxito tem alcançado nas aplicações às ciências 
da natureza, e é por isso, também, o mais extenso, o 
mais rico, o mais fecundo, deixando a perder de vista 
a álgebra ou a geometria. Não é portanto de estra
nhar que a sua exclusão completa do programa dos 
liceus — como acontecia na reforma de 1936 — viesse 
a produzir graves perturbações no ensino global das 
matérias científicas. Sem ter adquirido a mínima 
familiaridade com os conceitos de infinitésimo e de 
derivada, o aluno, ao entrar na universidade, passava 
bruscamente a ter de assimilar o método infinitesimal 
em todas as minúcias e com os requintes de subtili-
zação lógica que cem anos de critica exaustiva lhe 
infligiram, quási desfigurando a sua primária feição 
intuit iva. Contemporâneamente, o mesmo aluno era 
forçado a aplicar o referido método em cursos volu
mosos de física e de química, em que se fala de inte
grais, de gradientes e de outras finuras — quando ele 
ainda mal se entendia com as derivadas e estava bem 
longe de saber o que é um integral. 

O resultado era de prever. Queixavam-se os alunos 
de que lhes era exigido muito mais do que as suas pos
sibilidades lhes permitiam dar — e mal sabiam os alu
nos até que ponto estava com eles a razão. Queixa
vam-se os mestres de que os alunos vinham pessima
mente preparados do liceu — e também os meBtres, 
vamos lá, tinham a sua razão. 

Evidentemente, a solução não estava em baixar o 
nível do ensino universitário. A solução estava simples
mente em regressar ao estado de coisas anterior a 
1936, com os eventuais ajustamentos requeridos pela 
evolução da ciência e dos métodos de ensino. E foi 
isto afinal o que, numa bora feliz, se decidiu fazer na 
reforma de 1948. Estou certo de que todos os que se 
interessam verdadeiramente pelo ensino das ciências 

em Portugal hão-de ter sentido, nesse momento, ínti
mo regosijo, por verem que o bom-senso acabou por 
triunfar. 

Não faltou depois, e não falta (a história de «O 
velho, o rapaz e o bur ro» . . .) quem protestasse contra 
a enormidade que é apresentar a alunos do liceu con
ceitos tão delicados como o de infinitésimo e o de 
derivada. Que se trata de conceitos delicados, ninguém 
o pode contestar; mas quanto a serem inacessíveis a 
rapazes de 15 ou 16 anos, temos de f a l a r . . . 

Não, senhores de pouca fé ! As grandes ideias cria
doras são sempre assim : o seu efeito sobre a mente 
juvenil é comparável ao do ar forte-da montanha, que 
primeiro entontece, mas depois estimula e avigora. 
Dá-se o choque inicial — e logo depois começa a lenta, 
subterrânea germinação de ideias que só o tempo e a 
sã pedagogia podem levar a bom termo. Há que se
mear com antecedência as intuições primeiras para 
que a colheita se possa fazer no momento oportuno. 
O aluno que compreende facilmente é aquele que já 
meditou sobre o assunto, e para quem os novos ensi
namentos são uma resposta luminosa a interrogações 
que ficaram latentes no espírito. Quando se não faz 
a sementeira —o que se pode colher? Em pedagogia, 
como na ciência, é por aproximações sucessivas que 
se deve proceder, imitando, de certo modo, a evolução 
histórica da ciência. É preciso que o aluno comece 
por compreender em primeira aprox imação . . . 

• 
# » 

Reproduzir exactamente a evolução histórica é 
impossível—já M. de La Palisse era capaz de o dizer. 
Os criadores do cálculo infinitesimal estão bem longe 
do rigor lógico exigido nos nossos tempos de crítica 
inexorável. Veja-se a «Teoria das funções analíticas» 
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de Lagrange: as suas demonstrações fazem sorrir pela 
ingenuidade dos processos. Percorrer no ensino os 
mesmos passos vacilantes seria simplesmente uma 
tolice. 

Mas o matemática não é só lógica; a matemática è 
um produto humano, intimamente ligado às necessidades 
do homem, à sua existência sobre este planeta. Ensinar 
matemática sem mostrar a origem e a finalidade dos 
conceitos é como falar de cores a um daltónico: é 
construir no vazio. Especulações matemáticas que, 
pelo menos de início, não estejam solidamente ancoradas 
em intuições, resultam inoperantes, não falam ao espí
rito, não o iluminam. 

O ideal seria conciliar o máximo de intuitividade 
com o máximo de racionalidade. E por isso mesmo que 
não há uma fórmula para efectuar esta conciliação é 
que a pedagogia é mais uma arte da que uma ciência. 
E é por isso também que se torna tão melindroso 
escrever livros de matemática para os liceus. Entre 
nós, agora então, duplamente difícil, por causa da
quele interregno de 12 anos, que afastou 08 professo
res dos assuntos da análise. 

Este afastamento j á se traduziu de maneira elo
quente nas deficiências do compêndio de álgebra que 
fo i adoptado para os 6." e 7." anos dos liceus e que 
tanto tem dado que falar. Ao lê-lo, fica-se com a im
pressão de que o autor procurou refazer a sua cultura 
matemática no prazo de que dispunha para apresentar 
o livro a concurso — e é muito provável que ele, autor, 
já se tenha apercebido dos inconvenientes da sua pre
cipitação. 

Não quero com isto insinuar que não houvesse entre 
os actuais professores quem pudesse fazer melhor. 
O que me parece incontestável é a necessidade de 
organizar reuniões pedagógicas de professores do 
ensino secundário e do ensino superior, em colóquios, 
conferências, etc., à semelhança do que se faz lá fora. 
Seria oportuno rever o plano que, neste sentido, fo i 
apresentado há quatro anos ao Instituto para a Alta 
Cultura pelo Professor Hugo Ribeiro, e de que já se 
tinha falado anteriormente na Gazeta de Matemática 
(n.° 26). 

# 
# » 

A análise infinitesimal assenta essencialmente sobre 
os conceitos de função e de limite. E é sobretudo nesta 
base que reside a delicadeza do problema pedagógico 
de que nos estamos ocupando. Felizmente, têm-se feito 
grandes progressos no sentido da clarificação dos 
fundamentos da análise. E é hoje mais fácil do que 
outrora aquela conciliação da lógica com a intuição 
a que j á nos referimos. Mas todo o cuidado é pouco 
para não cair em qualquer dos extremos... 

O que desde logo se observa, na teoria dos limites, 
é que a linguagem se torna mais intuitiva, quando se 
fala de «limite duma variável» em vez de «limite duma 
sucessão» ou de «limite duma função». Mas é preciso 
ter presente que não faz sentido falar de limite duma 
variável independente; na realidade, é de limites de 
funções que se trata sempre : — funções de variável 
inteira (sucessões) ou funções de variável real. 

Consideremos uma variável real x„ função da variá
vel natural n : a cada valor de n corresponde um 
determinado valor de xn; assim, a 1 corresponde x , , 
a 2 corresponde scs, etc. Os valores de xn dispostos 
por ordem crescente dos índices formam uma sucessão, 

x i ) x* y " ' > xn y ' ' " J 

de que a variável x„ se diz o termo geral. 
Matemàticamente, nenhuma distinção pode existir 

entre «variável x„» e «sucessão de termo geral x„», 
porquanto as duas expressões resultam equivalentes 
em qualquer proposição da teoria. Mas a verdade é 
que, psicologicamente, os dois conceitos se distinguem: 
o primeiro parece ligado à ideia de tempo, enquanto o 
segundo parece ligado à ideia de espaço (A x„ pode
ríamos ainda chamar «variável ordenada», se esta 
expressão não fosse usada hoje na literatura matemá
tica com um significado muito mais amplo). 

Posto isto, a teoria elementar dos limites para as 
variáveis em questão (isto é, para as sucessões) pode 
desenvolver-se com uma grande simplicidade. E há 
toda a vantagem, do ponto de vista pedagógico, em 
que, ao conceito de limite, se anteponha o conceito de 
infinitésimo. Cumpre-nos prestar aqui justiça ao pro
grama actual, que coloca o estuda dos infinitésimos 
antes do estudo dos limites — o que tem provocado 
críticas injustas da parte de vários professores. 
O conceito de infinitésimo é formalmente mais simples 
que o conceito de l imite : «Diz-se que a variável xn é 
um infinitésimo, quando, dado um número positivo X, 
por mais pequeno que este seja, existe sempre uma 
ordem nt, tal que se tenha | x„ | <C S, para todos os 
valores de n superiores a n , » . (A ordem ra, depende 
em geral de X, sendo tanto maior quanto menor for X). 
Claro está que, na prát ica do ensino, esta definição 
deve ser psicologicamente preparada com exemplos 
graduados; parece-me até que conviria começar por 
definir as noções de «variável limitada», de «variável 
crescente» e de «infinitamente grande», comparando-
-as entre si. 

A definição de limite duma sucessão pode ser dada 
imediatamente a seguir àquela de infinitésimo : 
«Diz-se que a variável x„ tem por limite o número a 
quando x„—a é um infinitésimo». Nenhum inconve
niente em formular a definição directa. E claro que 
se impõe, nesta altura, recorrer a exemplos concretos 
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fornecidos pela geometria, recordando sumariamente 
o uso que desta noção j á tinha sido feito em anos ante
riores, no cálculo de áreas e volumes (por via in tu i 
tiva). 

Em seguida, podem estabelecer-se os teoremas rela
tivos à soma de dois ou mais infinitésimos e a° 
produto dum infinitésimo por uma variável limitada 
(com os corolários relativos ao produto duma cons
tante por um infinitésimo e ao produto de dois in f in i -
tésimos). As demonstrações podem ser feitas, ao mesmo 
tempo com extrema simplicidade e rigor absoluto. 

Após este prévio estudo dos infinitésimos, em que 
a dificuldade das demonstrações é reduzida a um 
mínimo, tornando quási insensível a subida—a álgebra 
dos limites («limite da soma», «limite do produto»» 
«limite do cociente») pode desenvolver-se de maneira 
bem mais simples e natural do que é uso fazer-se. E 
esta primeira parte do estudo dos limites deveria ter
minar com uma análise detalhada dos casos que se 
podem apresentar, no produto dum infinitamente 
grande por um infinitésimo, no cociente de dois i n f i 
nitésimos, etc. — pretexto natural para um primeiro 
contacto com o símbolo oo e com os símbolos de inde
terminação. 

• * 

A seguir aos limites de sucessões — os limites de 
funções (de variável real). E logo aqui surge uma 
questão delicadíssima. Como se sabe, o conceito de 
«limite duma função / ( x ) quando x tende para um 
número o» pode ser definido pelo menos de duas 
maneiras diversas: ou partindo da noção já definida 
de limite duma sucessão (orientação de Heine) ou 
directamente, com o conhecido jogo dos X e dos • 
(orientação de Cauchy). 

A primeira definição é sem dúvida a mais natural. 
O que se pretende atinai dizer, afirmando que f (x) 
tende para b quando x tende para a ? Isto apenas: que 
quando a variável x passa por uma sucessão qualquer 
de valores tendente para a, a função / ( x ) passa 
necessariamente por uma sucessão de valores tendente 
para b. Note-se que a sucessão de valores de x consi
derada pode ser qualquer, contanto que tenda para a: 
o que se pretende afirmar é que f (x) tende para 6, 
qualquer que seja o modo por que x tende para a. Ulte
riormente, para comodidade da exposição, impõe-se 
ainda aos valores de x a condição de serem diferentes 
de a . E assim a definição surge, na sua forma defi
nitiva : 

«Diz-se que f (x) tende para b quando x tende 
para a , e escreve-se : 

l im f ( x ) = b, 

se, a toda a sucessão x , , x s , • • • , x„ , • • • de valoreB 
de x (distintos de a) tendente para a, corresponde 
uma sucessão / ( x , ) , / (x 2) , • • • , / ( x „ ) , ••• de valores 
de f (x) , tendente para 6». 

A definição é, como se vê, imediatamente apreen
sível. Que necessidade há então de utilizar depois uma 
outra, mais artificiosa, menos in tu i t iva ' " —com aquele 
jogo dos S e dos e, que tanto desnorteia os rapazes? 
Só pelo prazer bizarro de dar uma definição pura, em 
que não intervém o conceito de limite duma suces
são ? Não, a razão não é essa. 

É que, para demonstrar certos teoremas fundamen
tais da análise — teorema de Weierstrass, teorema da 
continuidade uniforme, etc. — a primeira definição 
obriga a utilizar o axioma de Zermelo, esse fantasma 
inquietante diante do qual tantos matemáticos escru
pulosos empalidecem e recuam. 

Mas, senhores, não há aqui motivo para inquieta
ções 1 O fantasma não aparece no liceu, pela simples 
razão de que tais teoremas não fazem, nem devem 
fazer, parte do programa. Há tempo depois, na uni
versidade, para mostrar jue as duas definições são 
equivalentes, desde que se admita o axioma de Zermelo 
— óptima ocasião para dir igir a curiosidade dos alu
nos sobre uma das mais perturbantes questões de 
filosofia matemática, em que, inesperadamente, se 
rasga uma janela sobre o infinito. 

As vantagens da primeira definição (no estilo de 
Heine) não se reduzem à espontaneidade da definição 
em si : concretizam-se depois nas demonstrações 
dos teoremas relativos ao «limite da soma», «limite 
do produto», e tc .—já que, por esta via, esses teore
mas aparecem como consequências imediatas das 
correspondentes proposições relativas a sucessões. 
Mais ainda: a referida definição aplica-se perfeita
mente ao caso em que uma das constantes a,b (ou ambas) 
e' um dos símbolos oo, +oo ou — oo. Ora tal não 
acontece com a definição de Cauchy, que só é válida 
no caso de a, 6 serem finitos. Quando esta hipótese 
não é introduzida, há que formular uma definição 
para cada uma das 16 modalidades possíveis e fazer 
as demonstrações dos respectivos teoremas 1 E certo 
que bastava definir directamente duas dessas modali
dades e reduzir as restantes às primeiras mediante 
transformações simples. Mas onde está então a uni
dade, a nitidez doutrinal tão cara aos matemáticos? 

Não há portanto que hesitar, no curso dos liceus. 

' Segundo o estilo de Cauchy, a definição podo ser assim for
mulada : «Diz-se que f ( x ) tem por limite b quando x tende para 
a, se, a todo o nùmereo f>0, se pode associar um número ft>0, 
de modo que se tenha | f (x)—b | <C £ . sempre que | x—a | <CS». 
A definição torna-se mais intuitiva quando se usa a linguagem 
das vizinhanças (intervalos centrados em a e em o). 
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A primeira definição impõe-se categoricamente, uma 
vez que a segunda, como vimos, corresponde a escrú
pulos de lógica que não têm qualquer sentido nesta 
fase do ensino. 

• • 
A origem do conceito de limite conhece-a j á o alu

no, através dos exemplos da geometria. Mas a van
tagem, a finalidade, daquela delicada rede de defini
ções e de teoremas não lhe surgirá tão claramente ao 
espírito — se logo em seguida não se passar ao estudo 
das derivadas, única aplicação que se faz da teoiia 
dos limites no ensino secundário' 1 ' . De contrário, essa 
construção lógica, assim suspensa a meio do 6.° ano, 
há-de parecer-lhe um bizantinismo, uma daquelas 
caturrices que se sofrem, mas não se compreendem. 
Eu estou certo de que o autor ou os autores do pro
grama j á se convenceram de que o capítulo das deri
vadas não foi colocado no lugar conveniente. De resto, 
o estudo das derivadas deve ser feito em estreita 
conexão com o dos movimentos, na física. 

Introduzir o conceito matemático de derivada sem 
ter partido do conceito mecânico de velocidade, e sem 
depois apresentar as múltiplas concretizações da 
mesma ideia na geometria e na física — é um erro 
grave de pedagogia.< ! ) Com tal orientação abstracta, 
o aluno ficará perplexo e fr io , como diante dum corpo 
sem alma; ao passo que tudo se ilumina, e o espírito 
se povoa de belas ressonâncias criadoras, apenas se 
estabelece o contacto com o mundo externo. 

Todos os que, desde os bancos do liceu, se têm inte
ressado pela matemática, hão-de recordar-se do prazer 
intelectual que se experimenta, por exemplo, ao 
conhecer a maneira elegante por que, da lei dum 
movimento, se consegue deduzir a velocidade e a ace
leração em função do tempo, e portanto a força que 
determina o movimento. Qualquer coisa de novo, de 

(1) £ claro que consideramos incluídos na teoria dos limites o 
estuda da continuidade e o das indeterminações. 

<i> Continuo a referir-me à fase de iniciação. 

potente, de exaltante ! É a aragem vigorosa do racio
nalismo científico que começa a percutir o nosso 
espírito. 

* 
• * 

Porque não introduzir no 7." ano a noção de inte
gral? Pois não é verdade que nos cursos gerais de 
física e de química se faz uso frequente desta noção? 

Não se tratava, evidentemente, de fazer uma teoria 
do integrai segundo Riemann... Tratava-se apenas de 
criar uma intuição, e de logificar essa intuição na 
medida em que tal fosse possível e oportuno. 

Reconstituir a função a partir da derivada — a equa
ção dos espaços a partir da equação das velocidades, 
o movimento a partir da força — pode haver problema 
mais sugestivo e que mais prenda a atenção do aluno ? 

A solução está naturalmente indicada ; inesperada
mente, o problema surge como equivalente ao do cál
culo das áreas — e eis finalmente a noção de integral ! 
Alguns casos de integração imediata, as primeiras 
regras formais de integração, podiam e deviam ser 
ensinadas nesta altura. 

Haveria certamente que suprimir partes da matéria 
que tivessem menor interesse. Estou a lembrar-me da 
equação de Diofanto, que se tem venerado como um 
tabú através dos tempos. Todos os anos, paciente
mente, os alunos vão aplicando aquele processo maqui
nal que permite obter soluções inteiras e positivas. Com 
que finalidade, pode saber-se? Para resolver proble
mas de Almanach, cuja subtileza está em atender a 
que não existem fracções de homem ou números nega
tivos de cavalos? 

Seja-me permitida uma última observação a respeito 
do programa (a cujos méritos não recuso homenagem). 
No 6.° ano está indicada, como abertura, uma 
teoria sintética dos números reais, construída com 
largo apêlo à intuição. Sem isso, tudo o resto está 
condenado a cair pela base — e não são os frágeis 
alicerces lançados em anos anteriores que viriam 
salvar a situação. 

A Função de Forças e a Equação de Ampere 
por José Gaspar Teixeira 

O conceito de função de forças é dos mais fecundos 
em Fís ica; no entanto há certos fenómenos para cujo 
esclarecimento não é, regra geral, empregado tal 
conceito. 

WHITTAKER no seu «A Treatise on the Analytical 
Dynamics» define campo de forças conservativas do 

modo seguinte : ( " «Certain fields of force have the 
property that the work done by the forces of the 
field in a displacement of a dynamic system from 
one configuration to another depends only on the 

(') ef. pág. 38. 
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ini t ia l and final configuration of the system... ». 
Isto significa, como se sabe, a existência duma 

função de forças, U (x, y , z) , de que se obtêm, por 
derivações parciais, as componentes X, Y, Z da 
força do campo : 

x M z - * ° 
àx dy o» 

ou 
F = grad V. 

Evidentemente, se a função U(x,y,z) éuniforme, 
f inita, contínua e derivável até a ordem segunda, a 
equação 

V (x , y , z) = c (c — parâmetro arbitrário) 

representa uma família de superfícies — superfícies 
equipotenciais — regulares, contínuas e sem pontos 
comuns. 

O trabalho da força do campo ao longo dum arco 
de trajectória 

    
  

   
     

 

 
 

depende apenas dos extremos Po e P do arco dessa 
trajectória ; e o seu valor não se altera quando os 
pontos P 0 e P percorrem arbitrariamente as res
pectivas superfícies equipotenciais. 

Por outros termos, o trabalho ao longo de uma 
trajectória fechada é nulo. 

Se a função U (x , y, z) não é, porém, uniforme, ( " 
duas quaisquer das suas determinações Ui e E/j 
diferem, no mesmo ponto P , apenas por uma cons
tante aditiva ; para calcular o trabalho da força rela
tivo a um deslocamento Po P > basta tomar uma 
determinação arbi trár ia em P 0 e seguir essa deter
minação com continuidade no deslocamento até P. 
Em particular, quando P volta ao ponto de partida, 
Po, o trabalho é nulo, ou não, consoante se volte, 
ou não, a P 0 com a mesma determinação. 

Por outros termos, o trabalho ao longo de uma tra
jectória Po P não se altera, quando a t ra jectór ia j 
com os extremos P0 e P fixos, sofre uma deforma
ção contínua sem passar por pontos de descontinui
dade das derivadas parciais da função de forças, 

ÒU ÒU dV 
àx ' dy ' da 

São tudo considerações vulgares dos vulgares tra
tados de Mecânica Racional. 

(') Court dê Mcanique—Ptúnlarê — pig. 176. 

Não encontramos, porém, nos mesmos tratados um 
exemplo simples que mostre ser este um caso funda
mental e corrente em Electromagnetismo ; nem nos 
respectivos tratados de Electricidade referência à 
resolução mecânica do mesmo problema, notável pela 
sua clareza. 

Consideremos o plano da variável complexa, 
z=x -> - ty , e uma recta oÇ normal ao plano, na 
origem z = o . 

T 

Suponhamos que sobre oX, se passa um fenómeno 
— deslocamento de cargas eléctricas, constituindo uma 
corrente eléctrica, estacionária, de intensidade 1. 

A lei de BIOT-SAVART dá-nos a expressão do vec
tor H — campo magnético — produzido por uma cor
rente"' eléctrica: se for ds um elemento da corrente 
potenciante e r o vector do ponto potenciado, será 

/•-* -* (i) 

H - / / d J A l 

o que dá, para o nosso exemplo 

2 I <21 

4 - - r i . fer? f 
função descontínua no ponto z—O. 

Este facto mostra-nos que o campo H deriva 
duma função de forças que, no plano z toma a forma 

V li log JL . 
z 

Ora esta função é multiforme e apresenta na ori
gem um ponto crítico de ramificação : as determi
nações, em número infinito, encadeiam-se com conti
nuidade umas nas outras, e constituem, em torno da 
origem, uma superfície de RIKMANN com uma in f in i 
dade de folhetos. As componentes da força < 3 ) do 
campo (no plano z) são 

ÒU 2y ÒU 2x 
X~- / — r = — = 7 : 

àx x2 + y'1 dy x2 + y2 

(') No caso presente, linear. 
(*) No sistema electromagnético c.~g. s. 
(') Trata-se propriamente duma excitação do campo m a g n é 

tico e não duma força. 
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o trabalho ao longo dum percurso PQP, 

JC xdy — ydx 
i j—J—y— 
p.p x^ + y^-

ou, em coordenados polares 

T = 2 / I di z = p e'8 • 

Se a trajectória, porém, é fechada, preferível se 
torna empregar a expressão 

     

O teorema dos resíduos diz-nos que, se a trajec
tória c não compreende no seu interior nenhuma sin

gularidade da função integranda, —, o trabalho 
z 

total é nulo. 
Se, porém, compreende a origem — única singula

ridade — como 
dz 
— »• %-KÍIÍB = 2 w i 
z 

será T = - 2 / i - 2 i t < 
= 4 « 7 

expressão conhecida pelo nome de Equação de Ampère. 
Não conhecíamos a expressão analítica da função 

de forças correspondente ao fenómeno. 
Por outro lado, a semelhança da equação de Am

père com a expressão corrente do teorema dos resí
duos sugere o emprego da teoria das funções analí
ticas como processo expedito de dedução da mesma 
Equação. 

Um Teorema da M e f a m a f e m á f / c a 
por Maria Teodora Alves 

Dado o teorema 
Hz>T (1) , 

o teorema 
T z> H< (2) , 

em que V e H' são respectivamente as negações 
de T e de H, chama-se teorema contrapositivo do 
teorema m . A equivalência entre estes dois teo
remas encontra-se em qualquer tratado de Lógica 
Moderna. 

Em geral, a hipótese e a tese de um teorema são 
respectivamente decomponíveis em hipóteses e teses 
parciais. Haverá, nesse caso, um só teorema contra
positivo ou, à semelhança dos teoremas recíprocos, 
em caso análogo, haverá mais de um teorema contra
positivo ? Como obtê-los ? Qual será a sua lei de for
mação ? 

Por aplicação do método dos quadros lógicos está 
demonstrado em «Método de redução ao absurdo, 
aspecto lógico e pedagógico» à pág. 15, que, dado o 
teorema 

(Hf n flj) 3 T (3) , 

de hipótese decomponível em Hi e i i j e de tese 
indecoraponível, os teoremas 

(') Dissertação aposentada, pela autora deste artigo, em 
repetição de exame de estado, para o magistério do ensino 
liceal. 

( t f i n r i D f f j (4) 
(Hz n T) => H\ (5) 

( í f j , H ' 2 e T1 são as negações de / / , , H2 e T) são 
equivalentes entre si e ao teorema proposto (3) . 

Como vemos estes teoremas têm uma lei de forma-
tão análoga à formação do teorema (2) . 

A equivalência dos teoremas (3), (4) e (5) permi
tirá, dado um teorema do tipo (3) , formar os outros 
dois teoremas e escolher aquele que mais cómoda ou 
mais elegante demonstração tiver. Uma vez demons
trado o teorema escolhido os outros dois ficam impl i 
citamente demonstrados. 

Na bibliografia indicada em «Método de redução 
ao absurdo» e em muita outra que não foi indicada 
mas que consultámos, não há referência às conclusões 
que acabamos de citar. Ignoramos, portanto, se essas 
conclusões — embora de importância insignificante — 
têm qualquer originalidade. 

A crítica oficial, a que a nossa dissertação foi 
submetida, apreciou-a entrincheirando-se no reduto 
da gramática e do vocabulário, e nada informou sobre 
os assuntos nela versados e, muito menos, naquele a 
que nos estamos a referir. 

Neste artigo vamos apresentar a mesma questão— 
teoremas contrapositivos de um dado teorema do 
tipo (3) — tratando-a pela Algebra de Boole e vamos 
generalizar as conclusões. 
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Demonstraremos, por exemplo, a equivalência do 
teorema (3) ao teorema. (4) . 

Com efeito, 

(Hi n H2) 3 r = (jar, n nzy u r 

(definição de 3 ) 

= ( j p , u í r 2 ) u T 

(lei da dualização) 

(propriedade comutativa e associativa) 

« '(f l j j n Í 1 ) ' u H\ 

(lei da dualização e da involução) 

= (/r, n r ) ^ i r t 

e, finalmente, (definição de 3) . 

Analogamente demonstraríamos a equivalência 
entre os teoremas (3) e (5) . 

Generalização. 

Se o teorema proposto fosse do tipo 

( i t i h f t n - ^ a r ( 6 ) 

poder-se-iam obter, por uma lei análoga, os teoremas 
contrapositivos seguintes em número de n : 

(Ht n ••• n H„ n r y o - f f i 

A demonstração da equivalência entre estes teo
remas entre si e ao teorema proposto, far-se-ia analo
gamente à demonstração anterior, para a caso de 
n = 2 . . 

Demonstremos a equivalência entre os teoremas 

(Hi C[Htf[ ••• D Hn) 3 T e (Hz n ••• f l Ï") 3 H i ' . 

Temos 

(#4 n Ht n ••• n Mi => (#1 n - n nny u r 

= -ff ' 4 UH't(J-UH'„\jT 
= (H<2\J - u f f , U T) U H>i 
= ( í f 2 n ••• n # „ n r y u &i 
= (H2 n ••• n Hn n V)-=>H\. 

Anàlogamente demonstraríamos a equivalência 
entre o teorema (6) e os restantes teoremas que dele 

deduzimos e também a equivalência desses teoremas 
entre si. 

Podemos pois, formular o seguinte teorema de 
teoremas : 

Se num terema, de hipótese decomponivel em hipóseses 
parciais e de tese indecomponivel, permutarmos a ne
gação da tese sucessivamente com a negação de cada 
uma das hipóteses parciais, obteremos teoremas equiva
lentes entre si e ao teorema proposto. 

Este teorema de teoremas é do domínio da Meta-
matemática e poderá ter aplicação na matemática 
elementar ou superior, em especial, na Geometria 
Analítica. 

Indicamos agora algumas aplicações : 

Geometria 

TEOREMA : Se uma recta, conduzida pelo centro de 
uma circunferência, (Hj) , divide ao meio uma corda, 
(H 2) , essa recta é perpendicular à corda (T) . 

Tipo : (Hi n ff2) 3 T 

1. ° Contrapositivo : 

Se uma recta, conduzida pelo centro de uma cir_ 
cunferência, ( f l j ) , não for perpendicular a uma corda 
da circunferência (T) , essa recta não divide essa 
corda ao meio (Ht) . 

Tipo : (Hi n T) 3 H<i 

2. ° Contrapositivo : 

Se uma recta divide uma corda de uma circunfe
rência ao meio (Hz) e se não for perpendicular à 
corda (T1) , essa recta não passa pelo centro da cir
cunferência (H'i) . 

Tipo : (Ht n 2") 3 H'i 

O teorema proposto e os dois teoremas contraposi
tivos dele deduzidos são, pelo estudo anteriormente 
feito, equivalentes entre si. 

Demonstrado que um deles é verdadeiro os outros 
dois também são verdadeiros. 

Aritmética 

TEOREMA : Se N for divisível por a e por b , (H^) , 
e se m. d. c. (a , b) = 1 , (H 2) , N è divisível por a b . 

1." Contrapositivo : 

Se N for divisível por a e por 6 (Hj) e se N 
não for divisível por a b (T*) , então m. d. c. (a ,b) =f= 
= M , ( H < 2 ) . 
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2.' Contrapositivo: 

Se o m. d. c. (a , b) = 1 ( / f 2 ) e N não for divisível 
por ab (T) , então N não é divisível por o e por 
6 ( íT i ) , (simultâneamente). 

Demonstrado um qualquer destes 3 teoremas, os 
outros dois são verdadeiros. 

Álgebra 

TEOREMA : Dado f (x) que admita derivada em X j , 
te f ( X | ) — . 0 , ( £ j ) . e f " ( x i ) < 0 , ( i / 2 ) , f ( x ) tem um 
máximo em xl(T) . 

1. " teorema contrapositivo: 

Dado / ( x que admita derivada em x 4 , s e / ( x j ) = 0 , 
(Hi), e se f(x) não tem um máximo em x t , (T 1 ), 
então f ( x ^ ^ O (não é menor do que zero), (H2). 

2. " teorema contrapositivo: 
Dado/ (x) que admita derivada em xít se / ' ' (x 1 )<0, 

( H 2 ) , e se f ( x ) não tem um máximo em x j , (T 1 ) , 
então f(x{)=fcO (não é igual a zero), ( f i ' i ) . 

Estes três teoremas são equivalentes e a verdade 
de um deles arrasta necessariamente a verdade dos 
outros dois. 

P E D A G O G I A 

O PROGRAMA DE MATEMÁTICA DA ACTUAL REFORMA DO ENSINO LICEAL 

n 

por Maria Teodora Alves 

As considerações que farei neste artigo referem-se 
ao 2.° ciclo liceal e, em especial, ao programa de Ma
temática. 

A idade dos alunos, no 2." ciclo da escola secun
dária, vai dos 13 aos 16 anos. É o período mais deli
cado da vida dos alunos. 

O aluno, neste período da sua vida, é um mixto 
constantemente variável das qualidades da criança e 
do adulto. A evolução da sua mentalidade e do seu 
carácter não é gradual. Pelo contrário, é caracteri
zadamente oscilante. O aluno, que hoje se mostra 
atento e disciplinado, amanhã será desatento e insu-
bmisso. Se hoje revela vivacidade de espírito e inte
resse, amanhã estará bronco e desinteressado. 

Neste período da sua vida, o aluno é o joguete de 
uma emotividade que ainda não se disciplinou. 

Não é necessário que o professor tenha grandes 
qualidades de observação ou longa experiência pro
fissional— é o meu caso — para que possa produzir 
estas afirmações. 

E não é somente o professor que tem de atender 
a este período crítico da vida dos alunos e no qual 
cada aluno pode dizer-se que é um caso particular. 
A escola, se quizer evitar a falência da sua missão, 
não pode organizar-se, ignorando este período crítico 
da vida dos alunos. 

Ora, os principais objectivos da escola secundária, 

consistem na formação do carácter e mentalidade do 
aluno e, se é certo, como afirma BURLODD, que 
«o passado que se conserva e se transmite na heredi
tariedade, não é o passado sob a forma de recordações, 
mas de hábitos específicos, aptidões e disposições 
para agir deste ou daquele modo», as responsabili
dades que impendem sobre a escola são enormes. 

A escola tem que organizar-se, tendo em vista que 
o aluno não é um motor cujo rendimento possa ser 
forçado. E, mesmo os próprios motores, precisam de 
repouso. O aluno é um ser vivo em evolução e que, 
se está sujeito à acção da escola, não deve ser sub
traído à vida familiar que tem também a sua função 
educativa a qual é insubstituível. Há pois que contar 
com o tempo destinado à vida familiar do aluno, ao 
tempo para as suas distracções e para o repouso. As 
24 horas do dia têm que ser distribuídas pela escola, 
pela vida familiar, pelas distracções e repouso do 
aluno. 

Se não houver o justo equilíbrio entre todos estes 
factores, o regime de educação do aluno entrará em 
deficit. Se houver a tendência para cobrir esse deficit 
à custa do repouso, especialmente do sono, então o 
caso assumirá, em breve, proporções de catástrofe. 

Estou a lembrar-me que o genial CERVANTES apre
senta, aos seus leitores, D. Quixote a 1er muito e a 
dormir pouco, antes de o apresentar enlouquecido. 
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Na actual reforma do ensino liceal, o aluno do 2.* 
ciclo é obrigado a dispersar-se por 9 disciplinas, 
além de outras actividades obrigatórias. Deste facto, 
infere-se imediata e necessariamente que os pro
gramas das diversas disciplinas têm que ser mínimos, 
o que não quer significar que devam perder eficiência. 

Eu vou estabelecer as condições que devem, a meu 
ver, orientar essa redução de programas. 

A escola secundária, em vez de se preocupar em 
ensinar aos alunos os resultados do pensamento cien
tífico, deverá preocupar-se em ensinar-Ihes os métodos 
de pensar em ciência, baseando-se somente no número 
suficiente de factos que possa servir para estabelecer 
esses métodos. E porque os métodos científicos são 
deduzidos de conceitos e agem sobre conceitos e não 
sobre factos, embora os conceitos sejam extraídos 
dos factos, a escola deverá conduzir o aluno a criar 
uma atitude perante o aglomerado de factos. 

Quer dizer, os programas da escola secundária 
devem reduzir os factos ao número mínimo, embora 
suficiente para que os métodos científicos, perante os 
alunos, possam ser estabelecidos. 

Com efeito, muitas vezes a acumulação de factos, 
em vez de facilitar a clara formulação do conceito, 
perturba-a e confunde-a. 

H. POINCARÉ, um dos mais eminentes matemáticos 
franceses de todos os tempos, preconizando o primado 
da capacidade de utilizar factos, sobre o conheci
mento dos factos, serviu-se desta imagem brilhante
mente sugestiva e verdadeira: 

oA ciência constroe-se com factos como uma casa 
se constroe com materiais de construção, mas uma 
ciência não é uma colecção de factos, do mesmo modo 
que uma casa não é um monte de materiais de cons
trução». 

Eu não pretendo depreciar o valor da informação, 
o valor do conhecimento de factos. Mas o que afirmo 
é que, na escola secundária, o valor dos materiais 
oferecidos por qualquer ramo de estudo não está nos 
próprios materiais de informação mas na utilidade 
que possam fornecer para que o pensamento do aluno 
possa agir de modo a adquirir a arte de investigar 
relações, de fortalecer capacidades, de formar hábitos, 
de perseverança, de observação e clareza de raciocínio. 

Eu vou tentar esclarecer a ideia que acabei de 
expor, exemplificando-a com questões do actual pro
grama do 2.° ciclo. 

Que importa que o aluno, ao concluir o 2.° ciclo, 
nada saiba dizer acerca de I I ÍMUKABI e o seu código, 
da reforma potítica do império romano ou da paz de 
VESTEFÁLIA. e de muitas outras rubricas do actual 
programa de história, apresentadas em estado de pul
verização ? 

Desde que o aluno se mostre capaz, servindo-se do 

seu manual de história, ou de qualquer outro com
pêndio, de obter sobre esses temas a informação 
julgada suficinte, em nada importa a ignorância que 
possa revelar sobre eles, uma dada ocasião. 

Que importa que um aluno do 2." ciclo, pergun
tado sobre a centopeia : aparelhos circulatório e res
piratório, sobre o micaxisto ou sobre a funária , nada 
saiba dizer? 

Confesso que acho preferível que o aluno nada 
saiba dizer a eBse respeito do que faça uma prolixa 
peroração, oral ou esctrita, de uma descrição que 
decorou e não de factos que tivesse observado. 

As ciências naturais têm na escola secundária uma 
função inestimável e insubstituível, quando são ver
dadeiramente ensinadas como ciências de observação. 
É a disciplina que melhor se presta a educar o espí
rito de observação dos alunos pondo-os em contacto 
com a realidade concreta. Para nós, portugueses, as 
ciências naturais, quando estudadas pela observação 
e experiência, teriam função correctiva à nossa ten
dência para a divagação, alheia a toda a realidade. 

Mas as ciências naturais estudadas como factos de 
informação, que não foram observados, têm uma fun
ção perniciosa, pois deixam de ser correctoras de 
males para se transformarem em amplificadoras 
desses males. 

Na escola secundária, as ciências naturais, como 
instrução, têm importância reduzida, como educação 
têm, na hierarquia das disciplinas, uma elevada cota. 

CLAPAHÈDE, O eminente pedagogo suisso, estabelece 
essa distinção de uma maneira perfeita: 

«L'éducation doit viser à développer les fonctions 
intellectuelles et morales, plus qu'à bourrer le crâne 
d'une masse de connaissances qui (lorsqu'ils ne sont 
pas aussitôt oubliées) restent le plus souvent des 
connaissances mortes, séjournant dans la mémoire 
comme des corps étrangers, sans rapport avec la vie». 

Que importa que o aluno não saiba onde fica. o 
mar de Azooff, as ilhas do Almirantado ou Glasgow, 
desde que ele se mostre capaz de obter essa infor
mação, recorrendo a um dicionário geográfico, a uma 
enciclopédia ou ao próprio compêndio ? 

E neste sentido que eu afirmo haver possibilidade 
de redução nos programas das disciplinas do 2." 
ciclo : Seleccionar em cada disciplina apenas o número 
de factos que seja considerado suficiente para que o 
aluno possa ser educado nos métodos de trabalho. 
Aqueles factos que sejam considerados conjunto 
necessário de conhecimentos seriam distribuídos pelos 
diversos anos do curso geral e, sempre que possível, 
constituindo núcleos de revisão, embora com alarga-' 
mentos sucessivos. 

Por exemplo, todos estão de acordo que, em ciên
cias naturais, um dos núcleos de conhecimentos essen-
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ciai para os alunos, é uma ideia geral do corpo 
humano. Esse núcleo de conhecimentos não surgiria 
somente em um dos anos do curso geral. Surgiria, 
sendo possível, em vários anos do curso geral, embora 
alargado e com novas relações. O mesmo se poderá 
dizer de muitos outros núcleos de conhecimentos das 
ciências naturais, e também de outras disciplinas. 

Se as responsabilidades das directrizes da organi
zação da escola cabem ao legislador, neste pormenor 
da organização dos programas, as responsabilidades 
cabem exclusivamente à comissão que os organizou. 

E só depois de estabelecidos os programas, acom
panhados de instruções que indiquem os princípios 
guias que piesidiram à sua coordenação, é que vem 
as responsabilidades do professor que lhes deve apli
car as regras da melhor didática que estejam de 
acordo com eles e com as possibilidades dos alunos 
a seu cargo. 

Todavia é ao professor que são atribuídas todas 
as responsabilidades da falência dos alunos. É uma 
leviandade e uma grave injustiça cometidas, muitas 
vezes, por quem tinha a obrigação de conhecer a com
plexidade do problema educativo. Quando essa injus
tiça é cometida pelos encarregados de educação de 
alunos que falharam, ainda é suportável e poderá ter 
alguma desculpa... 

Vem a propósito discriminar as responsabilidades 
dos professores e dos alunos, perante uma dada or
ganização da escola e de programas e também porque 
essa discriminação esclarece o meu ponto de vista, 
acerca da redução de programas. 

Se é da responsabilidade do professor ministrar 
aos alunos os conhecimentos considerados suficientes 
pelos programas, donde possam ser extraídos os 
métodos de trabalho científico, é da responsabilidade 
do aluno usar desses métodos e obter, por si próprio, 
os frutos dos métodos que usou. Isto é, se o profes
sor deve guiar o aluno no uso dos métodos da ciência, 
é o aluno que tem que adquirir a técnica respectiva. 

Se o professor deve instruir o aluno, o aluno não 
deve ser um receptor passivo dos conhecimentos 
ministrados. 

Se as analogias ou diferenças entre as questões 
postas são da responsabilidade do professor, o uso 
dessas analogias ou diferenças é da responsabilidade 
do aluno que deverá aprender a usá-las, conforme as 
circunstâncias e como meios de desenvolver o pró
prio pensamento. 

O professor não pode pensar pelo aluno. É o aluno 
que tem de pensar por si próprio. 

E o que o eminente H. WHEAT afirma, nesta sín
tese perfeita: «The teacher should teach methods of 
work, but the pupil may become his own best teacher 
through his use of the methods ». 

Considero de just iça lembrar que, na Imprensa por
tuguesa, um professor ilustre, o Senhor Doutor SERRAS 
E SILVA, tem defendido com brilho, rara e infatigável 
perseverança, o ponto de vista de que a escola secun
dária, mesmo em instrução, tem de educar o aluno 
numa atitude perante a ciência, em vez de o trans
formar numa enciclopédia viva de conhecimentos. 

Tem sido sempre essa a posição daquele ilustre 
professor perante as várias reformas de ensino secun
dário. Mas as ideias têm um poder de penetração 
muito lento, sobretudo quando colidem com as ideias 
que o hábito e a rotina acumulam, como os pólos de 
um ímam acumulam a limalha de ferro. A resistência 
das linhas de força das ideias assim acumuladas, a 
uma mudança de direcção, faz desanimar os mais 
perseverantes e, por isso, mais meritória é a atitude 
persistente do Senhor Doutor SERRAS E SILVA. 

J á me alonguei demasiadamente em considerações 
de ordem geral sobre programas do 2." ciclo e devo 
agora aplicá-las à organização de um programa de 
matemática neste ciclo, que seja compatível com o 
número de horas que está destinado a essa disciplina. 

Em vez do professor se preocupar em ensinar aos 
alunos os conhecimentos e os factos da Matemática, 
deverá ensinar-lhes os métodos pelos quais os alunos 
possam construir as ideias em Matemática, estimu-
lando-os no uso desses métodos. 

A Matemática, quanto à sua função na escola se
cundária, deverá ser considerada como um sistema 
de ideias, uma sequência de relações destinada a ser 
entendida pelo aluno, de preferência a uma técnica. 
O único caminho para obter esse objectivo consiste 
em usar os métodos de pensamento que lenta e gra
dualmente provoquem essas ideias de relação. 

A técnica de cálculo no 2." ciclo da escola secun
dária deverá ser apenas a suficiente para a com
preensão dos métodos e claro entendimento da se
quência das ideias de relação, postas em jogo por 
esses métodos. 

A sobreposição da técnica de cálculo à correlação 
das ideias e dos métodos de pensamento, provoca a 
inversão do objectivo do ensino da Matemática, neste 
ciclo da escola secundária. 

A meu ver, o programa de M a t e m á t i c a de 
qualquer dos anos do 2.° ciclo é incomportável para 
3 horas semanais atribuídas à Matemática; e, na 
impossibilidade de ser aumentado esse número de 
horas, dado o quadro de disciplinas, impõe-se uma 
redução nos programas. 

Eu atievo-me a propor a supressão das seguintes 
rubricas do programa do 5.° ano : 

«Logari tmos; teoremas relativos ao cálculo loga
ritmo, logaritmos decimais ; uso de tábuas (de cinco 
decimais). 
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Nesta altura devo interromper o fio das minhas 
ideias para escutar os clamores que esta minha pro
posta deverá provocar. 

— Suprimir o estudo dos logaritmos no curso ge
ral dos liceus ! Suprimir esse maravilhoso e impor
tantíssimo instrumento de cálculo ! Desde 1895 que o 
estudo dos logaritmos atravessa incólume tadas as 
nossas reformas do ensino secundário. 

Em todos os programas de Matemática do ensino 
secundário dos países civilizados figura o estudo dos 
logaritmos. 

Que despautério ! 
Eu não nego que a função logarítmica, em todo o 

vasto campo da Matemática, até mesmo na teoria 
dos números inteiros, tem a mais larga e vantajosa 
aplicação. 

Também não nego que os logaritmos são um mara
vilhoso instrumento de cálculo, embora as máquinas 
de calcular e as regras de cálculo, tão vulgarizadas 
hoje, tenham reduzido o seu uso. 

O que afirmo é que o estudo dos logaritmos, no 
curso geral dos liceus, como tema para exercícios 
formais é inferior a outros temas, como aqueles que 
a geometria pode fornecer, ou, como por exemplo o 
equacionar de problemas, e dos quais não é possível 
extrair as vantagens que podem proporcionar, dada 
a pressa com qug são estudados. 

O que afirmo é que o estudo dos logaritmos, no 
curso geral, como técnica de cálculo, é uma inu t i 
lidade. 

Somente um inquérito entre os indivíduos que têm 
passado pelo curso geral dos liceus e não prosseguiram 
os seus estudos e aqueles que se destinaram às Fa
culdades de Direito ou de Letras me poderia convencer, 
se o resultado fosse favorável, da utilidade do estudo 
dos logaritmos no curso geral. 

O aluno do curso geral dos liceus, que não prossiga 
os seus estudos ou se destina para a Faculdade de 
de Direito ou Letras, adquirindo a técnica de cálculo 
logarítmico, pode ser comparado a um indivíduo que 
adquirisse a técnica das escalas musicais do piano 
para, depois, nunca mais tocar piano. 

Uma vez feita a supressão do estudo dos logaritmos 
no curso geral, o que, a meu ver, em nada diminuiria 
o valor formativo da Matemática, nem as suas reais 
vantagens util i tárias, no 2.° ciclo, poder-se-ia distri
buir a matéria do actual programa pelos 3 anos do 
ciclo de modo a torná-lo mais bem compensado e 
coordenado e até mais consentâneo com a mentali
dade dos alunos. 

Assim : 
Do actual programa do 3.° ano seriam transferidas 

para o 4.° ano as seguintes rubricas: 
«Sistemas de 2 equações numéricas do 1." grau 

a duas incógnitas: resolução algébrica e gráfica. 
«Desigualdades inteiras do 1.° grau a uma incógnita 
e resolução algébrica e gráfica». 

Do actual programa do 4.° ano seriam transferidas 
para o do 5.° as seguintes rubricas : «Noção de 
número irracional ; radicais ; cálculo de radicais. 
Potências de expoente fraccionário; operações. 

Sucessões numéricas. N o ç õ e s de infinitamente 
grande e infinitamente pequeno ; noção de limite de 
uma sucessão». 

O meu próximo artigo versará sobre o programa 
de matemática do 3." ciclo e terei ocasião de me re
ferir, outra vez, ao estudo dos logaritmos. 

Quanto à geometria, julgo que poderá ser conser
vada a distribuição que lhe dá o actual programa, 
mas as suas rubricas devem ser redigidas com mais 
cuidado, clareza e rigor. A esse respeito, já os Se
nhores Drs. L . BARROS e D A V I D se referiram larga
mente na «Gazeta de Matemática». 

Apesar da supressão que propuz e da consequente 
arrumação que deu lugar nas matérias do programa 
dos três anos do 2 ° ciclo, ainda considero os pro
gramas sobrecarregados. 

Julgo agora que é possível pedir à didáctica a 
necessária simplificação, que consistirá na obser
vância destas duas simples regras : 

a) Não transformar o aluno numa máquina de re
solver exercícios. 

b) Não transformar o aluno num formulário de 
teoremas. 

Em outra oportunidade e lugar mais próprio (a re
vista pedagógica «Labor»), tenciono desenvolver este 
tema, referente à simplificação que a didáctica pode 
operar nos programas da Matemática. 

Mas, organização da escola, programas, didáctica, 
tudo isso se subordina, infelizmente, ao exame 
O exame que devia ser, na vida escolar, apenas um 
incidente está transformado num objectivo, numa for
çada finalidade. 

Os pontos de exame têm de facto, maior influência 
do que quaisquer outros factores. 

Basta que num ponto de exame seja feita uma 
pergunta que se desvie da clara interpretação dos 
programas e das regras de uma dada didáctica, para 
que no ano lectivo seguinte os programas se alarguem, 
os exercícios se multipliquem e a didáctica se dis-
torsa no sentido rebelado pela pergunta inesperada e 
outras possíveis. 

Ser-me-ia muito fácil ilustrar copiosamente esta 
afirmação, mas ela está tão escorada pelos pontos de 
exames saídos em anos anteriores e é tão corriqueira, 
que não merece ocupar espaço na «Gazeta de Ma
temática». 

( Contínua) 
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M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
PONTOS DE EXAME DO 3.° CICLO DO ENSINO LICEAL 
E DE EXAMES DE APTIDÃO ÀS ESCOLAS SUPERIORES 

Ensino liceal — 3°. ciclo —1951, Julho. 

I 

3262 — Determine o limite da função 

x 2—4 
F ( x ) . . 

quando x tende para — 2 . R : A função dada 
(x + 2) ( x - 2 ) 

pode escrever-se F (x) = . Para 
" v ; (x+2) ( x 2 - 7 x + 14) 

x—2 
Logo o limite de i ± - 2 i ! F (x) = 

m V ' X 2 - 7 x + 14 
F (x) , quando x tende para —2, é —1/8 (resultado 

da substituição de x por —2 na última expressão). 

3263 — Escreva a equação cartesiana da recta 
que passa pelo ponto A (—3,0) e é perpendicular à 
recta cuia equação é 2y+ôx = G. R : O coeficiente 
angular da recta dada é —5/2 ; o da recta pedida será 

2 
2/5 . A equação desta recta é y — — (x +3 ) . 

0 

3264 — Resolva a seguinte equação trigonométrica: 
2 cos x tag x A equação dada é equiva
lente à equação sen x = 1/3/2 . Como sen 
a solução geral da equação é x = k • 180° + ( — l ) k - 60° . 

3265 — Numa divisão, o dividendo é 162 e o resto 
15. Que valores pode ter o divisor? R: 162 = dq + 15 • 
sendo d > 15 . Logo 147 = d q , d ;> 15. Quere dizer 
d i um divisor de 147 , superior a 15. Poderá ser 
d = 21,49, 147. 

I I 

3266—Dada a função 

F (x) = (4 - x) (3 x* + 5x - 2) , 

determine os valores de x para os quais essa função 
tem valores negativos. R : A expressão 4—x é posi
tiva para x <C 4 e negativa para x > 4 ; a expressão 
3x 2 + 5x —2 é positiva para x > 1/3 ou x < — 2 e ne
gativa para — 2 < x < l / 3 . A função F (xj será 
negativa para os valores de x que confiram sinais 
contrários às duas expressões anteriores ; logo x > 4 
ou — 2 < x < l / 3 . 

3267 — Uma parábola tem por vértice a origem 
das coordenadas e por eixo o eixo dos x . Além disso, 
passa pelo ponto (2 , —6) . a) Determine as coor
denadas do foco. b) Escreva a equação cartesiana 
dessa parábola, c) Determine as coordenadas dos 
pontos em que a parábola é intersectada pela recta 
y—x+k<=0. d) Determine le de forma que esses 
dois pontos coincidam. R : a) e b) Sendo y 2 = 2px 
a equação da parábola, as coordenadas do foco são 
(p/2 , 0) . Para determinar p , atenda-se ao facto de 
(2,—6) satisfazer à equação y 2 •= 2 px . Vem p = 9 . 

y 2 = 18x 
y — x + k = 0 ' 

x = k + 9 ± v / l 8 k + 8 1 , y = 9 ± l / l 8 k + 81 . A) Deverá 
ser 18k + 81 = 0 k - - 81/18 - —9/2 . 

3268 — Desejava calcular-se a distância entre dois 
pontos A e B . Como entre esses dois pontos existia 
uma elevação E , escolheu-se um terceiro ponto C, 
do qual os pontos A e B fossem visíveis, e fizeram-se 
as seguintes medições: AC = 1442 m , Cfí =2037 m. 
Ângulo C = 70° . 

Com esses dados, a) Determine, empregando loga
ritmos, os ângulos A e B do triângulo ; b) Escreva 

c) Basta resolver o sistema Vem 

a expressão que lhe permitiria calcular a distância 
entre os pontos A e B. R: a) O sistema A 4 B = 110°, 

A - B a—b C , , , , 
t g — • cotg — dará A e B . Temos t 

6 2 a + b 6 2 
-B 595 

t g - 3479 
cotg 35* 
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log tg (A - B ) / 2 = log 595 + colog 3479 + log cotg 3 5 ° -
- 2,77452 + 4,45855 +0,15477 =1,38784; 

(A.-B)/2~Í3<> 43'33"; logo A - B = 27»27' 6". Virá 
A = 6 8 ° 4 3 ' 3 3 " e B = 41° 16' 27" . b) c 2 = a + b 2 -
— StabeosÇ (não logarítmica); c = asenC/senA 
(logarítmica). 

Soluções dos a-°* 3262 a 3268 de Laureano Barros 

Exames de aptidão para frequência das licencia
turas em Ciências Matemáticas, Ciências Físico-
-Químicas e Ciências Geofísicas, preparatórios 
para as escolas militares e curso de engenheiros 
geógrafos — Ano de 1951 — Ponto n.° 1. 

3269 — Demonstrar que, se os inteiros positivos 
o e 6 forem primos entre si, também a + b e a 2 + 
+ a6 + ò 2 são primos entre si. R : De a2 + b 2 + ab = 
= (a + b)2—ab , deduz-se que todo o divisor comum k 
de a2 + b 2 +ab e de a + b , e portanto de a2 + b 2 + ab 
e de (a + b ) 2 , é também divisor de ab . 

Mas a + b e ab são primos entre si por o serem 
a e b . (Vide por ex. v-Gazela de Matemática» n."' 
44-45, exercício n." 3.060). Logo k não pode ser dife
rente de 1 . 

3270 — Demonstrar que, se um número primo p 
é a diferença entre os quadrados de dois números 

p—l p+1 
8 6 ~2~~ " 

R : Designemos por a e b (a > b , por ex.) , os dois 
inteiros positivos referidos. Em vista da hipótese 
p — a2 — b 2 — (a + b) (a — b) . Mas como p é primo o 
decomposição anterior só i possível quando a — b = 1 

p - 1 
2 

inteiros positivos, estes números são 

, * P + 1 

e a + b — p donde a — e 
F 2 

3271 — Demonstrar que 35"+3 +40ra — 27 , onde n 
é inteiro positivo, é sempre divisível por 64. [N. B. 
— Escrevendo / ( n ) = 3 2 " + 3 + 40n-27 calcular f (1) , 
formar a diferença 9 f (n) — f(n + l ) e proceder por 
indução completa]. R : f (1) = 3 5 + 40 — 27 = ti • 
9 f (n) - f (n + 1) = 34"+6 + 360 n — 9 • 27 - (32»+6 + 

+ 40n + 40 - 27) = 320 n - 256 = t i . 
Como f (n) é por hipótese múltiplo de 64 (visto se 

proceder por indução completa) fica provado que f (n + 1) 

também o é. E como f (1) = 64, fica feita a indução. 

3272 — Decompor de todos os modos possíveis a 
„ 2733 

fracção — ; j em duas parcelas fraccionárias posi
tivas de denominadores 17 e 20 respectivamente. R : 
2733 x y 
—— = — + Z- ou 20x + 17y = 2733 . A solução 
340 17 20 

do problema exige a determinação das raízes inteiras 
e positivas desta equação. Utilizando, por exemplo, o 
método de EULER, obtém-se : x 0 = 10 e y« = 149. As 
outras soluções são: (27,129) , (44,109) , (51,89), (98,69), 
(115,49) , (132,29) e (149,9) . 

3273 —- Desenvolver segundo potências de z a 
função n (1 + x ) " - 1 + n (n—í) x ( l + x ) " _ i , onde n é 
inteiro positivo, e do resultado obtido concluir que 

M O + K i O + • • • + < • - + 

+ ra'-(£) = n ( n + l ) - 2 " - * . 
R : Tem-se: 

( i + , ) . - , . i + ( " - i ) I + ( » j i ) l ! + . . . + 

• ( • Ï > - • • + ( : = » — ! ( " ; > ' 

x ( i + x ) - ' = x + ( n 7 2 ) x 2 + . . . + ( t l i ) » k + -

+ c = ! ) - - $m*.-
O coeficiente de x k no desenvolvimento pedido é pois : 

f i 
( k - l ) ! ( n — k — 1 ! ) = (k—1)! ( n — k - l ) ! \ k + 1 

•(k + l ) = (k + l ) 2 -
k ! ( n - k —1) ' v ' (k + l ) ! ( n — k - 1 ) ! 

vindo então para o desenvolvimento da função dada, 
segundo potências de x : 

l í - G ) + 2 2 ( 2 ) x + - + ( k + 1 ) 2 ( k + l ) ^ + - + 

+ - x"-' = n ( l + x) -« + n (n—1) x (1+x)»-*. 

Fazendo x = 1 na igualdade anterior, e notando 
que n 2"-' + n (n —1) 2"_* = n (u + 1) 2"~5 , deduz-se, 
imediatamente, a identidade requerida. 

3274 — Determinar os valores reais de m para os 
quais uma das raízes da equação 

3m— 5 
x 2 -I x + 16 = 0 

TO—4 

é o cubo da outra raiz, e verificar esses valores. 
R : Representemos por xj e X j as raízes da equação 
e suponhamos x 2 = x 3 . Tem-se x, x s = xf = 16, donde 
x, = 2 , - 2 , 2 i , - 2 i e x 2 = x? = 8, - 8 , — 8 i , 8 i . 
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Os valores imaginários de x j « x j , por não serem 
conjugados, não conduzem a um valor real para o coefi
ciente de x e, portanto, para m . 

5 —3m 
Como Xj + X j = — tem-se 

10 . 

m—4 

5 - 3 
-10. 

5—3ra 

donde os valores pedidos de m: 45/13 e 5 . 

Soluções dos n ." S269 a 3274 d* Manual Zaluar 

Exames de aptidão para frequência do Instituto de 
Ciências Económicas e Financeiras — Ano de 1951 
— Ponto n°. 1. 

I 

3275 — Com uma colecção de pesos de 1 , 2, 2 J , 
2 3 --- quilogramas, pretende-se fazer uma pesagem 
de 91 quilogramas, não utilizando na pesagem mais 
do que um peso de cada espécie. Quais são os pesos 
a utilizar? Justifique. R : Basta escrever o número 
91 no sistema de base 2. Tem-se 91 = 1011011 ( 1 ) =« 
— 26 + 2* + 23 + 2 + 1 • 

3276 — Demonstre que se um número de dois 
algarismos é divisível por 7, a diferença entre os 
cubos dos seus algarismos é também divisível por 7. 
R : A hipótese é ab •= 10 a + b = 7 ou 3a + b = 7 . 
Mas (3a + b ) 3 - 33 a* + 33 at b + 32 ab* + b 3 - 33 A3 + 
+ b 3 + 3 J ab(3a + b) donde 7 - 27 a 3 + b3 + í ou 
27a 3 + b 3 = 7. 

Se for b > a , como 28 a 3 = 7 , vem 27 a 3 + b s — 
- 2 8 a 3 = b 3 — a 3 = 7; * e b < a 28 a» - 27 a 3 - b 3 -
— a 3 — b ' = 7 , c. q. p. 

I I 

3277 — Dada a equação (m —2) x1 + mx + 2m — 
— 1 = 0 de raizes xj e x 2 , calcule a expressão 
E = x* + x| + 3xi X j e determine m de modo que 
E seja negativo. R : E = x j + x | + 3xj x 2 = (x ( + xj)2-|-

+ * i x 2 = 
a2 2m—1 3 m J - 5 m + 2 

+ 
(m—2)2 m—2 (m—2)2 

E < 0 se 3m*—5m + 2 = 3 (m — 1) (m — 2/3) < 0 
ou seja, para 2/3 < m -< 1 . 

3278 — Demonstre que, sendo Tp o termo do 
desenvolvimento de (x + a)" que é precedido de p 
termos, será 

R : T > ~ ( p ) x " " P a P ' T ^ = ( p í i ) x " " P " , a P + ' ' 

p ! p l ( n - p ) i ( n - p ) ! 

(T„: (p+1) 1 (p - 1 ) 1 ( n - p - 1 ) ! (n - p + 1)! 
p ( n - p ) np~p* 

(p + 1) ( n - p + 1) n p - p í + n-t-1 
I I I 

3279 - Sendo cotg (x + 5w/2) = - ( / ã e i do 3,' 
quadrante calcule cos (w/3—x) . R: cotg(x + 5w/2) — 
eotg (x + w/2) = — t g x , logo t g x =• \/% , cos x — 
- - l / t / 3 = —t/3/3 e sen x = — i / è / s . 

cos — • cos x + sen — • 8 e n x — 
o o 

-y/3~-3y/2 

3280 — Demonstre que a diferença dos arcos com
preendidos entre 0 e w/2 radianos e que têm, res
pectivamente, por tangentes 

t /2 + 1 1 
—— e —-
V / 2 - l j / 2 

é igual a w/4 radianos. R : Designemos por a e (I 
1/2 + 1 

os arcos do 1." quadrante tais que tga —= — e 
v / 2 - 1 

I 
t g p = — . Pretende-se provar que o — p — w/4 ou 

t g (a — P) — 1 , o que i imediato : 

t /2 + 1 1 t / 2 - 1 t /2 2 + l / 2 - t / 2 + 1 

1 + 
1 V/2 + 1 2 - v / 2 + 1/2+1 

= 1 

V/2 v/2 — 1 

ra2 np—y J + n + l 

Soluções dos n." 3275 a 3280 da Manuel Zaluar. 

Exames de aptidão para frequência dos preparató
rios para a Faculdade de Engenharia e Instituto 
Superior Técnico - Ano de 1951 — Ponto n.° 1. 

3281 — Resolva a inequação 

x2 (2 x2 — 7x + 3) < 6 x2 - 5x + 1 . 
R : A inequação dada pode sucessivamente escrever-se: 

2x2 (x —3) (x - 1/2) - 6 (x - 1/3) (x - 1 / 2 ) < 0 
(x —1/2) ( 2 x 3 - 6 x 2 - 6x +2) < ( ) , 

ou, notando que o 2." factor tem o zero evidente — 1 , 
(x -1 /2 ) ( x + l ) ( 2 x 2 - 8 x + 2) < 0 
2 (x —1/2) (x + 1) (x - 2 + t/3) (x - 2 - v/S) < 0 . 
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O primeiro membro tem pois como zeros : — 1 , 
2 - i / 3 , l / 2 e 2+^3. A inequação è vei if içada 
paro — l < x < 2 - v / 5 e l / 2 < x < 2 + \/Z • 

3282 — Faça o desenvolvimento do binómio 

e diga o coeficiente do termo em x. R : Tem-se 
para o desenvolvimento: 

22 (T) (2x) 7-" (x /2) - -" = g S'7-"* ( p ) x'-*"' • 

O coeficiente pedido corresponde a 7 —3p/2 1 , ou 
/ 7 \ 2 5 - 7 ! 

p = 4, e e portanto : 2 5 J = . . _ . = 1120 . 
4 ! 3 ! 

3283 — Qual o valor da razão do número de 
arranjos para o número de combinações de n objectos 
p a p e como se chama? 

3284 — Qual o menor valor de m que dá à equação 

x* + 2 x* + 9 = 0 

quatro raízes reais, diferentes de zero, • quais são 
elas ? R : No enunciado há manifesto erro tipográ
fico visto o parâmetro m não figurar na equação 
apresentada. 

3285 — Dada a equação se* + ô x + c = 0 , deter
mine 6 e c de modo que uma das raízes seja tripla 
da outra e que o produto dos seus quadrados seja 
igual a 144. R : Representemos por x^ e x 2 as 
raizes da equação e suponhamos, por exemplo, | x21 > | xj |. 
Então: x 2 = 3 x j , e (x 4 x 2 ) 2 = 144 . Logo Xj x 2 — 
= + 12 = c e xi + x 2 = 4 Xi = — b , donde : x't = 2 , 
x£ = 6 e x{' ~ — 2 , x '̂ ': 6 , ou c' ~ 12 , 
b' = - 8 e c" = 12 e b" = 8 . A hipótese c - — 12, 
conduz a raizes complexas não conjugadas e a b ima-
ginário. 

Soluções dos n.°* 3.'81 a 3285 de Manuel Zaluar 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E S DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

ÁLGEBRA SUPERIOR —MATEMÁTICAS GERAIS 

F . C. L. — ÁLGEBRA SUPERIOR — 1.° exame de f re
quência — 1949-1950. 

3286 — Defina sucessão de ROLLE de / ( x ) em 
(a , 6) e descreva, justificando, o seu préstimo na 
separação das raízes de f (x) num intervalo. Faça 
a aplicação à equação x1 e" — k <= 0 . (Discussão com 
apresentação dos diferentes casos possíveis, consoante 
o valor de k) . 

3287 — Enuncie e demonstre a condição necessária 
e suficiente de desenvolvibilidade de / (x) em série 
de TAYLOS referida ao ponto a. Dê e justifique 
alguma condição suficiente. Pode o conhecimento do 
desenvolvimento de / ' (x) = 2 (« — aY permitir 
escrever o de / ( x ) ? Sob que hipótese? Qual é 
esse desenvolvimento ? Faça a aplicação à determi
nação do desenvolvimento em série de MAC-LAURIN 
de / ( x ) = l o g (4 + x) . (Intervalo de convergência do 
desenvolvimento). 

3288 — Enuncie o teorema de EUI.EB sobre fun
ções homogéneas. E a recíproca exacta ? Escreva a 
equação da tangente à imagem da função y impl i 
citamente definida pela. equação f(x,y)=0 num 

ponto genérico, pondo-a sob a forma AX+BY+ C—O. 
Dê as expressões de A , B e C em f i x , y) e suas 
derivadas. Mostre, servindo-se do teorema de EULEB, 
que A, B e C são funções homogéneas, na hipótese 
de f ( x , y ) ser homogénea de grau a.. De que grau? 

3289 — Sendo f'J,'t (a, b) f ini ta e f*l (x , y) limitada 
no ponto P (a,b) , pode afirmar-se a continuidade de 
fÁ (x>y) n 0 ponto P? Justifique o teorema em que 
baseia a resposta. Supondo verificadas as condições 
anteriores e admitindo a continuidade de f j , ( x , y) 
em P (a , è) , justifique a igualdade f j v (a , 6) — 
= fljB (a , b), supondo que estas últimas derivadas 
são finitas. 

I. S. C. E . F. — MATEMÁTICAS GEBAIS — 1." Exame de 
f requênc ia - 30/1/1951. 

3290 — Determine a derivada em ordem a x de: 

y = e<-*'-tgi(x*-í-l)-\-(í-x) • sen 1 x=j=\ . 
x —1 

Justifique a regra operatória que usou para o cál
culo da derivada da 2.* parcela de y. Podia utilizar 
essa regra para achar essa derivada no ponto de 
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abcissa 1? Porquê? Indique algum ponto onde se 
torne fácil o cálculo da derivada de y. Justifique. R: 

y' 2xe 1-*' • t g 4 (x 3 + l ) + 12x 2 • »«-? , t g 3 ( x 3 + 1 ) 
1 1 t 

— sen 1 — • cos 
x—1 x—1 " x—1 

A regra operatória usada foi a do produto que não 
te pode utilizar no ponto de abcissa 1 visto que neste 

1 
ponto a função sen não está definida. No ponto 

x —1 
de abcissa —X torna-se particularmente simples o cál
culo da derivada de y, porque neste ponto tg ( x 3 + l ) 
se anula e portanto para o cálculo da derivada basta 

1 
achar a derivada de (1—x) • sen no ponto — 1 . 

x—1 
3291 — Determine a equação da circunferência 

C que passa pelos pontos A (—4,1), B (—4, - 1 ) 9 
cujo centro se encontra sobre a recta de equação 
x — y + l = 0. 

Ache a equação do logar geométrico dos pontos 
médios dos segmentos MP sabendo que M é um ponto 
de coordenadas (5,0) e P é um ponto móvel da cir
cunferência C R : Seja C (a , P) o centro da circunfe
rência pedida. Então, temos: (a + 2)2 + (fi — 1)2 — 
= (a + 4)2+(p + l)2 e « - 0 + 1 = 0 , isto ê, a + P + 3 = 0 
e a —p + l = 0 . Resolvendo o sistema formado por estas 
duas equações, obtemos a =—2 e p=—1 que são as 
coordenadas do centro. O raio da circunferência será 
r = 2 + 2)2 + ( _ i _ l ) 2 = 2 . Portanto, o equação 
da circunferência será (x -i- 2)2 -|- (y + 1 ) 2 = 4 . 

Sejam X e Y as coordenadas dum ponto qualquer do 
x 4- 5 y 

lugar pedido. Então, temos X = e Y •*» — onde 
2 2 

x e y são as coordenadas dum ponto corrente da circun
ferência (x+2 )2+(y + 1 ) 2 = 4 . Eliminando x e y entre 
estas três últimas igualdades resulta: (2X — 3)2 + 
+ (2 Y + 1)2 = 4 que é a equação do lugar pedido. 

3292 — Que entende por limite de uma sucessão 
de termo geral u„? Qual a condição necessária e sufi
ciente para que essa sucessão tenha limite finito ? 
Prove que a condição é necessária e suficiente. 

Se a sucessão de termo geral u„ converge para um 
número k, diga como é constituída essa sucessão no 
caso de k não ser ponto de acumulação do conjunto 
(u„). Satisfaz essa sucessão a condição necessária e 
suficiente atrás referida? Razão disso. R: A sucessão 
é constituída, a partir de certa ordem, pelo elemento k 
indefinidamente repetido. Satisfaz a condição necessária 
e suficiente como è simples de ver. 

3293 — Prove que as séries, de termos positivos, 
«„ 

Zu„ e 2u„ são da mesma natureza se l i m — = / > 0 
—»» vn 

(l f inito). O que pode concluir se for l igual a zero? 
E se for l igual a infinito? Justifique. 

Verificando-se a condição re* • w„—>í> 0, quando con
verge a série 2u„? Neste caso qual o limite da suces
são de termo geral u„ ? Porquê ? R : De u„ : *-l>0 

n a 

1 
e pelo antertor se conclui que 2u„ converge se 2 

n* 
•', 1 . c 

convergir. Ora, sabemos que 2 , série de Dirichelet 
n* 

ou harmónica generalizada, só converge para a ~> 1 . 
Portanto, nas condições enunciadas, 2u„ converge se 
a > l . Se 2u„ converge então l i m u n = 0. 

n-*ao 
3294 — Quando se diz que a função / ( x ) é cres

cente no intervalo aberto (o , b) ? Indique o limite 
inferior de tal função na vizinhança J (b— t ,b) , (e>0 
e arbitrariamente pequeno) e o limite superior destes 
limites inferiores quando c tende para zero. Se eBse 
limite for finito diga o que é necessário para que 
essa função / ( x ) seja contínua no ponto 6 [relativa
mente ao intervalo fechado (o , 6) ] . 

Mostre que / ( x ) é contínua no intervalo fechado 
(a , b) , se aí for crescente e tomar todos os valores 
entre f (a) e f (b) . 

Dê a imagem de uma função / ( x ) crescente no 
intervalo aberto (a ,b) , que assume nesse intervalo 
todos os valores entre f (a) e / (6) e, finalmente, não 
seja contínua no intervalo aberto (a,b). R: Descreva-
-se, por exemplo, a imagem duma função crescente no 
intervalo aberto (a, b ) , que apresente uma descontinui
dade finita num ponto interior e, tal que f ( b ) < f (c—0), 
e com f ( a ) = f ( a + 0 ) . 

Soluções dos n ." 3390 a 3294 da José J . Laglnha. 

1. S. C. E . F . — MATEMÁTICAS GERAIS— 30 de Junho 
de 1951 — 2." exame. 

3295 — Desenvolver em série de potências de x + 1 
2 . . . 

a função y = e determinar o intervalo de 
(x+2 )2 

convergência. Demonstre que toda a série de potên
cias é derivável termo a termo. R : 

2 1 
Py = = - 2 • 

3 x + 2 l + (x + l ) 
= _ 2 [1 - (x + 1) + (x + 1)2 - (x + 1)3 + . . . + 
+ ( - l ) " ( x +1)» + •• • ] - £ j ( - l ) » + « . 2 ( x + l ) " , 

o 
desenvolvimento válido para | x + 1 | < 1 , ou — 2 < 
< x < 0 . 

OO 

A série das derivadas ^ ] ( ~ 1 ) B - 1 * 2n • (x-hl)"" 1 é 
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também convergente no mesmo intervalo e a sua soma e 
a derivada de Py , aonde y for uniformemente con
vergente, isto é, em qualquer intervalo fechado interior 
ao intervalo de convergência. Vem pois : 

— - S (—1)"-' • 2n • (x + 1)"-'. 

Para demonstrar que toda a série de potências é 
derivável termo a termo basta ver que 2 a« x " ' 

o 
2 n an tám o mesmo intervalo de convergência e 
í 

que, sendo a segunda uniformemente convergente em 
qualquer intervalo fechado interior ao intervalo de con
vergência, a primeira é ai sua primitiva. 

3296 — Defina função regular e veja se log< é ou 
não regular no intervalo (0, T). Enuncie o teorema 
de CACCHY sobre as funções regulares. 

Seja OA um arco de curva plana cujas equações 
paramétricas são <? (0 e x = ty (t) com as funções 
<f e <]> regulares no intervalo (<o, tx) ; prove que o 

arco OA admite uma tangente ordinária paralela à 
corda OA • 

Se y = t~- e a: = l o g í , calcule o verdadeiro valor 
de y/x para t=0. Justifique. R : f (x) é regular 
em (a , b) se for contínua em (a,b) e admitir deri
vada finita ou infinita de sinal determinado em cada 
ponto interior. A função logt não é regular porque não 
é continua para t = 0 ; como para t > 0 admite deri
vada -=» l / t finita, ela será regular em qualquer inter
valo finito fechado por mais próximo que o extremo 
esquerdo esteja da origem. 

Demonstrar que OA tem tangente ordinária paralela 
à corda OA , 4 demonstrar que : se ç (t) e (t) são 
regulares no intervalo (to , t j ) com derivadas não con
juntamente nulas ou infinitas em pontos interiores, 

? (<o) -T( t t ) t' (*') 

(caso não seja ao mesmo tempo tf (to) = a (t j) e (t f l) — 
= ij; ( t j)) . É o teorema de CAUCHY. 

y t"» 
Com y = t~ ; e x = logt vem — — e o ver-

x logt 
t~* —2t-o 

dadeiro valor para t — 0 e l im —— — lim — 
t—<H- logt i—o t~ 1 

= l im — 2 t - ! = — o o . A justificação está na regra 
1=0 

0 OO 
de CAUCHY para as indeterminações de tipos — e •—. 

3297 — Se z = f (x ,y) é uma função com deri
vadas parciais limitadas no interior dum rectângulo 
de lados h e /.• centrado em P (a , b), demonstre 

existe t' entre tç e tj que faz 

que / é contínua em P. Além das hipóteses ante
riores, se / j j é contínua em P demonstre que / é 
diferenciável em P. 

Com 3=(x—2y) J-l-y—1 e P ( 2 , l ) a equação • = 0 
define alguma função y (x) na vizinhança de ÍC = 2? 
Porquê? Em caso afirmativo, qual o sentido da 
concavidade da curva repesentativa de y (x) no ponto 
x = 2? Justifique. R : A primeira questão demons-
tra-se com a fórmula dos acréscimos finitos. Quanto « 
segunda questão basta notar que as derivadas parciais 
limitadas são finitas e as correspondentes funções 
parciais são regulares. Como uma derivada é continua 
resulta a diferenciabilidade. 

A equação (x —2y) 2 + y— 1 = 0 define uma curva 
continua passando por P (2,1) porque as derivadas 
parciais do primeiro membro são continuas em P e 
' í (P) "h^ • -4 função z é diferenciável em P e por
tanto a curva representativa de y (x) tem tangente em 
P de coeficiente angular dado por 

P 2 ( x - 2 y ) _ | 
7 L - 4 ( x - 2 y ) + lJ (S,„ 

Mas, 
II [ - 4 ( x - 3 y ) + l ] 2 ( l - 2 y Q - 2 ( x - 2 y ) [ - 4 ( l - 2 y P ] 

7 " [ - 4 ( x - 2 y ) +1]* 

calctdada em P dá y " = — 2 ; o sentido da concavi
dade é o dos yy negativos. A curva para baixo da 
tangente. 

3298 — Enuncie o teorema de D'ALEMBEBT e, su-
pondo-o demonstrado, prove que o polinómio f ( z ) 
de grau » admite precisamente n raízes reais ou 
complexas, iguais ou distintas. Deduza as fórmulas 
de GIBABD e diga como as utiliza para conseguir el i
minar o segundo termo da um polinómio. 

O que é um zero real isolado? Demonstre que um 
zero real inteiro simples é um zero isolado. 

Poderia reproduzir a demonstração anterior para 
um polinómio f ( z ) no caso de zeros complexos? 
Porquê? R : Teorema de D'ALEMBEBT: O polinómio 
inteiro de grau n > 0 tem pelo menos um zero a i . Divi
dindo f (z) por (z — aj) o resto é í (ai) = 0 e o 
cociente é f i ( z ) de grau (n—1) que admite um zero 
as f (z) - (z - a i ) f, (z) , t t (z) - (z - aj) & (z) 
chega-se então a: f (z) = p 0 (z —ai) (z —a2) ••• (z — a„). 

As fórmulas de GIRABD óbtêm-se identificando os 
coeficientes na identidade: 

Po (z'+ ^ z ° ~ ' + - 9t(*~*Ú ( z - a í ) ••• ( z - » n ) • 

A primeira das fórmulas de GIBABD e - P l 
Po 

- »l + 

+ a; ••• + a„ e se de um polinómio dado passarmos a 
outro com as raizes aumentadas de h , esse novo poli-
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numto tera 

Pi 
Po 

- P ' l 
P'o 

P i 
= ai + a»-f •• • + a„ - f n h ou seja —- = 

P'o Pi nh =• 0 donde h = . Faz-se então a trans-
npo 

Pt 
formada de z1 = z + h = z -f . 

"Po 
Para demonstrar que zero real simples ézero isolado, 

faz-se f (x) = (x — a) ep (x) com <p ( a ) ^ tO e tp (x) con-
tinua para x = a . Existe pois uma vizinhança de 
tp (a) sein a origem e devido à continuidade de tp (x\ 
existe uma vizinhança de a onde x faz tp (x) ^ 0 e 
portanto f (x)=£0-. _<4 demonstração reproduz-se nos mes
mos termos para um zero complexo, porque se consi
deram as vizinhanças circulares dos pontos do plano 
complexo. 

3299 — Defina termo de uma matriz e defina de
terminante. Diga o que é menor de classe k, e 
deduza o número de menores de classe k de um de
terminante de ordem n>h. 

Calcule o valor de um determinante de 4.' ordem 
com todos os elementos iguais: demonstre os teo
remas em que se baseou para o cálculo. R : Termo 
de matriz quadrada e o produto de n elementos da ma
triz tomado um e só um em cada fila. Só para matriz 
quadrada vale a definição. Sinal de um termo è dado 
por (—ï)f~^V onde o e i|< são os números de inversões 
das permutações superior e inferior dos indices. 

Determinante è a soma dos termos da matriz afecta
dos dos respectivos sinais. Menor de classe k e de ordem 
n—k i qualquer determinante contido em n—k linhas e 
n —k colunas: o número de menores de classe k c eviden
temente . . Aquele determinante é igual a zero: 

deve demonstrar, a) a troca de duas filas muda o 
sinal ao determinante ; b) determinante com duas filas 
iguais c nulo. 

Soluções dos n . o s 3295 a 3299 de J . Hlbolro de Albuquerque 

I. S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GEKAIS 
1951 — 2.° exame. 

6 de Julho de 

3300 — Defina extremos absolutos e locais de f (x) 
no intervalo fechado (a, 6). Seja / (x) uma função 
com derivada positiva no interior do intervalo (a,b); 
f (x) é contínua nos extremos: prove que f ( x ) é monó
tona no intervalo fechado (a , 6) . Precise o resultado. 

Encare a hipótese de / ' (a;) ser nula num conjunto 
de pontos, finito ou numerável, interiores ao intervalo. 
Considere por último a hipótese de / ' (x) ser identi
camente nula no interior de (a , 6) . R : Seja Y o con

junto dos valores de f (x) para x no conjunto X : existe 
sempre um limite excedente dos valores da função em X , 
menor que todos os outros: este limite superior dos valo

res da função em X , se for assumido por f (x) em X , 
chama-se máximo absoluto. Dualmente se tem um mínimo 
absoluto de f (x) em X . Os dois designam-se por extremos 
absolutos. Máximos e mínimos ou extremos locais são os 
máximos e mínimos relativos ; são sempre assumidos. 

Para provar a monotonia da função parte-se de 

f ( * ) - f (c) > o e r-era f ( c - h ) < f (c) < f (c + h) ; fun-
x —c 

ção pontualmente crescente (prbpriamenee) ê crescente 
(propriamente); a continuidade nos extremos estende a 
conclusão ao intervalo fechado. Nas mesmas hipóteses 
(derivada finita ou infinita de sinal determinado) a 
função ê regular e o teorema de Lagrange dá imediata
mente a conclusão. Nesta segunda demonstração deverá 
precisar-se que, não se anulando a derivada, a função 
e'propriamente crescente. Se em ponto isolado a deri
vada é nxda a função não deixa de ser propriamente 
crescente e um conjunto finito ou numerável de pontos é 
sempre isolado (todos os seus pontos são isolados); a 
função é propriamente crescente mas com inflexões de 
tangente horisontal. Na última hipótese o função e cons
tante no intervalo fechado. Todas as afirmações deve
riam ser provadas como è óbvio. 

3301 — Faça o estudo da concavidade de uma 
curva por meio da fórmula de Taylor. 

Prove que se / ' (a;)—/' (d) tem sinal fixo para 
\x — d\ <il<:, o arco AM tem inflexão para x-=d. 

Estude a concavidade e pontos de inflexão de 
y = 2— (1— x ) 1 ' 3 e represente a função nas vizinhanças 
do ponto x = l . R : A concavidade em ponto da curva 
de tangente não paralela a O Y i estudada por meio de 
tp (x) = f (x) — f (c) — (x — c) f 1 (c) ; desenvolvendo f (x) 
com a fórmula de Taylor vem para x na vizinhança 

(*_«)» 
de c, f (x) - f (c) + (x - c) f (c) + -?'(<*); 
para pontos x vizinhos de c tem-se pois tp (x) tm 

(X—C)2 
= — f (ci) com Ci vizinho de c . Isto reduz o 

estudo da concavidade ao estudo da segunda derivada. 
Em < p ( x ) - f ( x ) - f ( d ) - ( x - d ) f ' ( d ) faça-seí(x)-

- f ( d ) = ( x - d ) P ( d i ) e teremos a (x) = ( x - d ) [Ffdi)— 
— f (d) ] ; com x à esquerda ou à direita de d , vem 
dj à esquerda ou à direita mas sempre na vizinhança 
onde o segundo factor mantêm sinal ; então tp (x) varia 
de sinal com (x—d) e haverá inflexão. 

1 2 
As derivadas y< = - (1 - x ) - " 3 e y " = - (1 — x ) - 5 ' 3 

o J 
são infinitas, a primeira sem mudar de sinal ao passar 
x por 1, a segunda mudando de sinal. Há, para 
x — 1 , inflexão com tangente paralela a OX . A con
cavidade é positiva para x < 1 e negativa para x > 1 
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3302 — Que entende por derivadas parciais do 
s=f{x,y) num ponto P(a,b) interior à região 9JI 
em que / vem definida. 

Deduza a fórmula dos acréscimos finitos supondo 
que aquelas derivadas são finitas numa vizinhança 
do ponto P (a ,b) . 

Calcule a derivada da função composta de f ( x , y) 
e x—e" e y = sen u no ponto u = ir/6. Indiqne as 
condições em que pode fazer esse cálculo. R : Como 
as derivadas parciais são finitas as funções parciais 
são regulares e pode aplicar-se o teorema de LAOKANUK 
a cada uma delas; o contorno deverá estar mergulhado 
na vizinhança dada de P . 

[ I f ] = l\ .(e*/ 6 ,sen T C /6)e ' c / 8 + 

+ f'„ (e T C / G, sen TT/6) cos w/6 ; 

para o cálculo deverá ser dada o função f (x ,y) ; como 
x e y são funções diferenciáveis em 77/6 , falta apenas 
que a função f (x , y) seja diferenciável no ponto cor-
corrtspondente P (e 1 7 ' 6 , sen 17/6) . 

3303 — Demonstre o teorema de D'ALKMBERT OU O 
lema que o precede. Prove que os zeros do polinómio 
f ( z ) são todos isolados. 

jr / (*) Decomponha em fracções simples a razão . 
/(») 

R : f (z) = (z —a)" m (z) onde 9(a)=jfc0 e o (z) conti
nua para z — a. Devido « continuidade de o (z) existe 
um circulo centrado em a onde ç (z) tal como a (a) 
e diferente de zero, e com z nesse circulo também 
f (z) =j= 0 . O ponto a é zero isolado. 

Seja: f (z) - p 0 (z — a)* (z —b)3--- ( z - l )>- donde 
l o g f (z) = log po +' <xlog (z — a) + 3 log (z — b) + ••• 
e derivando 

f (Z) PL g >. 

f (z) z—a z—b z—1 

3304 — Diga o que entende por composição linear 
de filas de uma matriz. Defina dependência e inde
pendência linear, e característica. 

Descreva o conhecido processo de cálculo da 
característica e prove que: a característica eonser-
va-se invariante com a operação de JACOBI. 

Se A é uma matriz quadrada (por exemplo de 
ordem 3) com o determinante |^1 |=0 mas em que 
um elemento (por exemplo a\) tem complemento al
gébrico significativo, prove a dependência linear das 
filas. R . O processo de cálculo da característica é o 
da condensação da matrix. Do determinante da matriz 
A tiram-se com os teoremas de LAPLACE 

ajAJ + aJ A.à + aJAJ = | A | = 0 ; a f A i + a lAJ + 
+ aSAJ = 0 ; a? A', + a? AJ + ag AJ - 0 

e somando convenientemente tem-se a igualdade matricial 

A] [a} , a?, a?] + AJ [ a í , a!, a3,] + AJ [ a j , a?, a»] => 
= [ 0 , 0 , 0 ] ou X4 L x + >,2 L , + \ 3 L 3 = 0 e por hi
pótese / x =j= 0 . 

Soluções dos u . 0 i 3300 a 3304 de J . Ribeiro de Albuquerque 

I . S. C. £. F. — MATEMÁTICAS GEBAIS — Exame f ina l 
-18-7-1951. 

3305 — Determine l: de modo que a equação 
3 x 4 + 4x 3 —6x J —12x+&=0 admita uma raiz dupla. 
Calcule as raízes dessa equação. R: Determine-se o 
m. d. c. entre P (x) = 3 x 4 + 4a£ — 6x2 - 12x + i e  

P'(x)/12 = x 3 + x J — x — 1 , utilizando para isso, o algo
ritmo usado na determinação da sucessão de STURM, 
até um resto independente de x . Então, temos 

P(x) — 3 4 - 6 - 1 2 k 
P ' ( x ) / 1 2 - . 1 1 - 1 - 1 (0) 

- R . 
- 1 
4(1) 

9 
- k - 1 (0) 

4(1) - k + 3 
• R t k~—S k + 5 

k + 5 
Ri - 1 (0) 

12 — k - 1 
- R 2 ••• k - 1 1 

Fazendo k - 1 1 = 0 vem k = l l . O m. d. c. (P,P') -
= — x + 1 dá-nos a raiz dupla x = 1 , de P (x) . 
Abaixando o grau de P (x) pela regra de RUFFINI vem 
o polinómio 3 x ! + 10x4-11, que admite as raises com-

• - 5 + 2 J ï i 
3 — 3 

plexas 

3306 — Cora ura simples determinante resolve-se 
o seguinte problema : Determine a equação do plano 
que passa pelo ponto P ( 1 , - 1 , 1 ) e que é perpen
dicular ao plano 77 = 2 x + 3 í / — 4 s = - l e paralelo à 

x—2 y—3 z+1 
recta r = . R : Nas eondiçõer, 

1 2 1 
do enunciado temos o sistema: 

A ( x - l ) + B (y+1) + C ( z - l ) = 0 
2 A + 3 B - 4 C = 0 

A + 2 B + C = 0 . 
A condição para que este sistema (de equações homo

géneas) tenha soluções não simultaneamente nulas é: 
x - 1 

2 
1 

donde 11 x — 6y + z-
pedido. 

y + 1 z - 1 = 0 , 
3 - 4 
2 1 

-18 = 0 , que é a equação do plano 
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3307 — Calcule um polinómio de grau não supe
rior a 4 que represente aproximadamente a função 
y—cos x no intervalo (—IC,TT). Ampliando a tabela 
das diferenças, qual o valor do polinómio correspon
dente a —3rc/2? R : Construamos a tabela das dife
renças finitas : 

X P ( x ) A P ( X ) 4* P (x) A 3 P ( x ) A* P (x) 

— 7T - 1 1 0 - 2 4 

— i t / 2 0 1 —2 2 

0 1 - 1 0 

*/2 0 - 1 
77 - 1 

A fórmula de GREQOBY-NEWTON dà-nos : 

P ( x ) - - l + (x + B ) _ + 

( - 2 ) (x+ir) (X + K / 2 ) X ( X - I T / 2 ) 4 

(«/2) 3 41 

14 

( f / 2 ) 4 

donde, P ( x ) = ^ x * - ^ x * + l . 

Note-se que este polinómio é só constituído por termos 
de grau par, o que era de esperar visto a função cos x 
ser uma função par. 

Para calcular o valor de P (—3ir/2), escreve-se na 
tabela o valor A 4 P (~3w/2) = A 4 P (—w)=4 e deter-
minam-se em seguida os valores : A 3 P (—3it/2) «= —6 , 
A* P (-3it/2) = 6, AP(—3ir/2) = 5 e finalmente 
P (—3w/2) = 4 . 

SoluçOes dos u.° s 3305 a 3307 do José J . l.agiuha 

I. S. T. — MATEMÁTICAS GERAIS — 2.* Exame de fre
quência ordinário— 10-6-1951. 

I 

I 

3308 — Estudar e representar graficamente a 
função : y — x"1 • e~x. 

.* n (n + 2) 
3309—Calcule a soma da série : > J l o f> ~. j ^ r • 

£1 ( n + i ) 2 

R : Note-se que o termo geral u„ i da forma : 

° g (n + 1)* g U + l n + 2 / g a + 1 
n + 1 

- log - «p (n) - ç (n + 1) • 

Como 1 i m <f (n) = 0 tem-se " n = ? (1) = 77 

l o g 2 . 

3 3 1 0 — Uma recta ó tangente à curva y — XS + x 
num ponto A e corta-a num ponto li . Determine o 
lugar geométrico dos pontos P que dividem o seg-

PB 
mento BA segundo a razão de secção : = — 2 . 

R : Seja a a abcissa de A . Tem-íe então : 
A (a, a' + a) , y', = 3 a ' + l « por equação da tangente 
A B : Y - a » - a - ( 3 a * + l ) (X — a) ou Y=(3a* + 1). 
X — 2 a 3 . As abcissas dos pontos de encontro de A B 
com a curva dada são as raises da equação x 3 + x = 
— (3a*+l) x—2a 3 , x 3 — 3a*x + 2a 3 = 0 , ou ainda 
(x—a) ' (x+2a) = 0 . É pois B (—2a , — 8a 3—2a). 

P B 
Seja P (Ç , t]). O lugar dos pontos P lais que =-

P A 

— —2 é o de equação 
\/(t, + 2a)2 4- (•*]+8a3+2a)* 

+ (YJ — a 3 — a) J 

= - 2 

que representa uma circunferência. 

I I 

3 3 1 1 — Defina e estude a função seno hiperbólico 
de variável real e complexa. Verifique, em particular, 
para variável complexa, se a função é analítica. 

3 3 1 2 — Desenvolva em série inteira a exponencial 
neperiana, determine o seu raio de convergência e 
diga como poderia fazer o cálculo numérico de e3 

com uma aproximação dada. 
Que resulta da série exponencial por derivação ou 

integração ? 

3 3 1 3 — Averigue em que condições o adjunto dum 
determinante completamente hemisimétrico é simé
trico ou também completamente hemisimétrico. 

3 3 1 4 — Indique os principais tipos de equações 
reduzidas das cónicas e mostre qual o papel desem
penhado pelos invariantes para o estabelecimento 
daquelas. 

Interprete os diferentes casos de anulamento dos 
invariantes: cada um por si, e dois a dois, simul
taneamente. Poderão anular-se, ao mesmo tempo, os 
três invariantes fundamentais? 

SoluçOos dos !>.•* 330B • 3310 d* Manna] Zaluar. 
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C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

F . C. P. — CÁLCULO INFINITESIMAL — 3." Exercício de 

revisão —1950-51. 

3 3 1 5 — Integrar a equação 

sfêxchx- y" + shx-y1 + 4cJ f l x • y •= 0 

fazendo a mudança t=shx. R : 

d! y 

"dx2" 

Substituindo, vem 

dy , dy 
—— » chx • —— 
dx dt 

dv d 2 y 
sh x • ——(- ch 2 x —— 

dt dt 2 

d 2 v dy 
t 2 — + t — + 4y = 0 (Eq. de Euler). 

dt 2 dt Fazendo t = e* vem: 

(1) 
d 2 y 
dz2 

+ 4y = 0 . 

f k t = 2 i 
Equação característica : k 2 + 4 = 0 de raizes i • 

l K 2 = — 2 1 

Integral geral de (1) : 

y = Oi sen 2 z f C 2 cos 2 z . 

Retomando a primitiva variável independente : 

y = Ci sen 2 log sh x + C» cos 2 log sh x 

3 3 1 6 — Integrar a equação y = — xy' + log y' e 
determinar a linha integral que passa na origem. R : 
É uma equação de Lagrange. Fazendo y' = z e rfeW-
vando vem z = — z — xz' + z?/z ou, tomando z para 
variável independente 

(1) 2zx' +- x = l / z (eg. linear). 

Integral geral da equação sem 2." membro: : 
Fazendo a variação da constante, vem 

dc _ 1 
1 7 = 2~ 

Integral geral de (1): x = — 1/z + k / l /z . O integral 

= c 7 - ' / 5 

• z 3 / 2 donde c + k 

jreraZ áa equação dada fica definido por 

{ 
x = — l /z + k / / z 
y = —xz + logz 

4̂ linAa integral pedida corresponde a k = l . 

{ «' + « + z = 0 

; + ^ — « * . - -

R: Eliminando z e z' eníre estas duas equações e a 
que resulta por derivação da primeira vem : 
(1) y " + 2 y ' = 3 s h x . 

Integral geral da equação sem 2.° membro : 

y = C, + Cze- 1*. 

A equação completa admite uma solução particular da 
forma y i = A shx + B chx . 

Por substituição em (1) obtem-se A =» — 1 e B = 2 . 
Donde 

J Y — Ci + C 2 e -'2" - sh x + 2 ch x 
1 Z - - Ci + C 2 e-2* — sh x - ch x 

esta última obtida da primeira equação do sistema dado. 
A linha integral pedida, corresponde a Ci = —3/2 

e C j — 1 / 2 . 
Soluções dos l i . 0 , 3315 a 3317 de Rogério Nunes 

I. S. T. — CÁLCULO INFINITESIMAL — 2." Exame de fre
quência — Julho de 1951. 

3 3 1 8 — As duas curvas torsas 

li 

x - 0 + 1 
y = «2 + 2 
z = fi + 3 

xt 2 í 2 + 4 
y t = - 2 í 2 + 5 
zi - - 2(3 + 5 

têm um ponto comum P , para t = 1 . Compare, 
nesse ponto, os respectivos triedros de FHÉNET e as 
curvaturas de flexão e torsão das duas curvas. R : 

X = t 2 + 1 x' = 2 t x " - 2 
R y = t 2 + 2 y' = 2 t y" = 2 

7. = t ' + 2 = 3 t 2 z " = . 6 t 

* i — — 2 t 2 + 4 = —4t x ' , ' - - 4 

yi — 2 t 2 + 5 vi — « rC — 4 
z t = • — 2ts + 5 M — - 6 t » z ! ' ~ - 12t 

! .•) .ds tangentes em cada ponto das curvas corres
pondentes a um valor do parâmetro t são paralelas e 
de sentidos opostos. Como para t = l as curvas R e R 1 

tem um ponto comum, segue-se que as tangentes são 
coincidentes em direcção c de sentidos opostos. 

2.°) Os planos osculadores das curvas num ponto 
genérico são dados pelas equações 

X - ( t 2 

2t 
2 

X - ( - 2 t 2 + 4) 
- 4 t 
- 4 

1) Y - ( t 2 + 2) 
2t 
2 

Y - ( - 2 t 2 _ | - 5 ) 
- 4 t 
- 4 

Z — (t3 + 2) 

G 

Z - ( - 2 t » + 5 ) 
- 6 t 2 

- 1 2 t 
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equações que simplificadas dão X - Y + 1 = 0 tanto para 
a 1." curva R como para a 2." curva R ' donde se conclui 
que as curvas são planas e estão no mesmo plano 

X — Y + 1 = 0 . 

Sendo as curvas planas, os seus triedros de FBÉIÍBT 
tem binormal constante que será ( I — J ) / \ / 2 tanto para R 
como para W. 

A torsão è nida para as 2 curvas, e a curvatura de 
flexão no ponto (t = l ) comum às duas curvas i 

1 6 ^ r, 1 24 y/2 R r — — —, para K, e — =• — para K'. 
9 V/173 fi v/17' * 

N . B. — lambem se poderia ver que as curvas eram 
planas por simples análise das equações das curvas : 
sendo para R x = t * - f - l y = t 3 + 2 tir ase por subtracção 
que y — x=l que é a equação dum plano e identicamente 
para R ' y—x = 1 . 

3 3 1 9 — Mostrar que, se o volume V é limitado 
por uma superfície regular S , será 

3 V •//.<• cos * + y cos p + 2 cos d S 

sendo a , f!, f os ângulos directores da normal exte
rior. 

Verificar esta fórmula num cubo de aresta a e de 
faces paralelas aos planos coordenados. R : Considere-
se o vector a = xl - f -y J + zK e apliquese o teorema de 
OSTROGEADSKY para esse vector e para a superficie S 
em questão. 

Teremos : 

• f f ' 

/ d i v a d V - Jf_(a|n)dS -

(x cos 1 + y cos p + z cos -j) d S 

e como div a = 3 será 

3J*dV = 3V = j*J*(X c o s « + y C 0 S P + z c 0 S T ) d s -

Considerando o cubo definido pelas equações das fa
ces: x = 0 , y — 0 , z = 0, x = a , y = a , z = a, teremos, por 
exemplo, para as faces paralelas ao plano dos y z 

x - 0 
C O S a = —1 /*« /*« 

1.' face „ . « ft / I x cos a dv dz = 0 
* c o s P = 0 Jo Jo J 

cos-f=0 

/ase x cos * dy dz = a 3 

x = a 
cos a = l 
cos p = 0 
cos-j=0 

epura iu 3 faces será 3V=—3a3, o que verifica a propo
sição do enunciado. 

3 3 2 0 — Como se sabe, o integral completo da 
equação 

1) - —P* + Q.V + / ( ? , í ) 
é 
2) z= ax + by +f(a,b) 

sendo a e è constantes arbi t rár ias . Obtenha este 
mesmo resultado, aplicando à equação 1) o método 
de CHAIÍPIT-LAGRANGE. R : Do sistema das característi
cas da equação z=px + qy + f (p , q) tira-se 

dx dy dz dp dq 
TTT = T77' =7TT = =ir = ~õ_ 

donde p = Cte = a e q=Cte = b . 
Substituindo os valores de a e b na equação proposta, 

porque p , q não são independentes mas sim ligados 
pela equação 1) temse z = ax-(-by + f (a , b) que é o inte
gral completo. 

Outro processo : 
Querendo recorrer h integração da diferencial total 

ter-se-ia 
dz =» a dx + b dy 

donde 
z = ax -f- by + C 

e essa constante C, atendendo as relações 
d* d* 

q = — = b 
ày 

e à equação proposta, só pode ser C—í (a , b) donde o 
integral completo 

z = ax + by + f (a , b) . 
3 3 2 1 — Porque é que, na teoria da representação 

conforme, feita à custa do conceito de função analí
tica, são excepcionais os pontos s em que a derivada 
/ ' (s) é nula ? R : Considerando 2 curvas u e v des
critas pelo afixo de z no plano de ABGAND, curvas que 
tem um ponto comum z0 em que as tangentes às curvas 
fazem os ângulos <n e aj com o eixo dos x , o ângulo 
entre as duas curvas no ponto Zo será m—a.z. 

Se f (z) é uma função analítica tal que f (zo) =^0 
verifica-se, como se sabe: 

f ( z ) - f ( z 0 ) = (z - z0) P (z„) + « 
e ter -se-á 
1) í i m a r g [ ( f ( z ) - f (z 0)] = 

Z - * Z 0 

= l im arg (z — z„) +• i r g f (z0) 

p - — = a 
<)x 

2) 
m o d [ f ( z ) - f ( z „ ) ] 

hm . ; : = mod f (z0) mod [z — zo] 
De (1) se tira para as curvas transformadas de u e v 

estão rodadas dum angulo f'(zo) em relação a u e v e o 
ângulo que as curvas transformadas fazem no ponto f (zo) 
será igual ao de u e v no ponto ZQ e igual ainda a a j — . 

2.°) Na vizinhança do ponto f (z0) as curvas trans
formadas são obtidas por homotetia das curvas u e v, 
homotetia de razão mod f (z0) 
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Anulando-se f (z0) e sendo n a ordem da derivada 
que não se anula no ponto zn> ter-se-à pela fórmula de 
TAYLOR 

f (z ) - f ( z „ ) = i n ! ° ; fw (z0) + «, 

donde 
l i m a r g | f ( z 0 ) - f ( « o ) | = 

= n l im arg (z—z0) + arg^"' (z0) 
donde se conclui 
1." l i m a r g [ f ( z ) - f ( z 0 ) ] = 

z-».z, 
= n l im arg (z — z„) + arg f » (z0) 

M E C Â N I C A 

mod [ f ( Z ) - f ( z „ ) ] 
2.* hm — = O 

mod (z—z0) 
Portanto o ângulo das curvas transformadas será n 

vezes o ângulo das curvas u e v e portanto n («i — «2) 
e a í-epresenfação wão e conformo nesse ponto. 

Resumindo : Como a «conformidade» da transfor
mação resulta da analiticidade da função f (z) , nos 
pontos onde P (z) = 0 será f (z) um complexo de módulo 
nulo e argumen to indeterminado, e dessa indeterminação 
resulta a impossibilidade de tirarmos conclusões da 
igualdade 1). 

Soluções dos n.°» 3318 a 3321 de J . do Quadros e Costa 

R A C I O N A L 

I. S. A.—MECÂNICA RACIONAL E TEORIA GERAL DE M Á 
QUINAS—Alguns exercícios dos exames de frequên
cia—1950-1951. 

3 3 2 2 — E m relação ao triedro 0 i j k = 0 x i / z , 
com P (x , y, z) , considore-se o campo vectorial (v) 
definido pela função v ( P ) = t / i —aj . Calcular a cir
culação de T ao longo de um circuito X t raçado 
sobre o plano w que passa pelo ponto Q = 0 + i + 
+ j + k e é perpendicular ao vector Q — 0 . R : 
Pelo teorema de STOKES a circulação e igual ao fluxo 
do rotacional de v através da área a de que X é o 
contorno total. Sendo N = vers (Q — 0) =• (i -f- j + 
+ k ) / l / 3 o ver sor normal a v e rot v = i — k vem 
rot v | N = 0 . Logo a circulação è niúa. 

3323 — Em relação ao triedro 0 i j k = 0 x j / s , 
com P (x,y , z) , o campo vectorial (v) é definido 
pela função v (P) — — x y1 i + (y + z) k . Calcular o 
fluxo de v divergente do cubo, centrado em 0 , 
de faces paralelas aos planos coordenados e com 
comprimento de aresta igual a 2 . R : Pelo teorema 
de OSTROSRADSKI o fluxo divergente do cubo de volume 
- é igual a 

f i pi ri 16 
div v dr = / dx / dy I (1 — y2) dz = — . 

J-\ J - i J-i 3 

3324 — Em relação ao triedro 0 ei e2 6 3 , consi-
dere-se a recta R de equação P = 0 + f (61—62) e 
os cursores : At V i = ( 1 , 2 ,0 ) (2 e2 + e3) e A2 v 2 = 
= ( 0 , 1 , 1 ) (e i -1- e2) • Determinar A3 y3 , tendo R por 
suporte e tal que o torsor T = AxVi + Azv2 + ^ V j 
seja equivalente a um vector deslizante. R : Sendo 
R o suporte de A3 V3 podemos escrever A3 v 3 = 
= ( 1 , — 1,0)[k (61 — 62)] • As coordenadas de T em 
relação a A i são 

v = (í + k) e i + (3 - k) 62+63 

u A | = — ei + 62 + 3 k e 3 . 

Para que T satisfaça ao enunciado terá de ser 
Ff I U A j _ 0 , com T = j t 0 . Donde k = — 2 e A 3 v 3 = 
- ( 1 , - 1 , 0 ) ( - 2e t + 2e 2) • 

3325 O ponto P tem movimento rectilíneo. 
Sabe-se que a velocidade algébrica está relacionada 
com o tempo pela equação v = (at + b)t, que o 
espaço percorrido entre os instantes ÍJ = 1S e t2=3s 
vale 2 m e que a aceleração è nula no instante <i. 
Calcular a velocidade no instante U. R : Sendo 

ds a b 
v = = (at + b) t vem s = - V + - t- + s0 e, como 

d t o 2 
dv 

o movimento é rectilíneo, j = —— = 2 at + b . Aten-
d t 

dendo às condições do enunciado teremos : 

s (t 2) - s (t,) - g ( t 3 - t?) + - ( t i - t?) = 2 

j (ti) = 2 a t j + b = 0 . 

Donde 

e v (tj) = 9 m/s . 

3326 — Sobre o plano fixo 0 x y = 0 i j move-se 
uma figura invariável plana, cujos pontos A e B 
têm por trajectórias respectivas o eixo Ox e a recta 
de equação vectorial Q = 0 + -f ( i + j ) . Sabe-se que, em 
determinado instante, a abcissa da posição Ba de B 
vale 3 m e a da posição A0 de A é igual a 4 m . 
Se B passar por B 0 com a velocidade de 1,414 m/s, 
com que velocidade passará A por Ao? R: Determina-
se o c. i . r., I , procurando o ponto de encontro das rectas 
P = 0 + 4 1 + u j e Q = 0+(3 + X ) i + ( 3 — X ) j , normais às 
trajectórias de A e B correspondentes às suas posi
ções no instante considerado. Vem I (4,2) . Sabendo que 

V ( A 0 ) TÃa O o 
j r — = ~ teremos V (A 0 ) (B 0) = 2 m/s. 
V ( B ) 0 I B 0 I B 0 
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3327 — Demonstrar que o centro de gravidade de 
3 pontos materiais — A, B e C —, de massas iguais, 
coincide com o baricentro da superfície homogénea 
do triângulo ABC. 

3328 — As coordenadas vectoriais do torsor velo
cidade do sólido S, em relação ao triedro fixo 
0 ej e2 e3, são 

Q - ( í+1 ) 9t+ (<?—1) e 2-f (fi + i ) e3 

e 0 ' H í - l ) e i - ( < 3 + l ) e 2 + ( í * - l ) e 3 . 
Determinar os instantes em que o acto do movi

mento é de translação e aqueles em que ele é de rota
ção. Para os primeiros, achar a velocidade de trans
lação. Para os segundos, escrever as equações dos 
respectivos eixos instantâneos de rotação. R : O mo
vimento é de translação se o torsor velocidade instan' 
tânea for redutível o um conjugado ; de rotação se for 

redutível a um vector deslizante. Em qualquer caso será 
Q I O' = 0 , o que se verifica nos instantes t = + 1 . 
D • 1 [ 0 = 0 Para t = — 1 vem i 

l O' = — 2ej ; o movimento é uma 
translação de velocidade v = —2 e i . Para t =•= 1 vem 
r Q - 2 6 l + 2 e 3 

l O' = — 2 e 2; o movimento è de rotação e a equação 
vectorial do correspondente eixo instantâneo de rotação 
é Q = 0 + (X + 1) e, + X e 3 . 

3329 — Sabendo que o momento de inércia em 
relação a um diâmetro do círculo homogéneo (densi
dade p) de raio r vale p T c r - 4 / 4 , determinar o mo
mento quadrático em relação ao eixo do tronco de 
cilindro de revolução homogéneo de densidade p , 
raio da base r e altura h. R : p í c h r 4 / 2 . 
Soluções dos a." 3322 a3329de Zózimo Pimenta de Castro do Rego 

P R O B L E M A S 
Com o próximo n." 50, completa a Gazeta de Mate

mática 12 anos de existência. 
É j á longa e rica a experiência adquirida; impõe-

-se, porém, mais do que nunca, uma atitude retros
pectiva, afim de se evitar de futuro, e o melhor possível, 
certos erros cometidos. 

Assim, j á no n.° 1 se definiu o objectivo da Gazeta 
de Matemática : — «pretende ser ela um instrumento 
de trabalho e um guia para os estudantes de Matemá
tica das Escolas Superiores portuguesas num campo 
onde eles encontram, por ventura, as maiores dificul
dades — o campo da preparação prática». 

Se em parte este objectivo foi atingido, o que é 
verdade é que existem lacunas que é necessário preen
cher. Estas lacunas são provenientes, segundo parece 
à Redacção, de : 

1. ° — Resultados imcompletos do inquérito aos lei
tores, aberto nos n.°* 10 e 11, sobre, «O Que Pensa da 
Gazeta de Matemática?». 

2. " — Desinteresse da parte de muitos professores 
de matemática pela Gazeta de Matemática. 

Realmente, para a G. M. se aproximar do objectivo 
atraz recordado, é necessário haver uma permanente 
colaboração entre leitores e Redacção, principalmente 
no sentido daqueles manifestarem a esta os seus dese
jos, as suas necessidades. 

Além disso, a existência de professores de matemá
tica dos Ensinos Secundário e Superior que não 
acompanham a única revista portuguesa dedicada ao 
ensino da matemática, como conviria e desejaria a 
G. M., prova : 

Ou a não realização da parte da G. M. dos objec
tivos em vista; 

Ou o desinteresse desses professores por um aspecto 
importante do mesmo ensino. 

Qualquer destas duas alternativas revela uma 
situação que urge melhorar. 

Mais do que nunca se torna necessário que esses 
professores apontem qual o caminho a seguir, quais 
as modificações a fazer na nossa revista. 

Tenciona a Redacção, a partir do próximo número 
de Janeiro abrir duas secções permanentes : 

Inquérito aos Leitores, baseado nos termos expostos 
no n.° 11, pág. 29. 

Concurso de Problemas. 
0 concurso constará de 3 secções: 
Elementar — com problemas ao nível do ensino 

secundário. 
Média — com problemas ao nível da disciplina de 

Cálculo Infinitesimal. 
Superior — destinado a alunos com a cadeira de 

Análise Superior, licenciados e professores de mate
mática. 

A seguir apresenta-se um projecto de regulamento 
do concurso e dois problemas tipos de cada secção 
com sugestões para a sua resolução. 

Projecto de regulamento 

1 — É aberto um concurso, entre os leitores da 
G. M., de problemas propostos pela Redacção, dividido 
em 3 secções: a) Elementar, b) Média e c) Superior. 

2 — Cada solucionista poderá concorrer a uma ou 
a todas as secções. 

3 — O concurso, em cada secção, consistirá na reso
lução de 8 problemas publicados em números suces
sivos da G. M., dois em cada número. 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 25 

4 — As soluções devem ser apresentadas até ao f im 
do trimestre a que respeita o número da G. M. em 
que saíram os problemas, afim de serem publicadas 
as melhores no mais próximo número em que for pos
sível (em geral no segundo número posterior à publi
cação do problema). 

5 — As soluções deverão ser apresentadas em folhas 
soltas e escritas de um só lado e cada folha só con
terá um problema, e indicará o nome do solucionista. 

a) Os símbolos deverão ser escritos à mão. 
ft) Os desenhos deverão ser apresentados em folhas 

separadas e cobertos a tinta da China, com indicação 
do problema a que se referem e o nome do autor da 
solução. 

C — Serão atribuídos prémios, estabelecidos no 
início de cada concurso, aos melhores solucionistas 
que, em cada secção, apresentem pelo menos 6 solu
ções certas. 

Serão indicados em cada número todos os solucio
nistas dos problemas anteriores. 

A G. M. desejaria que os seus leitores se mani
festassem sobre este regulamento e enviassem também 
à Redacção as suas sugestões, quanto à natureza e 
grau de dificuldade dos problemas, de que damos 
junto exemplos. 

P R O B L E M A S 

3 3 3 0 — Se 6 + e > a > 0 e h- + c? — a1, prove 
que a 3 > fc? + c 3 . R : Como b + c > 0 , então, e 
sem perda de generalidade, podemos supor que 

ou b > 0 e c > 0 (1) 
ou b > 0 e c < 0 (2) 

Como (a — b) (a 4- b) = c 2 qualquer que seja c será 
sempre 

a — b > 0 ou a > b (3) 

Se c > 0 conclue-se analogamente 
a > c (4) 

relação que se verijir.. ainda quando c < 0 . 
Em qualquer caso é portanto a > b e a > c , donde 

a • b J > b 3 , e a • c* > c 3 , ou a (b? •* c*) > b 3 + c3 , 
e, finalmente a 3 > b 3 - f c3 . 

E fácil ver que b e c são diferentes de zero. 

3 3 3 1 — Considere três esferas cujos raios medem 
respectivamente 4, 5 e t> cm., tangentes entre si duas 
a duas e todas tangentes ao mesmo plano i . Consi
dere ainda uma quarta esfera, tangente às três ante
riores, cujo raio mede 3 cm. Determine a distância 
do centro da quarta esfera ao plano a.. R : Consi-
dere-se um sistema de eixos ortogonais sendo a o 
plano dos x y e passando o eixo dos z z pelo centro 
da esfera de raio 4 cm. As cooi-denadas dos centros das 

esferas serão : Pj (0 , 0 , 4 ) , P 2 (x, , 0 , 5), P, (x 2 , y 2 , 6) 
Q ( x 3 i 73 ) zi) , s e 0 plano dos x z passar pelos cen

tros das esferas de raios 4 e 5 cm. 
A distância pedida será | z 3 \ . 
Como as distâncias entre os centros das três pri

meiras esferas são respectivamente : 

P7p; = 9; P7P^ = I O e P 7 P T - = H 

conclue-se que xf + 1 =» 8 1 , X! = 4 y/5 ; x\ + y | + 
+ 4 = 100 , x»+y*=96 ; e ( x 2 - 4 \fof + y l + l = 1 2 1 , 
o que dá x 2 = 7 : \/õ e y 2 =j /431:5 

Por outro lado como i P, Q = 7 ; P 2 Q = 8 e PjQ = 9 
conclue-se que 

4 + ï f + ( z 3 - 4 ) 2 = 49 

(x 3 - 4 t /5) 2 + y l + (z 3 - 5)S = 64 

(x 3 - 7 : \/$f + (y , - l / 43 Ï75 ) ' + (z, - •)» -= 81 

sistema que resolvido dá a valor de | z 3 | . 

3 3 3 2 — Determinar as raízes da equação cúbica 
f(x)—Q para a qual as duas áreas limitadas por 
y = f ( x ) e pelo eixo dos xx são números inteiros. 
R : Sejam aj < a2 < * 3 as raízes da equação e 
ponhamos * i + h = «j e a 2 + k — as. 

Por outro lado a equação da cúbica poderá escre-
ver-se : y = a (x — *,) (x - a2) (x - a3) 
e as áreas pedidas At e A 2 serão dai/as por 

Ai = I f (x) dx == a («, - stj) (2 «j — a, — «i) / t t == 

== a h 3 ( h + 2k)/12 
e 

A 2 = f f (x)dx - - a k 3 ( 2 h + k)/12. 

Para que At e A 2 sejam números inteiros é neces
sário que a h 3 ( h + 2k) e - a k 3 ( 2 h + k ) sejam 
múltiplos de 12. Se for a = 1, li e k devem ser in
teiros e ambos da mesma forma 6 m , 6 m + 2 ou 
6 m + 4 , e nestes casos as raízes de f (x) — 0 serão : 

b — 6 p , b , b + 6 q 
b — 6 p — 2 , b , ] , + - 6 q + 2 
b - 6p - 4 , b , b + 6 q + 4 , 

onde b e' real e p e q são inteiros. 

3 3 3 3 — Dá-se à recta x = az + p. y = bz + q uma. 
rotação 6 , no sentido positivo, em torno de Oz 
Determinar 8 de modo que as direcções primitiva e 
final sejam perpendiculares. 

3334—Provar que as raízes da equação f ( i , — iz) = 0 
são os afixos dos focos reais da curva de equação 
tangencial / ( » i , p ) = 0 (y = jnx+p equação da tan-
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gente à curva). R : Se a tangente for Y—y = m(X —x), 
será p = Y — mX . Mas dos focos podem tirar-se tan
gentes de coeficientes angulares + i . Então 

p = Y — i X = — iz . 

3 3 3 5 — Faz-se a projecção estereográfica duma 
esfera de raio unidade sobre o plano (z) do equador, 
tomando como centro de projecção um dos poios; 
a origem de z é o centro da esfera. Provar que os 
afixos Z| e z2 das projecções de dois pontos diame
tralmente opostos sobre a esfera verificam a relação 
z2 z, - — 1 . R : Sejam M, (Ç t, YJ, , d) e M j ( | 2 , -r] 2, £,) 

os pontos 
projecções, 

de tf+rf-

Então 

— = y 2 -

f í _ y2 _ 
x i y i 

e zj (xj, yi) e z 2 (x2 , y 2) as respectivas 

2 y 

A 2+l 

— 1 

xf+7? 

4 

íerno* 

2y 
A . + 1 

( A , - x? + yfl . 

— p rfonrfe Ajp2 + ( a i + l) p + l = 0 . 

zi x'f + y? 
z2 z l — — 1 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nosta secção, alem de extractos de críticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas críticas de Urros 

e outras publicações de Matemática de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares à Redacção. 

8 9 — STIGANT, S. AUSTEN - Modern E lec 
trical Engineering Mathematics — Hutchinson's 
Scientific and Technical Publications, 1946. 

0 desenvolvimento extraordinário que têm tomado 
nos últimos anos numerosas aplicações da Electrici
dade levanta problemas cuja solução exige o recurso 
a técnicas de Matemática cada vez mais dedicadas. 
E nem só a obtenção de resultados num ou noutro 
problema impõe a utilização de novas técnicas de 
cálculo : assiate-se também a uma revisão dos mé
todos por que eram abordadas até aqui muitas ques
tões de electrotecnia com o objectivo de procurar 
tratá-las com mais simplicidade, mais elegância o 
mais generalidade. 

Tal objectivo tem sido atingido de várias formas : 
simplificando a tradução analít ica dos problemas; 
uniformizando o tratamento de questões com estru-
•turas semelhantes (quer dentro da electrotecnia quer 
pertencendo a domínios diferentes); simplificando os 
cálculos numéricos. 

E assim, vemos a teoria das matrizes, a teoria dos 
grupos e a topologia aplicadas no estudo das rêdes ; 
o cálculo tensorial e a geometria dos espaços de 
RIEMANX, no estudo das máquinas rotativas e das 
rêdes; o cálculo simbólico de Heaviside, no estudo 
de todos os regimes transitórios ; o cálculo das pro
babilidades e a teoria das funções aleatórias, nos 
problemas de telecomunicações e na recente teoria 
da informação; a geometria do espaço de HILHEKT, 
na interpetação de certas propriedades dos regimes 
periódicos não sinusoidais e dos regimes impulsivos 
(onde a teoria das distribuições de SCHWARTZ poderá 
vir a prestar relevantes serviços) ; etc., etc. 

O livro de S. STIOANT contém a exposição elementar 
de algumas das aplicações menos vulgarizadas da 
matemática a problemas de electrotecnia. 

Trata-se duma obra muito acessível, sem preocupa
ções de rigor, constituindo uma excelente introdução 
a trabalhos mais especializados. 

Não queremos deixar, contudo, de lhe fazer alguns 
reparos de caracter geral. 

Assim, a insistência no enunciado de regras 
torna-se por vezes desagradável. Também se exa
gerou na apresentação de muitos resultados dum 
ponto de vista estritamente formal, pondo de parte 
quaisquer considerações de natureza crítica e demons
trativa. 

Parecem-nos ainda deslocados, num livro do género 
deste, os capítulos de análise dimensional e aquele 
em que o Autor expõe o que chama «the per-unit 
method», que consiste em referir as grandezas físicas 
a uma unidade convenientemente escolhida em cada 
caso. E bem conhecida a utilidade deste último 
método em certas questões de electrotecnia, nomea
damente no estudo dos defeitos assimétricos nas redes 
trifásicas, mas afigura-se-nos desproporcionado dedi-
car-lhe um capítulo numa obra como esta. 

No entanto o caracter de inovação que informa todo 
o livro compensa largamente os pequenos defeitos 
que lhe acabamos de apontar, tornando-o francamente 
recomendável aos estudantes de física e de electro
tecnia. 

Segue-se a lista dos nomes dos capítulos: Plane 
vector operators; Complex angles; Determinants: 
Matrices; Engineering examples of matrice theory; 
Dyadics; Tensors; The index notation in electrical 
engineering tensors; Tensor concepts in electrical 
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engineering; The mechanism of tensor equations; 
Typical three-phase mesh network transformations 
tensors; Symmetrical components; The Heaviside 
operational calculus; Dimensional analysis; The per-
-unit method; The tensor calculus; The method of 
dimensions and the per-unit method ; The steady 
state and transient responses of a network to excita
t ion; Transient fenomena in switching parallel-
-connected capacitors. 

O livro contém numerosas referências bibliográ
ficas. 

Fernando Soares David 

9 0 — RIO NOGUEIRA — Contr ibuição à Teo
ria da Capital ização — Rio de Janeiro, 1949. 

Constitui este trabalho a «tese de inscrição ao con
curso par3 a cadeira de Complementos de Matemá
tica e Matemática Financeira» na Faculdade de 
Ciências Económicas do Rio de Janeiro. 

O objectivo essencial desta tese é, segundo o autor, 
«o estudo dos planos de capitalização em moldes 
mais gerais» É também da Introdução àquele tra
balho o seguinte período: «Reconhecendo indispen
sável ao tratamento geral, a extensão das ideias 
básicas da Matemática Financeira, aborda nas duas 
primeiras partes questões centrais da Teoria da 
Capitalização e dos Empréstimos Aleatórios, onde 
são introduzidas probabilidades na exigibilidade de 
valores». E ainda: «Desde o início, conceitos e pro
posições compreendem os habituais e simplificam os 
múltiplos casos particulares ; por serem aplicados a 
problemas mais gerais, as demonstrações seguem 
linha o r i g i n a l . . . ». 

A leitura destes períodos deixa a impressão de que 
o autor vai apresentar uma generalização de con
ceitos básicos ou a introdução de conceitos novos 
com vista a uma mais perfeita estruturação teórica 
das matérias versadas. Porém, a leitura dos diferen-
tes capítulos não confirma aquela impressão inicial. 
Com efeito, no Capítulo I , em que é abordada a Teo
ria da Capitalização, o autor define capitalização 
certa nos mesmos moldes em que tem sido definida e 
define capitalização aleatória pela mesma forma que 
em seguros se define, limitando-se apenas a não con
cretizar o acontecimento fortuito que pode importar 
a exigibilidade do capital. Dentro de6ta linha consi
dera a segunda como mais geral do que a primeira 
por conter esta quando for igual a l a probabili
dade do acontecimento que torna exigível o capital. 

Desta forma temos de concluir que o trabalho não 
corresponde à orientação definida pelo autor na In
trodução. 0 que há, sim, é uma exposição com uma 
característica pessoal, pois nos capítulos seguintes, 

que decorrem como consequência natural do primeiro, 
também se não introduz matéria nova; apenas se 
fazem aplicações à resolução de problemas. 

E ainda da Introdução esta passagem : «A defi
ciência quase completa de bibliografia, a importância 
prát ica do problema que impõe actualmente a com
petição entre os actuários, levou o autor a explorar 
este campo de um ângulo mais elevado>. Esta passa
gem é infeliz, pois os Boletins das Associações de 
actuários publicados em diversos países (Suíça, I tá
lia, Países Bálticos, Tchecoslováquia, etc.) negam o 
que nela se contém. Isto para não falarmos já em 
livros da especialidade. 

Feita em termos acessíveis e com um fim didático 
que o autor lhe quiz imprimir, a exposição não é 
isenta de imperfeições, quer em esclarecimento de 
conceitos quer mesmo do ponto de vista de análise. 
Só a titulo de exemplo mencionaremos as seguintes: 

Para justificar o uso da expressão força de juros 
limita-se a dizer que é imprópria a denominação 
taxa instantânea de capitalização. Da mesma forma 
dá preferência a força de ocorrência e força de morta
lidade. É muito possível que o autor tenha para isso 
as suas razões, mas em trabalho com um f im didático 
tais razões deveriam ser apresentadas . . . 

E frequente, quanto a rendas, o uso e abuso do 
termo antecipado, impropriamente usado dado o seu 
significado próprio internacionalmente aceite. Assim, 
por exemplo, o autor fala em remias antecipadas por 
tal forma que parece excluir a existência de rendas 
imediatas. Vai mesmo ao ponto de qualificar de 
antecipado o seguro vitalício (vida inteira) e o seguro 
temporário. Porquê ? 

O autor define valor de uma renda (antecipada) por 

i? 0 = 1 i m I t , 0L» * * ( 6 ) 

onde S (6) é a soma dos termos da renda vencíveis 
no intervalo (0,6) e considera as hipóteses »S(6)=0 
se 8 < 0 e S ( 8 ) > 0 se 6 > 0 . Mas nada diz 
quando 6 = 0 . 

Diz o autor que sendo a probabilidade de um 
acontecimento se dar no intervalo (e , t) e sendo 
neste derivável, é y.^ (t) = — p'^ ,jp^ f a força 
de ocorrência. E a seguir : «Se é descontínua nos 
pontos de uma sucessão crescente f j < í 2 <; < 3 < . . . 
. • • < ( < • • • , a força média de ocorrência em [ r ( , t i + i ] 
pode ser definida pela fórmula 

Não esclarece, porém que esta mesma definição é 
válida se p for contínua. 

1 p r . 
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Louvamos o autor pelas intenções que teve ; mas 
o resultado do seu trabalho ficou longe delas, e muito 
especialmente tratando-se de uma tese para admissão 
a um concurso universitário e dos fins didáticos que 
se pretendeu imprimir-lhe. 

Embora em face da bibliogrofia existente não se 
veja motivo especial que o recomende aos que por 
estes assuntos se interessam, não consideramos inútil 
a sua leitura. 

A. da Costa Miranda 

91 — HASSE, HELMUT - Hõhere Algebra, Dritte 
verbesserte A u f l a g e , I ( L i n ea r e Gleichungen), 
I I (Gleichungen hohere Grades); Sammlung Góschen, 
Bande 93,1932, Walter de Gruyter & C.°, Berlin, 1951. 

Estes dois volumes da muito conhecida e acessível 
colecção alemã de livrinhos de algibeira contém a 
3.* edição «melhorada» dum livro modelo de organi
zação, detalhe e escrupuloso rigor. E aparente que 
este livro influenciou decididamente muitas das me
lhores exposições dos capítulos fundamentais da 
álgebra que subsequentemente têm sido publicadas 
— e ainda hoje ele constitue um excelente texto a 
usar num primeiro ensino sério do assunto. Os me
lhoramentos introduzidos nesta 3.* edição não são 
expressamente indicados. Porém uma comparação 
com a 2.* edição pode ser feita página a página atra
vés das 150 páginas que cada volume aproximada
mente contém, e assim se verifica que os resultados 
incluídos são os mesmos e as demonstrações as mes
mas. Os melhoramentos que encontramos limitam-se 
a detalhes de redacção ( I pp. 8, 49 ou 53 onde 
«... (E A'')~' = A . Daher ist einerseits auch EA = 
E (^4 - 1 ) - 1 •= A, d . h . E ist auch vorderes E Einse-
lement, und andrerseits somit (A-1)-' — A, also 
A~* A = E , d . h . A~' ist auch vorderes Reziprokes 
zu -4» substitui « . . . (A~')' — A. Daher ist also 
A~l A = E , d . h . A~' ist auch vorderes Reziprokes 
zu A», 11 p. Bloque a aperfeiçoam ou introduzem 
novas observações de detalhe, ou então ao desapare
cimento de gralhas ( I p. 74). (Assim, a indicação 
«verbesserte Auflage», do frontespício, aparece-nos 
um pouco forçada, inadequada). Esperamos que o, 
terceiro, volume de problemas em forma de exercícios 
(com sugestões para os resolver) Aufgabensammlung 
zur Hòheren Algebra, Band 1082) seja também reedi
tado. 

Estas informações são porventura bastantes para 
quem conheça a 2.* edição. Porém é provável que 

não haja, ao todo, meia dúzia de leitores portugueses 
incluídos nesta categoria, não só entre os responsá
veis pelo ensino da Matemática no nosso país, mas 
também entre os estudiosos do nosso país. Por 
isto incluímos aqui os títulos dos vários capí
tulos: Anéis, Corpos, Domínios de integridade; 
Grupos; Álgebra linear livre de determinantes 
[com detalhada exposição do método de Toeplitz] ; 
Álgebra linear com determinantes ; Os primeiros 
membros das equações algébricas ; As raízes das 
equações algébricas; Os corpos das raízes das 
equações algébricas; A estrutura dos corpos das 
raízes das equações algébricas ; Solubilidade por 
radicais das equações algébricas. Mas desistimos de 
apontar, nesta necessariamente breve notícia, outros 
detalhes que contribuem para valorizar esta obra; 
porque duvidamos poder fazê-lo de modo que os 
leitores para os quais eles são novidades possam 
acompanhar-nos. Fica-nos a vaga esperança de que 
o estudo orientado por obras como esta de I1AS.SK  
a judará a formar uma mentalidade adulta no nosso 
pais através da influência que venha a ter nos 
nossos futuros professores de matemática, conscientes 
da responsabilidade (que sobretudo a eles cabe) de 
ensinar a pensar correctamente ; e fica-nos também 
a esperança de que uma ulterior e madura reflexão 
sobre a leitura do livro ajude a extirpar da nossa 
terra preconceitos que, em nossa opinião, têm sido 
extremamente perniciosos. Um destes preconceitos 
subestima o papel da língua alemã na difusão de 
obras de matemática. A leitura destas em língua 
alemã é ainda lioje (mesmo depois do deslocamento 
do centro de gravidade dos estudos para fora da 
Alemanha e da actual profusão de traduções) um 
requerimento necessário a uma bem equilibrada 
cultura matemática. A falta deste requerimento não 
terá sido a responsável pelo atrazo imenso dos nossos 
estudos de Análise, um capítulo que a existência da 
brilhante escola francesa deixara acessível ; mas foi 
já, decerto, uma das causas do atrazo, provavelmente 
ainda maior, dos nossos estudos de Álgebra, Funda
mentos e Geometria. A escola de GOttingen (conhecida 
como a Alexandria dos tempos modernos) onde HASSE 
f o i professor, floriu e decaiu (com o nazismo) sem era 
Portugal quase darmos por ÍBSO. Assim, quanto ao 
livro de HASSE, não nos recordamos de o ter visto 
citado no nosso país excepto nos trabalhos do pro
fessor A. ALMEIDA E COSTA. 

Hugo Ribeiro (Uulv. of Nebraska, U . S. A.) 
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L I T E R A T U R A M A T E M Á T I C A R E C E N T E : 

DIFFERENTIAL — UN D INTEGRALRECHNUNG 
von 

DR. OTTO HAUPT DR. GEORG AUMANN DR. CHRISTIAN PAUC 
Pro|. Univ. Erlangen Prof. Univ. Wurzburg Lecturer Univ. Cape Town 

2.* edição, completamente remodelada 
I . Band — Einftthrung in die réelle Analysis. 

I I . Band — Differentialrechnung. 

Da colecção : Go'schens Lehrbticherei — 1. Gruppe — Bd. 24-25 

Editor : Walter de Gruyter & Co. Berlim, 1948 — 1950 

ÉLÉMENTS DE MATHÉMATIQUE per N. BOURBAKI 

XII—Structures Fondamentales de l'Analyse 
LIVRE IV— FONCTIONS D'UNE VARIABLE RÉELLE 

Equations Différentielles. 
Étude locale des Fonctions. 
Développements Tayloriens généralisés. Formule sommatoire d'EuIer-Madauiin. 
La Fonction Gamma. 

Actualités Scientifiques et Industrielles, 1132 — Hermann & Cie Paris, 1951 

ESPACE ET DIMENSION par J. FAVARD (Univ. Paris) 

Bibliothèque d'Éducation par la Science Edição de : Albin Michel — Paris, 1950 

Chap. I V — 
Chap. V — 
Chap. V I -
Chap. V I I -

PUBLICAÇÃO DA JUNTA DE INVESTIGAÇÃO MATEMÁTICA 

INTEGRAL DE RI EM ANN por RUY LUÍS GOMES-120 ESC. 

Preço para os assinantes de Gazeta de Matemática ou Portugaliae Mathematical 100 Escudos 
Em preparação do mesmo Autor : I N T E G R A L DE LEBESGUE 

PUBLICAÇÃO DA SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMÁTICA 

Á L G E B R A MODERNA por L. VAN DER WAERDEN 

Tradução da 2.* edição alemã por Hugo B. Ribeiro — Vol. I , fase. 1 — 75 Escudos 

Preço para os assinantes de Gazeta de Matemática ou Portugaliae Mathematica : 60 Escudos 
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P u b l i c a q u a t r o n ú m e r o s p o r a n o 

Número avulso: 12 e s c u d o s e 5 0 c e n t a v o s 
A s s i n a t u r a a n u a l (4 números): 4 0 e s c u d o s 

P O N T O S D E E X A M E 

Uma das secções permanentes da Gazeta de Mate
mática é constituída pelos pontos de Matemática do 
exame do 3.* ciclo do ensino liceal e de exames de 
aptidão às Universidades e pontos de exames de fre
quência e finais das cadeiras de matemática das 
escolas superiores. 

2.' E D I Ç Ã O D O V O L . II ( N . " 5 a 8) 

Continua aberta a inscrição para a nova edição do 
ano I I da Gazeta de Matemática (n . 0 ' 5 a 8) ao preço 
de escudos 30. Esta nova edição oferece aos leitores 
da Gazeta de Matemática a possibilidade de comple
tarem as suas colecções no formato e características 
actuais e com os textos cuidadosamente revistos. Logo 
que as inscrições atinj am o número de 300, proceder-
-se-á, à composição, impressão e distribuição da nova 
edição do ano I I . Depois de publicada, a segunda 
edição do volume I I será vendida ao preço de escu
dos 40. 

C O N D I Ç Õ E S D E A S S I N A T U R A 

A administração da Gazeta de Matemática aceita, 
quando pedidas directamente, assinaturas anuais de 

quatro números, ao preço de escudos 40, para o que 
basta indicar o nome, a morada e o local da cobrança. 
As assinaturas são renovadas automaticamente no 
seu termo, salvo aviso prévio em contrário. Todas as 
assinaturas têm início com o primeiro número publicado 
em cada ano. 

A S S I N A T U R A S G R A T U I T A S 

Todo o assinante que indique à administração da 
Gazeta de Matemática dez novos assinantes beneficiará 
de uma assinatura gratuita durante o ano seguinte 
ao da sua assinatura. 

N Ú M E R O S A T R A Z A D O S 

Estão completamente esgotados os números 5 a 11, 
13 e 14 da Gazeta de Matemática. Os restantes nú
meros são vendidos aos preços seguintes : 
N."" 1-4 (2.* edição do ano I , no formato 

actual e com o texto cuidadosamente re
visto) 40*00 

N . " 12 e 15 a 49, cada número 12*50 
A administração da Gazeta de Matemática exe

cuta qualquer encomenda à cobrança pelo correio. 

A N G A R I E A S S I N A N T E S P A R A 

A « G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A » 

C o n c o r r e r á , a s s i m , para o m e l h o r a m e n t o 
de uma r e v i s t a s e m o b j e c t i v o s c o m e r c i a i s 

P R E Ç O E S C . 1 2 $ 5 0 

DISTRIBUIDOR EXCLUSIVO PARA O BRASIL: 

EDITORIAL LATINO AMERICANA — Caixa Postal 1524 - RIO DE JANEIRO 
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