
G A Z E T A 

M A T E M Á T I C A 
J O R N A L D O S C O N C O R R E N T E S A O E X A M E D E A P T I D Ã O E D O S 

E S T U D A N T E S D E M A T E M Á T I C A D A S E S C O L A S S U P E R I O R E S 

Von der Zerlegung dor K u g c l in kleinere Tei le 
(Sobre a d i v i s ã o da esfera em partes mais pequenas) 

por / / . Hadwiger 

Sobre a noção de d i s tânc ia em relatividade restrita 
por Iivy Luis Gomes 

Sobre o ensino da Matemát i ca em I tá l ia 
por J. Sebastião e Silva 

Movimento Cient í f i co 
Professor Gottfried Kõthe*— Escola de Estatística da Universidade de 
Madrid—Instituto El i e Cartan—Organização e actividades do Instituto 

E l i e Cartan 

Matemát icas Elementares 
Tontos du Exames de Aptidão às Escolas Superiores 

Pontos do exames de froquencia e íiuais de Matemáticas Gerais — 
Análise Infinitesimal—Física Matomática 

A N O X V     

S U M Á R I O 

Matemát icas Superiores 

Problemas 
Problemas propostos e soluçõos recebidas 

Boletim B i b l i o g r á f i c o 

DEPOSITÁRIO: LIVRARIA SÁ DA COSTA / RUA GARRETT, 100-102 / LISBOA 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

E D I T O R — Gazeta de Matemática, Lda. 
Sede e Admini s tração — Av. João Crisóstomo, 4, 7: ,»-!). — T e l . 771943 — L i s b o a - N . 

ADMINISTRADOR — A. Sá da Costa 

R E D A C Ç Ã O 

Redactores: J. Gaspar Teixeira, J. Morgado e J. da Silva Paulo. 

O U T R O S C O M P O N E N T E S 

E M P O R T U G A L : 

C o i m b r a : Antón io A . Lopes, L . (!. Albuquerque ; Leiria : J . J . Rodrigues dos Santos ; Lisboa : 

Almeida Costa, A . Ferreira de Macedo, A. Sá da Costa, P. C . Araújo , I I . de Menezes, J . Calado, J . Sebas t ião 

e Si lva, J . R . Albuquerque, Luís Passos, Manuel Peres J.'"', M. Teodora Alves, Mário Madureira, Orlando 

M. Rodrigues, Vasco Osório e V . S. Barroso; Porto : Andrade Guimarães , Delgado de Oliveira, F . Soares 

David , Laureano Barros, L . Neves Real , M. G . Miranda, M. G . P. Barros, Rios de Souza e R u y L u í s Gomes. 

Argentina — Buenos Aires: L . A . Santa ló ; Mendoza: F . Toranzos, Antón io Monteiro; San Luis: Manuel 

Balanzat; Brasil — Belo Horizonte: Cris tóvam dos Santos; Recife: L u i z Freire, Manuel Zaluar, Newton Maia e 

A. Pereira Gomes; Rio de Janeiro: Achil le Bass i , Leopoldo Nacbbin, Maria L a u r a Mousinho e Maurício Peixoto; 

São Paulo: Omar Catunda ; Espanha — Barcelona : Francisco Sanvisens ; Madrid: Sixto Rios G a r c i a ; 

Itália — Roma : E m m a Castelnuovo; F r a n ç a — Paris: Paul B e l g o d è r e ; Suissa — Zurich : I I . Wermus ; 

Uruguay — Montevideo : Rafael L a G u a r d i a ; U . S. A . — Lincoln: Maria Pi lar Ribeiro. 

N O E S T R A N G E I R O : 

Lições   e Análise 
por B E N T O DE JESUS C A R A Ç A 

Vol. 2, fase. 1 — 2.a edição — 1954 — Preço : 120 Escudos 

T I P O G R A F I A MATEMÁTICA, L D A . — Av. Jolío Crisóstomo, 4, 7.»-D. — L I S B O A - N. —Telef. 771!» 13 



A N O X V - N . ° 5 7 G A Z E T A DE M A T E M Á T I C A M A I O - 1 9 5 4 

« D I T O R : Gazeta de Matemática, Lda. A M O S I S T R A D O » : A. Sá da Costa 

E E D A C T O R E s : J. Gaspar Teixeira, J. Morgado e J. da Silva Paulo 

Composto na Tipografia Matemática, Lda. — Avenida J o i o Crisóstomo, 4, 7.°, Dto. — Telef. 71943 — USBOA-N 

Von der Zerlegung der Kugel in kleinere Teile 
von H. Hodwiger 

Nach K . B O R S U K (') ist es bekanntlich unmíigl ich, 
die n-dimensionale Vollkugel vora Durchmesser D = l 
in n Punktmengeu zu zerlegen, so dass fttr die 
Durchmesser dieser Tei le D' < 1 (i = 1 , • • • , ri) gilt. 
Die Kugel lãs s t sich also nicht in weniger ais n - j - 1 
kleinere Tei le zerlegen. Dagegen ist eine Zerlegung 
in n + 1 kleinere Tei le moglich. 

W i e B . K X A S T E R (2) kann man hier uach dem Effekt 
einer extremalen Zerlegung í ragen , welche die E i g e n -
schaft hat, dass der grosste der n + 1 Tei le m õ g l i c h s t 
klein ist. Genauer: E s sei D„ die kleinste Zabi, fllr 
welche die Aussage noch richtig ist, dasB die n-di-
niensionale Vollkugel vom Durchmesser D = 1 in 
n + 1 Punktmengen zerlegt werden kann, ftlr deren 
Durchmesser D' <^D,L (i' = l , ••• ,n + l ) gilt. Welchem 
W e r t h a t DJ 

Trivialerweise ist Dí = — . W i r zeigen hier, dass 
2 

fttr n > 2 

(a) 0 . > 4 / l + i t / ^ Z I 
V 2 2 V 2 » 

gilt, wobei das Gleichheitszeichen fttr n = 2 und 
n =• 3 steht, so dass also 

(6) £ ) 2 = l / 3 / 2 = 0,86G--. 

und 

(c) D3 = t / (3+t /3 ) /6 = 0,887 • • • 

ist. 

(')"K. B O R S C K , Cebor die Zerleguug oiner ouklidischou n-di-
mensionaleu Vollkugel ia n Mongeu. Verb* Int. Math. Kougress 
Zarieh 1932, 2. Bd . , 192. 

(*) B . K S A S T E E , E i n Zerlegungssatz ubor unikohiirente Kon-
tiaua. Ehenda, 193. 

W i r beweisen zunáchs t (a). D a sich der Durchmesser 
einer Punktmenge beim Uebergang zur abgeschlos-
senen Hlllle nicht ãndert, gentlgt es, folgendes zu 
zeigen : 1st die abgeschlossene Vollkugel K durch 
n + 1 abgeschlossene Punktmengen A{ mit Durch
messer D ' ( i = 1 , • • • , ) ! + 1) Uberdeckt, so ftihrt die 
Annahme, dass D'<p fur alie i gilt, auf einen 
Widerspruch ; dabei bezeichne p die auf der rechten 
Seite von (o) stehende Zahl . 

In der T a t : E s bedeute B, den Durchschnitt von 
mit der Oberflache S von K. Sicher enthã l t 

kein Bt ein antipodisches Punktepaar der Kugel , 
wei l die Distanz antipodiseher Punkte 1 betragt, 
wãhrend D ' < p < l vorausgesetzt ist. Die K u g e l -
oberf lâche S ist daher von n + 1 abgeschlossenen 
Mengen Bi,---,B,l+l Uberdeckt, von denen keine ein 
antipodisches Punktepaar enthãl t . Nach einem Satz 
von H . H O P F (!) ist unter diesen U m s t ã n d e n der Durch
schnitt Ci von je n Mengen Bj (J — 1 , • • • , » + 
+ 1 ;j=f=i) nicht-Ieer. Andererseits sind je zwei der 
Mengen t?( (»'•« 1 , • • • , » + 1 ) disjunkt; andernfalls 
ware der Durchschnitt aller B , ( i — 1 , • • • , n -f 1) 
nicht-leer, und eine der Mengen Bi mUsste dann ein 
antipodisches Punktepaar onthalten. 

A u f «S gibt es demnach n + 1 verschiedene Punkte 
P j e C j . E s bedeute jetzt die spharische Kalotte 
auf <S, deren Punkte dadurch gekennzeichnet sind, 
dass ihre (euklidischen) Abstande von P f nicht 
kleiner ais p sind. Im Hinblick auf die Annahme 
D'<p ist der Durchschnitt Tt Bj íiix j=j=i leer, also 

(') P . A L E X A S D R O F F - H . H O P F , Topologia I , Berlin 1935, 4S7. 
Vgl. auch : H, H O P F , Eine Verallgemeiuerung bekannter Abbil-
duags und Ueberdeckungssiitze. Portugaliae Math. 4, 129-139 
(1943). 
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ist T{ von Bj allein Uberdeckt. 1st p der sphârische 
Radius von T{ (die Kalotten sind alie kongruent), so 
mUssen die spharischen Distanzen der Punktepaare 

Pk (i'=j= k) alie grosser ais 2p sein. Nun gilt aber 
cos(p/2)=p und also cos 2 p = 2 ( 2 p 2 — l ) 2 — 1 = - I / r a . 
Nach einem bekannten Hilfssatz von K . R E I N H A R D T (*) 
konnen aber die spharischen Distanzen bei n + í 
Punkten auf der Oberfliiche einer n-dimensionalen 
K u g e l nicht alie grosser ais are cos ( — í / n ) sein. 
Damit ist der Widerspruch erzielt. 

U m die Gtiltigkeit des Gleichheitszeichens in (a) 
zu sichern, muss umgekehrt die Existenz einer Ueber-
deckung von K durch n-r-l abgeschlossene Punkt-
mengen aufgewiesen werden, so dass D'<^p fUr alie 
i gilt. In den Fal len n = 2 und n = 3 wird das tat-
sãchl ich dadurch erreieht, dass man von der Ueber-
deckung von <S durch n +1 kongruente regulãre 
spharische Simplexe B ; von der spharischen Seite 
s = arc cos ( — l / n ) ausgeht und fllr At die konvexe 
Hulle von Bt und Z (Kugelzentrum) setzt. So wird 
K durch n + 1 Kugelsektoren At vom euklidischen 
Durchmesser p Uberdeckt. 

Die hier besprochene Frage steht mit einem weitern, 
fUr n > 2 noch ungeklarten Problem in engem Z u -

sammenhang, das sich dadurch ergibt, dass man an 
Stelle der K u g e l eine beliebige Punktmenge be-
trachtet Genauer: E s gibt eine kleinste Zahl C„, fUr 
welche die Aussage noch r icht ig ist, dass jede n-di-
mensionale Punktmenge vom Durebmesser D = 1 in 
n + 1 Teilmengen zerlegt werden kann, fUr deren 
Durchmesser D' < C„ (i = 1 , ••• , n + 1) gilt. W i e 
gross i s t C„? 

Nach einer Vermutung von K . BoitscK ( 2 ) gilt fiir 
alie n 

(d) C „ < 1 . 

Der Zusammenhang dieser Borsukaohen Konstanten 
C'„ mit der hier betrachteten A n a s í e r s c h e n Konstan
ten D„ ist offenbar durch 

(«) D. < C„ 

gegeben. 
Das Gleicbheitszeichen in (e) gilt trivialerweise fttr 

n = 1 und nach einem Ergebnis von D . G A L E ( 3 ) auch 
fUr n = 2. Wllrde es fur alie n gelten, so bedeutete 
dies, dass die Kugel der Zerlegung in kleinere Tei le 
einen hõheren Widerstand entgegenstellt ais irgend 
ein anderer nichtkugeliger Kòrper. 

Sobre a divisão da esfera 

Segundo os resultados de K . B O K S U K ( 4 ) sabe-se 
que é i m p o s s í v e l dividir uma esfera a n d imensões 
de d iâmetro D = 1 em n conjuntos de pontos cujos 
d iâmetros D'(i=l)---n) s a t i s f a ç a m a D * < 1 . A esfera 
pode pois ser dividida em n -f 1 partes mais pequenas, 
mas nunca em menos que n + 1 partes. 

E natural investigar, como fez B . K N A S T E E ( 2 ) , 
o efeito duma d iv i são extremai gozando da proprie
dade de ser a menor p o s s í v e l a maior das n + 1 
partes. 

Mais exactamente: Seja D„ o menor dos números 
para o qual ainda é poss íve l afirmar que a esfera n-di-
rnensional de diâmetro D = 1 pode ser dividida em 
n + 1 conjuntos de pontos com diâmetros Z>'<^Z>„(Í' = 
= 1, ••• , » + l ) . Deseja-se saber qual o valor de D„. 

Sabe-se, trivialmente, que Dt = — e vamos mostrar 

que para n > 2 temos 

«*> A , > v / - + i \ / — 
V .2 a V 2 h 

(') K . R E I S H A K D T , Ueber die kleinste Kugol, die um jede 
Punktmenge vom Durebmesser Eins gelegt werden kann. Jber. 
Deutseh. Malh. Ver. 25, 157-163 (1917). Vgl . auch: W . SCss, 
Durchmesser und Umkugel bei mehrdimeusionalon Putiktmengen. 
Math. Z. 40 , 315-315, (19)5). 

em partes mais pequenas 

onde o sinal de igualdade se aplica para n = 2 e n = 3 . 
De maneira que: 

(6) £> s = v /3 /2 = 0,866 ••• 

e 

(c) D* = \f (3 - r V 3 ) / 6 = 0,887 

Demonstramos primeiramente (a). Designemos por 
j) o segundo membro de (a). Como o d iâmetro dum 
conjunto de pontos é o mesmo que o da sua fronteira 
fechada, é suficiente demonstrar que se a esfera 
fechada K for recoberta por n -f- 1 conjuntos fecha
dos de pontos A{ com diâmetros D'(i=l, ••• n + 1) , 
então a h i p ó t e s e D' < p para qualquer i conduz a 
uma contradição . 

Com efeito, seja B j a in tersecção de A; com a su
perf íc i e S de A". Nenhum dos conjuntos Bt contém 
pares de pontos ant ipódicos , porque a d i s tânc ia de 
pontos ant ipód icos é igual a l e nós supomos que 
£>' < p < 1. 

A superf íc ie <S da esfera pode portanto ser recoberta 
por ti + 1 conjuntos fechados Bt,---BltJri sem pontos 
ant ipódicos . Nestas condições , segundo um teorema 

(') K . B O K S D K , Drei Síitze ilbcr die n-dimensionale ouklldi-
scho Sphare. Fund. Math. 20, 177-190, 193S. 

(3) D . G A L E , On inscribing n-dimonsional sets in a regular 
n-simplex. Proc. Amer. Math. Soc. 4, 222-225, 1953. 
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de H . H O P F ( 3 ) , não pode ser vaz ia a intersecção 
Cj de n quaisquer dos conjuntos B , ( j = 1, • • • n + 1 ; 
i=j=i)- Por outro lado, devem ser disjuntos dois quais
quer dos conjuntos C ; (»— 1, •• • re + 1), visto que de con
trário a in tersecção de todos os Bt(i = 1 , " * » + 1 ) 
seria não vazia e um dos conjuntos B, deveria então 
ter um par de pontos ant ipód icos . 

Existem portanto, sobre S, n + 1 diferentes pontos 
P i 6 Ci. Seja agora T{ a calote es fér ica de >S cujos 
pontos estão separados dos Pt por uma d i s tânc ia 
(euclidiana) não inferior a p . E m virtude da h ipótese 
£>'<p, será vazia a in tersecção Tt Bj p a r a j ^ i , de 
maneira que T{ é recoberto apenas por Bt. Des i 
gnando por f o raio esférico de 7\ (as calotes são todas 
congruentes), podemos dizer que as d i s t â n c i a s e s f é 
ricas de pares de pontos P f Pk (i=j=k) são todas supe
riores a 2p . Mas cos (p/2) = p e portanto cos 2p = 
= 2 (2 — l ) 2 — — l / n . Ora, segundo um conhecido 
lema de K . R E I N H A R D T (*) as d i s tânc ias es fér icas de 
n + 1 pontos da superf íc ie duma esfera n-dimensio-
nal não podem ser todas superiores a are cos (—1 jn). 

A contradição acima referida fica pois assim em 
e v i d ê n c i a . 

P a r a poder escrever a re lação (a) com o sinal de 
igualdade é necessár io demonstrar inversamente que 
existe uma cobertura de K por « + 1 conjuntos fecha
dos de pontos tais que Z)'<J/> para qualquer i . Nos 
casos » = 2 e >i = 3 obtemos efectivamente este resul
tado partindo da cobertura de S por n + 1 simplexos 

Bi regulares, esfér icos e congruentes de lado esfér ico 
* = are cos (— í / n ) e formando vl ; com a fronteira 
convexa de B{ e Z (centro da esfera). Desta forma 
K ficará recoberto por n + 1 sectores es fér icos A{ de 
d iâmetro euclidiano p . 

A ques tão aqui discutida e s t á estreitamente ligada 
com outra ques tão , ainda não esclarecida para ? i > 2 , 
que aparece quando se considera, em lugar da esfera, 
um conjunto de pontos arbitrário. Mais exactamente: 
Ex i s te um número mín imo C„ para o qual ainda é 
p o s s í v e l afirmar que todos os conjuntos n-dimensio-
nais de pontos de d iâmetro D = í podem ser divididos 
em conjuntos parciais de d iâmetro D ' ^ C „ ( « ' = l , " - n +1) . 
Qual o valor de Cn ? 

Segundo uma supos i ção de K . B O R S U K ( 5 ) 

(<*) Cu < 1 

para qualquer n. A re lação entre estas constantes 
C„ de B O R S U K e as constantes Dn de K N A S T E R , consi

deradas no presente trabalho, é evidentemente 

(e) D„ < C, 

A igualdade em (e) tem lugar, trivialmente, para 
n = 1 e também para n = 2 segundo um resultado de 
D . G A L E (6). 

Se o mesmo acontecesse para qualquer n, isso 
significaria que a esfera oferece, à d iv i são em partes 
mais pequenas, maior res i s tênc ia que qualquer outro 
corpo não esfér ico . 

Sobre a noção efe distância em relatividade restrita 
por Ruy Lufo Gomes 

Sejam xt, t as coordenadas de um referencial admis
s í v e l e 

(1) 
com 

(2) 

X: = li: t . 

v'< c-, 

as equações correspondentes da linha de universo de 
um ponto material animado de movimento rect i l ín io 
uniforme. 

Imaginemos agora outros dois pontos materiais^ 
P,Q, animados de movimento rect i l ín io e uniforme 
de velocidades iguais, como acontece quando P e Q 
s ã o as extremidades de uma r é g u a em repouso num 
qualquer referencial admiss íve l em Relatividade Res -
tricta. 

A s suas linhas de universo são da forma 

(3) 
= r f í + a,-
= v,t+ bi 

D E F I N I Ç Ã O . Entende-se por distância dos pontos ma
teriais P e Q segundo o espaço próprio do ponto (1), 
o valor dJJ dado pelo invariante fundamental 

(4) 

em que 

representativas do (1), p representativa de (2); 
direcção ortogonal a p; A B paralela a p' 

A ' x i , A ' t correspondem a posições de P e Q 
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situadas numa direcção ortogonal à linha de universo 
de (l). 

A s hipóteses em que assenta esta definição implicam, 

(5) 2 *i • A 35; — C 2 A t . A' t <= 0 , 

como condição de oriogonalidade entre 

(6) A ' SBj = » , 4' í + O; — A; 
e 
(6') A affj; = Mj A < . 

Note-se que a condição da ortogonal idade (5), combi
nada com (6'), garante J [ J > 0 e portanto dv

a real. 
O sistema (5) e (61) dá-nos 

(7) 2 u, A1 Xt - e2 A ' t = 0 , 

e, utilizando (6'), resulta 

(8) 2>; ( « Í A ' < + <*i — *i) - - eits! t = 0 , 

donde 

(9) (u I v - c-) A 1 t + u j r = 0 

em que r = a — b. 

O valor de 7]j é, pois, 

_ (.y2 _ c 2) i ' «5 + 2 v I r • 4' t + r 2 

ou ainda 
u 2 — c 2 v I r . u ! r 

(10) / » = (u I r ) 2 — 2 —t L + r ? . 

Casos particulares 
a ) U - 0 

distância no espaço do referencial, pois u = 0 signi
fica repouso em relação a esse referencial. 

3) u - V 
«2 — c 2 (v I r ) 2 

O 2 - c 2 ) 2 
V 2 — c 2 

c 2 — u 2 sen 2 6 

Zï -

e 2 — v2 

1 — P2 sen 2 » 

designando por (3 o cociente - - e por â o ângu lo dos 
c 

dois vectores v e r . 
A ú l t ima fórmula ainda se pode escrever 

„ 1 —3 2 sen 2 9 „ 

ai) / _ y n , 

ficando assim em ev idênc ia a relação entre as d i s t â n 
cias das mesmas linhas do universo (3), segundo o 
espaço próprio dessas linhas e segundo o espaço do 
referencial X j , t . 

(11) é uma fórmula conhecida, principalmente nos 
dois casos extremos 

3 = ^ - i l ^ n 

3 = 0 -* i ï = ( l - 3 2 ) / ï ; 
este ú l t imo exprime a contracção de L O B E N T Z no sen
tido do movimento referido a x ; t , pois corresponde 
a r paralelo a v . 

No caso fi=* — vem, como j á salientamos 

/ ; = / „ v = r 2 . 

Procuremos agora as condições para que 

(12) / v

u = r 2 , 

COTO U ^ V . 

A fórmula (10) dá-nos , então , 

v- — c 2 , . v I r . u I r 
u v — <r ^ (u I v - c 2 ) 2 

que se desdobra em 

(14) u I r = 0 

e 

(14') ( y - e2) u I r - v I r (u 1 v - c 2) = 0 , 

pois u | v — c 2 é sempre diferente de zero ( u 2 , * > 2 < c 2 ) . 

Portanto, se 

v | r = 0 

só os vectores u do plano 
u l r - 0 , 

a que pertence o próprio v , satisfazem à condição 

7 V = r 2 . 
Porém, se 

v [ r = £ 0 , 

além das so luções do plano 

u | r = 0 , 
que satisfazem sempre, há soluções fora desse plano, 
pois (14') ainda se pode escrever com a forma 
(15) u I [ ( « 2 — e 2) r - v I r . v] = v I r . c 2 , 
e assim é evidente que (14'), na hipótese v j r = / = 0 , 
representa um plano não paralelo a 

u | r - 0 . 
E m Relatividade Restricta não é costume pôr em 

ev idênc ia a so lução (14') de 
J" — TZ 

pois só se considera, de ordinário, a d i s tânc ia /JJ ; mas 
parece-nos interessante apontar, como esclarecimento 
da mesma noção de d i s tânc ia em Relatividade, as 
outras so luções de 

7" - r 2 

para o caso de v | r =j= 0 . 
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S o b r e o ensino da Matemática em Itália 
por J. Sebastião e Silva 

A I tá l ia ocupa um lugar de relevo entre as nações 
que t êm contr ibuído para o avanço das c i ênc ia s 
matemát i cas . Evoquemos, num rápido esboço , os 
fundamentos his tór icos deste facto. 

No século X I I , a través dos mouros estabelecidos 
na P e n í n s u l a Ibér ica e dos mercadores italianos que 
comerciavam com o Levante, começou a difundir-se 
na Europa o conhecimento das m a t e m á t i c a s árabes , 
que reatavam a tradição dos c lás s i cos gregos v i ta l i 
zada pelo empirismo ar i tmét ico dos indianos. Com 
esta origem se v a i formando e adquirindo vulto, numa 
lenta sed imentação , a escola de algebristas italianos 
que, 400 anos depois, no l imiar do século X V I , con
segue ultrapassar os limites da c iênc ia he lénica , inau
gurando o período das m a t e m á t i c a s modernas, com 
as cé lebres descobertas relativas às e q u a ç õ e s do 3.° e 
do 4.° grau, às quais se l igam os nomes de S C I P I O N E 
D E L F E R R O , T A R T A G L I A , CABDAN, F E R R A R I , B O M B E L L I . 

E s t á - s e em pleno Renascimento—das artes, das letras 
e das c i ênc ias . Por toda a parte, nessa Europa qui
nhentista, tomam incremento os estudos m a t e m á 
ticos (*) . A p ó s um longo período de ensimesmamento, 
o homem reabre os olhos para de novo contemplar as 
harmonias do mundo. Aplicando o método m a t e m á 
tico ao estudo dos fenómenos naturais, K E P L E R e G A 
L I L E U criam as c i ênc ias exactas, abrindo a era do 
racionalismo c ient í f i co . Como instrumento adequado 
e mesmo ind i spensáve l para as novas pesquisas, i rá 
constituir-se o cálculo infinitesimal, que, vislumbrado 
2.000 anos atrás pelo grego genial de Siracusa, 
encontra ainda, em Itál ia , insignes precursores ime
diatos: C A V A L I E R I (d isc ípulo do G A L I L E U ) e T O R R I C E L L I , 

continuador da obra do primeiro. 

N ã o esqueçamos finalmente que, j á antes disso, os 
grandes pintores do Renascimento, meticulosos natu
ralistas para os quais o belo é inseparáve l do verda
deiro (ou melhor do objectivo, daquilo que todos 
v ê e m ) , tinham lançado os germes da moderna geo
metria, de insp iração post-euclideana, abordando 
com espír i to c i ent í f i co os problemas da perspectiva 
( B R U N N E L L E S C H I , P A O L O U C C E L L O , LEONARDO DA V I N C I e 

outros mais). 

(') Portugal também participou, com Pedro Nunes, no grande 
movimento. O nosso matemático e cosmógrafo, interessado em 
problemas reais de navegação, concorreu para a superação dos 
métodos da análise finita, com o seu belo estudo sobre a loxo-
<lrotaia esférica (ou linha de rumo), a curva serpentiforme que, 
esboçada por uma nave em viagem de rumo constante, acaba por 
enlaçar a Terra em infinitas espiras acumuladas cm torno dos poios. 

Estavam pois criadas, no pa í s de D A N T E , as bases 
duma tradição robusta, densa, r iqu í s s ima de seiva, 
capaz de resistir aos vendavais da H i s t ó r i a e às 
crises de cepticismo. 

Será necessár io lembrar o que tem sido a té hoje a 
contr ibuição da I t á l i a no campo das m a t e m á t i c a s ? 
Muito haveria que dizer sobre o assunto e não é esse 
agora o fim em vista. 

O que me proponho fazer aqui é apenas um breve 
inquér i to à forma por que, na actualidade, se encon
tra i n s t i t u í d o e é orientado o ensino da M a t e m á t i c a 
em Itá l ia , procurando s i tuá- lo no complexo das mani
f e s t a ç õ e s culturais deste p a í s e seguindo uma orien
t a ç ã o j á anteriormente adoptada (*). 

O «caso i ta l iano» interessa particularmente aos 
pedagogistas portugueses. Primeiro que tudo, trata-
se dum povo que apresenta, em re lação a nós, pro
fundas afinidades é tn icas , p s í q u i c a s e l i n g u í s t i c a s . 
Depois há que reconhecer este facto: a I tá l ia de hoje 
é um p a í s de alto n íve l cultural, de intenso e fecundo 
labor de espír i to que se patenteia em numerosos sec
tores da arte, das letras, da filosofia, da c i ênc ia e da 
t écn ica — começando no domínio da pura actividade 
desinteressada e chegando, por i n s e n s í v e i s gradações , 
num l ó g i c o encadeamento, ao plano das rea l i zações 
prát i cas . 

U m índice expressivo da vida mental do povo i ta 
liano é-nos oferecido precisamente pela sua organi
zação univers i tár ia . Exis tem actualmente em Itá l ia 
24 universidades do Estado, 4 universidades livres 
equiparadas às do Estado, 6 institutos univers i tár ios , 
2 po l i t écn icos e 4 institutos superiores de m a g i s t é 
rio equiparados aos do Estado ( 2 ) . 

H á ainda que ter em conta as Faculdades Univer
s i tár ias e os Institutos Superiores dependentes do 
Vaticano, a lém da Universidade Gregoriana. 

N ã o se faz em I tá l ia d i s t inção entre Universidade 
Cláss ica e Universidade T é c n i c a . Por exemplo, a 
Universidade de Bolonha compreende as Faculdades 
de: 1) Direito, 2) Economia e Comércio , 3) Letras 
e Filosofia, 4) Medicina e Cirurg ia , 5) Ciênc ias M a -

(') Vor os artigos da D r . a M A R I A IX> P I L A R R I B E I R O sobre o 
ensino da Matemática na Suiça, nos n . o s 12, 13, 14 e 24 da (ja-
zeia de Matemática, bem como o do Prof. IIITCJO R I B E I R O no 
n.° 26 da mesma revista. Vor ainda «Sobre o ensino da Mate
mática na Alemanha» no n.° 55 desta revista. 

( : ) Devem também citar-se os Colégios Universitários, como 
a Escola Normal Superior de Pisa, de que falaremos mais. 
adiante, a propósito do ensino post-universitário. 
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t emát i cas , F í s i c a s e Naturais, 6) Qu ímica Industrial , 
7) Farmác ia , 8) Engenharia , 9) Agronomia, 10) Me
dicina Veterinária . E m relação à anterior, a Univer
sidade de Roma tem a menos as Faculdades de Agro
nomia, de Medicina Veter inár ia e de Química Indus
trial e a mais a de Ciênc ias P o l í t i c a s , a de Ciênc ias 
E s t a t í s t i c a s , D e m o g r á f i c a s e Actuariais , a de Magis
tério , a de Arquitectura e a de Engenhar ia Aero
n á u t i c a . 

Com as actividades un ivers i tár ia s propriamente 
ditas e s tá relacionado o «Cons ig l io Nazionale delle 
Ricerche» (Conselho Nacional de I n v e s t i g a ç õ e s ) , de 
de que falaremos oportunamente. 

Fo ra do âmbi to escolar são ainda dignas de registo 
cerca de 270 ins t i tu i ções culturais, incluindo acade
mias e assoc iações vár ias , com actividade c i ent í f i ca , 
técnica , ar t í s t i ca , l i t erár ia ou jur íd ica , muitas das 
quais servidas por uma ou mais revistas próprias . 
A mais alta destas i n s t i t u i ç õ e s ó a « A c c a d e m i a N a 
zionale dei L ince i» (Academia Nacional dos L í n c e o s ) , 
de gloriosas tradições . Dela foi sócio G A L I L E U ( ' ) . 

Neste quadro imponente de m a n i f e s t a ç õ e s culturais, 
os estudos matemát i cos m a n t ê m , ainda hoje, uma s i 
tuação privilegiada. 

Ser-nos-á seguramente proveitoso lançar uma vista 
de olhos sobre aspectos vár ios do ensino da M a t e m á 
tica na mais velha e mais nova das nações latinas. 
Mas antes disso há que tomar uma precaução de 
ordem p s i c o l ó g i c a : não se pretenda encontrar em 
tudo a perfe ição e, menos ainda, um modelo a copiar 
fielmente. Acresce a c i rcuns tânc ia de se anunciar 
para breve uma reforma geral do ensino em Itál ia , 
o que quere dizer que o estado de coisas actual se 
não considera ali o mais adequado às e x i g ê n c i a s e 
aos pontos de vista modernos. 

Ensino s e c u n d á r i o 

Sobre esta fase de ensino limitar-me-ei a breves 
referências , não porque seja matér ia de pouco inte
resse, mas porque tenho agora em vista, sobretudo, 
desenvolver a parte referente ao ensino univers i tár io 
e às actividades de i n v e s t i g a ç ã o . 

Os estudos secundários em I tá l ia duram normal
mente oito anos. 

Os três primeiros anos têm lugar na chamada 
Scuola Media Inferiore, pela qual não obrigados a 
passar todos aqueles que pretendam seguir qualquer 
curso de estudos, incluindo os do ensino t écn ico -pro-
fissional. 

(') Para inais detalhes sobre as instituições culturais italia
nas, ver «Os estudos superiores o a vida intelectual da Itália 
de hoje», por I l y a c i n t h u s (pseudónimo do Prof. J A C I S T O 
M A X U P P E L L A ) . 

A p ó s o curso da E s c o l a Média Inferior, o ensino 
médio pode prosseguir numa escola pertencente a um 
qualquer dos seguintes tipos : 

1) Liceo-Ginnasio Clássico, que consta de um p r i 
meiro ciclo de 2 anos (Ginnasio Superiore) e dum se
gundo ciclo de 3 anos (Liceo Clássico). O «Dip loma 
di Matur i tà Cláss ica» dá acesso a qualquer F a c u l 
dade Univers i tár ia ou Instituto Superior. 

2) Liceo Scientifico, t ambém quinquenal. O « D i p l o m a 
di Maturi tà Seient i f ica» abre acesso a qualquer F a 
culdade U n i v e r s i t á r i a ou Instituto Superior, excepto 
às Faculdades de Letras e Direito. 

3) Istituto Magistrale (Instituto de M a g i s t é r i o P r i 
mário) . Nestas escolas, destinadas à formação de 
professores do Ensino Pr imár io , o curso é igualmente 
de 5 anos. No fim é passado um diploma de habilita
ção profissional. 

4) Istituto Técnico, diferenciado em 5 modalidades 
diferentes (industrial, comercial, náut ico , agrário e de 
agrimensura). Trata-se ainda de cursos quinquenais 
(eventualmente seguidos de cursos de aper fe i çoa 
mento), que habilitam directamente para determi
nadas prof issões . 

Interessam-nos em particular a Esco la Média I n 
ferior e os Liceus (Cient í f ico e Cláss ico) . Ao longo 
dos oito anos de estudos efectuados nestas escolas, 
os programas de Matemát ica , no seu conjunto, não 
diferem grandemente dos que são seguidos nos nossos 
cursos liceais. A di ferença mais sens íve l verifiea-se 
talvez no estudo da A n á l i s e infinitesimal, que ó a l i 
conduzido bastante mais a fundo nos dois ú l t imos 
anos do L i c e u Cientí f ico , fornecendo uma preparação 
aprec iáve l , tanto em cá lcu lo diferencial como em 
cálculo integral. 

Naturalmente, o estudo das c i ênc ias é feito com 
maior desenvolvimento no L i c e u Cient í f ico que no 
L i c e u Cláss ico em que predomina a or ientação huma
n í s t i c a ^ ) . 

A pedagogia e a d idác t i ca da Mat emát i ca (como 
dum modo geral todos os problemas p e d a g ó g i c o s , 
incluindo os da Esco la Primária) têm sido em I tá l ia 
desde sempre objecto do vivo e carinhoso interesse. 
Grandes cientistas, grandes pensadores, não têm 
desdenhado olhar com desvelo, no intervalo das suas 
i n v e s t i g a ç õ e s , para os problemas do ensino, até para 
aqueles aparentemente mais humildes. U m homem 
que neste sentido, desempenhou al i uma acção par
ticularmente eficaz e profunda, pelos seus escritos, 

(') Este predomínio manlfosta-se no maior número de horas 
semanais concedidas aos estudos clássicos e, em particular, na 
prosonça do Grego (o Latim é ensinado em todos os anos de 
qualquer dos tipos de escolas). Entretanto, importa salientar 
quo o estudo das l ínguas modernas 6 multo mais desenvolvido 
no Liceu Cientííico que no Liceu Clássico. 
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pela sua capacidade organizadora, pela sua forte 
personalidade, foi o c é l e b r e g e ó m e t r a F E D E R I C O 
E N R I Q U E S . Entre outras suas iniciativas, as «Questioni 
riguardanti le matematiche elementari», co l ec tânea de 
artigos de autores vár ios por ele dirigida, tiveram 
amplas e distantes repercussões , não só no ensino 
(dentro e fora da Itál ia) como até no desenvolvimento 
da própria c iência . F o i ainda por iniciativa sua e 
dos seus colaboradores, que o «Periódico di Matemá
tica», jornal dedicado ao ensino secundár io e publi
cado desde 1886 até 1918, reapareceu em 1921 como 
«Periódico di Matematiche (storia, didattica, filosofia)», 
desenvolvendo um programa de aprox imação entre as 
m a t e m á t i c a s elementares e as m a t e m á t i c a s superiores, 
com vista ao esclarecimento e d i fusão de ideias e 
doutrinas. 

As conferênc ias c os co lóquios em que participam 
simultaneamente professores do ensino secundário e 
professores do ensino superior tornam-se frequentes 
a partir de en tão . 

Ass im E N R I Q U E S e s tá de certo modo para a I tá l ia 
como F E L I X K L E I N para a Alemanha. Seria mesmo 
interessante fazer um estudo comparativo destes dois 
casos, correspondentes a duas latitudes diferentes. 

De resto as ideias de K L E I N j á antes tinham pene
trado em Itál ia . E i s como o próprio E N R I Q U E S se refere 
a esse facto no seu belo livrinho «Le matematiche 
nella storia e nella cultura» : 

«Entre tanto delineava-se noutros p a í s e s um movi
mento (que na Alemanha encontrou um propulsor em 
F . K L E I N ) para a in trodução de métodos mais intui
tivos e empír i cos , facilitando o ensino da parte ele
mentar c lá s s i ca da geometria e dando impulso, por 
outro lado, ao estudo mais geral das propriedades 
que e s tão na base da A n á l i s e infinitesimal. E m Itá l ia 
adoptou-se o ensino intuitivo nos primeiros anos da 
escola média como fase preparatór ia do estudo racio
nal, e — no que se refere aos graus de ensino mais 
elevados — a ordem de ideias kleinianas teve um 
começo de execução no programa do «l iceu moderno» 
e nos livros que para ele foram escritos. Mas em geral 
os professores italianos —talvez pela educação l ó g i c a 
que receberam nas faculdades u n i v e r s i t á r i a s — e n c o n 
tram dificuldade em acolher este esp ír i to a que é 
inerente um certo inacabamento e um modo de racio
cinar significativo, mas deliberadamente imperfeito. 
Ass im, o programa do novo liceu c ient í f ico , instau
rado com a reforma G E N T I L E ( ' ) , retoma do «l iceu mo
derno» alguns assuntos (derivada, integral) no sentido 
de um maior rigor l óg i co» . 

E com efeito hoje ainda, confrontando os textos de 

(') Es ta reforma recebe o uome do filósofo italiano que a 
introduziu. 

A n á l i s e adoptados em I tá l ia para o ensino secundár io , 
com os correspondentes seguidos na Alemanha, obser-
va-se que nos primeiros o aspecto l ó g i c o é bastante 
mais pronunciado que nos segundos. Seriamos tenta
dos a explicar este facto como uma d i s t inção entre 
mentalidade latina e mentalidade germânica ; mas a 
verdade é que nos textos un ivers i tár ios as coisas não 
se passam exactamente do mesmo modo ( 4 ) . 

Entretanto, E N R I Q U E S não se esquece de salientar : 
«Mais do que as d i ferenças dos métodos ou as i n 

d icações dos programas influi sobre a ef icácia do 
ensino o valor dos que ensinam : a sua mentalidade! 
o calor comunicativo, a p a i x ã o que dedicam às coisas 
ensinadas, a largueza de interesses que os torna 
capazes de se colocarem no lugar dos alunos e de 
sentirem como estes. N a medida em que tais dotes 
possam ser adquiridos, é necessár io para tanto cuidar 
sobretudo da preparação un ivers i tár ia e, depois disso, 
criar aos professores condições de vida que deixem 
suficiente liberdade para manter e desenvolver a sua 
própria cul tura» . 

A s ideias p e d a g ó g i c a s de F . E N R I Q U E S , tanto como 
as de F . K L E I N , merecem ser amplamente conhecidas 
e meditadas por todos aqueles que se dedicam à car
reira do ensino. 

Ensino u n i v e r s i t á r i o 

Quando não haja ind icações em contrário as infor
mações seguintes referem-se concretamente it U n i 
versidade de Roma. 

O ensino un ivers i tár io da M a t e m á t i c a tem lugar 
sobretudo (mas não exclusivamente) na Faculdade de 
Ciênc ias M a t e m á t i c a s , F í s i c a s e Naturais, que con
fere o grau de «doutor» (isto é de «l icenciado») em 
qualquer dos seguintes ramos : 

1) Q u í m i c a ; 2) F í s i c a ; 3) M a t e m á t i c a ; 4) M a t e m á 
t ica e F í s i c a ; 5) C iênc ias Naturais ; 6) Ciênc ias B i o 
l ó g i c a s ; 7) Ciênc ias G e o l ó g i c a s . 

T a m b é m nesta Faculdade são cursados preparató
rios de Engenharia (dois anos). 

A duração normal dos estudos em cada uma das 
licenciaturas é de 4 anos, com excepção da licenciatura 
em Q u í m i c a que requere 5 anos. 

E m qualquer das licenciaturas os cursos e s tão 
repartidos em duas categorias : cursos fundamentais e 
cursos complementares. 

Os cursos fundamentais acumulam-se essencialmente 
no primeiro b iénio e t êm por finalidade fornecer uma 

( ' ) É interessante observar quo, entre os mais convictos e ori 
ginais apologistas do ensino intuítivo-experimental na Escola 
M' lia Inferior (segundo um método natural de redescoberta), se 
conta hoje em Itália uma sobrinha de P . E N R I Q U E S , a Prof . 1 E M M A 
C A S T E L X U O V O , distinta colaboradora da Gazeta de Matemática. 
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base de cultura geral bastante só l ida e vasta no ramo 
de que trate — procurando beneficiar ao máximo dos 
progressos da c i ênc ia e da metodologia, mas renun
ciando desde logo a um desenvolvimento exaustivo 
dos assuntos que, a lém de supérf luo , seria i n v i á v e l . 
Trata-se, acima de tudo, de ensinar o melhor poss íve l 
ciência feita e assente (o que não quer dizer de modo 
nenhum ciência antiga e desactualizada), segundo 
um critério de se lecção e dosagem, tendente a preci
sar o que, nas disciplinas em ques tão , é efectivamente 
bás ico e de real interesse para a formação geral do 
matemát ico , do f í s i co , do engenheiro — sem deixar 
de ter em conta o estado actual da c iênc ia . Daqui 
resulta que os programas dos cursos fundamentais 
não podem variar muito de ano para ano. E todos 
esses cursos são obr igatór ios . 

Quanto aos cursos complementares, o ponto do 
vista adoptado é radicalmente diverso. A cultura 
geral não basta, evidentemente, para a formação 
de um cientista. A cultura geral é um meio, não 
um fim. O primeiro b ién io de estudos estabelece a 
trans ição entre o Liceu e a Universidade — e é óbv io 
que não haverá ensino verdadeiramente univers i tár io 
so não houver contacto com a frente de i n v e s t i g a ç ã o 
actual, o que por sua vez seria i m p o s s í v e l sem espe
c ia l i zação . Ora, precisamente, para estabelecer esse 
contacto, para conduzir o aluno até à fronteira do 
conhecimento, para o familiarizar com as vicissitudes 
da i n v e s t i g a ç ã o e com os problemas que continuam 
abertos — para isso mesmo é que existem os cursos 
complementares. E como não é poss íve l especializar 
o aluno s imul tâneamente em todas as especialidades 
(até M. nE L A P A L I S S E seria capaz de o dizer), segue-
-se, como corolário imediato, que os cursos comple
mentares não devem ser obr igatór ios em bloco. U m 
outro corolário do ponto de vista explanado é que os 
programas de tais cursos devem ter urna ampla mar
gem de variabilidade ( 4 ) . 

Deve ainda observar-se que, no plano da l icencia
tura em Ciências Matemát icas , figuram certos cursos 
complementares — tais como Astronomia, Cálculo 
actuarial , etc. — cujo carácter é mais propriamente o 
de especialização técnica, servindo para aqueles alunos 
que pretendam seguir determinadas profissões . 

Os cursos são todos anuais, excepto alguns cursos 
fundamentais que são bienais. No i n í c i o de cada ano 
lectivo a Faculdade publica um «Ordine degli Studi» 
com a ind icação dos cursos professados durante esse 
ano, bem como a dos respectivos programas, horários , 
professores que os regem, etc. 

Consultando por exemplo o «Ordine degli S tudi» 

(') Alguns desses cursos tôm designação muito vaga precisa-
meute para permitir maior versatilidade do programa. 

da Faculdade de Ciênc ias de Roma para o ano de 
1950-51, encontram-se ali , entre outras, as seguintes 
in formações relativas à Licenciatura em Ciênc ias 
M a t e m á t i c a s : 

Cursos fundamentais: 1. A n á l i s e m a t e m á t i c a ( a l g é 
brica e infinitesimal) (bienal) — 2. Geometria ana l í 
t ica com elementos de projectiva e geometria descri
t iva com desenho (bienal) — 3. Aná l i s e superior 
— 4. Geometria superior — 5. Mecânica racional com 
elementos de e s t á t i c a e desenho — C. F í s i c a experi
mental com trabalhos prát icos (bienal) — 7. F í s i c a 
m a t e m á t i c a — 8. Qu ímica geral e i n o r g â n i c a eom 
elementos de o r g â n i c a ^ ) . 

A l é m destes cursos que, segundo o que se disse 
atrás , são todos obr igatór ios , o aluno terá de escolher 
pelo menos três entre os seguintes 17 cursos comple
mentares : 1. Teor ia das funções — 2. Teoria dos 
números — 3. Geometria diferencial — 4. Geometria 
a l g é b r i c a — 5 . Topologia—6. M a t e m á t i c a s superiores 
— 7. M a t e m á t i c a s complementares — 8. Matemát i cas 
elementares do ponto de vista superior — 9. H i s t ó r i a 
das m a t e m á t i c a s — 10. Cálculo das probabilidades — 
11. Mat em át i ca actuarial e t écn ica dos seguros livres 
sobre a vida humana — 12. Astronomia — 13. Geodo-
s ia — 14. Cálculos numéricos o gráf icos — 15. F í s i c a 
T e ó r i c a — 1 6 . F í s i c a superior—17. Mecânica superior. 

O ensino da Análise matemática é feito sempre por 
dois professores que ensinam alternadamente, num ano 
Análise algébrica e no ano seguinte Análise infinitesi
mal. O aluno é submetido a um exame no fim de 
cada um destes anos. 

A n á l o g a s d i spos ições são estabelecidas para o en
sino da Geometria (ana l í t i ca , projectiva e descritiva). 

O ensino bienal de F í s i c a implica um exame ún ico 
no fim do biénio , enquanto os respectivos trabalhos de 
laboratório comportam um exame no fim de cada ano. 

Os restantes cursos comportam um único exame no 
fim do ano. Há duas épocas de exame: uma durante 
o mês de Junho e outra durante o mês de Outubro. 
As aulas começam em pr inc íp ios de Novembro e ter
minam em fins de Maio. 

Não há exames de frequência. Quando muito o pro
fessor pode submeter os alunos a um exame ad hoc a 
t í tu lo de sondagem. 

A licenciatura é conc lu ída com um exame, ao qual 
só pode ser admitido o aluno qne tenha obtido apro-

(') A presença de um curso anual de Química e dum curso 
bienal de Fís ica ua Licenciatura de Matemática pode causar 
estranheza, sobretudo atendendo a que existe já uma Licencia
tura em Matemática e Física. E s s a presença corresponde a um 
ponto de vista multo generalizado em Itália, segundo o qual o 
matemático precisa de tomar contacto com as ciôncias da natu
reza. De resto, é preciso notar que os programas destes cursos 
são em regra moderados. 
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v a ç ã o em todos os cursos fundamentais e em pelo 
menos três dos cursos complementares por ele escolhi
dos. A parte mais importante do exame de licenciatura 
ó a d i scussão oral de uma tese escrita que, na medida 
do poss íve l , deve revelar uma certa originalidade. 
( N ã o há em I tá l ia nenhum tipo de exame que corres
ponda propriamente ao nosso doutoramento; o licen
ciado é automaticamente doutor). A l é m da d i scussão 
do trabalho escrito, o exame de licenciatura com
preende ainda a d i scussão oral de dois ou três temas 
propostos pelo júr i . 

A partir do terceiro ano o aluno dirige o melhor 
dos seus esforços para a preparação da tese. Os cursos 
complementares que tiver escolhido fornecer- lhe-ão 
matér ia e s u g e s t õ e s para esse fim. O papel do pro
fessor em tais cursos deve pois ser em grande parte 
o de orientar o aluno para o trabalho de i n v e s t i g a ç ã o , 
ou pelo menos para o de ree laboração pessoal. De 
resto, no segundo biénio o número de horas lectivas 
ó bastante reduzida (não há trabalhos prát icos na 
maior parte dos cursos), o que deixa ao aluno muito 
tempo livre para se concentrar e trabalhar por si. H á 
ainda actividade de seminár ios , mas não com o carácter 
e a intensidade que se observa por exemplo na 
Alemanha (i). 

Analisando os dados precedentes sobre a organiza
ção geral da licenciatura em Matemát ica , descobrem-se 
al i , sem dúvida , vár ios pontos d i s c u t í v e i s ; mas isso 
agora pouco interessa, mesmo porque, como d i s sémos , 
se e s tá em véspera duma reforma em Itá l ia . 

Foquemos antes alguns aspectos interessantes dessa 
o r g a n i z a ç ã o . O primeiro, o que salta logo à vista, é o 
da separação entre cursos fundamentais e cursos com
plementares à o p ç ã o ; mas esse não ó exclusivo da 
I tá l ia e tende a associar-se de tal modo a concepção 
moderna de ensino univers i tár io , que j á não carece 
de atitudes e n c o m á s t i c a s . 

O que julgo ser t íp ico no ensino italiano é aquela 
e x i s t ê n c i a de cursos bienais de A n á l i s e e de Geome
tria, cada um deles regidos por dois professores que 
se alternam de maneira que todo o aluno em condições 
normais possa ter o mesmo professor nos dois anos 
sucessivos. A s vantangens que daí resultam para o 
ensino parecem-me a p r e c i á v e i s . A s matér ias geral
mente tratadas nos dois primeiros anos de A n á l i s e 
como parte de uma cultura geral que se estende aos 
preparatórios de Engenharia , constituem um todo 
i n d i v i s í v e l , uma unidade c ient í f i ca à qual convém 
que corresponda unidade de or ientação p e d a g ó g i c a . 
Neste ponto o regime italiano distancia-se bastante 
do de outros p a í s e s , nomeadamente a Alemanha, em 

(') O trabalho de seminário ò mais desenvolvido nos Colé
gios Universitários de que falaremos adiante. 

que se dá logo de in íc io uma fragmentação dos cursos 
em semestres, sem necessár ia continuidade pessoal de 
r e g ê n c i a ; ora, se este ú l t i m o sistema é a c e i t á v e l — e 
até o mais indicado — na fase de e spec ia l i zação , o 
mesmo j á não se pode dizer quando se trata de cons
truir uma cultura bás ica , a que convém essencialmente 
o carácter u n i t á r i o . 

A mesma unidade se i m p õ e ainda no estudo da 
Geometria (anal í t i ca , projectiva e descritiva). E m 
particular, o facto de a Geometria ana l í t i ca não estar 
inc lu ída no curso de A n á l i s e (ao contrário do que 
acontece entre nós) permite fazer um ensino mais 
cuidado e eficiente de qualquer dessas matér ias . 
De resto, Aná l i s e e Geometria são ramos distintos da 
Matemát ica , que correspondem mesmo a mentalida
des bem diversas. 

T ê m sido publicados em I tá l ia , em diferentes 
épocas , excelentes textos de M a t e m á t i c a para o ensino 
superior. Vár ios desses livros, geralmente no táve i s 
pela clareza, pelo rigor l ó g i c o e pela seriedade cien
t í f ica, t êm-se tornado de tal modo conhecidos na 
grande massa dos nossos estudantes un ivers i tár ios 
que nem vale a pena c i tá - los aqui. O êx i to que têm 
a lcançado no nosso meio deve t a m b é m atribuir-se, 
em grande parte, àque la afinidade é t n i c a a que j á no 
começo fiz referência , apontando-a como uma das 
razões pelas quais oferece particular interesse, para 
nós , o conhecimento das condições em que é feito 
o ensino em Itá l ia . 

Neste sentido são ainda dignos de nota os seguin
tes comentár ios de F . E N R I Q U E S , embora estes não se 
refiram ao panorama actual : 

« A s Universidades italianas, em que as m a t e m á 
ticas se encontram num alto nível , oferecem aos jovens 
candidatos ao ensino f a v o r á v e i s condições de estudo, 
sob a or ientação de mestres que são , em geral, valiosos 
cultores da c i ênc ia . A l é m disso, a d i spos i ção dos estu
dos do primeiro b iénio tem vindo a organizar-se de 
tal modo que os cursos fundamentais adquiriram no 
nosso pa í s uma forma particularmente cuidada, dando 
assim lugar a tratados que são muitas vezes modelos 
de acabado rigor. Se um defeito se lhes pode apontar, 
por vezes, do ponto de v is ta d idáct i co , é só este: que 
a expos i ção perfeita deixa menos ao esforço do aluno, 
ou que o rigor lóg ico esconde em parte a génese das 
ideias. Mesmo a exacta formulação das restr ições 
exigidas no enunciado dos teoremas pode pertubar a 
v i são da g é n e s e das ideias, e a té a i n t e l i g ê n c i a do 
seu valor.» 

E N R I Q U E S aponta em seguida que, como correctivo 
ou complemento a este ensino purista, surgiu a neces
sidade de apresentar por outro lado aos alunos uma 
vista geral dos desenvolvimentos que precederam 
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o úl t imo grau de perfeição da teoria. E acrescenta: 
«•A formação de professores de m a t e m á t i c a que 

estejam à altura das suas funções d i d á c t i c a s requer 
em geral que a c i ê n c i a seja por eles apreciada não 
somente no aspecto e s tá t i co , mas também no seu evo
luir. E portanto que o estudioso aprenda pela h i s tór ia 
a reflectir sobre a génese das ideias e que, por outro 
lado, participe no interesse pela i n v e s t i g a ç ã o » . 

oDespertar o interesse dos futuros professores (do 
ensino secundário) pela i n v e s t i g a ç ã o c ient í f ica e 
mantê- lo depois vivo neles, é tarefa delicada, por
quanto os problemas de altas m a t e m á t i c a s parecem, 
à primeira vista, inteiramente desligados do campo 
elementar em que v irá a desenvolver-se a actividade 
do professor da escola média . Importa por isso mos
trar a contr ibuição significativa que as m a t e m á t i c a s 
superiores prestam em vários sentidos à i n t e l i g ê n c i a 
dos conceitos e à resolução dos problemas e l ementares» . 

E , neste sentido, E N R I Q U E S salienta o papel desem
penhado em Itál ia pelas «Quest ion i riguardauti le 
matematiche e lementari» e pelo «Per iód ico di Mate
mat iche» , a que j á me referi. 

Ens ino posr-univers irár io 

São j á tradicionais em Itá l ia os cursos de aperfei
çoamento ou de ex tensão un ivers i tár ia , anuais ou 
bienais. Muitos destes cursos têm carácter de espe
c ia l i zação t écn ica , e por isso quem os segue pretende 
sobretudo obter um t í tu lo para fins profissionais. Mas 
outras vezes trata-se antes de cursos com finalidade 
especulativa, dedicados ao escol dos jovens l icen
ciados. Os professores que os regem são em regra 
cientistas, cuja obra de i n v e s t i g a ç ã o , consagrada den
tro e fora do próprio pa í s , atrai estudiosos de vár ios 
pontos do mundo civilizado. Quem assiste a esses 
cursos j á não é movido pelo simples propós i to de 
superar os exames e a lcançar um diploma, mas sim 
pelo amor da ciência, no sentido p la tón ico desta 
expressão; j á não há verdadeiramente pre lecções dum 
professor dirigidas a alunos, mas antes uma conversa 
amena entre um homem experiente e um núcleo de gente 
idealista, que o procura para ser encaminhada na ex
ploração dos novos trilhos do conhecimento — tal como 
acontecia nos círculos filosóficos da antiga Gréc ia . 

Deste modo se criam, se desenvolvem e se propagam 
as grandes escolas de i n v e s t i g a ç ã o . Uma das que nos 
úl t imos 70 anos mais t êm florescido no solo italiano 
é a escola de Geometria a lgébr ica , de que foi arauto 
L U I G I CREMONA e de que foram principais construtores 

F E D E R I G O E N R I Q U E S , G U I D O CASTELNUOVO e F R A N C E S C O 

S E V E R I (falecidos os três primeiros). Sucessivas gera
ções de geómetras de vár ios p a í s e s têm bebido daquela 
fonte: uma parte da juventude passaram-na em I tá 
l ia , junto dos grandes mestres. 

Mas t a m b é m a escola i tal iana de A n á l i s e , embora 
menos genuinamente i tal iana, tem tido representantes 
da mais alta categoria: V I T O V O L T E R R A , O criador da 
A n á l i s e funcional ; G R E G O R I O R I C C I e T U L L I O L E V I -

- C I V I T A , os fundadores do Cálculo absoluto ; e ainda 
B E T T I , P I N C H E R L E , D I N I , A R Z E L À , G I U L I O A S C O L I , C E S A R O , 

B I A N C H I , T O N E L L I , e tantos outros, e tantos mais (*). 
Desde longa data se concedeu aos estudiosos largo 

apoio concretizado em bolsas de estudo e facilidades 
de vár ia ordem ; mas não havia inicialmente uma orga
n ização efectiva de trabalho de i n v e s t i g a ç ã o segundo 
as concepções modernas. Falando com E N R I Q U E S sobre 
o assunto, dizia-me este: «Os rapazes vinham para aqui, 
assistiam aos nossos cursos e visitavam-nos para 
trocarem connosco impressões em longas conversas» . 

H á contudo particularidades da o r g â n i c a de ensino 
que, a par da tradição c ient í f ica e do exemplo vivo dos 
mestres, explicam em grande parte o alto nível a t in
gido pelas i n v e s t i g a ç õ e s m a t e m á t i c a s naquele p a í s . 

Citarei em primeiro lugar uma c i rcuns tânc ia que re
puto impor tant í s s ima : os assistentes têm al i pouco tem
po de trabalho lectivo, no máx imo 4 horas por semana ; 
somente o serv iço de exames (os do íim do ano que outros 
não há normalmente) é para eles um tanto absorvente. 
Todo o tempo restante podem-no em regra dedicar ao 
trabalho de aperfe içoamento c de i n v e s t i g a ç ã o . 

O per íodo que vai dos 18 aos 25 anos é geralmente 
decisivo para a vida dum cientista. Lendo as biogra
fias dos grandes m a t e m á t i c o s , observa-se que as pre
missas das suas obras são lançadas quase sempre 
durante aqueles anos. E pois necessár io não extinguir 
ou enfraquecer com um regime de trabalho impróprio 
essa chama sagrada que rompe e se ateia no período 
áureo da ex i s t ênc ia ! ( 2) 

J á vimos que não existe em I tá l ia um acto corres
pondente ao nossso de doutoramento: o doutor é o 
licenciado. A l i , o acto fundamental na carreira do en
sino univers i tár io (após a licenciatura) é o da aqui
s i ção do t í tu lo de «libero docente» (professor l ivre), 
que de certo modo poder íamos assimilar, quanto a 
efeitos legais, ao t í tu lo de «professor a g r e g a d o » , mas 
que não requere provas públ i cas como as que se 
prestam entre n ó s : a a tr ibuição da «l ibera docenza» 
é feita essencialmente com base no «curriculum v i tae» 
do candidato, cujos trabalhos são submetidos à apre
c iação dum j u r i especializado; à parte isso, o candi
dato terá de fazer uma conferênc ia sobre assunto do 
seu campo de i n v e s t i g a ç ã o e pode, eventualmente, 

( ) A ordem por quo são aqui citados estes uomes não pre
tende de nenhum modo ser uma ordem do valores. 

(*) Neste sentido, nunca é demais encarecer a acção benéhca 
do nosso Instituto de Alta Cultura, principalmente no que Sft 
refere à concessão de bolsas de estudo fora do País . 
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ser obrigado a uma prova d idác t i ca , da qual porém 
será dispensado desde que lenha revelado competência 
no desempenho de funções docentes. E , ainda depois 
disso, nos concursos a lugares de professor cate
drát ico , é sobre a obra cientifica acumulada pelos 
candidatos até ao instante do concurso (chegam a 
apresentar-se provas t ipográf icas de trabalhos) que 
se baseia substancialmente a dec i são do júr i . 

H á por outro lado uma i n s t i t u i ç ã o que, por si só, tem 
feito pela Matemát i ca e, em geral, pela cultura ital iana, 
mais do que vár ias universidades juntas: refiro-me à 
Esco la Normal Superior de P i s a , da qual t êm sa ído 
muitos dos maiores valores de que a I tá l ia se orgulha 
no campo das c i ênc ias e das letras. A maior parte 
dos m a t e m á t i c o s atrás citados passaram por aquela 
Esco la ou foram al i professores ( B E T T I e D i x i foram 
mesmo directores da Escola, exercendo uma i n f l u ê n 
cia profundís s ima em vár ias gerações de analistas). 
A Esco la Normal Superior de P isa é um Colégio 
Universitário que recebe, mediante concurso nacional, 
estudantes inscritos nas Faculdades de Letras e de 
Ciênc ias de P i sa , bem como licenciados por escolas 
congéneres de toda a I tá l ia ou mesmo do estran
geiro. A l é m de alojamento e a l imentação , fornece-lhes 
gratuitamente ensino, a complemento daquele uni
vers i tár io , sob a forma de cursos, seminár ios e confe
rências ; para os licenciados há cursos de aper fe içoa
mento. Ao entrar para a Esco la , os alunos assumem 
a o b r i g a ç ã o formal de se dedicarem mais tarde ao 
ensino ou à carreira c ient í f ica . A Esco la publica uma 
importante revista, os «Annali delia Seuola Normale 
Superiore di Pisão. 

H á ainda e.n I tá l ia vários outros Co lég ios Univers i 
tár ios e Case dello Studente, com funções mais ou menos 
semelhantes às do anterior —mas nenhum com a t ra 
dição , o níve l , o e sp lênd ido fulgor da Esco la de P i sa . 

Mas a i n v e s t i g a ç ã o c ient í f ica em Itá l ia e s t á hoje 
subordinada a um plano geral de o r g a n i z a ç ã o , mon
tado em grande escala. 

Pela sua parte, o aConsiglio Nazionale dette Ricer
che» — órgão do Estado que promove, coordena e 
disciplina as i n v e s t i g a ç õ e s tendentes ao progresso 
c ient í f ico e técn ico da N a ç ã o — mantém um número 
muito elevado de Centros de Estudo (com quadros 
permanentes de pessoal e ricamente apetrechados com 
material do mais moderno) e concede anualmente 
numerosas bolsas de estudo para principiantes (*). 

(') Não disponho neste momento de dados estatíst icos actuais 
a completos sobre a vast í ss ima organização do C . N. It. 

Mas anuncia-se para breve em Portugal uma exposição pro
movida pelo C . N. R. , com a colaboração do Instituto Italiano 
de Cultura, sobre a actividade tecnico-cientifica da Itália nos 
últimos trinta anos, o então so poderá ter ideia do que seja 
aquela organização. 

A par das revistas especializadas em que se publicam 
trabalhos relativos aos diferentes ramos de investi
gação , o «Cons ig l i o Nazionale delle Ricerche» publica 
uma revista própria, «La Ricerca Se ient i f i ca» , que, 
em fasc í cu los mensais de 150 p á g i n a s , resume a ac t iv i 
dade geral dos Centros de Estudo dependentes daquele 
organismo; a lém disso, subsidia a p u b l i c a ç ã o não 
só de revistas, como ainda de muitas obras c ien
t í f icas . 

De resto, nem toda a actividade de i n v e s t i g a ç ã o — 
incluindo aquela estipendiada pelo Estado —depende 
do «Cons ig l io Nazionale delle Ricerche» . E , para dar 
uma ideia aproximada do que é essa actividade, seria 
necessár io um longo artigo ou antes uma série de 
artigos escritos expressamente com esse fim. L i m i -
tar-me-ei por isso a falar dos dois Institutos que 
conheço directamente —o «Istituto di Alta Matemática» 
e o «Istituto per le Applicazioni dei Calcolo», ambos 
de Roma. 

O Istituto di Alta Matemática, fundado em 1940, 
g r a ç a s ao grande p r e s t í g i o e dinamismo de FBANCESCO 
S E V E K I , seu primeiro e actual Presidente, funciona em 
ed i f í c io comum ao da Secção de Mat emát i ca da U n i 
versidade de Roma. Embora se trate de um centro de 
estudos pos t -un ivers i tár io s , que não implica exames 
nem concessão de qualquer t í tu lo ou diploma, con
serva ainda na sua estrutura carácter un ivers i tár io 
no que diz respeito a pessoal docente e a realização-
de cursos : — tem um quadro cons t i tu ído por profes 
sores catedrát icos , assistentes, etc. ; no começo de cada 
ano lectivo publica um programa circunstanciado dos 
cursos e conferências a realizar durante esse ano 
(excepto algumas que não estejam previstas) acom
panhado dos respectives horários (em regra, 3 horas 
semanais para cada curso). 

Os alunos do Instituto de A l t a Matemát i ca , cha
mados «discepol i r icercator i» , são em geral jovens 
licenciados, italianos ou estrangeiros, que e s tão i n 
teressados em seguir a carreira do ensino universi
tár io ou da pura i n v e s t i g a ç ã o e aos quais são conce
didas bolsas de estudo. 

Os professores do Instituto, que, em p r i n c í p i o f 

devem ser investigadores conhecidos pela sua obra 
nos meios c ient í f icos de todo o mundo (e são-no real
mente), organizam os programas dos seus cursos pre
cisamente sobre assuntos relativos a trabalhos pes
soais. A s l i ções são feitas em estilo ameno de conversa 
e, mais do que a e x p o s i ç ã o dum corpo de doutrina 
perfeitamente organizado e estabilizado, tendem a 
revelar as dificuldades encontradas no decurso das 
i n v e s t i g a ç õ e s , indicando pontos a precisar, levantando 
novos problemas e sugerindo ideias. A l i ção é geral 
mente seguida duma troca de impressões entre os 
circunstantes e, por vezes, de animada d i scussão . 
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Aos d i sc ípulos investigadores são propostos temas 
xya& podem mesmo surgir e s p o n t â n e a m e n t e no decurso 
dessas reuniões . Os resultados que porventura forem 
obtendo são comunicados a professores e colegas, 
directamente ou em conferências , e, uma vez contro
lados e sistematizados, serão expostos em notas ou 
memór ias que podem ser publicadas nos «Rendicont i 
d i M a te mát i c a e delle sue A p p l i c a z i o n i » ou em qual
quer outra das muitas revistas existentes no p a í s . 

No seu curto período de ex i s t ênc ia , apesar das 
profundas perturbações causadas pela Guerra (che
gando à completa para l i zação em 1944), o Instituto 
de A l ta Mat em á t i ca tem conseguido acumular uma 
obra de vulto, concretizada em numerosas publ i cações 
e num intenso in tercâmbio com diversos pa í se s . 

O Instituto para as Aplicações do Cálcido tem estru
tura e finalidade muito diversas das do primeiro. 

Fundado em 1927 pelo Prof. MAURO P I C O X E , seu 
actual director, tem por objectivo essencial subsi
d iar as c i ênc ias experimentais e a técn ica , no 
que se refere à aná l i s e m a t e m á t i c a quantitativa 
•dos seus problemas; para tanto compete-Ihe, por um 
lado, prestar co laboração e a s s i s t ênc ia c ient í f ica a 
•entes oficiais ou particulares que se lhe dirijam, para 
resolução de problemas que se põem nos diversos 
domín ios aplicativos, e, por outro lado, desenvolver 
pesquisas tendentes ao aperfe içoamento e à cr iação 
de métodos da A n á l i s e m a t e m á t i c a , que lhe permitam 
« s t a r á altura do desempenho de tão complexa e d i 
f í c i l m i s s ã o . 

A frente deste Instituto encontra-se um conselho 
directivo composto por um Presidente, pelo Director 
•do Instituto e pelos representantes de numerosos 
•organismos oficiais e particulares, incluindo os Mi 
n i s t ér io s da Aeronáut ica , das Obras P ú b l i c a s , das 
Comunicações , das Corporações, da Instrução, da 
Guerra e da Marinha. 

O pessoal de i n v e s t i g a ç ã o e de execução do Inst i 
tuto compreende um Director, um Vice-Director, 
•Coadjutores, Consulentes ordinários , Calculadores, 
Assistentes Calculadores e Desenhadores. 

P a r a dar uma ideia das i n v e s t i g a ç õ e s desenvol
vidas neste Instituto, começare i por indicar alguns 
•dos ramos da Ciênc ia e da Técn ica , sobre os quais 
t ê m incidido : 1) ciência das construções e teoria da 
•elasticidade ; 2) estática e dinâmica das construções 
aeronáuticas; 3) fenómenos vibratórios em vários ti
pos de construções ; 4) hidráulica; 5) construções de 
pontes; 6) construções de máquinas; 7) caminhos de 

Jerro; 8) electrotécnica, electromagnet ismo e radio-
técnica; 9) termometria e termologia; 10) aerodi
nâmica; 11) geofísica; 12) óptica; 13) economia 
industrial; 14) estatística; 15) cálculo actuarial; 

16) finanças; 17) dinâmica económica ; 18) balística e 
técnica do tiro; 19) tabulação de funções clássicas. 

Muitas destas pesquisas têm requerido prév ias in 
v e s t i g a ç õ e s puramente m a t e m á t i c a s , algumas das 
quais se concluiram só ao fim de vár ios anos de 
tentativas e estudos. Deste modo o Instituto para as 
A p l i c a ç õ e s do Cálculo estabelece um contacto vivo, 
f ecundís s imo, entre a M a t e m á t i c a e as Ciênc ias apli
cadas. E o resultado pode ver-se na massa imponente 
de publ i cações do Instituto, que vão desde as mais 
abstractas e desinteressadas e specu lações m a t e m á 
ticas até à s mais concretas e u t i l i t ár ia s apl ica
ções . 

O escol da moderna geração de m a t e m á t i c o s i ta l ia 
nos tem sido em grande parte influenciado pela act i 
vidade deste Instituto, o que j á em si é uma excelente 
promessa de fecundidade. E s s a in f luênc ia começa por 
vezes bastante cedo, porquanto muitas das teses de 
licenciatura são ali preparadas. 

No Instituto para as A p l i c a ç õ e s do Cálculo a reso
lução dos problemas é geralmente conduzida até a 
fase final — ao resultado numérico expresso em alga
rismos. P a r a isso, o Instituto é ricamente dotado de 
instrumentos gráf icos e mecân icos de cá lculo n u m é 
rico. Neste momento e s t á - s e a l i em v ia de adquirir 
uma máquina calculadora e lectrónica Ferrant i , cons
truída em Manchester, Inglaterra. Tem esta m á q u i n a 
uma memória de 16384 cé lu las para números de 40 
algarismos b inár ios , sobre tambor m a g n é t i c o , e uma 
memória «rápida», de tubos de raios ca tód icos 
Wil l iams, de 384 cé lu las , igualmente para números 
de 40 algarismos b inár ios . P r e v ê - s e que com o em
prego desta máquina seja poss íve l inverter matrizes 
quadradas de ordem 100, num período de 20 horas, 
o que é verdadeiramente assombroso, se atendermos 
a que uma tal inversão implica o cá lculo de 10.000 
coeficientes, cada um dos quais requero, por si só , um 
número desmedido de operações . E não se pense 
que a máquina e lec trónica substitui o matemát i co . 
De nenhum modo ! O papel da máquina ó executar 
determinados planos e, para elaborar esses planos, 
exige-se o concurso de matemát i cos de vários tipos, 
inclusivamente especialistas de Lógica matemática. 

H á poucos anos foi deliberado, após longo estudo, 
fixar em Roma o Centro Internacional de Cálculo 
Mecânico da V. N. E . S. C . O., sob a direcção profi
c i en t í s s ima do Prof. P I C O N E . E s t á em curso a organi
zação das ins ta lações , a cargo do Prof. A LDO G H I Z Z E T T I 
Vice-Director do Instituto para as A p l i c a ç õ e s do 
Cálculo . 

Deste modo se deu justa c o n s a g r a ç ã o a uma act i 
vidade de vár ios anos, à qual se encontram ligados 
altos interesses culturais e económicos duma grande 
N a ç ã o . 
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M O V I M E N T O C I E N T I F I C O 
PROFESSOR GOTTFRIED KÕTHE 

Aos estudiosos portugueses que se interessam por 
A n á l i s e funcional, ofereceu o Instituto de Al ta Cultura 
uma preciosa oportunidade, convidando a v ir fazer no 
Centro de Estudos Matemát i cos de Lisboa um curso 
de dois meses, sobre a teoria dos e spaços vectoriais 
t o p o l ó g i c o s localmente convexos, um dos primeiros 
especialistas no assunto — o Prof. G O T T F B I E D K Õ T H E 

da Universidade de Mogú n c ia . 
A Gazeta de M a t e m á t i c a não pode deixar de regis

tar com júbi lo este acontecimento de tão profundo 
significado na nossa vida c ient í f ica . 

A teoria dos espaços localmente convexos é o ramo 
de mais v iva actualidade da Aná l i s e funcional, ultra
passando consideravelmente a teoria de B A N A C H em 
possibilidades de ap l i cação frutuosa a ques tões con
cretas de A n á l i s e c láss ica , quer no campo real quer 
no campo complexo. P a r a justificar esta af irmação 
bastaria aduzir como exemplo a teoria das distribui
ções de SCHWARTZ, que tão larga e sensacional reper
cussão obteve em poucos anos em vár ios sectores das 
m a t e m á t i c a s puras e aplicadas : nos seus fundamentos 
in tervêm, de maneira i n e v i t á v e l , as modernas concep
ções da A n á l i s e funcional. 

Ora um dos principais pioneiros na construção da 
teoria dos e spaços localmente convexos é precisamente 
o Prof. K Õ T H E , cujos trabalhos publicados a partir de 
1931, inicialmente em co laboração com O T T O T O E P L I T Z , 

sobre os e spaços «perfeitos» («vo l lkommene Rãume») 
e, em particular ainda, sobre os e spaços «escalonados» 
(«Stufenrâume») , contêm j á o germe da teoria dos 
dos espaços localmente convexos — como é posto em 
relevo por DIEUDONNÉ num recente artigo, no Boletim 
da Sociedade M a te mát i c a Americana. E , ainda depois 
disso, G . K Õ T H E tem continuado a contribuir de ma
neira primacial para o desenvolvimento da teoria, 
na forma que lhe foi dada pelos trabalhos decisivos 
de M A C K E Y , DIEUDONNÉ e SCHWARTZ. 

A s mais recentes publ icações de K Õ T H E tratam de apl i 
cações da referida teoria aos espaços de funções a n a l í t i 
cas, nomeadamente às re lações entre os funcionais ana
l í t i cos de FANTAPPIÉ e as d i s tr ibuições de S C H W A R T Z . 

Convém recordar entretanto que a primeira fase da 
vida c ient í f ica do Prof. K Õ T H E se desenvolve no 
campo da Á l g e b r a abstracta. D i s c í p u l o de E M M Y 
N o E T n E R juntamente com V A N DER W A E R D E X , M A X 

D E U R I N G , L E V I T Z K I e outros («The NORTHER'S boys» 

como lhes chama HERMANN W E Y L num interessante 
artigo (!) sobre a figura da célebre m a t e m á t i c a preco
cemente extinta), ele foi durante vár ios anos ura dos 
mais eficazes continuadores da obra da grande alge-

(') «Scripta Mathematka», 1935. 

brista de G Õ T T I N G E N . Ainda hoje se sente a in f luênc ia 
de vár ias das ideias introduzidas pelo Prof. K Õ T H E 
no estudo dos sistemas hipercomplexos. 

E com tal formação que ele i rá avizinhar-se 
de O T T O T O E P L I T Z , O eminente analista da escola de 

H I L B E B T , empenhado em i n v e s t i g a ç õ e s de longo a l 
cance sobre espaços funcionais. Assiste-se então a 
um belo exemplo de co laboração c ient í f ica , em que 
mais uma vez o esp ír i to a l g é b r i c o se associa ao 
espír i to ana l í t i co numa s íntese fecunda. E é partindo-
de ques tões concretas, ricas de conteúdo , numa ascen
são indutiva do particular para o geral, que vão nas
cer os modernos esquemas da A n á l i s e funcional. 

E i s um rápido pérfil do cientista convidado pelo 
Instituto de Al ta Cultura a vir realizar um curso no 
Centro de Estudos Matemát i cos de Lisboa. E s t e curso 
teve in íc io no dia 9 de Março de 1954 e abrange os 
seguintes t ó p i c o s : 

1 — Preliminares algébricos: e spaços vectoriais (sem 
topologia), bases, d imensão , e spaço quociente e espaço 
complementar, dual a lgébr ico , e spaços ortogonais, 
conjuntos convexos e semi-normas, teorema de H A H N -
- B A N A C H (nas duas formas, ana l í t i ca e geométr ica )^ 

2 — Preliminares topológicos : e spaços métr icos , 
teorema de B A I R E , estruturas t o p o l ó g i c a s , filtros e 
ultrafiltros, compacidade, produto t opo lóg i co , estru
turas uniformes, filtros de C A U C H Y , e spaços completos, 
noção de conjunto precompacto. 

3 — Espaços localmente convexos : def inição e pr i 
meiras propriedades, e spaços normados, e spaços de 
BANACH, e spaços ( F ) , e spaço quociente, suplementar 
topo lóg ico , comple tação , conjuntos limitados, siste
mas duais, topologia fraca, teorema dos bipolares, 
teorema sobre os conjuntos uniformemente limitados 
teorema de B A N A C H - M A C K E Y sobre os conjuntos l imi 
tados, topologia forte, topologia de M A C K E Y e topolo
gia da c o n v e r g ê n c i a uniforme sobre os compactos. 

No dia 6 de Março o Prof. K Õ T H E realizou, no I n s 
tituto dos Altos Estudos da Academia das Ciênc ias de 
Lisboa, uma conferência subordinada ao t í tu lo «La 
théorie des espaces localement convexes et ses appl i 
cations à l 'Analyse» . A apresentação foi feita pelo 
Prof. Vitor Hugo de Lemos, que, na qualidade de sócio-
efectivo da Academia das Ciênc ias , t raçou as linhas 
fundamentais do «curriculum v i tae» c ient í f ico do-
conferente, enaltecendo a sua obra de i n v e s t i g a ç ã o . 

No momento em que redigimos esta not í c ia anun-
cia-se uma outra conferência do Prof. K Õ T H E , que 
terá lugar na Faculdade de Ciênc ias de Lisboa, sobre 
o tema: «Le problème de la non-contradiction dans 
les mathémat iques» . J . Sebastião e Silva 
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ESCOLA DE ESTATÍSTICA DA UNIVERSIDADE DE MADRID 

È notável a a tenção que se tem dado nos ú l t imos 
anos no país vizinho aos estudos de E s t a t í s t i c a e o 
seu desenvolvimento acentua-se dia a dia. 

A cr iação, há j á anos, do Instituto de I n v e s t i g a ç õ e s 
E s t a t í s t i c a s do Concelho Superior de I n v e s t i g a ç õ e s 
Cient í f i cas , cuja direcção foi entregue ao Prof. S I X T O 
Rios, foi um passo decisivo. Professores e spanhó i s 
t êm ido espeeializar-se nos centros estrangeiros, esta
t í s t i c o s de grande categoria internacional t êm feito 
•em Madrid cursos e séries de conferências , numerosas 
traduções de literatura da especialidade foram j á 
publicadas e outras es tão em curso. A revista «Tra-
bajos de E s t a t í s t i c a » que iniciou a sua p u b l i c a ç ã o 
em 1950 é hoje um jornal ind i spensáve l para os que 
*e ocupam de E s t a t í s t i c a Matemát i ca . A Espanha 
possui enfim um grupo de bons e s ta t í s t i cos mate
m á t i c o s . 

Recentemente foi criada na Universidade de Madrid 
« m a Esco la de E s t a t í s t i c a ('). Dir ige-a o Prof. S I X T O 
R I O S . 

Pelo interesse que apresenta transcrevemos o plano 
•de estudos da E s c o l a : 

G r a u M é d i o 
Horas por semana 

Teór. Prat. 

M a t e m á t i c a s Gerais; 2 períodos de 4 meses 3 2 

E s t a t í s t i c a Geral (2); 2 » » 4 » 3 1 
E laboração de E s t a t í s -

Métodos E s t a - t i c a s ( l "per.de4meses) 
t í s t i cos ( 3 ) Métodos E s t a t í s t i c o s Ge

rais (2.° per. de 4 meses) 
•3 Cursos de A p l i c a ç õ e s ( 4) 2 

G r a u S u p e r i o r 
a) Diploma de Estatística Geral 

Horas por semana 
l.' ANO Teór. Prat. 

Matemát i cas I ( 5 ) ; 2 períodos de 4 meses . . 3 2 
E s t a t í s t i c a Geral ( 6 ) ; 2 períodos de 4 meses 3 1 
Métodos E s t a t í s t i c o s ('); 2 períodos de 4 meses 2 2 
3 Cursos de Apl i cações ( 8) 2 

G r a u S u p e r i o r 
Horas por semana 

Teór. Prat. 

(') A esta Escola já se referiu no n.° 56 de Gazela de Mate
mática o nosso colaborador Dit. M . A. F E R S A S D E S C O S T A . 

( s) O nível deste curso será, aproximadamente, o do livro 
Applied General Statistics de C K O X T O N e C O W D E N . 

(") O nível do curso aproximar-se-á do do livro Métodos Esta
tísticos aplicados it Economia e aos Negócios de M I L L S . 

(') A escolba dentre os seguintes : Estatística Demográfica, 
Estatística Económica, Aplicações da Estatíst ica à Indústria» 
Aplicações da Estatística à Biologia e à Agricultura e Aplicações 
da Estatística à Pedagogia e á Psicologia. 

(r>) Este curso abrange Geometria Analítica, Cálculo Diferen-
•cila e noções de Cálculo Integral. 

2 
2.» ANO 

Matemát i cas I I ( 9 ) ; 2 per íodos de 4 meses . 3 
E s t a t í s t i c a M a t e m á t i c a ( 1 0 ) ; 2 per íodos de 

4 meses 3 1 
M é t o d o s E s t a t í s t i c o s ( 1 , ) ; 2 p e r í o d o s d e 4 m e s e s 2 2 
2 Cursos de A p l i c a ç õ e s ( 1 2 ) 2 

O aluno, durante o curso, terá de realizar um tra
balho teór ico-prát ico sob a d irecção de um Professor 
da Esco la . 

b) Diploma de Estatística Matemática 
Horas por semana 

1. " ANO Teór. Prát. 

M a t e m á t i c a s para E s t a t í s t i c o s ( 1 3 ) ; 2 per. de 
4 meses 3 2 

E s t a t í s t i c a Mat em át i ca ( 1 4 ) ; 2per. de 4 meses 3 1 
Métodos E s t a t í s t i c o s ( 1 3 ) ; 2 per. de 4 meses . 2 2 
2 Cursos de A p l i c a ç õ e s ( 1 6 ) 2 

2. ° ANO 

Cálculo das Probabilida
des ( 1 7 ) (1.° per. 4 meses) 3 1 

Teoria da Inferência ( 1 8 ) 
(2.° per. 4 meses) . . . 3 1 

2 Cursos de A p l i c a ç õ e s ( 1 9 ) 2 

O aluno deverá realizar durante o curso um tra
balho teór ico-prát ico sob a direcção de um Professor 
de Escola . 

M . Z . 

E s t a t í s t i c a Mate
m á t i c a 

( 6) O nível deste curso aproximar-se-á do livro de S M I T H e 
D U X C A N , Fundamentals of lhe Theory of Statistics. 

(T) O nível deste curso será aproximadamente o da obra 
Elementary Statistical Analysis de W l L K S (já traduzido em 
espanhol). 

( 8) A escolha dentre 9 cursos : os 5 já citados para o Grau 
Médio e Técnica da Amostragem, Estatíst ica Actuarial, Econo
metria, Estatíst ica Aplicada á Medicina. 

( 9 ) Este curso abrange Cálculo Integral, Cálculo Matricial, 
Formas Quadráticas e Cálculo das Diferenças Finitas. 

( 1 0 ) Nível do curso aproximadamente o do livro de MOOD, 
Introduction to the Theory of Statistics. 

( M ) O nível do curso deverá aproximar-se do das obras: Sta
tistical Methods in Research do JOHNSON e Techniques of Statis
tical analysis da Universidade de Columbia. 

('*) A indicar posteriormente. 
( 1 3 ) O curso compreenderá : Teoria da Medida, Cálculo Matri

cial, Espaços Funcionais, etc. 
( 1 4 ) Níve l aproximadamente o da obra Introduction lo the 

Theory of Statistics de MOOD. 
C 5 ) O mesmo nível que para o curso de Estatíst ica Gerai. 
( 1 C) Os mesmos do curso de Estatíst ica Geral . 
O 7) e ( , B ) O nível destes cursos aproximar-se-á do dos livros 

-In Introduction to Probability Theory and ils Applications de F E L L E R 
ou Calcul des Probabilités de F O K T E T e Mathematical Methods of 
Statistics de I I . C R A M E R . 

(J9) A indicar posteriormente. 
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I N S T I T U T O ELIE C A R T A N — U n i v e r s i d a d e d e N a n c y 

N u m p a í s como o nosso, onde, ainda h á bem poucos 
anos, a ide ia da f o r m a ç ã o de centros ou ins t i tu tos de 
i n v e s t i g a ç ã o anexos às Universidades era nova e dava 
luga r a c o n t r o v é r s i a s , e onde a pesquiza c i e n t í f i c a se 
tem processado mais pelo e s f o r ç o de ind iv idua l idades 
isoladas do que pelo de act ividades coordenadas em 
grupo, t e r i a sem d ú v i d a u m grande interesse fazer o 
estudo da h i s t ó r i a (moderna) de tais n ú c l e o s de t r a 
balho, nos p a í s e s que d ã o maior c o n t r i b u i ç ã o ao p r o 
gresso das c i ê n c i a s . Desse estudo se poder iam recolher 
boas l i ções para nosso uso e n ã o f a l t a m , entre os h i s 
toriadores portugueses amigos da c i ê n c i a e os c ien
tistas portugueses amigos da h i s t ó r i a , quem possa 
entregar-se a essa tarefa . 

U m a simples c o n s t a t a ç ã o é o fac to — c o n t r á r i o ao 
que m u i t a gente pensa —de que nem sempre u m es
tudo c ien t í f i co nasce j á estruturado e bat izado com 
um regulamento, uma d o t a ç ã o e uma fachada, cr iado 
por d e c i s s ã o of ic ia l da entidade competente. Mui t a s 
vezes ele se fo rma pela ac t iv idade c i e n t í f i c a persis
tente dum grupo de estudiosos, que se n ã o d e t ê m em 

peias b u r o c r á t i c a s e decidem t raba lhar em conjunto, 
uma vez reunidas as c o n d i ç õ e s m í n i m a s i n d i s p e n s á 
veis. Exemplos disso encontram-se por toda a parte . 

Quero c i t a r aqu i o caso do I n s t i t u t o E L I E CARTAS 
anexo à Faculdade de C i ê n c i a s da Univers idade de 
Nancy, cu ja recente f u n d a ç ã o —como subl inha o o p ú s 
culo que d i v u l g a o seu funcionamento —veio « c o n c r e 
t i z a r no plano a d m i n i s t r a t i v o uma realidade j á exis
tente h á v á r i o s a n o s » . F a ç o - o , de resto, com um sen
t imento m i x t o de s a t i s f a ç ã o e g r a t i d ã o , recordando 
todo o b e n e f í c i o recolhido para a minha f o r m a ç ã o 
m a t e m á t i c a , duma estadia em Nancy em 1949-50, 
quando tomei par te no s e m i n á r i o de pesquizas para 
estudantes a v a n ç a d o s , criado u m ou dois anos antes 
e que f o i o germe de f o r m a ç ã o do I n s t i t u t o E L I E 
C A R T A N . 

As i n f o r m a ç õ e s que seguem, re la t ivas à organiza
ção e ac t iv idade do I n s t i t u t o , s ã o t ranscr i tas do refe
r ido o p ú s c u l o . Elas mostram, por s i só , o alto n í v e l 
c i en t í f i co e a p r o j e c ç ã o in te rnac iona l que assume 
actualmente essa ac t iv idade . A. Pereira Gomes 

O R G A N I Z A Ç Ã O E A C T I V I D A D E S D O I N S T I T U T O ELIE C A R T A N 

Qualquer estudante f r a n c ê s ou estrangeiro pode ser 
ouv in t e do I n s t i t u t o E L I E C A S T A N . N ã o lhe é ex ig ido 
qualquer pagamento pela i n s c r i ç ã o . Qualquer profes
sor de Univers idade francesa ou estrangeira , mate
m á t i c o , pode ser convidado a fazer u m curso ou s é r i e 
de c o n f e r ê n c i a s no I n s t i t u t o , pelo que r e c e b e r á emo
lumentos. 

Os ouvintes do I n s t i t u t o E L I E CARTAN assistem aos 

•cursos, c o n f e r ê n c i a s e s e m i n á r i o s organizados pelo 
I n s t i t u t o . N ã o t ê m de prestar p rova a lguma de exame, 
mas encontram j u n t o dos professores do Depar tamento 
M a t e m á t i c o da Faculdade de C i ê n c i a s de Nancy e dos 
organismos admin i s t r a t ivos da Univers idade todo o 
a u x í l i o ma t e r i a l e t é c n i c o que necessitem: uso das 
bibl iotecas u n i v e r s i t á r i a s e do I n s t i t u t o E L I E C A R T A N ; 

p a r t i c i p a ç ã o das vantagens mater ia i s de que bene
f i c i a m os estudantes da Univers idade de Nancy ; 
d i r e c ç ã o de i n v e s t i g a ç õ e s e de t rabalho. 

Os estudantes estrangeiros, bolseiros em F r a n ç a , 
que desejem i r para Nancy como ouvintes t ê m i n t e 
resse p r á t i c o em ind ica r os seus projectos à D i r e c ç ã o 
do I n s t i t u t o E L I E CARTAS por a l t u r a do m ê s de Julho 

de cada ano, em v i s t a da o r g a n i z a ç ã o do ano escolar 
seguinte (Novembro a Junho) . E m certos casos par

t icu larmente interessantes podem receber u m a u x í l i o 
p e c u n i á r i o da D i r e c ç ã o Geral do Ensino Superior. 

O Conselho de A d m i n i s t r a ç ã o do I n s t i t u t o E L I E 
CARTAS é, provisor iamente , composto pelo D i r e c t o r 
da Faculdade de C i ê n c i a s de Nancy , como Presi
dente, pelo Prof . J . D E L S A R T E , como Di rec tor , pelos 
Profs . J . DIEUDONNÉ, L . G A U T H I E R e R. GODEMENT da 

Faculdade de C i ê n c i a s de Nancy e pelos Profs. H . 
CARTAN e L . SCHWARTZ da Faculdade de C i ê n c i a s de 

Par is . 

Ante r io rmente ao reconhecimento of ic ia l do In s t i t u to 
E . CASTAN (decreto m i n i s t e r i a l de 1 de Ju lho de 1 9 5 3 ) , 

durante o ano lec t ivo 1 9 5 2 - 5 3 , oi to professores estran
geiros, cinco estudantes americanos, bolseiros F U L -
BRIQHT e u m estudante canadiano, bolseiro do seu 
Governo, p a r t i c i p a r a m das act ividades do I n s t i t u t o . 
Os Professores estrangeiros B U R E A U , de L i è g e , D E U -
RING, de G õ t t i n g e n , EDWARDS, de Londres, E . P I I L L E , 

de Ya le , H I L T O N e S M I T H I E S , de Cambridge, STONE 

de Chicago e W H I T E H E A D de Oxfo rd expuseram em 
c o n f e r ê n c i a s v á r i o s assuntos e resultados das suas 
i n v e s t i g a ç õ e s . Rea l i za ram no I n s t i t u t o cursos os 
Professores franceses DELSARTE e GODEMENT de Nancy 

e J . SERRE do C. N . R. S. M . z . 
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M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 

PONTOS DOS EXAMES DE APTIDÃO ÀS ESCOLAS SUPERIORES 
Exames de apt idão para f r e q u ê n c i a das l i cenc ia 

turas em C i ê n c i a s M a t e m á t i c a s , C i ê n c i a s F i s i c o -
- Q u í m i c a s e C i ê n c i a s G e o f í s i c a s , prepara tór io s 
para as escolas militares e curso de engenheiros 
g e ó g r a f o s — Ano de 1953 — Ponto n.° 1. 

3 7 3 4 — P rovar que dois n ú m e r o s í m p a r e s conse
cutivos s ã o sempre pr imos entre s i . 

R : Sejam 2 n + l e 2 n + 3 os números. Todo o 
divisor comum dos dois números será um divisor da sua 
diferença isto ê de 2, como os divisores de 2 são 1 e 2 e 
este último não é neste caso divisor dos dois números só 
1 o será e portanto os números são primos entre si. 

3 7 3 5 — Calcular dois in te i ros pos i t ivos , sabendo 
que o seu m. m. c. é 308 e que o seu m. d . c. é 1 1 . 
Achar as diversas so luções do problema. 

R : Seja a = l l m e b = l l n os números cujo m d c 
d 11 e cujo m m c i 308. Será então 308 = l l m . n . , 
onde m e n são inteiros primos entre si. Daquela 
fórmula resulta m n = 28 e portanto ou m = 1 e 
n = 28 ou m = 2 e n = 14, ou m = 4 e n = 7, donde 
as três soluções : a i = 11 , b i = 308 ; a j = 2 2 , = 154 ; 
a 3 = 4 4 , b 3 = 77. 

3 7 3 6 — Qua l o resto da d i v i s ã o do produto abe 
por 9, sabendo que os restos das d i v i s õ e s de a, b e c 
por 9 s ã o 3, 4 e 8 respectivamente. Jus t i f i ca r a res
posta. 

R : Em vista do enunciado é a b c = 3 . 4 . 8 mod 9 
ou seja a b c = 96 mod 9 ou ainda a b c = 6 mod 9, 
e daqui resulta ser o resto 6 . A justificação resulta 
da definição de congruência e das propriedades das 
congruências. 

3 7 3 7 — Decompor de todos os modos p o s s í v e i s o 
n ú m e r o 3000 em duas parcelas in te i ras posi t ivas , m ú l 
t ip las respectivamente de 18 e de 3 1 . 

R : Será 18 x -)- 31 y = 3000 . Esta equação tem 
uma solução inteira y = — 6 , x = 177 , donde as solu
ções gerais em números inteiros x = 177 + 31 m ; 
y = — 6 — 1 8 m onde m è um inteiro ? As soluções 
inteiras positivas obtem-se daquelas fórmulas desde 
um inteiro tal que — 177/31 < m < — 1/3 quer dizer 
que seja m — 5 < ^ m < — 1 / 3 , donde vem para m os 
ralores — 5, — 4 , - 3 , — 2 e — 1 . O problema tem 
assim 5 soluções. 

3 7 3 8 — Determinar m de modo que as r a í z e s da 
e q u a ç ã o x 2 + 2 m œ + 4 = 0 sejam reais, desiguais 
e ambas posi t ivas . 

R : Terá que ser s = m- — 4 > 0, isto e, m - < — 2 
on m > 2 ; e alem disso ser — m > 0 , donde finalmente 
a solução do problema m < — 2 . 

3 7 3 9 — De te rminar x de modo que o 2.°, o o.° o 
o 5." termos do desenvolvimento de (2 + x)s estejam 
em p r o g r e s s ã o g e o m é t r i c a . 

R : Os termos pedidos são, o 2 o : 8 0 x , o 3 o : 8 0 x 2 e 
o õ° : 1 0 x 1 . Para que os termos estejam em progressão 
geométrica terá que ser (80 x 2 ) : (80 x) = (10 x 4 ) : (80 x») 

donde x — - x 2 e daqui as duas soluções x = 0 ou x = 8 . 
8 

A solução x=*0 servirá desde que se considere a existência 
de progressões geométricas de razão 0 , fora disso não. 

Exames de apt idão para f r e q u ê n c i a das l i cenc ia 
turas em C i ê n c i a s M a t e m á t i c a s , C i ê n c i a s F i s i co -
- Q u í m i c a s e C i ê n c i a s G e o f í s i c a s , p r e p a r a t ó r i o s 
para as escolas militares e curso de engenheiros 
g e ó g r a f o s — Ano de 1953 — Ponto n° 2 . 

3 7 4 0 — P r o v a r que o produto de dois n ú m e r o s 
pares consecutivos ó um m ú l t i p l o de 8. 

R : Sejam a = 2 n e b = 2 n - ) - 2 os números pa
res consecutivos. Será a b = 2 n ( 2 n + 2) = 4 n 2 - j - 4 n = 
= 4 n (n + 1) ; por outro lado é ou n = 2 p ou n = 2 p + 1 

JVo primeiro caso a b = 4 . 2 p ( n + l ) = 8 p ( n + l ) 
e o produto é múltiplo de 8. No segundo caso c n + 1 = 
- 2 p + 2 e então a b = 4 n ( 2 p + 2 ) = 8 n ( p + l ) 
e do mesmo modo é a b múltiplo de 8. 

3 7 4 1 — Determinar os in te i ros posi t ivos que d i v i 
didos por 7 d ã o resto superior ao cociente em 3 u n i 
dades. 

R : A equação que resolve o problema è x = 7 y + y - f - 3 
ou seja x — 8 y >= 3 da qual uma solução em números 
inteiros se vê imediatamente ser x = 3 , y = 0 ; daqui as 
soluções gerais, em números inteiros x = 3 + 8 m e 
y = m onde m e um inteiro qualquer. Quer dizer os 
números pedidos são da forma x = 3 + 8 rn onde 
m ^ 0 è um inteiro, inferior a -1 pois o resto deve ser 
inferior a 7. 

3 7 4 2 — Qual o resto da d i v i s ã o de a + b por 13, 
sabendo que a é um m ú l t i p l o de 104 e que 6 dividido-
por 13 d á de resto 8. Jus t i f i ca r a resposta. 

R : Como 104 = 13 e b = Í 3 + 8 será a + b = 13 4 - 8 
donde o resto da divisão de a + b por 13 é 8 . 

3 7 4 3 — Decompor de todos os modos p o s s í v e i s a 
. 3149 , , 

t r a c ç ã o em duas parcelas f r a c c i o n á r i a s p o s i t i -
v 510 v 1 

vas de denominadores 17 o 30, respectivamente. 
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R : Será 
3149 x y 

= f- — ou seja 30 x + 1 7 y = 3 1 4 9 
510 17 30 * 3 

equação que admite a solução x = — 1 y = 187 donde 
as soluções gerais em números inteiros x = — 1 — 17 m 
y = 187 + 30 m onde m e um inteiro qualquer. Sendo 

1 8 7 1 
x > 0 e y > 0 vira < m < — •— quer dizer m 

30 17 ' 
terá os valores — 6 , — 5 , - 4 , — 3 , - 2 , e — 1 donde 
vem para x os valores 1 0 1 , 8 4 , 6 7 , 5 0 , 3 3 , 1 6 e para 
y os valores correspondentes 7 , 3 7 , 6 7 , 9 7 , 1 2 7 , 1 5 7 . 

3 7 4 4 — Determinar m de modo que as r a í z e s da 
e q u a ç ã o 

x- — (4 m — 1) x + 4 Í»2 • - 3 = 0 

sejam reais e ambas posi t ivas . 

R : Deverá ser (1) A = (4 m — l ) s - 4 (4 m 2 - 3) > 0 , 
(2) P = 4 m- - S > 0 e (3) S = 4 m - 1 > 0 , í i W e 

13 , v/3 j / B 
se segue m <Ç — por (1) ; m > —— ou m < por 

8 3 2 

(2) c m > — poî- (3) . Daqui resulta dever ser 

/ 3 13 
-— < m < — . 
2 ^ 8 

3 7 4 5 — Dete rminar n de modo que os coeficientes 
do 5.°, do 6." e do 7.° termos de (x - f a)" estejam cm 
p r o g r e s s ã o a r i t m é t i c a . 

R : O 5.°, 6." e 7." termos do desenvolvimento de 
(x + a)" são respectivamente "C4 x"~ 4 a 4 , "C 3 x " - 5 a 5 , 

x " - 6 e para que os coeficientes estejam em progressão 
aritmética deverá ser : 
"C 5 — "C4= n Cc — "C 5 ou "Cj + " C 6 = 2 " C 3 donde se obtém 

n (n - 1) (n — 2) (n - 3) + n (n - 1) ••• (n — 5) 
6 ! 

n ( n - ! ) • • > - 4 ) . 
= & . — ou ainda 

O ! 
5 . 6 + (n — 4) (n — 5) = 2 . 6 . (n — 4) e portanto a 
equação n* — 21 n + 98 = 0 que admite as duas soluções 
n = 14 e n = 7 , as quais servem ao problema. 

SoluçCos do J . S. I ' . 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E S DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

F . C . C . — MATEMÁTICAS G K I I A I S — 1.° Exame de F r e 

q u ê n c i a , 1 9 5 2 - S 3 . 

3 7 4 6 — Calcular a p r i m i t i v a da f u n ç ã o y = 1/(x-r4)z 

(** + 4 ) . 

l i : P y = - - - h — l o g ( x + 4 ) l - l o g ( x 2 + 
' 20 x + 4 50 b v ; 100 e V 

3 x 
+ 4) H arc t g l - C 

; T 200 6 2 

3 7 4 7 — Calcular as derivadas laterais da f u n ç ã o 

/ ( » ) - { ' 
e" para x < 1 

+ — x J para 
no ponto x = 1 . 

R : f i ( l ) = - 1 / 3 e f ; ( l ) - - o o . 

3 7 4 8 — Deduza o c r i t é r i o de CAUOHY para o estudo 
de sé r i e s de termos posi t ivos . 

3 7 4 9 — Que pode conclui r sobre a cont inuidade 
num ponto de uma f u n ç ã o com der ivada nesse ponto? 
Jus t i f i que . 

3 7 5 0 — E s t a b e l e ç a a regra de d e r i v a ç ã o da f u n ç ã o 
y = sen x. 

G E O M E T R I A D E S C R I T I V A 

F . C. C — G E O M E T R I A DESCRITIVA — 1." Exame de F r e 

q u ê n c i a , 1 9 5 2 - 5 3 . 

3 7 5 1 — Geometria de Monge. Conbece-se a p r o 
j e c ç ã o hor izonta l de um t r i â n g u l o , a p r o j e c ç ã o ver
t i c a l de u m dos seus v é r t i c e s , e o seu plano, quo é 
definido pelos t r a ç o s . Dete rminar a p r o j e c ç ã o ver t ica l 
do t r i â n g u l o . 

3 7 5 2 — Geometria de Monge. Conduzir por um 
ponto a recta paralela à s rectas de p e r f i l de um plano 
dado pelos t r a ç o s . De te rminar em seguida a d i s t â n c i a 
dos dois pontos que u t i l i z o u para def in i r a recta. 

3 7 5 3 — Geometria cotada. De te rmina r o s i m é t r i c o 
de um ponto em r e l a ç ã o a um plano, quando a p ro 
j e c ç ã o do ponto e s t á sobre a escala de declive do plano. 
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A N A L I S E I N F I N I T E S I M A L 
F . C. C. - CÁLCULO I N F I N I T E S I M A L - 1.° Exame de F r e 

q u ê n c i a , 1952-53. 

3 7 5 4 — Calcular a p r i m i t i v a da f u n ç ã o 
y = 2 sh x/(í + e7*). 

R : Pondo 2 sh x = e* — e~* e desdobrando y numa 
diferença, a primitiva da primeira parcela ê imediata 
e a da segunda calcida-se pondo e" = t . 

P y = 2 arc t g e* -i- e"" + C . 

3 7 5 5 — Ver i f ique que o ponto da curva 

e*-*v _ 3 e*» + 2 = 0 

em que é m á x i m a a soma das coordenadas é i^log 2 , 

s/Joj2). 
R : 1'rala-se de extremar a função f (x , y ) = x + y , 

sendo a equação da curva uma condição de ligação. 
3 7 5 6 — Defina a f u n ç ã o do v a r i a ç ã o l i m i t a d a . 

3 7 5 7 — Demonstro o teorema de BERSTEIN. 

3 7 5 8 —Demonst re uma c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e su
ficiente para que a f u n ç ã o f ( x ) seja desenvolvivel 
em s é r i e . 

F . C. C. — A N Á L I S E SUPEIÍICU • 

cia - 1952-53. 
1." Exame de F r e q u ê n -

3 7 5 9 — De te rminar as curvas in tegra is da e q u a ç ã o 
d i fe renc ia l 

yy'2 + 2xy' - y = 0 ; 
mostrar que const i tuem duas f a m í l i a s de curvas or to
gonais, que o eixo 0 x é uma curva i n t e g r a l o que a 
curva descriminante se reduz a um ponto R : Que 
y = 0 è uma curva integral verifica-se logo sobre a 
equação. Também é evidente que as duas famílias de 
curvas integrais são ortogonais, pois os dois valores de 
y ' tirados da equação têm por produto —1 . Por outro 
lado, um cálculo simples mostra que a curva descrimi
nante se reduz à origem das coordenadas, f inalmente : 
as curvas integrais da equação são as cónicas 

y l + (1 - k 2 ) x 5 ± 2 k x = 0 
3 7 6 0 — Ver i f i ca r que as linhas a s s i n t ó t i c a s da 

y 
s u p e r f í c i e z = are t g — se projectam sobre os planos 

x 
s = const. , segundo l inhas ortogonais . 
R : As linhas assintóticas da superfície são 

z = are t g - z = are t g -

x 2 + y 2 

y = m x 

3 7 6 1 — In tegra r o sistema de CHAUPIT-IJAGRANGE e 
determinar o i n t e g r a l completo da e q u a ç ã o de de r i 
vadas parciais p 2 + q- = 2 (q x + p) . 

K - + 1 R 

I . S. C. E . F . — CÁLCULO — 1.° Exame de F r e q u ê n c i a 
— 21 de Março de 1953. 

I 
3 7 6 2 — Dada a recta x = a t + b , y = c t + d , 

z = et + / , escrever a e q u a ç ã o vector ia l o de te rmi
nar a d i s t â n c i a do ponto Pa (XQ, y0, ZQ) à recta, por 
processos vector iais . R : Equação vectorial da recta 
P = 0 + (a t + b) I + (c t + d) J + (e t + f ) K . 

l ( P i - P o ) A ( P 2 - P o ) l Distância do ponto à recta ò = -

sendo P j e P 2 dois quaisquer pontos da recta dada. 
Se forem Pt (x x , y , , Z ] ) e P 2 (x , , y , , z 2) 

\ /A2 + B2 + C 2 

3 = com 
\J ( x 2 - x , ) 2 + ( y 2 - y i ) 2 + (z 2 - Z Í ) 2 

A = ( y i - yo) (z2 - zo) — (yz - y o) ( z i - zo) 
B ^= ( x 2 - X 0 ) ( Z ! — z 0) — ( x x — x 0 ) (z 2 — z 0) 
C = (*! - x„) ( y , - y 0 ) - ( x 2 - xo) ( y i - y 0 ) • 

I I 
3 7 6 3 — De te rminar a e q u a ç ã o vector ia l do plano 

- e que fo rma com . . . * V perpendicular à recta —- = — = 

os eixos coordenados do 1.° octante um volnme 
i g u a l a 3. R : Equação cartesiana do plano 

X L y •/. 
+ D ~D 
•/. 
+ D 

2X 2X 3 ) . 
Como 

1 D D D 
3 , 

a equação do plano e 2 x + 2 y + 3 z = 6 . Definindo o 
plano por um dos seus pontos Va ( 0 , 0 , 2 ) e pelo seu 
vector normal ( 2 , 2 , 3) a equação vectorial e 

P — P 0 = >. ( 21 + 2 J + 3 K ) . 
I I I 

3 7 6 4 — D ã o - s e 4 pontos A ( 0 , 1 , 1 ) B(1,0,1) 
C (1 , 1 , 0 ) e D (2 , 2 , 2 ) . Achar a a l tu ra do h tetrae-
dro de base ABC e v é r t i c e D. R : 

( B - A ) A ( C - A ) 

donde se tira h = 
i / r 

í 

6 

I V 

( B - A ) A ( C - A ) ( D - A ) 

3 7 6 5 

a) 

• Calcular os in tegra is . 

b) 

r dx 
x * | / l - j ; ! ' 
d» 

a cosh 0 + b senh 6 

R : a) Fazendo x = sen t vem I j 

( 6 > o > 0 ) 

-/; cosec 4 1 d t = 
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coscc' t cotg'-'1 d t = = I eosec2 t d t + I 

= - [ c o t s t C - ¥ [ c o t - 3 t l ^ 2 ^ 

b) r , - i r - d - í = 

' - 2 J - c (a J . b) e* — (a - b) e-
1 r a r c t„ . /b+ã e , l + 0 0 = * 
2 - a 2 L °Vb-a J_c» 2 t /b 2 - ; 

2 ^ b 

I . S. C. E . F . — CÁLCULO — 2.° Exame de F r e q u ê n c i a 
— 9 de Junho de 1953. 

3 7 6 6 — U t i l i z a n d o a teor ia dos r e s í d u o s calcule 
os in tegra i s : 

f 0 0 cos 2 œ C dz 
a) / dx h) I . 

. / o ( x 2 + l ) 3 ' J c ( 3 - l ) 2 ( s - 2 ) 3 v / a + 5 
C— contorno formado pela c i r c u n f e r ê n c i a dc centro 
na or igem e de ra io 4 . R : Seja 
1 (z) — — — i — ; se z = p e'9, o módulo de z f (z) = 

» o"1 

(1 + z 2 ) 2 

1 4- c2?(IcosO-seuO) 

p = oo, se 0 < ^ O ^ T V , pois então será inferior a 

(p 2 - 1)3 • 

/ • + " _ + e * " 
l.O(io I — 2 T : i R , o)i(/e R e o resíduo 

<7o yo/o z = i situado na região do semi plano dos Y Y 
positivos. 

1 + e» •' 
<Se/a z » í + t e, designando por f (z) = ^ — -

«em f ( i + 1 ) = 
1 + e 2 < u - » 

l + e - * ( l + 2 i t 
4 t 2 \ 

~ t t ) 
t3 (2 i + t)3 

l + e - J ( l + 2 i t - 2 t 2 + . . - ) 

8 i tf 

8 i 

C °° 1 

1 + o - 2 + 2 e - 2 i t — 2 e -

3 
i 

2 
3 

2 

+ cos 2 x 

t -

Hl 
i — t — 1 2 + 

2 i 2 

l + - - i t -

1 r 3 ~] 3 + 1 3 e - a 

— - ( l + e ' 2 ) x 2 e - 2 - 3 e - 2 = — >—. 
8 i L 2 J 16 i 

(1 + X 2 ) ' 

3 + 13 c- 2 

dx = 77 X e 

b) XuponJiamos 
f » co s 2 x 3 e 2 + 13 
I dx = T t X . 

J o ( 1 + * 2 ) 3 3 2 e 2 

I z I < 5 e v/z + 5 positivo para z — O • \/z + 5 con

serva um valor bem determinado, o seu argumento Uca 

compreendido entre e H . enquanto que a par te 
4 4 

real de z permanece superior a — 5 . O integral to
mado sobre o contorno do circulo z = 4 e ° , no sentido 
directo, è igual ao produto directo por 2 77 i da soma 
dos resíduos dos dois polos z = 1 c z = 2 , interiores 
ao circulo. Seja z = 1 4- t 

1 1 
(z - l ) 2 (z - 2)3 i / z ~ + l 5 ~ t 2 ( t - 1)3 ~ 

t 2 t / 6 V 

+ 0 t 2 + 

d -
t 2 

1-3 t 2 

1 + 3 t + 

1 - 1 . 1 + 
2 6 2 - 4 36 

J _ / J _ 35 

V/6 \ t2 Í 2 t 
Se z = 2 + t , ter-se-á 

( z - l ) 2 ( z - 2 ) 3 v / z + 5 ts y/7 

- 2 t + 3 t 2 - 4 t ' 

1 + t 

tende para zero, para 4. 

t3 V/2 
1 -3 t 2 

2 • 4 ' 49 

1 -
2 7 

V/7 | _ t 3 14 t 2 V 8 - 4 9 / t 

resíduos sao — ——— e 1 0 H 1 
12 v/6 

O integral c igual a + 

8 - 4 9 / v / 7 ' 
35 \ . 

V/7 196 v/7 G V/6./ 

I I 

3 7 6 7 — Calcular o i n t e g r a l . 

o) 1'=J^jJ [2 f + 3 y + 6 .aj 2 £?.« dg dz, tomado no 

11-

1 , u t i l i zando in t e r io r do e l i p s ó i d e 1 1 
9 4 

uma conveniente m u d a n ç a de v a r i á v e i s , b) O volume 
compreendido entre o mesmo e l i p só ide , a esfera 

1 1 1 
x 2 + v i - r - 3 2 = — e os planos x= e x — A . 

3 4 1 2 2 
Reduza o problema ao c á l c u l o de in tegra i s simples. 
R : a) Como o elipsóide é simétrico em relação aos pla
nos coordenados vê-se que: 

; dx dy dz 

=JjJ y z c ' x ^ d z = 0 e portanto !=• j j J * (1 x J + 

4- 9 y 2 + 36 z 2) dx dy dz . Efectuando a mudança dc 
variáveis x = 3 p sen 8 cos o , y = 2 p sen O sen f 
z = p cos 9 tem-se para a equação do elipsóide p = 1 

O < O < 7 t , 0 < < P < 2 T T 0 < p < l 

< ) ( x , y , z ) p » 
— = 6 p2 sen 9. 
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r 1 rr- riT- 864 
I = J J J 3 6 f í 6 P 2 s e n 8 d P d 9 t l i > = — * • 

b) O volume será dado pelo integral 

- y / | - x « - y » ) d x d y -

v / W ] 
O problema reduz-se ao cálculo de dois integrais 

sinales, como se pedia no enunciado. 

Ill 

3 7 6 8 — a) Determinar as t r a j e c t ó r i a s ortogonais 
das curvas (x- + y-)3 + 2 6 J (y- — x2) = a em que b 
è constante e a p a r â m e t r o v a r i á v e l . Ind ique o g é n e r o 
dessas f a m í l i a s ( t r a j e c t ó r i a s or togonais) , b) Calcule 
para a = b = 1 os extremantes da correspondente 
curva da f a m í l i a dada. R : a) A equação diferencial 
das curvas dadas ê: 

( x 2 + y 2 ) (x dx + y d y ) + b 2 (y dy — x dx) = 0 . Mudando 
dy dx 
— por — — tem-se a equação diferencial das tra-
dx dy 
ectórias ( x 2 + y - ) (x dy — y dx) — b 2 (y dx + x dy) = 0 

d ( x y ) 
x d\ y dx 

1 1 

x y -
= b 2 

y x b s 

^ + — = c 
x y x y 

y 2 — x 2 + b 2 = c x y 

x 2 — y 2 + c x y - b 2 = 0 . 

Como c 2 - f - l > 0 trata-se de uma família de hipérboles. 

b ) ( X 2 + y"-y- + 2 ( y 2 - X 2 ) = 1 

. | i = 4 x [ x 2 + y 2 - l ] | i = 4 y [ x 2 + y 2 + l ] 

0 para x = 0 e x 2 - f y 2 = 1 . Para estes va-
t)x 

lores ^—=j=d. 
dy 

Pontos de estacionariedade 

A (x - 0 , y - ± ]/\/2 - 1 

Como 
à* y 

AL 
d y 

8 x" + 4 v 2 - 4 

4 y [ x ' + y ' + l ] 

2 X 2 + V 2 - 1 

Màxi 

y [ x 2 + y 2 + 1] 

Minima ( x — 0 , y — + ^ — l ) 

(x - 0 , y = - l / t / 2 - l ) 

i_ = j _ \ 
t / 2 ' " ' 

j _ j _ \ 
M in imo 

Máximo 

I V 

3 7 6 9 — A e x p r e s s ã o ax -+- by -t cz = if (x* - I - yz + 

+ z ! ) , designa a e q u a ç ã o geral das s u p e r f í c i e s de 
- x y z 

r e v o l u ç ã o de eixo na recta — = — = — . 
a b e 

Prove que a e q u a ç ã o às derivadas parciais destas 
. a + ep x+pz 

superficies e = . 
b + cq y + qz 

Ver i f i que que, de fac to , a e q u a ç ã o i n i c i a l é i n t eg ra l 
geral desta ú l t i m a e q u a ç ã o . E m que caso as s u p e r f í 
cies in tegra is são esferas? R : Derivando em ordem a 
x , depois em ordem a y e fazendo o cocien te vem : 

a + c p = o' ( x 2 + y 2 + z 2 ) (2 x + 2 p z) 
b -1- c q = ¥< ( x 2 + y 2 + z s ) (2 y + 2 q z) 

ou 
a + c p x + p z 

b - f - c q y + q z 

A equação e linear 

(c y — b z) p + (a z — c x) q = b x — a y . 

A equação diferencial das características e 

d x d y dz 

c y — b z a z — e x b x — a y 

Multiplicando por a , b e c vem : 

a dx b dy c dz 
a c y — a b z a b z — b e x b e x — a c y 

a d x + b d y + c d z d ( a x + b y + c z ) 
"" Õ = ~ Õ 

a x - f b y + c z = c i . 
Do mesmo modo, multiplicando por x , y e z 

x 2 + y 2 + z 2 = c, 
c j = o (c 2 ) —>• a x + b y + c z = o ( x 2 + y 2 + •/.-). 
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Quando tf ( x 2 4- y~ + -/.-) = K* ( x 2 4- y' 2 4- z 2 ) trata-
-se duma família de esferas. 

I . S. C. E . F . -
lho de 1953. 

CÁLCULO — Exame f ina l — 17 de J u -

I 

3 7 7 0 — P { x , y ) e Q(x,y) s ã o f u n ç õ e s continuas, 
admi t indo derivadas parcia is f i n i t a s e c o n t í n u a s no 
ponto M (x , y) . 

A f u n ç ã o P + iQ é m o n o g é n e a em r e l a ç ã o à va
r i á v e l z — x + i y , nesse ponto, a) D i g a a que con
d ições l i ão-de satisfazer as f u n ç õ e s P e Q para que 
P + iQ seja m o n o g é n e a no ponto zí = y 4- ix . 
b) D i g a , sendo P + iQ m o n o g é n e a no ponto 2 = 
= x + i y , quando é que Pz + iQ2 é m o n o g é n e a 
nesse ponto. R : a) Devem ser 

à p à p dQ 
àx ày àx d y 
dP dQ à p dQ 

dy dy dx 
o que se verifica apenas para P e Q constantes 

dy . b) Deverá ser 

àx 
àJP 

dy 

àx 

àx 

à_Q 

dy 
dQ 
àx 

P - Q . 

II 

3 7 7 1 — Sendo 
dP dQ dP dQ 

= e = num 
àx oy à y dx 

certo d o m í n i o , mostre que o i n t e g r a l I — I (Q — 
J A D 

— P)dx + (P f Q)dy é independente do caminho 
AB: A(xQ,y0), B(x,y). a) Quando o em que pontos 
tem o i n t e g r a l I ( x , y ) estacionaridade? b) Quando 
tem m á x i m o s ou m í n i m o s ? R : a) Na hipótese do pro-

á ( Q - P ) à{Q + P) 
blema = . 

dy d x 
Loyo o integral ê uma diferencial exacta 

f (Q - P) dx 4- (Q + P) dy 4-
X > - p 

P)dx + 

(Q 4- P) dy = / (Q - P) dx 4- / 5 (Q 4- P) d y . 
» / x 0 Jy„ 

i l 
dx 

= Q 
à(Q + P) 

àx 
dy = 2 (Q - P) 

d 

I r x d ( Q - P ) 
- = I î l i Z i dx 4- Q 4- P = 2 (Q 4 P) 
y J x . d y 

dl - o Q = P = 0 . 
dx dy 

Logo as curvas P = 0 e Q = 0 devem encoulrar-se 
para haver estacionariedade. 

d'l 
dx 

à-í 

dxày d y dx 

b) 
dx* 

„ à ( Q - P ) a ()(Q + P) 

t)-l 
d y 2 

, d ( Q + P) 

L \ í » ^ y / \ á x f ) x ; 

= 0 . 

A T ão Aacerá máximos e mínimos, admitindo que não e 
dP _àP 
àx d y 

I I I 

3 7 7 2 — Mostre que as t r a j e c t ó r i a s ortogonais da 
f a m í l i a de elipses confocais são h i p é r b o l e s confocais 

X> y? 
a 4- X b + /. 

R : Da equação da família dada, deduz-se por derivação 
j _ _ b x 4- a y y 1 

x 4- y y ' 
Portanto a equação diferencial que define a família e 

( x y < — y ) (x + y y ' ) = ( a - b ) y ' 
Mudando y ' e;n — l / y ' vem a equação diferencial 

das trajectórias ortogonais ( x 4 - y y ' ) ( x y '—y)=(a—b) y '. 
A» trajectórias ortogonais, são do género hipérbole. 
Com efeito, para as curvas dadas i 

y 
1)4) -

- y ' 

= — y ' j mas p a r a as trajectórias ortogonais 

f ) a 4- X / y ' 
dizer que, para os mesmos pares (x , y ) a f X e b 4-X 
têm sinais contrários. 

a 4- X 
Melhor dizendo, o cociente tem sinais eon-

b + X 
tràrios nas duas famílias. E os focos são os mesmos. 
A distancia focal numa e noutra família é f satisfa
zendo à relação f 2 = | a 4- X — b + X | == | a — b | 
independente do parâmetro X. 
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F Í S I C A M A T E M Á T I C A 

F . C. C. — F ÍS ICA MATEMÁTICA — i . ° Exame de F r e 

q u ê n c i a — 1952-53. 

3 7 7 3 — Determinar a sé r i e de FOUHIEK da f u n ç ã o 
que coincide com SB*/4 em ( — i r , i r ) . 

w2 x
 1 

R : — + — c o s n x . 
l á i n-

3 7 7 4 — A p a r t i r do resultado anter ior provar a 
igualdade 

» ( - ! ) ' • 
7 ( 2 n ) 2 48 ' 

R : Basta fazer x = TT / 2 , recordando que a soma da 
série é [ f (x + 0) + f (x - 0 ) ] /2 . 

3 7 7 5 — D e t e r m i n a r a s o l u ç ã o da e q u a ç ã o i n t eg ra l 

xtu{t) dt 

e mostre que é uma f u n ç ã o in t e i r a . R : A solução é 

u ( x ) = 2 F» ( * ) , com f„ (x) = / x • t • f„_, ( t ) d t . 
/o 

Obtém-se f„ (x) = ——:, e a série u ( x ) con-
( n - l ) ! 3 -

«er</e para todo o valor de x . 

3 7 7 6 — Efectuando a m u d a n ç a dc v a r i á v e i s 

u — x + a t , v = x — a t , 

transforma-se a e q u a ç ã o da corda v ibran te 

á 2 z „ < p a 
- a= = 0 

na e q u a ç ã o 

Posto isto, in tegre a e q u a ç ã o da corda v ibran te e 
determine a s o l u ç ã o z (x, t) correspondente às con
d ições i n i c i a i s . 

f z (x , 0) - 1 - x 2 

l z\ (.c , 0) - a . 

B : 3 = 1 - (ai - ad ) 2 -
As soluçõos dos n . o s 3716 a 3761 e 3773 a 3776 s.lo do Luis 

Albuquerque. As soluções dos D . 0 * 3762 a 3772 são do M. Madureira. 

P R O B L E M A S 
P r o b l e m a s p r o p o s t o s a o c o n c u r s o 

SECÇÃO ELEMENTAR 

3 7 7 7 — Determine a á r e a do c i rculo menor de uma 
esfera do ra io li , sabendo que o d i â m e t r o do ci rculo 
é precisamente a aresta do tetraedro inscr i to na es
fera. Mostre que os lados do quadrado e do t r i â n g u l o 
e q u i l á t e r o inscr i tos na c i r c u n f e r ê n c i a que l i m i t a o 
c i rculo menor são respectivamente as arestas do cubo 
o do octaedro regular inscr i tos na esfera. 

3 7 7 8 — Mostre que o quadrado da soma dos qua
drados de t r ê s n ú m e r o s se pode escrever sob a fo rma 
da soma de t r ê s quadrados inte i ros . 

SECÇÃO M É D I A 

3 7 7 9 — Prove que, sendo a um n ú m e r o complexo 
de modulo 1 , o conjunto dos n ú m e r o s a", para 
n — 1 , 2 , 3 , • • • é denso sobre o conjunto de todos os 
n ú m e r o s x tais que | x | = 1 , quando o argumento de 
a medido em graus é u m n ú m e r o i r r ac iona l . 

3 7 8 0 — Mostre que a s u c e s s ã o assim def inida 
«t, = a , u s = ô e u„ = ( « , , _ , + M , , _ I ) / 2 , para n > 2 , 

é convergente e que o seu l i m i t e é (a - f 2 i ) / 3 . 

R e s o l u ç õ e s d o s p r o b l e m a s d o c o n c u r s o p r o p o s t o s 
n o n.° 5 4 

3 7 8 1 — Apresentaram so luções os Srs. Vinhas No
vais, A n t ó n i o I I . Alves de O l ive i r a e Fernando de 
Jesus, publicando-se a so lução deste ú l t i m o : 

R : Aproveitando a propriedade que diz: «Num triân
gulo, a bissetriz dum ângulo interno divide o lado oposto 
em dois segmentos aditivos directamente propocionais 
aos lados adjacentes», pode escrever-se (ver figura): 

I) 
m + n = a 

m 

c 

o que dá 
b + c 

a b 

b + c 

Em seguida, aplicando o teorema que afirma: «Num 
triângulo o quadrado do lado oposto a um ângulo agudo 
é igual h soma dos quadrados dos outros dois menos o 
dobro cio produto dum deles pela projecção do outro 
sobre ele» vem então para o A [ A C D ] : 

n 2 = m« + b 2 
c 

• 2 b - — 
2 

ou seja, aproveitando os resultados de I ) , 

a 2 a* c 2 

+ b ' - b c (b + c)2 (b + cjS 
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e, efectuadas as simplificações, obtem-se 

a* = b (b + c) 

N O T A : A p r o j e c ç ã o de m sobre b é c/2 em v i r t ude 
dos t r i â n g u l o s r e c t â n g u l o s c o n s t r u í d o s na f i g u r a 
serem igua i s . 

3 6 5 2 — l 'ubl ica-se a s o l u ç ã o apresentada pelo 
Sr. Fernando de Jesus ún i co soluç . ionis ta : 

f x = 0 
I l : Uma solução evidente é \ . Supondo a solu-

l y - 0 1 

ção em que x ^ O e y =jt 0 tem-se : 

2 ( x y - 2 y ) x y + 
+ x 2

 y 2 = 3 x2y2 
(2xJy4-4x)2 = (2y -xy2)2 + 3x2y 

2 x 2 y + 4 x = x y 3 - 2 y + x y 

( x y 2 _ 2 y ) = x y 
2 x 2 y + 4 x = x y 2 -

— 2 y + x y 

x y - x — 2 = 0 
2 x 2 y + 4 x = 

= y ( x y - 2 ) 4 
+ x y 

2x2y + 4x = x y 2 -
- 2 y + x y 

y - x - 2 = 0 
2 y + 2 x = x y 

r x y - x - 2 = 0 f x y — x — 2 — 0 r x y - x - 2 — 0 

1 x y ( x - l ) + 2 x = 0 1 ( x + 2 ) ( x - l ) n 2 x = 0 l x 2 - r 3 x - 2 = 0 
o que dá as soluções: 

y = 
sjYi 

-3+ v/17 

1 - \J\Î 

- 3 - v/n 
- 3 - \/VÍ _ - 34 - V/17 

~ 2 

3 6 5 3 — Apresentaram so lução os Srs. V inha No
vais, A n t ó n i o I I . A lves de O l i v e i r a e Fernando de 
Jesus, publicando-se a so lução deste ú l t i m o : 

R : O sistema 
í x2 4 y 2 

1 T - X t£ 

Cx — 8 y = 0 
dá 

a / 6 + 8 t g * 6 + 8 t g * 
H ( _ t g a 

Como A (6 , 0 ) vem : 

A H 
6 4 8 t g a G 4 8 t g a 

• t g a 

^ ( 8 t g a - G t g 2 « ) ' + (G t g a. + 8 tg" 2 « ) ' 

V/100 t g 2 a sec2 a 
— 10 sen x 

sec- a. 
3 6 5 4 — N ã o foram apresentadas so luções . 

3 6 5 5 — Publica-sc a ú n i c a s o l u ç ã o apresentada 
pelo Sr. V i n h a Novais : 

Toda a f u n ç ã o rac ional de j / 2 , coeficientes 
em 11, pode ser reduzida à f o r m a (a + b\/2)/c, 
com m • d • c • (a , b , c) = 1 . Admi tamos , e n t ã o , que 
a= (a + b l /2) /c é um in t e i ro de F, i s to é, ra iz da 
e q u a ç ã o x- 4 a, x + a., = 0 , com a , , a . > 6 / . E n t ã o , 
esta e q u a ç ã o a d m i t i r á a ra iz a' = (a — 6 ^ 2 ) / e e ter-
- s e - á 

X ' + " | Ï + a., = x 2 — (2 a/e) • x 4 (a 2 — 2 6 2 )/c 2 

A igualdade entre os coeficientes i m p l i c a que 2 a/c 
e a 2 — 2 ò ' / c 2 sejam inte i ros de li e, por tanto , que 
c = 1 , c — 2 ou c ft (d iv i sor de) para que 2 a/c 
seja in t e i ro ; se c = 1 , a 2 — 2 6*/c* ó t a m b é m in te i ro ; 
se e = 2 vem c 2 = 4 e a = 2 e 6 — 2 para que a 
segunda e x p r e s s ã o seja um in t e i ro . Mas e n t ã o m. d. c. 
( a è c ) ^ 2 contrariamente à h i p ó t e s e . Finalmente , se 
c a, para que a 2 — 2 b'/c' 2 seja i n t e i ro deve e -i b 
(e =j= 1 , 2) e m. d. c. ( a , 6 , c) — c 1 contrariamente 
à h i p ó t e s e . 

F i ca assim demonstrado que os in te i ros de F s ão 
da fo rma (a 4- b[/2)/c, com c = 1 e é imedia to o 
r e c í p r o c o : todas as f u n ç õ e s racionais do v/2 da fo rma 
a + b\/2 s ão in te i ros de IP. 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nosta secção, além do extractos de críticas aparecidas em 

e outras publicações de Matemática de que os Autores 

1 0 2 — Prof. D r . G U I D O , I IOHEISEI . — G e w õ n n l i c h e 
D i f f e r e n c i a l g l e i c h u n g e n e A u f g a b e n s a m m l u n g 
z u d e n G e w õ h n l i c h e n u n d P a r t i e l l e n D i f f e r e n -
t i a l g l e i c h u n g e n . Sammlung Goschen, B á n d e 920— 
1059, B e r l i n , 1951-52. 

S ã o dois l iv r inhos da Sammlung Goschen que, como 
de costume, apresentam uma e x p o s i ç ã o abreviada 
(mas nem sempre elementar) das m a t é r i a s a que os 
t í t u l o s se referem. 

revistas estrangeiras, sorilo publicadas criticas do livros 
ou Editores onviarem dois exemplares à Redacção. 

Estes dois tomos completam-se (e n ã o conhecemos 
um terceiro tomo, dedicado às e q u a ç õ e s de derivadas 
parciais , a que os e x e r c í c i o s da par te final do n.° 1059 
da co lecção que temos presente, serve de comple
mento), pois mui tos assuntos que n ã o s ã o abordados 
no p r i m e i r o ou s ã o a í t ratados sumariamente, t ê m 
depois o n e c e s s á r i o desenvolvimento no segundo. 
Ass im acontece, por exemplo, com o m é t o d o de i n t e 
g r a ç ã o por d e r i v a ç ã o : não é na p r i m e i r a parte con-



24 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

venientemente jus t i f i cado ; mas no tomo de Problemas 
retoma-se o estudo das e q u a ç õ e s mais vulgares a que 
se apl ica, que são e n t ã o resolvidas com recurso às 
t r a n s f o r m a ç õ e s de contacto. 

No seu conjunto, os dois volumes apresentam, a f i 
nal , os problemas c l á s s i cos das e q u a ç õ e s diferenciais 
o r d i n á r i a s , de modo que não podia deixar de ser 
abreviado, dadas as c a r a c t e r í s t i c a s da co lecção , mas 
com uma p r e o c u p a ç ã o sempre lograda de não deixar 
lacunas onde o le i tor encontre dificuldades, — o que é 
bem pouco vu lga r em l iv ros desta natureza. S u b l i 
nharemos, entre outras vir tudes que encontramos 
nesta e x p o s i ç ã o : o cuidado em chamar a a t e n ç ã o do 
le i tor para as so luções que o m é t o d o do fac tor i n t e 
grante pode sub t r a i r ; o problema da e x i s t ê n c i a de 
so luções (quase sempre l a m e n t à v e l m e n t e esquecido 
ein l iv ros de i n i c i a ç ã o , como este é ) , t ra tado pelo 
m é t o d o de P I C A R D - L I N D E L O F ; a maneira como se apre
senta o estudo do comportamento dos in tegra i s nas 
v i z i n h a n ç a s dos pontos singulares (esta dou t r ina é 
exposta de maneira modelar) ; etc. 

Sem d ú v i d a : tratando-se de um pequeno t ra tado 
de e q u a ç õ e s diferenciais , que apenas pretende tocar 
os pontos mais importantes deste vasto ramo da 
A n á l i s e M a t e m á t i c a , mui tos problemas t i v e r a m de 
ser abordados nas suas linhas gerais, deixando de 
parte certas q u e s t õ e s de detalhe que só cabem em 
trabalhos mais desenvolvidos. (E n ã o se e s q u e ç a que 
a l i t e r a tu ra a l e m ã da especialidade conta com v á r i a s 
e excelentes obras deste g é n e r o , nomeadamente as de 
K A M K E e B I E B E R B A C H ) . 

Por isso é f á c i l que o le i to r , ao sabor das suas 
p r e f e r ê n c i a s pessoais, lamente que num ou outro 
ponto e estudo n ã o tenha sido levado mais longe. 
Quanto a nós sucedeu assim, por exemplo, ao lermos 
o p a r á g r a f o do tomo 2.° em que se e x p õ e o m é t o d o de 
cá l cu lo s i m b ó l i c o para a r e s o l u ç ã o de e q u a ç õ e s de 
ordem n ( s í m b o l o D e não i n t e g r a l de L A P L A C E , que 
não é refer ido) ; pareccu-nos que uma u t i l i z a ç ã o mais 
ampla deste m é t o d o p e r m i t i r i a chegar, mui to rap ida
mente, a resultados completos. 

De qualquer modo, po rém, uma coisa é certa : estes 
dois l iv r inhos const i tuem uma ó p t i m a e x p o s i ç ã o para 
uma p r i m e i r a abordagem aos problemas das e q u a ç õ e s 
diferenciais , — e mui to l uc ra r i am os nossos estudan
tes u n i v e r s i t á r i o s se, no estudo destas m a t é r i a s , se 

gu iaSSSm por eles. Luis Albuquerquo 

1 0 3 — N O O R D H O F F ' S W I S K U N D I G E T A F E L S — 
T á b u a s m a t e m á t i c a s a c i n c o d é c i m a i s — 
P. NOOBDHOFF — Groningen — Holanda. P r e ç o 8,75 
f lo r ins . — 1953. 

Este l i v r o de m u i t a u t i l idade para alunos de Esco
las T é c n i c a s , Universidades, Escolas Mi l i t a r e s , L a b o 

r a t ó r i o s etc. c o n t é m as seguintes t á b u a s de 5 d é c i 
mais quase todas : 

I — T á b u a das mantissas dos logar i tmos d é c i m a i s 
dos in te i ros de 1 -12009 . 

I b — T á b u a dos logar i tmos decimais (8 d é c i m a i s ) 
dos n ú m e r o s 1 4- i sendo i m ú l t i p l o de 0,0025 e 
desde 0,0025 a 0,08. 

I I — T á b u a dos logar i tmos das f u n ç õ e s t r i g o n o m é 
t r icas . 

I l l a — T a b e l a de c o n v e r s õ e s de grados em graus. 

I I I b— » » » inversa da anter ior . 

I I I c— » » » de radianos em grados. 

I I I d— » » » inversa da anter ior . 

I l l e— » » » de graus em radianos. 

I I I f— » » » inversa da anter ior . 

I V a—Valores naturais das f u n ç õ e s t r i g o n o m é t r i 
cas ( â n g u l o s dados em graus e radianos) . 

I V b — V a l o r e s naturais de c o t g a ( « < 3 ° ) e < / / p ( 9 7 ° < 
< P < 90°) de segundo a segundo. 

I V c—Valores naturais de co tg a (3 o <C a < 10°) e 
í.7 p (80° < P < 87°) de 10" em 10" com i n t e r p o l a ç ã o 
proporc ional . 

V — T á b u a s adicionais de: 

a l — logar i tmos naturais dos in te i ros de 1 — 9973, 
de 10" e I O - 1 1 ; a 2 — logar i tmos natura is de n ú m e 
ros p r i m o s : de 2 — 997; b — c o n v e r s ã o de logar i tmos 
naturais em d é c i m a i s ; c l — f u n ç ã o exponencial e" 
para x de 0,001 a 4,00; c 2 — f u n ç õ e s h i p e r b ó l i c a s 
senh a; e cosh x para x de 0,01 a 7,0; d — d i v i 
sores pr imos dos n ú m e r o s de 1 a 11197 ; e — P o t ê n -

1 
cias : n-, ri1, \/n, yn e — , d e l a 1000 

x ! 

f T * ' / 
J - o o t JO 

f - f u n -

e l o g 1 0 x ! ; 
f 0 0 cos t 

ção f a c t o r i a l x ! de x = — 1,0 a 0,99 
e' C" sen t 

f u n ç õ e s I — dt\ I dt o I dl 
t Jo t J , t 

com os seus desenvolvimentos em s é r i e ; h — f u n ç ã o 
2 rx 

- 7 = / e~'~ dt para x = 0,00 a x = 2,59 ; i — f u n -

ções de BESSEI . ; k — constantes: n ! de 1 a 10 e 
n:nl para os mesmos valores; m ú l t i p l o s e s u b m ú l -
t ip los de « e seus logar i tmos ete. 

Como se vê é um l i v r o que atende a mui tas neces
sidades daqueles que necessitam fazer laboriosos c á l 
culos em diversos ramos das m a t e m á t i c a s aplicadas. 
U m bom l i v r o , de boa a p r e s e n t a ç ã o g r á f i c a , de f ác i l 
consulta e ú t e i s dados. 

J . S. Paulo 
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Para os assinantes de Gazeta de Matemática ou de Portugaliae Mathematica 

estes p r e ç o s s ã o reduzidos a 60 Escudos e 48 Escudos, respectivamente. 

F U N D A M E N T O S D A G E O M E T R I A 
P O R D . H U B E R T 

T R A D U Ç Ã O D A 7 . * E D I Ç Ã O , P O R MARIA PILAR RIBEIRO E J. DA SILVA PAULO P R E Ç O : 4 0 E s c . 

Cap. I — Os cinco grupos de Axiomas. 
Cap. I I — A não contradição e independência mútua dos Axiomas. 
Cap. I l l — Teoria das jyroposições. 
Cap. I V — A teoria das áreas no plano. 
Cap. Y—Teorema de Desargues. 
Cap. V I — O Teorema de Pascal. 
Cap. V I I — As Construções Geométricas com base nos Axiomas TlV. 

I N T R O D U Ç Ã O À T E O R I A D O S A N É I S 
P O R J . G A S P A R T E I X E I R A 

2 . " E d i ç ã o d o C a d e r n o « A N É I S » d a J U N T A D E I N V E S T I G A Ç Ã O M A T E M Á T I C A 

Pedidos a : M O N S A N T O - L I S B O A 
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N O P R E L O : 

A T E O R I A D A R E L A T I V I D A D E 
ESPAÇO-TEMPO - GRAVITAÇÃO 

por R u y L u i z G o m e s 

CAPÍTULOS: 

As Leis fundamentais da Mecânica 
O comportamento da luz no vazio 
Relatividade Restrita 

Relatividade Geral 
Mecânica do ponto material 
Equações de gravitação 

E D I Ç Õ E S M O N S A N T O - L I S B O A 

O S A N Ú N C I O S D E S T E N Ú M E R O N A O S A O P A G O S 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 
T r ê s n ú m e r o s p u b l i c a d o s e m 1 9 5 3 

N ú m e r o a v u l s o : 17 e s c u d o s e 5 0 c e n t a v o s 

Assinatura relativa a 1954 (3 números) 40 escudos 

P O N T O S D E E X A M E 
U m a das secções permanentes da Gazeta de Mate

mática é c o n s t i t u í d a pelos pontos de M a t e m á t i c a do 
exame do 3." ciclo do ensino l iceal e de exames de 
a p t i d ã o às Universidades e pontos de exames de f r e 
q u ê n c i a e f ina is das cadeiras de m a t e m á t i c a das 
escolas superiores. 

2." EDIÇÃO DO VOL. II (N. 0 1 5 a 8) 
Cont inua aberta a i n s c r i ç ã o para a nova e d i ç ã o do 

ano I I da Gazela de Matemática ( n . 0 ' 5 a 8) ao p r e ç o 
de escudos 30. Esta nova ed i ção oferece aos leitores 
da Gazeta de Matemática a possibilidade de comple
tarem as suas colecções no formato e c a r a c t e r í s t i c a s 
actuais e com os textos cuidadosamente revistos. Logo 
que as i n sc r i ções a t i n j a m o n ú m e r o de 300, proceder-
- s e - á , à c o m p o s i ç ã o , i m p r e s s ã o e d i s t r i b u i ç ã o da nova 
e d i ç ã o do ano I I . Depois de publ icada, a segunda 
e d i ç ã o do volume I I s e r á vendida ao p r eço de escu
dos 40. 

C O N D I Ç Õ E S D E A S S I N A T U R A 
A a d m i n i s t r a ç ã o da Gazela de Matemática aceita, 

durante 1954 quando pedidas directamente, assinatu

ras de t r ê s n ú m e r o s , ao p r e ç o de escudos 40, para o que 
basta indicar o nome, a morada e o local da c o b r a n ç a . 
As assinaturas s ã o renovadas automaticamente no 
seu termo, salvo aviso p r é v i o em c o n t r á r i o . Todas as 
assinaturas t ê m in íc io com o pr imei ro n ú m e r o publ icado 
em cada ano. 

A S S I N A T U R A S G R A T U I T A S 
Todo o assinante que indique à a d m i n i s t r a ç ã o da 

Gazela de Matemática dez novos assinantes b e n e f i c i a r á 
de uma assinatura g r a t u i t a durante o ano seguinte 
ao da sua assinatura. 

N Ú M E R O S A T R A Z A D O S 
E s t ã o completamente esgotados os n ú m e r o s 5 a 11, 

13 e 14 da Gazeta de Matemática. Os restantes n ú 
meros são vendidos aos p r e ç o s seguintes: 
N . " ' 1-4 (2.* e d i ç ã o do ano I , no formato 
actual e com o texto cuidadosamente revisto) 40^00 
N . " 12 e 15 a 49, cada n ú m e r o 1 2 £ 5 0 
N.° 50 C 0 Í 0 0 
N.°* 51 a 5G, cada n ú m e r o 17#50 

A a d m i n i s t r a ç ã o da Gazeta de Matemática exe
cuta qualquer encomenda à c o b r a n ç a pelo correio. 

A N G A R I E A S S I N A N T E S P A R A 
A « G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A ) 

c o n c o r r e r á , a s s i m , para o m e l h o r a m e n t o 
de uma rev is ta sem o b j e c t i v o s c o m e r c i a i s 

P R E Ç O E S C . 1 7 $ 5 0 
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