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Os espacos Mmeétricos

0 método

Com a publicacdo do artigo intitulado, Os
espagos métricos e a andlise classica : o método
de ponto fixo, pretende a «Gazeta de Matema-
tica» criar uma seccdo onde, de maneira tanto
quanto possivel acessivel e completa, sejam
expostos certos temas de Matematica que
entram no quadro das disciplinas professadas
nas nossas Faculdades de Ciéncias embora,
pela extensdo dos programas dessas discipli-
nas, nem sempre nelas possam tomar o desen-
volvimento adequado.

A idéia néo é estranha aos objectivos que
sempre nortearam a «Gazeta de Matematica»,
pois o leitor pode facilmente encontrar em
numeros anteriores da revista trabalhos de
M. Zaluar Nunes, A. Sa da Costa e varios
outros colaboradores, escritos com essa ori-
entacdo. S6 6 novo o projecto de assiduidade
com que se pretendem publicar agora essas
exposi¢des, —e isso justifica, supomos, que
se crie uma sec¢do prépria onde hdo-de apa-
recer todos os trabalhos desta indole.

E claro que umaseccdo com estas caracte-
risticas ha-de ser dirigidasobretudo (ou exclu-
sivamente) aos estudantes de Matematica das
nossas Escolas Superiores. E para que ela,
na verdade, lhes interesse, deligenciaremos
fazer uma sistematizacdo clara da matéria de
cada artigo ; oferecer meios de trabalho atra-
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e a analise classica

fixo

vés duma bibliografia completa e escolhida;
e, finalmente, chamar a atencdo para proble-
mas que com o assunto da exposicdo se pren-
dem, dando também, quando for caso disso,
algumas das suas aplicacdes. Este plano nao
impde, entretanto, que se reproduzam demons-
tracdes demasiadamente longas, tiradas de
obras ou revistas de facil consulta ; em tais
casos, sord preferivel remeter o leitor para
esses escritos.

Nao ha davida que uma sec¢cdo desta natu-
reza vale na medida em que corresponde a
curiosidade ou as necessidades dos seus lei-
tores. Por isso, e independetemente dos arti-
gos que estdo previstos para serem publicados
nos préximos nameros, e cujos titulos se
indicardo mais abaixo, a «Gazeta de Matema.
tica» prestara toda a atencdo e procurara
atender as sugestfes que nesse sentido lhe
comuniguem os seus leitores, considerando-as
mesmo indispensaveis para garantir a vida da
nova seccao.

A seguir ao artigo acima citado, que foi
propositadamente escrito por J. Dionisio,
esperamos poder publicar os seguintes traba-
lhos : Equacdes diferenciais totais e equacdes
de derivadas parciais, por J. Farinha e
L. Albuquerque; A. algebra abstracta e a teo-
ria das matrizes, por J. Dionisio ;  Principais
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propriedades  da transformacdo de  Laplace,
por J. Farinha ; Teoremas fundamentais da
teoria da aproximagdo, por L .Albuquerque.
Mas o enunciado do titulo destes artigos nao
significa, porém, que nao possa ser dada a

§ 1. Espacos métricos.

Seja E um conjunto de elementos X,Y,Z,---
em que se encontra definida uma relacdo de
igualdade por virtude da qual dois elementos
X ey ousaoiguais, x=y, ou sao diferentes,
x=fry, gozando o caso de igualdade das pro-
priedades reflexiva (x=x), simétrica {x—y
implica y = xX) e transitiva (x —y e y =z
implicam x —z) .

Consideremos por exemplo o conjunto dos
pontos X,y,'-- de um plano. Seja O um
ponto determinado deste plano e digamos que
€ x=y se e sOse X ey sdopontos de uma
mesma circunferéncia de centro em O. Esta
relacdo O reflexiva, simétrica e transitivae
é por isso uma relacdo de igualdade.

A cada par ordenado (X, y) de elementos
do conjunto E fagamos corresponder um nu-

mero real 3(x.y) nas seguintes condigdes:
81) 8 (X, Yy =0 seesdse x=y,;
82) s (X,t/)<s (0s,8) + s (Y,2z).

Dizemos entdo que 3(x ,y) €é a distancia
dos elementos ou pontos X e y e que E é
um espago métrico. 3i e 3i sdo propriedades
conhecidas da distdncia de dois pontos em
geometria (a segunda 6 a desigualdade trian-
gular). Sao os axiomas de distdncia e destes
decorrem ainda duas propriedades igualmente
conhecidas :

5.) *<*,y)>o,

84) * (*, y) -

Se em 8, fizermos y = x vem 3(X, X) Z.
Z3(x  ,z) + 3(x ,z) = 23(x ,z) ou, por 3i,
0N 23(x,z) donde 3(x, )™ 0, que é 3,
com z em lugar de y .

* (y»») e
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preferéncia a qualquer outro assunto que, de
acordo com o0 que antes dissemos, nos seja
sugerido pelos leitores da «Gazeta de Mate-
matica».

L. Albuquerque, J. Dionisio e J. Farinha

Para deduzir $4 ponha-se z—x em 3;
usando novamente 3i vem 3(x ,y)Z.3(y ,X).
Trocando x e y nesta desigualdade (o que é
possivel por serem x e y arbitrarios) resulta
3(y, X)Z.3 (x,y). Tem-se portanto 3(x,y)Z
Z. 3(@y, X) Z.3(x, y) 0 que exige 0[x, y) =
=~3(y,x).

No conjunto do exemplo de ha pouco defi-
na-se 3(x ,y) = diferenca (em valor abso-
luto) dos raios das circunferéncias de centro
em O em que estdo situados os pontos x e
y. O leitor verificara que a funcao 3{x,y)
assim definida 6 uma distancia, isto é, que
ela satisfaz os axiomas 3i e $2.

Consideremos uma sucessdo \x)\ de pontos
Xi, X, ¢**,X, ,**+ de umespaco métrico E.
Dado um numero s> 0 e arbitrario, pode
acontecer que se tenha 0(x, ,X) < s para
além de uma certa ordem N(s), quer dizer,
sempre que m> iV(s) e n> A™e).

Dizemos entdo que a sucessdo [a?j do es-
paco métrico E verificaa condicdo de CAUCHY.

Um caso particular importante de sucess@es
que verificam a condi¢cdo de CAUCHY é o da-
quelas que admitemm um limite. A sucessao
\x,\  tem um limite x limx, =X ou X,-*X,

n—>00

quando, dado s>0 e arbitrario, existe uma
ordem A'(e) (dependente, como é natural,
de e) a partir da qual, ?£>iV(e), se tem
$(x,%x,)<e.

Suponhamos que \x\ admite outro limite
a?. E entdo 3(x, X)) < s a partir de outra
ordem N' (e). Tomando A™ igual ao maior
dos inteiros N e N' vem, usando ”2>
3(X ,x)z 3(X,x) -(-3(, xn) < 2e; mas
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S(X, x) € um numero determinado, ao passo
que s ¢ arbitrariamente pequeno, logo
5(x,x")=0, donde, por Six —x'. Conclui-
mos que nenhuma sucessdo pode ter mais
que um limite.

Demonstremos o que dissemos atras : que
sucessdao \x\ com limite x satisfaz a condi-
¢do de CAUCHY. Tomando uma ordem V(e)

tal que 0(Xx, X)) < — para n> N(s), temos

S(X, ,x,)"0 (X, ,X) + 5@, ,%X) <s
m > N(e) e n> iV(e).

Sucessdo que satisfaca a condicdo de CAU-
CHY pode, porém, nao admitir limite. E o que
se passa no conjunto dos numeros racionais
X,y, ee= metrizado com a distancia 5(x \y) =
= \x —vy\, sempre que a sucessdo conside-
rada tem limite e este é irracional. Mas ja
no caso dos nUmeros reais (com a mesma
fungdo de distancia) admitir limite € o mesmo
que satisfazer a condicdo de CAUCHY (teorema
de CAUCHY-BOLZAXO). Sempre que tal acon-
teca, dir-se-4 do espaco E que é um espacgo
métrico completo.

para

§ 2. Exemplos de espagos métricos
complet-os.

Vamos examinar neste paragrafo alguns
exemplos de espagos métricos completos que
adiante teremos necessidade de utilizar. Em
cada caso indicamos a funcdo de distancia
que se introduz, deixando ao leitor o cuidado
de verificar que ela satisfaz os axiomas o\ e

(1) Oespaco K,, das matrizes-colunas nx|1.
As definices fundamentais relativas as ma-
trizes-colunas

X = X 0
Xn
(a?i,#!,»ee nlmeros reais) sdo as seguintes.

Matriz nula, x = 0,
= @R =ee=x =0.

é aquela em que a7 =
As matrizes x e y séo

iguais se e s6 se a?;=y;(i=1, s ,ra). Soma
X +y das matrizes x e y é a nova matriz
de elementos xi + yi, e Xx-\-y. Produto
aa do numero real a. pela matriz x é ama-
triz com os elementos oca?, eee  <zX.

Mediante as defini¢bes anteriores as ma-
trizes nx 1 constituem um espaco linear.
Introduzindo neste espaco a funcgdo de dis-
tancia

n
oy - S IF —vil»

obtemos um espago métrico K,

A distancia do ponto (matriz-coluna) x ao
ponto zero (matriz nula) é, por definicdo, a
norma X\ de Xx: [x\= 5(x,0).

E evidente que

3(@?,y) = X — W
e que
x — <xy\ = \a\ \x — yj

(teorema de THALES em K, se interpretar-
mos as matrizes-colunas como vectores) .

K, é um espaco métrico completo.

Se a sucessao

IBO»>= ~X,~

Xmn

satisfaz a condicdo de CAUCHY |ar<>—IB* |< e,
n

isto é, 2
p>N(e), entdo cada uma das n sucessdes
de numeros reais \x,\ (*=1, **s ,n) satis-
faz a condicdo de CAUCHY e tem por isso li-
mite : Xi*mlimx,_, (i= 1,..».,n). Estes n
7710

limites Xi sdo as componentes de uma matriz’
-coluna x que é limite da sucessdo ic'™. Com
efeito, é

I'mi —x, I<s para m> N(s) e

desde que |X, — X, |< —(i= 1, **e,n), O
n

que se da a partir de uma ordem conveniente
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(2) O espago m das sucessdes limitadas.
Uma sucessdo de numeros reais diz-se
limitada quando existe um numero M=>0

tal que \\<M(i =12, ).

Designe m o conjunto das sucessfes reais
limitadas x = ,Y = \m\, *¢+ e metrizemos
este conjunto com a funcdo de distancia

*(*>V)—*»P||i—%|‘
i

A distancia 5(x,0)
norma \x\ dasucessdo @ :

é, por definicdo, a
1@ = sup |£].
|

0 espagco m 6 completo.

Seja ar<)= \\,,\ uma sucessdo do espacgo
m (isto €, uma sucessdo de sucessfes limita-
das de numeros reais: ENELL > eee £n, oo ;
; E21, £22, e+, E21, =) e suponhamos que ela
satisfaz a condi¢do de CAUCHY

3<»>w<) -supll, —\, I <s,
|

para m>2V(e) e w>2V(e). Temos entdo

*) ||'«*-fc»|<» o(*-.*.*»—) Para m,»>iV(.),

logo a sucessdo de nUmeros reais \u,\n,
satisfaz a condi¢cdo de CAUCHY.
Admite portanto um limite L+ E se fizermos
m -+ 00 em (*), mantendo n fixo, vem

’-oo’£»»’noo

**) |«r-6rt|<i («-1,9».¢¢) para n>.V(,).

Com os limites definimos uma sucesséo
X = Esta sucessdo é limitada, quer di-
zer, x6m. Na verdade, fixando n> N(s),
resulta de (**)

donde
ldl< |2« + o< -M, +
supondo
[-U<Jf. (»-1,2,..).
S6 resta mostrar que se tem x = limar,, .

n-»-00

Mas é o que resulta de (**):

i(x,x">) = suplli- £,i|<e para n>iV(e)

continuas num
real

(3) Oespagco C das fungoes
conjunto fechado. Seja < uma variavel
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com valores num conjunto fechado D e con-
sideremos o conjunto das funcdes reais de t
continuas em D: x=x(t) , y—y@®), z =
= z(t), *e=. Introduzindo a funcdo de dis-
tancia
S(a,y) = _sugux <- y®
e

obtemos um novo espa¢o métrico C.

0 espago C é completo.

Com efeito, seja |a;.(i)[ uma sucessdo de
CAUCHY em C. Dado s> 0, existe uma or-
dem N(s) a partir da qual se tem

B> M, ™ (@)= sup X, (9~ *®I<t
eo
e portanto

*) VX, (t)-x, (t)\<s (teD),

0 que mostra que a sucessdo de fung¢des con-
tinuas em D, xi(f), xi (t), ***, X%, (1), ***, O
uniformemente convergente em D. Existe

pois (no sentido do Céalculo) limx(t) =x (i),
«-00

e a funcdo x(t) 6 continua em D. Fazendo
m -*00 em (*), com n fixo, vem
Ix®—x, @< -
logo (sendo n> iV(s)),
A Q) - X O] <-,

sup 1 * (i) -
(6 2)

(* B
e isto mostra que a funcao x=x(t) € noes-
paco C limite da sucessdo jic,,(<)|.

§ 3. Teorema de Banach

A cada ponto x de umespa¢go métrico E
facamos corresponder um e um soé ponto X'
do mesmo espaco. Fica assim definidauma
funcdo x'= U(x) de dominio E e contrado-
minio em E, que se designa por transforma-
¢cdo ou operador U no espago E.

Diremos que U 6 um operador de contrac-
¢cdo quando setem

8(*'jy'X 18 (x,y) com 0< ¢g< 1,

quaisquer que sejam xeE e yeE.
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TEOREMA DE BANACH. Se TJé um  operador
de contraccdo num espagco métrico completo E ,
existe um e um sO6 ponto Xx*e E tal que
U (x*) = x*.

Por outras palavras. todo o operador de
contrac¢cao num espaco métrico completo pos-
sui um e um so6 ponto fixo x*.

Dem. Tome-se um ponto xo arbitrario e

construa-se a sucessao
(1) xi = U(X,) , X, = UXi) , e, X, = U(x._,)

Vamos mostrar que é uma sucessdo de CAU-
CHY. Em primeiro lugar verifiqguemos por
recorréncia que é

2) S (X, X)) < gT" 3(x,, X) .

Para n=1, (2)é trivial. E partindo da vera-
cidade de (2) deduzimos

5(iisiw)=S[ti(x,), t/(U]<
< g8 (X, , X,_,) < Q" 8xi , X0),

que é (2) com w-j-1 em vez de n.
Em segundo lugar, resulta da desigualdade

triangular (8 1, 5,) que, sendo n>m,
8 (X,,,X,) <8 (X, Xy_,) *+
+ 8 (Xyy_yy Xyy_,) * o 4 B(X,., , X)),

donde, usando (2),

80, ,X) < (=" 4 5'-" 4 see-r C-)8(X,,X.) .

Atendendo a que O0Z g< 1, temos
g+ g H 4~q N -0 —,
I —q
logo
3) 8 (X, s X)) < &l-q_m2 com ~=8(x!,x,).

Quando m ->s <x>, 0 segundo membro de (3)

tende para zero. Por consequéncia, a suces-
sdo (1) satisfaz a condi¢gdo de CAUCHT.
O ponto limite da sucessdo (1), x*= lima;,,,

TI->00

que existe por ser E um espac¢o completo, é

ponto fixo de U. Com efeito, temos

8[X,,U(x*)]<2 8K_, X",
donde
lim8[x,,,i7(x")]=0,
n-*00
quer dizer,
V(x*) = limx,, - Xx*.

n »o
Finalmente, se y* é outro ponto fixo de
U, temos
8(a*,y*) = 8[tf(x*), V (y)] < ¢8(x*,3%),

0 que s6 é possivel, por ser g< 1, se
S(x*y*) = 0 e portanto x* = y* : 0 ponto
fixo é Uunico.

Célculo aproximado do ponto fixo.

Se na desigualdade (3) fizermos n-»00 e se
trocarmos depois m por n obteremos

) TA L XX A
1-2

Esta desigualdade é importante. Com efeito,
construamos a sucessao (1) a partir de um
ponto arbitrario x,. Se tomarmos X, como
aproximag¢do do ponto fixo x* o0 segundo
membro de (4) dar-nos-4& um limite excedente
do erro cometido, avaliado este erro pela
distancia 5(x,, , x*) .

§ 4. Equacles integrais lineares.
A equagdo funcional
(@) <p) - (x)+ Xf

K(x,t), (t)dt,

em que <?@) representa a funcao desconhe-

cida, é a equacdo integral linear. O termo
livre f(x) e o nucleo K(xt) supoem-se
funcdes continuas no intervalo | =[a,b] e
no rectdngulo R==[aZ. xZb ,aZ tZ b],

respectivamente.

TEOREMA. A equagdo (1) admite uma e uma
s6 solugdo continua <p (X) em | sempre que

M < M-m%x|K(x,t)|.

Y (J—aS‘



Dem. No espaco métrico completo C das
fungbes continuas 9(ar),4 (X), *s= no inter-
valo / a transformacéao

& (x)-1(*) +X 1 K (x,0) <p@ dt

define um operador U(<p)= <\>. Temos

[%(x)-4.4 («)1- xj "Tix.0OTiW-ftWiif

lyi(i)-2*(«>W=,

<X | M
e por conseguinte

8[17(Ti), Vif,)l= 8(+1, <) - sup |

x e X

< IxI M- a)“?l,/lph, ®W- PRI

- IXI'M (6- a) 8 (<pi, <p)

= 28 («pi, <)
com g—111M (h—a). Se 111< 7

Mb—3a)

¢ g< 1; U é um operador de contracgdo e
admite por isso, em virtude do teorema de
BAXACH, um ponto fixo & (ar), fungdo conti-
nua em /. O teorema esta provado.

- .1

O cal/cu/o das
do

por Gustavo

3. Resolucgdes.

Todas as questdes que foram surgindo estéo
ja resolvidas, ou vao ser resolvidas facilmente
se somente admitirmos a teorizagdo anterior.
Assim a partilha das 64 pistolas devendo
fazer-se segundo os valores actuariais das
posi¢cdes, segundo as expectacbes dos jogado-
res, bastard que se calcule a probabilidade
que cada tem de ganhar (ou, em rigor, a pro-
babilidade dum deles). O jogador que ja tem

probabilidades

comportamento
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Célculo aproximado da solugéo.
Escolhido para ponto inicial em C a funcéo
identicamente nula a>o(ar)=0, a sucessdo

[»»

<PM (X) = /(X) + XJ K (X ,t)f, (t) dt

converge uniformemente para a solucdo 9 (ar).
E tomando <?(x) como aproximacao de cp(x)
um limite excedente do erro cometido sera

dado pelo segundo membro da desigualdade

5P| I (- (1< T

onde ff = I)IM{b — a) e k= max |/(ar) |.
ae/

Exemplo. Considere a equacdo integral

= * +

t(») J, e, (odi.

Verifique que possui uma e uma s6 solugéo
continua ?(ar) no intervalo [0, 1J. Calcule a
segunda iteragdo ?2(ar) e mostre que ela da

a solucdo daequacdo com erro inferioral O °.

(Continua no préximo numero)

e a teorizacao

econémico

de Castro

(Continuagdo do N.° GO0-01)

dois pontos poderia ganhar em duas linhas
de acontecimentos, ou na |° partida ou na
2* (neste caso, se o outro jogador fosse ga-
nhar a primeirapartida e perder a segunda) ;
a sua probabilidade de ganho, soma das que
correspondem as duas modalidades, a segunda
das quais é uma sucessdo de acontecimentos, é:

11 1. 3
o 2 2" 2 4"

O jogador que tem um ponto s6 ganharia se
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fizesse as duas partidas consecutivas, e a sua
probabilidade é

(que se poderia obter como 1 — pi).
As expectacles sdo portanto

« =,, 8 =- 964 =48
4

en=pi S= —+64 =16 .
4

A solucdo de PASCAL é evidentemente menos
clara, mas nao deixa de ter interesse ; pri-
meiro porque é engenhosa e depois porgue
nos permitird sentir a dificuldade dos primei-
ros passos, Ndo se VA& supor que as regras
que vimos enunciando aparecem claras e ex-
plitas logo em PASCAL e FERMAT. Na verdade
sO lentamente foram aparecendo; a regra do
produto das probabilidades, por exemplo, s6
aparece publicada por MOIVRE no século
seguinte.

PASCAL, depois de observar que, se o joga-
dor que tem um sé ponto ganhasse a partida
imediata, o bolo poderia ser entdo dividido
ao meio — porque ambos passariam a estar
(com dois pontos) em igualdade de circuns-
tancias —imagina o que tem dois pontos fa-
lando assim : «.Por mim, estou sempre seguro
de 32 pistolas ; quanto as outras 32, talvez as
ganhe e talvez ndo, e as chances sado iguais.
Dividamos pois igualmente estas 32 pistolas ;
e da-me também as 32 de que estou seguro*.

PASCAL, nem FERMAT, ndo apura o conceito
de expectacdo, o que HUYGENS havia de con.
seguir no seu livro trés anos mais tarde. Aqui,
outra vez, CARDAXO parece ter andado um
século antes muito préximo da visdo clara
das coisas quando no capitulo 14 do seu Liber
de Ludo Aleae dé a regra das paradas em
jogos equitativos nestes termos: .Existe pois
uma regra geral, que é a seguinte:  considere-se
o total dos casos igualmente possiveis e 0 nu-

mero dos que representam
veis ; compare-se

resultados favora-
este nimero com o dos res-
tantes e facam-se as apostas nesta  proporgdo
para que se jogue equitativamente'».

Vejamos agora o valor duma posi¢do de X
no vermelho. Visto que a probabilidade de
ganhar 6 18/37 (18 vermelhos contra 18 ne-
gros mais o zero da banca), visto que com x
no vermelho se ganha 2 x (saindo o verme-
lho), entdo a expectacdo é

36
e= — *X

A quebra 6 pois de 1/37 do que se arrisca
e passa a constituir o lucro do banqueiro.

0 jogador que aposta 2 num cavalo tem
uma expectacdo de

A.36 = ~.2
37 37

porque tem 2 numeros em 37 e recebe 18
vezes a parada, se ganhar. Se também aposta
3 numa dizia tem ainda mais a expectacgdo

9-M.S,
37 37

0 que da a sua posicdo um valor actuarial
que 6 36/37 de todo o dinheiro que arriscou

N2+ N3 =

. N5
37 37 37

Do mesmo modo, um jogador que aposta 3
numa quadra tem dai uma expectacdo de

A .27T= — 3
37 37

e se também apostou 2 no vermelho a expec-
tacao total ¢

N2 +2~.3 = N5,
37 37 37

0s mesmos 35/36 do que apostou ao todo.
Vé-se pois nestes exemplos (e demonstra-se
na generalidade mediante uma generalizacao



6bvia das convenc¢des anteriores) que, quando
dois jogadores jogam a moeda as suas posi¢des
na roleta, 0jogo éequitativo se estdo apostadas
iguais quantias. Qualquer sentimento de que
isto ndo é aceitavel deverd chamar a nossa
atencdo para o principio de BERNOULLI e a
definicdo de jogo equitativo, e nédo sobre o
Calculo das Probabilidades ; este tira aqui as
consequéncias dos principios que as pessoas
aceitam e nada mais.

A probabilidade da menor de 7 no lanca-
mento de dois dados é 15/36 e o valor actua-
rial de x escudos jogados nela (contra o dobro)
é 30/36 dos x escudos ; ha portanto uma que-
bra de 1/6. Mais vale pois jogar na cor a
roleta do que na menor com dois dados.

Quanto ao que vale mais, se apostar na cor
se no pleno, ser ou ndo um jogador das
grandes chances, considere-se (0 que é sem-
pre 0o mesmo com nova forma) que uma
quantia jogada a roleta reduz-se a 36/37 do
seu valor, qualquer que seja o jogo feito, para
quem aceite o principio de BERNOULLI; quando
se queira aceitar o principio de BERNOULLI
é indiferente a combinagdo em que se faz uma

aposta a roleta.

0 quadro seguinte regista as apostas em
que um capital é investido numa s6 paradae
num jogo simples.

Prémios, probabilidades e expectagdes correspon-
dentes a uma aposta simples de x escudos a roleta,
conforme o jogo feito

Jogo Prémio Probabilidade Expectacao
pleno . 36 x 1/37
cavalo 18 x 2137
rua .. 12 x 3/37
quadra 9x 4/37
linha . 6 X 6/37
dazia 3x 12/37
coluna 3x 12/37
maior—menor 2 X 18/37
cor . . . . 2X 18/37
par —Impar 2x 18/37
cavalo nadlzia 3/2 x 24/37
cavalo nacoluna 3/2 x 24/37 a
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Observe-se que estes resultados sao inde-
pendentes da reserva do zero para a casa.
E perfeitamente indiferente que o zero seja
ou nao reservado, se reserve outro ndmero
em vez dele ou se ndo reserve nenhum,
enquanto forem 37 o0s casos possiveis e o
prémio seja calculado multiplicando a parada
pelo cociente de 36 pelo niumero de numeros
que constituem a combina¢do em que se aposta.

Quando ha desdobramento duma quantia
em diversas paradas, a definicdo do valor
actuarial da aposta e os resultados anteriores
arrastam que seja sempre de 36/37 o factor
de reducdo do valor facial ao valor actuarial,
no instante a partir do qual se ndo podem
fazer nem desfazer paradas, desde o «nada
mais» até que a bola pare.

Tudo isto leva a considerar que um certo
capital que se decidiu apostar a roleta, num
ou mais jogos, numa ou mais paradas, qual-
quer que seja o sistema de jogo, ou sem sis-
tema ao sabor da inspiracdo, tem um valor
em numerario de 36/37 do seu valor nominal.
Se 0 meu devedor tivesse, por extravagante
disposicdo testamentdria, que apostar um
legado x, eu poderia aceitar o ganho aleat6-
rio das suas apostas como uma prestacao de
36/37 *x a abater a divida; como disse POIS-
SON auma pessoa deve considerar uma expec-
tacdo como um bem que é seu e inclui-la no
inventario da fortuna proépria».

E esta afirmacdo, propositadamente pe-
remptdria, que ndo seria aceitavel como regra
de conduta por muitas pessoas. Quero dizer
que muitas pessoas nédo aceitariam a combi-
nacdo anterior, ou no lugar do devedor ou
no lugar do credor. H4& quem pense que vale
sempre mais um passaro na méao do que dois
a voar ; ha quem pense que quem nao arrisca
nao petisca. Ha reac¢des diferentes a reali-
dade de que quem nao apostou ndo perdeu
nem ganhou ; uns pensando no sossego de
quem ndao perde, outros na alegria de quem
ganha.

Uns créem na possibilidade dum sistema



GAZETA DE MATEMATICA

de jogo susceptivel de aumentar o valor alea-
torio do dinheiro que vao apostar, surpreen-
dendo a incuria dos industriais ou os humores
do Acaso. Outros acham que, nas suas circuns-
tancias, uma probabilidade de 1 para 1.000
de ganhar mil contos n&o é equivalente a
probabilidade de 1 para 10 de ganhar dez
contos, ou mesmo uma nota de conto namao.
Para outros ainda o jogo nédo é s6 um investi-
mento mas um aspecto valioso do seu sistema de
vida e preferem ou ganhar depressa ou per-
der devagar ; e ndo entendem guiar-se por
principios abstractos que nao olhem ao seu
sistema de valores.

Postas assim as coisas, s6 os que querem
surpreender o Acaso ou o0s industriais nao
tem razdo, porque a roleta «se nao tem cons-
ciéncia também nao tem memoria», e as coisas
sdo efectivamente tao simples e tao claras que
nenhum industrial se engana. Onde se ouviu
que algum dono duma mesa de jogo explo-
rasse outro sistema de jogo se ndo o que se
funda na indiferenca de todos os sistemas ?
Nem os industriais sdo incautos nem o Acaso
perscrutdvel no caso individual.

4. A discussdo do principio de Bernoulli.

Como foi repetido, quando se precise de
mais esclarecimentos porque nos pareca que
as regras deduzidas nos ndo convenham, a
nossa atencdo deve recair sobre o principio
de BERNOULLI, que deve ser entendido em si
e julgado pelas suas consequéncias. Algumas
das suas consequéncias sdo teoricamente previ-
siveis; destas nos vamos ocupar no seguimento.

Punhamos pois a questdo : que promessas,
que garantias arrasta a aceitacdo daestrutura
tedrica relativa ao dominio do aleatério e das
normas de accdo que lhe junta o principio
de BERNOULLI?

E aqui que o Calculo das Probabilidades
tem um novo surto para seguir o qual- tere-
mos que fazer algumas definicdes.

Chamemos jogo de conta um jogo de azar

em que, pela sua defini¢cdo, os jogadores se
obrigam a um numero certo N de partidas e
aceitam que os pagamentos se facam pelo
saldo final. Chamemos jogo favoravel a um
jogador um jogo de conta tal que, por fixa-
cdo conveniente do numero N~de partidas, o
jogador tem uma probabilidade igual ou maior
que po de ganhar uma fortuna igual ou maior
que F, sendo estes valores previamente arbi-
trados por ele para o conveniente calculo
de N.

Isto quer dizer que, se um jogo me O
favoravel e eu pretendo ter uma probabili-
dade de 9.999 em 10.000 de ganhar 200 con-
tos, é possivel calcular o nimero de partidas
que me garante o que pretendo, se as contas
forem feitas no fim. Se aceitarmos pois, a
que uma probabilidade de 9.999 em 10.000
pode ser uma certeza suficiente na situacao
em que decorre 0 jogo, poOssO eu ter a certe-
teza (pratica) de alcancar a fortuna que pro-
curo entrando no jogo ; posso desprezar a
possibilidade de perder, por graves que sejam
as consequéncias, desde que a consideracao
destas tenha intervido na fixacdo da certeza
(pratica) indispensavel.

Quando duma urna com 9.999 bolas bran-
cas e 1 preta, bem misturadas, eu afirmo que
vou tirar a bola branca, faco uma afirmacéo
cuja certeza pratica é de 9.999 por 10.000.
A fixacdo do nUumero de partidas num jogo
favoravel pode dar-me a mesma certeza de
obter o que quero, e o0 modelo da urna pode
ajudar-me a fixar a certeza que exijo — tudo
isto admitindo ser possivel jogar o tal nimero
de partidas.

S6 resta ter uma regra para reconhecer 0s
jogos favoraveis para o problema de viabili-
dade da exploracdo industrial estar resolvido,
em principio, visto que 0s jogos aceitaveis
sdo evidentemente exploraveis industrialmente
quando certos pormenores se possam resolver
a contento, sobretudo os relativos a duracdo
das partidas e portanto a previsdo de rendi-
mentos. A regra é dada pelo seguinte teorema:



10

Se num jogo de conta o valor actua-
rial da parada dumjogador € superior ao seu
valor facial, se a expectacdo € superior a pa-
rada, ojogo éfavordvel ao jogador.

Esta proposi¢do, consequéncia da lei dos
grandes numeros que BERNOULLI estabeleceu,
é a chave da discusdo do principio de BER-
NOULLI. E por forga dela que a introducéo
do conceito de expectacdo se revela fecunda
e é a luz dela que alguns dos celebrados
paradoxos do Calculo das Probabilidades se
resolvem.

Estes paradoxos agrupam-se em torno de
dois centros : para um lado os que fazem
pesar a «utilidade», ou pdem em causa a pro-
babilidade como grau de convencimento, para
outro os que fazem intervir problemas de
tduracdo» e de «ruina». Assim, se num jogo
favoravel, o numero de partidas que calculo
para me garantir ndo pode realizar-se num
lapso conveniente, tudo o que dissemos esté
prejudicado, e a vantagem que vem do jogo
ser teoricamente favoravel pode ser anulada
por outras feicfes. Por outro lado, se num
jogo em que a minha expectacdo é superior
a parada eu pago no fim de cada partida,
pode acontecer que seja consideravel a pro-
babilidade de que me arruine antes de fazer
valer a vantagem.

Ainda: quando sé se tem dinheiro para
comprar um p&o nem sempre se estd disposto
a joga-lo, num jogo alias vantajoso, contra o
preco dum Cadillac ; e se sé vou jogar uma
partida, toda esta especulacdo tem de come-
car do principio e é controverso que guarde
um grande sentido, que seja razodavel falar-se
de probabilidade.

Voltando a «utilidade». Se, tendo 20 escu-
dos, jogo 1 escudo contra 2 num jogo equi-
tativo, é igualmente provéavel que perca o 20°
escudo ou ganhe o 21°— ora estes escudos as
mais das vezes ndo tém para mim o mesmo
valor e o0 jogo ndo se me afigura equitativo.
Se 0 mesmo acontece ao meu adversario nao
se V& como possam existir jogos equitativos.
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Diz BERTRAND : «Poisson vai longe demais.
O homem que numa questdo tem nove chances
em dez de perder mas que, em caso de ganho,
receberia um milhdo, mentiria se dissesse que
tem 100.000 francos. Um homem  prudente
recusar-se-ia a emprestar-lne 500 sobre essa
garantia. A sua expectacdo vale 100.000 fran-
cos, mas verosimilmente ndo encontrard com-
pradora.

Percebe-se pois que se introduzam os jogos
de conta para afastar os problemas de
ruina. Quando a grande fortuna do jogador
diminua a probabilidade da ruina no sentido
que indicAmos ou quando certas precaucdes,
limitando a velocidade do ganho, possam di-
minuir essa probabilidade para a duragéo
que se prevé, pode a limitagdo ser afas
tada. Somos sempre porém de opinido que
a teoria dos jogos de azar, que toma o
conceito de expectacdo e o principio de BER-
NOULLI como fulcro, supde jogos suficiente-
mente repetidos em que duma maneira ou
doutra se minimiza a probabilidade de ruina;
e jogos a dinheiro no sentido habitual. Os
rios de tinta que continuam a correr sobre os
méritos e deméritos, num sentido absoluto,
do principio de BERNOULLI secardo um diada
maneira do costume ; pelo esclarecimento dos
seus méritos e deméritos relativos as situacgdes
concretas que interesse teorizar.

O principio de BERNOULLI continuara toda-
via a gizar as ac¢bBes de quem quizer fazer
fortuna ao jogo de azar desde que :

(i) as contas se fagam no fim ;

(it) seja permitido e vidvel fixar o numero
de partidas;

(m) se calcule esse numero por forma a
garantir, com certeza considerada sufi-
ciente (em face dos possiveis revezes),
uma fortuna suficiente; uma e outra
sendo numeros que se arbitram, uma
probabilidade e um montante.
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Como se vai ver com mais clareza na dis-
cussdo do paradoxo de S. PETERSBUIIGO, nao
é razoavel, dum ponto de vista econdmico,
que alguém tenha dificuldade em apostar até
a propria cabeca segundo o que estabelece o
principio de BERNOULLI nos casos que cons-
tituem o dominio deste principio. Outro tanto
poderd nao acontecer fora deles, mas isso nao
deve espantar ninguém : a mesma sorte tem
todos os principios, que nunca dispensam o
descernimento de quem os utiliza.

De resto, nem tudo sdo jogos de azar e o
tponto de vista econémico» nao é felizmente
0 Unico ponto de vista; sobre certos valores
ndo se pode discorrer como sobre a moeda
batida, eis o que nos lembra BERTRAND no
caso que contrapde ao paradoxo que iremos
considerar.

nNum problema mais célebre e mais grave o
que estava emjogo era a vida humana. A ino-
culacdo era, antes da vacina, o melhor partido
que se podia tomar contra a variola, mas um
inoculado em 200 morria das sequelas da ope-
racdo. Alguns hesitavam ; Daniel Bernoulli,
gedémetra impassivel, calculava doutamente a
vida média, encontrava-a acrescida de trés anos
e declarava silogisticamente  a inoculagdo ben-
fazeja. D'Alembert, sempre hostil a teoria do
jogo que nunca compreendeu, repelia, com
muita razdo desta vez, a aplicacdo que se lhe
queria dar : 'Suponhamos —dizia ele —que a
vida média de um homem de trinta anos seja

outros trinta anos, e que ele possa  razoavel-
mente esperar viver ainda trinta anos abando-
nando-se a natureza e deixando de se inocular.

Suponho ainda que, submetendo-se a operagao,
a vida média seja de trinta e quatro anos.

N&o serd patente que para julgar da vantagem
da inoculacdo nado bastara comparar a vida
média de trinta e quatro anos a vida média de
trinta, mas serd necessario comparar O TisCoO
de 1 para 200, a que se expem de morrer num
més pela inoculagdo, a vantagem longinqua de
viver mais quatro anos ao Jim de sessenta V
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Argumenta-se ~ mal para esgotar  questdes
destas : suponhamos que se possa, com uma
operagdo, aumentar avida humana de quarenta

anos em vez de quatro, com a condi¢do de que
uma morte imediata ameaga um quarto dos ope-
rados ; com um quarto das vidas  sacrificado
para dobrar os trés outros o lucro é grande.
Quem o quererd colher f Que médico fara a
operagdo ? Quem se encarregara, aliciando para
isso  4.000 habitantes  robustos e  saudaveis
duma mesma comuna, de encomendar para O
dia seguinte os 1.000 caixdes ? Quedirector de
colégio ousaria anunciar a 50 mées, que deci-
dido a duplicar a vida média dos seus 200
alunos, jogou por eles este jogo vantajoso em
que os seus filhos perderam ? Os pais mais
prudentes  aceitariam 1 chance em 200; ne-
nhum, sobre a fé de nenhum célculo, se exporia
a 1 chance em 4*.

5. O Paradoxo de S- Perersburgo.

Suponhamos 0 jogo seguinte. Um jogador
J compra com uma entrada € o direito a
jogar uma partida com o banqueiro B. A
partida consiste em sucessivos lancamentos
duma moeda boa até que finalmente apareca
uma face C («cara» ou «caravela», por exem-
plo). O banqueiro B no fim duma partida
que teve n langcamentos paga 2''-' escudos ao
jogador J.

Assim, por exemplo, J paga 1.000 escudos
a B como entrada. B langa a moeda e se sai
C, logo a primeira, paga 1escudo a J; se a
primeira sai X («escudo» ou «cruz», por
exemplo), B lan¢a de novo a moeda e saindo
agora C, a segunda, paga 2 escudos; se na 2°
como na 1* sai X,B langa 3* vez a moeda
para pagar 2° = 4 se finalmente sair C, ou
continuar se ndo; Beé a 4* vez que sai C,
entdo J recebe 2° = 8 escudos. E assim por
ai fora, indicando-se no quadro seguinte os
ganhos de J conforme o numero de lanca-
mentos da partidae as probabilidades corres-
pondentes para 0s primeiros casos.
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Lanca- Probabi- Expeeta-
men%os Ganhos lidades (?Oos
i i 1/2 1/2
2 2 1/4 1/2
3 4 1/8 1/2
4 8 1/16 1/2
ff 16 1/32 1/2
6 32 1/64 1/2
7 64 1/128 1/2
8 128 1/256 1/2
9 256 1/512 1/2
10 512 1/1024 1/2
11 1024 1/2048 1/2

Olhando para este quadro parece a algumas
pessoas que se paga demais para jogar uma
partida, visto que, para se nao perder dinheiro,
seria preciso que saissem 10 cruzes seguidas,
0 que é uma série com a probabilidade de
1/1.000 (mais precisamente, 1/1.024). A pes-
soa que tendo 1.000 contos fosse jogar 1.000
partidas poderia temer ganhar 24 escudos
numa delas e perder os restantes 999 contos,
sem ter de que se queixar.

Também é verdade que saidas 10 cruzes
e a moeda nédo tendo memdria, poderiam sair
mais algumas, e osganhos serem entdo muito

grandes. E o que se observa no quadro
seguinte.
«Cruzes» Probabilida- Ganhos
além das  des (supondo jigidos
primeiras 10 saidas as10  (em contos)
primeiras)
i 1/2 i
2 1/4 3
3 1/8 7
4 1/16 15
5 1/32 32
6 1/64 65
7 1/128 130
8 1/256 261
9 1/512 523
10 1/1024 1048

Vé-se pois que, com outra série de 10 cru-
zes,0 jogador estaria seguro de ficar em casa
e teria a sua frente a possibilidade dum bom
ganho ; de novo se dira aqui que, tendo saido
20 cruzes, a probabilidade de mais uma ¢ 1/2.
Ora se saisse mais uma dobrava-se o capital
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inicial ; e se saisse s6 mais uma (e porque nao,
chegados ali?) quadruplicava-se.Etc.

Em pouco os lucros tornam-se fabulosos:
recorde-se como, segundo alenda, o inventor
do xadrés esgotou as possibilidades dum X a
inacreditavelmente rico pedindo 1gréo de trigo
na primeira casa do tabuleiro, 2 nasegunda,
4 na terceira, e assim por ai fora— dupli-
cando sempre. Outros tantos escudos, menos
um so, deveria pagar o banqueiro se saissem
64 «cruzes» antes da «cara».

Tudo isto supondo que o jogador tinha
1.000 contos para arriscar. A perspectiva
seria menos brilhante para um jogador que
sO tivesse 100.

Parece entdo, dir-se-4, quechegou o mo-
mento de experimentar a «teoria matematica
dos jogos de azar». O que diz ela que se faca?

Segundo o que vimos devera calcular-se a
expectacdo de J quando entra na partida;
esta expectacdo, sendo a soma dos produtos
das quantias que pode ganhar pelas probabi-
lidades respectivas, produtos todos iguais a
1/2 , é infinita portanto.

A interpretacdo deste resultado sempre
pareceu evidente: a teoria dos jogos de azar
indica a J que aceite jogar por qualquer
preco—a sua expectacdo, infinita, farAcom
que ojogo lhe seja vantajoso, pois que compra
por uma qualquer quantia uma fortuna sem
limites.

O paradoxo esta em que O senso comum
se ergue contra a regra aa. Ciéncia : se esta
nos diz que as pessoas devem comprar sempre
a entrada, parece que nenhum homem prudente
estara disposto aarriscar uma quantia elevada,
a pagar a entrada por quantia de qualquer
vulto. A verdade parece mentira e o senti-
mento do homem op0&e-se a proépria razdo.

Este paradoxo estava destinado a uma
enorme celebridade, ndo so6 pelo vigorcom
que aponta para a relatividade do principio
de BERNOULLI, mas até por um ou outro por-
menor, essencialmente insignificante, que des-
trai a anélise do seu fim util ; certamente
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também porque sobrevindo, sugestivo, nos
primeiros passos duma disciplina um tanto
subtil (cuja legitimidade eraposta em davida
por espiritos, justamente famosos, mesmo em
passagens mais elementares), ndo deixariade
avolumar as discussdes. Oinevitavel D'ALEM-
BERT dele diria, em 1768, para sublinhar as
incongruéncias dum Calculo em que néo acre-
ditava : «Conheco pelo menos cinco ou seis so-
lugbes nenhuma das quais esta de acordo com
as outras e das quais nenhuma me parece sa-
tisfatoria».

Para comecar, vejamos a mais superficial
das perplexidades, a que assaltaria o leitor
menos conhecedor da histéria das matematicas
quando deparasse com o seguinte sumario,
tragado descuidadamente por um matematico
distraido: «O paradoxo de S. Petersburgo,
em que assenta a mais popular das criticas
ao principio de BERNOULLI, deve a sua cele-
bridade a BERNOULLI ; j& porém teria sido
discutido por BERNOULLI e talvez mesmo
por BERNOULLI».

O matematico distraido estaria, assaz justa-
mente, a atribuir o principio que nos ocupa a
JACOB BERNOULLI (1654-1705), o mais velho
da ilustre familia de matematicos suigos(’). Eo
autor do primeiro grande tratado, o <iArs
coniectandin, tratado que publica postuma-
mente, em 1713, o sobrinho NICOLAU BER-
NOULLI (1687-1759), onde aparece descoberta a
lei dos grandes numeros. Estaria também a
recordar-se da correspondéncia entre este
NICOLAU e MONTMORT, onde se propde varios
jogos em que a expectacdo 6 a soma duma
série ; e a correspondéncia entre CRAMER e
NICOLAU, em que CRAMER propde duas expli-
ca¢bBes para o paradoxo. Estaria ainda a pen-
sar que, dada a atencao devotada por NICOLAU
a obra de seu tio JACOB, e a amplidao desta

(*) Comigual justica o atribuiria a IIUYQKNS
ou a LEIBNIZ. Umaforma mais geral, cuja discusséo
prossegue acesamente em nossos dias, vem de JACOB
BERNOULLI; para simplificar podemo-nos ficar por este.

13

obra, nao seria impossivel que deste viesse
tudo. Finalmente, reconheceria que 6 a DANIEL
BERNOULLI, outro sobrinho de JACOB, e primo
de NICOLAU, que se deve o alargamento da
discussdo com a publicacdo em 1738, nos
Comentani  Academiae  Scientiaram Imperialis
Petropolitanae, da memoéria onde expde a sua
teoria daesperanca moral que LAPLACE have-
ria de adoptar, com exclusdo da expectacdo
de HUYGENS. A teoria 6 aplicada & explicagao
do paradoxo que ficacom o nome que o vincula
a Academia de S. Petersburgo.

Agora ao jogo. Uma circunstancia que se
tem analisado na esperanca deseesclarecerem
as coisas é a de serinfinita a expectacdo de J.
Se a sua interpretacdo para quem queira obter
do principio de BERNOULLI uma regra para J
nao parece oferecer dificuldades, o mesmo
ndo acontece quando se olha a questdo do
ponto de vista dasolvéncia do banqueiro. Na
realidade, uma expectag¢do infinita para J
significa que B assume compromissos para
além das suas possibilidades ; como o Xa da
Pérsia nao poude recompensar o inventor,
assim o banqueiro deixard de poder pagar
nos casos em que se realizaria a vantagem
de J.

Suponhamos, por exemplo, que a fortuna
de B 6 de um milhdo de contos ; o maior paga-
mento que B pode fazer sera entdo de 2°*°
escudos, e 0 jogo que pode honestamente abrir
ndo deve ter mais de 30lancamentos e sera,
por exemplo, o seguinte : B langa 30 vezes
um dado e paga aJ a soma de 2"-* escudos
se a primeira «cara» aparece no lancamento
7i, e 2°° escudos se Nnao aparecer «cara».

A expectacdo de J neste jogo é

i)+ -+ -+ - X2
9 930
(30 Tezes) O &

e 0 jogo 6-lhe desfavoravel se a entradafor
superior a 15$50.
Dir-se-4 que o banqueiro ndo 06 suficiente-
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mente rico. Imaginémo-lo pois com a fortuna
de 100 milhbdes de contos, o que o coloca
entre 0os homens mais ricos do planeta: em
vez de ter de limitar o jogo a 30 langamentos,
podera honestamente alarga-lo a 37 ; a expec-
tagdo de J subira de 15#50 para 19(500.

Estamos pois na mesma ; o jogador que
aceitasse pagar um conto de entrada seria
muito imprudente. SuponhamoB mesmo que J
joga contra toda a humanidade e que cada
um dos 2,4 bilides era tdo rico como
0 banqueiro de ha pouco ; poderiamos entéo
fixar para a partida um maximo de 68 lanca-
mentos e a expectagdo de J seria quase de
40)500. . .e ficaria ainda muito longe do conto.

V6-se pois que a insolvéncia do banqueiro
é um aspecto essencial que interfere com o
principio de BERNOULLI ; em vez porém de o
invalidar s6 o enriquece com a evidenciagao
das condicfes que o validam.

Este resultado, contudo, embora concorra
nas apreensdes dos que n&o aceitavam jogar
por um preco elevado, nao justifica essas
apreensdes ; estas provém mais do tipo de
consideracdes que fizemos no inicio em que
pesa a improbabilidade de qualquer lucro, a
previsdo duma ruina sobrevindo antes de se
poder verificar o improvavel ganho e ainda,
talvez, a lentiddo do jogo que (mesmo ex-
cluida a hipotese da ruina) ndo deixa lugar
a esperancas. O jogo parece inaceitavel mes-
mo que por detras do banqueiro estivessem
todas as riquezas concebiveis ; como observa
BERTRAND, a dificuldade que vem da limi-
tacdo da fortuna do banqueiro nédo 6 essen-
cial : nQuelle que soit la dette.. .la plume peut
I'écrire, on réglera les comptes sur le papier;
la théorie triomphera s'ils confirment ses pres-
criptions™.

Para arrumar definitivamente este aspecto
nada nos impede de inventar um novo jogo
que, guardando todo o essencial, se defenda
daquele lado : J aposta com B uma quantia
elevada que ganhard se, jogando o jogo de
S. PETERSBURGO com uma entrada ficticia e

GAZETA D E MATEMATICA
(qualquer mas fixada), o seu ganho liquido
ficticio ultrapasse uma quantia Q (qualquer
mas fixada).

Nestas condicdes o jogo é favoravel a J
no sentido que utilizamos atras: impondo o
numero de partidas que vai jogar, J ficara
seguro (com a seguranca que quizer e para
a qual calculou aquele numero) de ganhar a
aposta. O principio de BERNOULLI deu-lhe a
boa indica¢do ; ndo ha que pleitar o desinte-
resse como fez BERTRAND dizendo : «La théo-
rie pourtant est irréprochable ; il n'est pas
juste de lui opposer ['absurdité de ses conseils:
elle n'en donne pas».

Para nos convencermos do que fica dito,
suponha-se que se védo fazer 2" partidas. O
nosso jogador «esperard» que em metade das
partidas sai a «cara» logo a primeira, pois que
é 1/2 a probabilidade de que isso aconteca;
que em metade das restantes sai a «cara» a
segunda, pela mesma razdo ; e em metade
das outras, «cara» a terceira; etc. Por cada
uma das primeiras receberd 1 escudo ; por
cada das segundas, 2 ; por cada das terceiras,
2*: etc. ; 0 que lhe dd um ganho esperado
de 2"* em cada caso. O quadro seguinte
ordena o que acaba de dizer-se.

NuUmero espe-

Ordem da jogada Ganhos

em que aparece a 200 das par- d Ganho total
que ap tidas corres- " Cz a esperado

«cara» pondentes partida

i 2«-< 1 SVl
2 2 2«-i
3 2N-3 5 -
k 2"-* 2% \-t
N - 2N-11V-11 2H-1 2e-t
N ejli-m 2N-1 2w-i

O jogador espera entdo receber 2'~' N e,
tendo pago 2™ e, 0 seu ganho liquido sera

25> N— 2" e = 2% (AT—2 e).
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Trata-se dum ganho liquido esperado. Enten-
dese que se J fixar N por forma que

2«-i(ivr—2e) = Q

a probabilidade dum ganho liquido inferior a
Q ande a volta de 12 ; entende-se, todavia,
também que escolhendo o N suficientemente
grande para que seja assaz grande a diferenca

2%-i(N—2e)- Q

se consiga que, a medos duma oscilacdo da
amostragem assaz improvavel, se tenha um
ganho liquido superior a Q.

Restara ainda perguntar se o nimero de
jogos indispensaveis ndo é demasiado grande?
Em qualquer caso o ponto ndo é essencial ;
se a nado aceitagdo do jogo vier dai, sO ha-
vera que explicitar essa razéo e n&o criticar
0 principio de BBkN'ouLLI. Este principio de
BERNOULLI rege GOs casos em que a expecta-
¢do O superior a entrada e os problemas de

MOVIMENTDO

INSTITUTO DEMATEMATICA PURA

Actividades

Sob a orientagdo do matematico Dr. LKLIO L GAMA,
Director do IMPA e tendo a Dra. MARIA LADRA MOU-
SINHO como Secretario-Geral, olnstitutocontinuou suas
actividades de pesquisa, tendo funcionado na sede do
Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas, a Av. Wen-
ceslau Braz,71.

Conferéncias — O Prof. L. COLLATZ, do Technische
Hochschule, Hannover, Alemanha, realizou no IMPA,
em Maio de 1954,uma conferéncia sobre Matematica
Aplicada subordinada ao tema «Métodos de Célculo
Numérico».

Prof. J. HORVATH, da Universidade de Los Andes,
Bogota, Coldémbia, fez uma conferéncia sobre «Teoria
da Aproximagdo», només deJulho del1954.

No més de Outubro de 1954, o IMPA recebeu avi-
sita do matematico francés Prof. A. DENJOY, do Insti-
tuto de Franga, Paris, quepronunciou entre nds, trés
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solvéncia do banqgueiro, da ruina do jogador
e daduracdo do jogo se supbem resolvidos ;
bem como quaisquer outros n&o essenciais,
como € derigor em ciéncia.

Tinhamos esperado que ao cabo desta jor-
nada o paradoxo estivesse definitivamente
arrumado eparece-nos que, pelo menos, alguma
clareza setera conseguido no que respeita 0
principio de BERNOULLI € O que se deve
entender por uma teoria matemética de com-
portamento econdmico — de mistura com um
pouco de Calculo de Probabilidades. Nao
resta porém duvida que a formulacdo do
jogo de S.PeTersBURGO foitdo astuciosa
gue resta sempre um sentimento suspeito de
gue alguma coisa ficou por dizer. E ainda bem,
para gque ndo seque o prazer de se discorrer
sobre estas coisas; porque nem so de péo
vive 0 homem e até porque, na parte em que
vive de péo, as matematicas tem sido e con-
tinuardo a ser um excelente auxilio.

CIENTIFICO

E APLICADA - RIO DE JANEIRO

em 1954

conferéncias sobre o tema «Aplicagfes dosconjuntos
perfeitos totalmente descontinuos a teoria das fungdes
de varidvel real e complexa».

Cursos — O Prof. G.MOSTOW, da Johns Hopkins
University, Baltimore, U.S. A.,realizou noIMPA os
ieguintes cursos:

1. Topologia Algébrica  (Margo-Agosto de 1954).
2. Algebras de Lie (Margo-Agosto de 1954).

O Prof. A.GROTHENDIECK, do Instituto Elie Cartan,
Nancy, Franca, realizou, em S&o Paulo, sob os auspi-
cios doIMPA, os seguintes cursos:

3. Célculo Diferencial nos espagos

vectoriais topo-

légicos (Abril-Novembro de 1954).
4. Grupos topolégicos (Abril-Setembro de 1954).
. Algebra  topolégica (Abril-Setembro de 1954).
6. Espagos vectoriais  topoldgicos (Abril-Agosto de

1954, continuagdo docurso de 1953).



16

O Prof. M. MATOS PEIXOTO realizou, no IMPA, o
seguinte curso :

7. EquagBes  diferenciais (Agosto-Dezembro de

1954).

Seminarios — Foram realizados os seguintes semi-
nédrios avangados e de estudos:

1. Teoria dos «faisceux», por A . GBOTIIENDIECK
(em Séao Paulo, de Outubro a Novembro de
1954).

2. Teoria métrica dos produtos  tensoriais topol6-
gicos, por A.GROTHENDIEC (em Sé&o Paulo, de
Maio a Setembro de 1954).

3. Introdugdo as fungbes  reais, por M .L.MOUSI-
NHO (de Maio a Novembro de 1954).

4. Introducdo  asfungbes analiticas, por L.NACH-
BIN (de Agosto a Dezembro de 1954).

5. Introdugdo & Algebra Moderna, por A.A. FEIJO
BARROSO (de Agosto a Dezembro de 1954).

Trabalhos de pesquisa — O Dr. G. MOSTOW prepa-
rou os seguintes trabalhos :

1. On covariant  fiberings 0j Klein spaces (a apa-
recer em American Journal of Mathematics).

2. Some new decompositions of semi-simple Lie
groups (a aparecer em Memoirs ofthe Ameri-
can Mathematical Society).

3. A note on the first main theorem of the theory of
invariants (a aparecer no American Journal
of Mathematics).

4. On reductive  subgroups  of algebraic Lie groups
(a aparecer no American Journal of Mathe-
matics).

5. Automorphisms of Lie algebras (era colabora-
¢do com ARMAND BOREL, a aparecer em Annals
of Mathematics):

O Dr A.GROTHENDIECK realizou os seguintes tra-
balhos :

1. Produits tensoriels ~ des espaces de BANACH (a
aparecer noBoletim da Sociedade Matemaética
de Sdo Paulo).

2. Sur Certaines classes de suites dans les espaces
de BANACH et le théortme de DVORETSKY-ROQERS
(a aparecer no Boletim da Sociedade Matema-
tica de Sao Paulo).

3. Une caractérisation vectorielle-métrique des es-
paces L. (a aparecer no Canadian Journal of
Mathematics).

4. Théorémes de finitude sur la cohomologie a coef-
ficients dans un faisceau  (a aparecer nos Anais
da Academia Brasileira de Ciéncias).
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O Dr. L. NACHBIN publicou os seguintes trabalhos:

1. Topological vector spaces of continuous functions
(Proceedings of the National Academy of
Sciences, vol. 40).

2. Bornological spaces of continuous functions  and
cartesians products (Bulletin ofthe American
Mathematical Society, vol. 60).

3. Closed algebras  of analytic  functions of one
variable  with an isolated singularity (Bulletin
of the American Mathematical Society, vol. 60)

O Sr.P.RIBENBOIM, preparou osseguintes trabalhos:

1. Anneaux normeaux réels a caractere fini (a
aparecer na Summa Brasiliensis Mathema-
ticae).

2. Sur la théorie des idéaux dans certains anneaux

de type infinie (a aparecer nos Anais da Aca-
demia Brasileira de Ciéncias).

Publicacées — O IMPA editou em 1954, 2 fascicu-
los das «Notas de Matemética», coleccdo publicada
sob a orientacdo do Dr. L. NACHBIN:

1. Topologia dos Espagos Meétricos, por ELON
LAGES LIMA.
2. Curso de Topologia  Geral, por SAUNDERS MAC

LANE, tradugdo de J. VALADARES.

Foram distribuidos pelo IMPA, em 1951, os seguin-
tes fasciculos do volume 4 da revista Summa Brasi-
liensis Mathematicae :

1. Sur les générateurs des groupes classiques, por

J. DIEUDONNE
problem and the Eu-
por A. WEINS-

radiation
equation,

2. The generalized
ler-Poisson-Darboux
TEIN.

Actividades diversas — O Centro de Cooperacion
Cientifica de la Unesco para a América Latina e a
Universidade Nacional de Cuyo, realizaram um colé-
quio latino-americano sobre Alguns  problemas mate-
maticos que estdo sendo estudados na América Latina,
em Mendoza-Argentina, de 21 a 25 de Julho de 1954.
Foram apresentadas as seguintes comunicacfes dos
Professores do IMPA:

1. Resultados da teoria dosespagos vectoriais topo-
légicos, por Li.NACHBIN.

2. Reductive subgroups  of algebraic  groups, por
G. MOSTOW.
3. Sur la théorie métrique des produits tensoriels
topologiques, por A. GBOTHENDIECK.
M. L. M.
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ELEMENTARES

PONTOS DOS EXAMES DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES

Exames de aptiddo para frequéncia das licenciaturas
em Ciéncias Mateméticas, Ciéncias Fisico-Quimi-
cas e Ciéncias Geofisicas, preparatérios para as
escolas militares e curso de engenheiros geo6-
grafos. — Ano de 1955.

Ponro N.° 1

ARITMETICA

4026 — Provar que, se um namero primo p é a
diferenca entre os quadrados de dois numeros, estes
. , P—t P+
dois nimeros sao e

2 2

R: Sejam a e b dois inteiros cuja diferenca  de
quadrados e igual a p .

Entéo aa—b’=p ou (a+ b)(a—b)=p, por
hipétese. Como p € primo terda de ser a+ b =p e

V o+ 1
a —b -=1, relagdes que conduzem a a-= e

4027 — Determinar dois nimeros naturais, sabendo
que eles estdo entre si como 5G e 72 e que 0 seu
méaximo divisor comum ¢é 25.

R: alb = 56/72 ou al/b = 7/9 .
Segundo  as hipoteses, a e b serdo equimultiples de
7 e 9, respectivamente, e ainda mdltiplos de 25.
a— (7+25) e b= (9+25)".
Dos infinitos valores que a e b podem assumir, indi-
caremos 0s menores a= 175 e b==225.

4028 — Se 15 divide o produto 77», qual o resto
da divisdo de n por 15? Justificar a resposta.

R: Dividindo 15 o produto 77 en e sendo  primo
com 77 terd de ser n= 15': —se um numero divide um
produto, divide necessariamente um deles, pelo menos —.

O resto da divissio de n por 15 é, pois, zeto.

ALGEBRA
4029 —Determinar m de modo que as raizes da
equacdo X -1-2(m + 1) x+~I=0
R : Serd A= (m+1)°-
donde —2< m< 0.

sejam imaginarias.
1< 0;m((m¢4 2)< 0,

4030 — Decompor em factores do 1.° grau o poli-
némio x* —5 x + 4,

R: x*-5x""+4= (x+2)(x-2)(x+I) (x-1), sendo
Xj = —2;x,= —Il;x,=-f-le x,= —2 as raizes
da equacdo proposta.

4031 — Desenvolver, simplificando o mais possivel,
f,- 1y

(M-35(A)\AYABE (L) XT-.1(.f.)"-

(x-" - x)vli + 21 (x - x-)Vi + 35 (x-"— 1)y .
Ponto N.° 2
ARITMETICA

4032 — Provar que, se a e b forem primos entre si,
também a+be ab sao primos entre si.

R: Seja K 1) um factor primo que divida  si-
multaneamente (a+ b) e ab.

Sendo ab =k, oué a=k oué b= k'.

Se e a= k-, ser& também, b=k pois, por hipotese
a+ b= k-. Entio aeb admitem um divisor k {=j=1)
contra a condicdo inicial de ser m.d.c. (a,b) = 1.
Concluiremos, pois, a nao existtncia de um Kk 1 di-

visor comum : a e b sdo primos entre Ssi.

4033 — Determinar dois nimeros naturais, de todos
OB modos possiveis, sabendo que a sua soma é 228 e
que, dividindo os dois numeros pelo seu maximo
divisor comum, a soma dos quocientos obtidos é 12.

R : a 4-b = 228

Seja m.d.c(a,b)= d. Fazendo a/d=x e b/d—y,
ser& m.d.c(x,y) «<1 e como x + y= 12, teremos
para x=1,y =11, para X=5,y=7; ou para

Xx=7,y=5, para x= 11,y = 1.

Ora d-x +d-y =228; (x+y)-d=228; 12d= 228
e d= 19. Os possiveis valores de x e de vy, daréo,
respectivamente, as solugdes pretendidas pa=19x 1 =
= 19; b=19xIl =209; a=19x5=95 e b-19x

X 7= 133 e a= 19x 11=209 e b=19x 1= 19.

4034 — Quais os numeros de trés algarismos que
sdo simultaneamente multiplos de 13 e de 14 ? Justi-
ficar a resposta.

R : Os numeros divisiveis, simultaneamente,
e 14 serdo multiplos do seu m. m. c.

E m.m.c (13, 14) = 182 e 100< 182n< 1000
(n inteiro)) ou 1<~n<"5.

por 13
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Para n=1,2,3,4eb5 sdo 182x 1= 182; 182 x

x2 = 364; 182x3 = 546; 182x4 = 728 e 182 x
X 5 —910 as solugdes pedidas.
ALGEBRA

4035 — Determinar m de modo que as raizes da
da equacdo
4 —(mM+ 1) x+m—2=20
sejam reais e desiguais.
B: A>0 A—(m+1)"—16(mM—2)> 0;
m* —14 m+ 33>-0 cujas raizes sdo xj=11 e x,= 3.
Entéo, rm> 11 e m< 3.

4036 — Decompor em factores do 1.° grau o poli-
némio X* + 3x — 4.

R: x*+3x*-4m (x+2t) (x- 21i) (x+ 1) (x- 1)
onde *_2i e +1 sdo raizes da equagdo proposta.

4037 — Desenvolver, simplicando o mais possivel,

x - yv/i2> - (x +y fof

R: (x- yt/2)"- (x+y/2)"'= 10</2x*y —
- 40t/2x2y3—4y/2y«.

Exames de aptiddo para frequénciados preparatérios
para a Faculdade de Engenharia —Ano de 1955.

Ponto N.° 1

4038 —Se a razdo entre o nimero de arranjos de
m objectos distintos 4 a 4 e o niumero de arranjos dos
mesmos m objectos 3 a 3 é 12, quantos sdo os objectos?

R: Sendo A?:A?- 12 e [m(m—1)(m—2) (m—
- 3)J:[m(m- 1I)(m- 2)]= 12, donde m = 15.

4039 — Que valores se poderdo dar aTOna equacéo

8 x* —(TO- 1) x +TO—7=0

para que as raizes sejam reais e iguais ?
R: A—O0; A= (m—I1)"--32 (Mm—7)=0;m"—
—34m-f225= 0 cujas raizess s&o m,—25 ¢ m, =9

4040 —Sendo 120 04.°tormo do desenvolvimento de

1\10

determine o termo seguinte sem fazer o desenvolvi-
mento.

R: A razdo de dois termos consecutivos do desenvol-
vimento do binémio de NEWTON (X + a)", e, como facil-

mente se pode verificar: T ,.,:T,.,=[C;., a™*" «x"-<"+"]:
c[c;a' x"-"] - Neg-ex-', ou
P +1
i n—
=T — esaceX
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Sendo T.=120 serd T.= 120 x
10-3 1
X-3+1 X[-x = 210 .x"".

1VM

Nota : O 4." termo do desenvolvimento  de I x +

s T,=120e¢x endo T,=120, como se escreve Nno enun-
-3 1

10
sera, T5= 120x X N

ciado.  Assim, LeX <

- 210-x-°.

4041 — Resolver a equacéo

36 x*- 13 x*+ 1=0
R: A substituicdo y =X’ na equagdo 36 x'—13x* +
+ 1=0 da a equacdo resolvente 36y’ —13y + 1—0

com as raizes

© |

1
yl—— e y» =
7 4 I

Entdo x_V4_ V oo _ 3

4042 — Classifique as fungdes. Dé um exemplo de
uma funcdo algébrica irracional.

4043 —Uma mulher estd a por laranjas em dois
cestos e verificaque tem um 30 e ooutro tem 20, e ainda
estdo 15 laranjas fora dos cestos. Como devera distri-
buir estas 15 pelos dois cestos para que se mantenha
a proporcdo em que as laranjas neles estavam?

R : E suficiente dividir 15 em partes directamente
proporcionais a 2 e 3 visto ser a propor¢do em que 0S
laranjas  estdo distribuidas. Entéo: X:2=(15—x) :3,
donde x=6. R: O cesto com 20 receberd& mais 6 e o

outro mais cesto 9 laranjas.

Ponlo N.° 2

4044 — Ache a expressdo do desenvolvimento de
(I+x)" + (1 - Xy

R: (I+x)" =1+ mx+ C?x"+ Cj'xH f-mx"-"+ x"
(1-x)" = 1—mx+ Cj*x*-C|f X°+ see +mx"-"+x"
(A+x)°+ (1- x)° =
-2 (\I +C? x".Ci» X'+ :I;T']MX N ”—'}/—*S;e mmffo;- V; ai;npar.
Entdo (I + x)"+ (I-x)""-2 2Cftx""
k=0,1,2,e+ee— sendo mparj e

m-1

. \
=0,1, 2, esee—— sendo m impar 1.

4045 —Simplifique a fracgéo

2 x* - 50
z H, + 30
2x?- 50 2(x + 5) (x-5)  2(x+ 5)
X —11x+30 (x-6)(x-3) (x-6)



GAZETA DE MATEMATICA

4046 — Sabe-se que a razdo entre o numero de
arranjos de m objectos distintos n a n e o nimero de
combinagdes desses m objectos n a n é 120, e que a
razdao entre o numero de arranjos de m —1 desBes
objectos n— 1 an —1 e o nimero de combinacdes
dos m objectos n an é2. Qual o nimero m de objectos ?
K: A»:C» =120; A|f: (A»/n!)=120, n!=120e n-5.
AKf :QT= 2;Ar," :A-/n 1= 20;|[(m- 1)...(m -
-n +1)]-n!|:[m(m-1)-"(m-n-r-1)] =2 ou m= 60.

4047 — Resolver a equacgio

m x -1
X
e dizer para que valores de m as raizes sdo reais,
m x —1

R : ;o X*—(1+ m) x+ m2= 0.
X X—m

MATEMATICAS
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Sera A>0 A=(l+m)*-4 2>0;

e3m'+2m+ 10" “«>"" raizes 1 e

Sera m<|.
4048 — O que entende por funcdo inversa de uma
funcdo dada ? Exemplifique.

4049 —Divida a importancia de 200£00 por 3 pes-
soas de forma que a 1.* receba mais 20i00 do que a
2.* e esta menos 30#00 do que a 3.*.

R: Se a primeira recebe x a segunda recebt (x—20)
e (x+ 10) a terceira.
X-r(x-20) + (x-rl0)=200, donde x-70
A primeira  recebe 70&00; a segunda 60400 e a terceira
80$00.

SologBe» doa n<'" 4026 a 4049 da J. 8. Paolo.

SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

MATEMATICAS

I.'S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — Exame final —
Milicianos —Prova pratica — 13 de Dezembro de
1954.

4050 —Dada a funcdo f (x) = arctgx—logl/I-f x*
resolva os seguintes problemas :

a) Desenvolva f(x) em série e determine o seu
intervalo de convergéncia.

6) Calcule P/ (x).

R: a) Como F (x) = = X* 4+ X*- X» +
| +x2
integrando vem
X" x>
+
f (x)- arctgx = Krc+ x - — -t- —
integrando de novo, observando que f (o) = O:
B - _ +t _ -
A condicdo cie convergéncia é |x |< 1
xX* X 1
b) Pf(x)- — arctgx + — - — arctg x -

__xlog(l+x*) + C.
A

4051 — H4a valores

o0 sistema:

racionais de X para os quais

4X + 2J/ + B= X»
2X +4y +2z=Xy

tem solugdes ndo nulas?

GERAIS

R : Para o sistema homogéneo ter solugdes ndo nulas
4 - X) 2 1 o determinante  deve ser nulo.
2 “4- X 2 Desenvolvendo 0 determi -
1 2 4- X nante e igualando a zero a
expressdo  obtida obtém-se a equacdo (4—X)'—9 (4—X) +
+ 8 =0 que tem as raizes Xj= 1,62772 X2—3 e
X3 = 7,37228. Portanto o valor racional Xj= 3 éo

Unico que satisfaz ao  problema.

4052 —Que superficie é representada por uma equagéo
do tipo /(x,z)=0? Qual serd a expressdo de f(x,s)~0
se a superficie for de revolucdo? Deduza a equagédo
do plano tangente a esta superficie no ponto P (a,b,c)
e diga qual a posicdo que ele ocupa am relacdo aos
eixos coordenados. Esse plano tem apenas um ponto
de contacto com a superficie? Se ele for da forma

X =a a equagdo /(x,z)—0 define alguma fungédo
Z(x) na vinhanca de M(a.c) considerado no refe-
rencial x0z?

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS —1.» Exame de

Frequéncia extraordinario —1 de Abril de 1955.

4053 —Escreva a equacdo da hipérbole que passa
pela origem e cujas assintotas sdo as rectas x = 1
e y =1 A hipérbole é equiladtera? Porqué? Indique
o valor da excentricidade, determine as coordenadas
dos focos e as equagdes das directrizes.

Deduza a equagdo do didmetro conjugado com a
direccdo m e conclua que m+ m'= 0. (Utilize eixos
coordenados rectangulares).
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R: Utilizando o sistema x'O'y' onde os eixos sdo
0s assintotas a equacdo € x'y' = k e desfazendo a trans-
laccdo €& (x—1) (y—1)=1 ou xy=x+y. A hipérbole

é equilatera  porque as assintotas  sdo perpendiculares ;

a sua excentricidade é pois e= \/2 . Para determinar
as coordenadas dos focos determine-se a interseccdo  de
Xy =.Xx+ y com y = x: obtém-se os pontos O (0,0)
e A(2,2) e0OA=2aoua=[/2. Como c=ae, vem c= 2
e por osfocos estarem {«y=xvira F(l;+\/2 , 1+ \Z%).
Como d— 1 vem y = —Xx +—j=.

X = X, + «t
onde (X,,Y.)

y - yo+ 3*
é o seu ponto medio vira (x,+ at) (yo+ Pt) = x,+ at +
+ yo+ P*‘i como o termo em t tem de ser nulo, vira

X,m+y,—1 —m=0 onde m= p/a ea equagdo do diame-
tro conjugado com me mx+y —1—m= 0 cujo coefi-
ciente angular ém'= —medaqui m+ m'= 0.

4054 —Conduza pelo ponto P (1,1,1) uma recta

X =z—1
A D e aens paraters o

plano x +y+z + 1 = 0.

R : A recta pedida sera
jt= 2x + y —3z = 0 definido pelo ponto P (1,1,1) e
pela recta dada com o plano it'= x-r-y +z—3= 0 con-
duzido por P (1,1,1) paralelamente ao plano x +vy +
+ z+ 1 =0.

a intersecgdo do plano

4055 —a) Sejam u, e v, duas sucessdes monoé-
tonas, a primeira crescente e a segunda decrescente,
tais que lim (u,—v,) = 0. Mostre que é sempre

i, <y,

e que um sO6 nimero k satisfaz a condigéo
Ciaa oA

¢ Q" i & " relagcdo ao conjuntos w,e v,,"i

b) Quando se diz que a série S) é uniformemente
convergente num conjunto X? Domonstre que a
série 2 a,,x" é uniformemente convergente em (0, a)

gquando convirja para x = a.
1
c¢) Prove que as séries de BERTRAND 2 0
n (log n)P
convergem se P>1 e divergem se O principio

geral que serviu de base a demonstragdo anterior
pode também aplicar-se ao estabelecimento da con-
1

vergéncia de 2 ~Z quando f)> 17?

4056 —a) Defina fungdo localmente limitada num
conjunto X . Uma fun¢do continua num conjunto
fechado é localmente limitada nesse conjunto? Porqué?

b) Baseie-se no teorema de CANTOR para concluir
que se /(as) € continua no intervalo fechado (a,b)
entdo este pode ser dividido num ndmero finito de

GAZETA DE MATEMATICA

sub-intervalos em cada um dos quais a oscilacdo de
/(x) é menor do que um nGmero positivo S previa-
mente escolhido.

4057 —c) Sendo/(x) definidae crescente em (a,b)
com um ponto de descontinuidade c interior a (a, 6)
indique o valor de to (c) .

Poder-se-& modificar a definicdo de f(x)em <=c¢
por forma a tornad-la continua lateralmente nesse
ponto? Porqué?

A funcdo poderad tornar-se continua em x = c?

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — i
Frequéncia —Ordinario —2 de Margo de 1955.

Exame de

4058 — Considere a cdnica de centro P (1,1) onde
x = k + 1 (ft>-0) é uma das directrizese F (2,1)
o foco associado. Indique os valores de k para os
quais a conica é uma hipérbole e escreva as equac0des
das assintotas.

Para que valores de k a hipérbole é equilatera?
Escreva neste caso a sua equagéo.

Mostre que o diametro conjugado da cénica (elipse
ou hipérbole) com a direccdo k — 1 é perpendicular
a recta que passa por P e por Q(2,k + 1).

R : Fazendo uma translaccdo  de eixos tome-se a nova
origem em P (1,1) . No novo sistema x'Oy’ é F (1,0)
ou seja ¢ = lex = k+ -1 é transformada em x'= k.

e
Entdo as relacOes " ddo imediatamente a* = k
a
d =
e e= -7=., Para que a conica seja uma hipérbole ¢é
preciso que c¢c>-1 ou 0 < k <. As assintotas sda as
rectas y —1= + (X -1) . A hipérbole é equi-

latera  quando — e a sua equagdo  sera

e= "2 ou | _

(x-1)t-(y-1)y»-1.

1-k

Considerando a hipérbole elemm’

ecom m=k—1 vem m' - o coeficiente angu-

lar de PQ é K epor isso estd verificada a  perpendi-
cularidade. Idéntico raciocinio sefaz para a elipse

4059 —Escreva a equacdo do plano ir definido

.y+z=0

por P (0,-1,1) e r Determine

X —; _
z= 0.

os cosenos directores de r e as equagdes da sua pro-

jeccdo sobre oplano is'’= 2x +y —z-(-1=0. E ir

perpendicular a ir'? Justifique.
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Mostre que a recta perpendicular a r, conduzida
no plano ir' pelo seu trago é perpendicular a projec-
¢do de r sobre o mesmo plano.

R : Ofeixe de planos que passa por r é (1+ m)x—
—y + (1—m)ze+=0 eoquepassa por P (0,—1,1)
i aguele emque m= 2 ouseja i = 3Xx —y —z«0.

Determinados 0s parametros directores h=1,k—1,

hok, I 1,2,1

1= 1 serA cos a., 3,

Para  determinar a projeccdo de r sobre ir' escre-
va-se o feixe de planos que passam por r:(l:-m)x—
—vy+(l—m) z=0 e escolha-se o0 que é perpendicular a
irx —y + z= 0. A projeccdo ser& a recta
fx-y +2z=0

l2x + y—z+ 1= 0.

pois ndo se verifica a relagdo

ir ndo é perpendicular a ir

AA'+BB'+CC = 0.
resolvendo o sis-

O trago de i em ir' determina-se

tema
XxX—y+z=20
X —z=0 que tem por  solugdo
2x +y-z+1=0
1
* ~ 3
2
1
3 . O feixe de planos que passam por ir' e

A (x+ j)+B(Y+ IF)+ o(z+ t):o 60 que

& perpendicular are'x + 2y-(-z-f-2 =0. A recta
perpendicular a r conduzida em ir' vem a ser entdo
rx +2y +z+ 2=

| 2x+y —z+ 1= 0 cujos parametros directores  sdo
hi = —9,kj= 12 e li= — 12 . Os parametros direc-
tores da projeccdo sd@0 h, = 0,k,= 3 e |,= 3 e como
hi h, + kjk, + 1jlj=-0 as rectas séo perpendiculare»

4060 —a) Supondo limitado o conjunto dos distin-
tos valores u,,, prove que o conjunto dos sublimites
de u,, é fechado e o seu limite superior é limu,,.

6) Enuncie a condicdo necessaria e suficiente para
a convergéncia de «, e mostre que uma sucessdo mo-
nétona limitada verifica essa condigéo.

e) Demonstre que sendo a,, uma sucessdo monétona
decrescente de nimeros positivos e se A & limitada
entdo S A (a, —a,.,) 6 absolutamente convergente-

4061 — Seja /(x) definida e continua no interior
de (a, 6). Supondo que se tem |/(x') —/ (x")]|<J
<MKl x'—x" 1, mostre que é possivel definir a fun-
¢do em a e b por formaque fique continua nesses
pontos. Em que condigdes o primitivo campo de exis-
téncia € transformado por /(x) num conjunto fe-
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chado? A funcéo verificava a desigualdade condicio-
nada de CANTOR antes do prolongamento do campo de
existéncia? Porqué?

L S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 2.» exame de
frequéncia (ordinadrio) — 30 de Junho de 1955.

4062 —a) Calcule aprimitiva de/(x) e~se”~x-
3x + 1 arctg x
+x(x2—|)' 1+ x*

é¢) Exponha a utilizacdo da férmula de TAYLOR
no estudo dos maximos e minimos de /(x). Aplique
esses conhecimentos para averiguar se x = 0 é extre-

xX* X*
mante def(x)=¢ —1 —x —— — —
e
R: a) Pf(x)=e*-Ben*x — - (sen2x- 2c0s2x) +
Lo " . m ! I <
x(x + 1) 2
b) Como f''>(x)= e* é a primeira derivada que

x=0ef” (0)=1> 0,
minimo.

ndo se anula para estamos
em presenga  dum
4063—o0) Enuncie alguma proposi¢cdo que garanta a
diferenciabilidade de / (x ,y) em P (a, b) e demonstre
a sua suficiéncia.

b) Dadas as fungdes a=/ (x,y) ,x = @) e
y = iji(i) a que condi¢des devem satisfazer para que

/(<?,«?

exista onde F (t) =
t.

c¢) Enuncie o teorema de existéncia das funcgdes
implicitas e mostre que f(x\y)<=xy +x+y+ [I'=0
define na vizinhanca de P (1, —1) uma fungdo y (x).
Nesse ponto y (x) serd crescente? Porqué?

4064 —0) Deduza as formulasde GIRARD. Pela ana-
lise da equacdo s'—a = 0 (a complexo) diga quais
sdo os valores da soma e do produto das raizes indice n
do complexo a.

b) Em que consiste a transposi¢cdo da matriz At
Designando por A* a transposta de A, prove que
(A + B)* = A*+ B*. Sendo A do tipo (n X n) que
relacdo existe entre |A \'e |A* |?Justifique.

c¢) Sendo A\ o complemento algébrico do elemento
a*, prove que as matrizes

a? e . g Al A\ Al
a\ ai- -aj _ Al Al
A — ! e A = A
< ole sa" . At An

ok |
estdo relacionadas do seguinte modo:

=\A\ -T

A A = AA
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d) Quando c que as colunas duma matriz sédo
linearmente dependentes ? Prove que a matriz qua-
drada de colunas linearmente dependentes é singular.

e) Utilize a teoria das matrizes para estudar o
sistema:

B+ J/+z + «-=0

X —y + 2z =1
y —1 f «o= 1 »
X +u=0
R : e) O sistema ¢ indeterminado (grau de inde-

terminagao 1) .

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 2" exame de

frequéncia (extraordinario) — 6 de Julho de 1955.

4065 —a) Calcule a primitiva de / (x) =x elogx +
X + 1
+ sen 2x esec' x + — .
(s’ + 2x + 1)2
b) Enuncie e demonstre alguma proposi¢do que
garanta o desenvolvimento de f (x) em série de
TAYLOR para certo intervalo (a,a + k) .

Desenvolva em série de MAC-LAURIN a funcéo
X
f(x)= e indique o seu intervalo de con-
o a’ - x - 2 *
vergéncia.
t sec’ x —
2 (x*+ 2x+ 1)
X 1/1
by f(x)= — - . o ovie o« o s
ST - X # X 22X 3 4 L f (- DXt o+ ees)-

(-i-d)"--@"- )]

4066— a) Mostre que f(x,y) é continua em P(a,b),
onde tem derivadas finitas, desde que em torno deste
ponto uma das derivadas se conserve limitada.

6) Sendo tp(u) e $ (a) diferenciaveis em «, e
f(x,y) diferencidvel em P [a =y (u) ,6 = % («0)] >
mostre que /(tp,tj) é diferencidavel em u, .

c) Deduza a equagdo do plano tangente a su-
perficie z=f(x,y) no ponto P(x,y,z) e aplique
o resultado para calcular a equacdo do plano tangente
a superficie z=x+y+xy— 1 no ponto P (0,1,0).

GAZETA D E MATEMATICA

d) Discuta e classifique o lugar geométrico de

equacao,

X* + 4xy + 4yZ+ 2kx-riky + 1-=0 {k=1=0)

R :¢c) Z=X+2(Y-1

B E

d) A= B°"—AC=0 e como ———, a equagdo
pode escrever-se na forma u' + 2ku + 4= 0, com
u= x--2y, e como o binémio discriminante daquela
equacdo € k® —4 a equacdo dada representa duas
rectas paralelas para k”~ —2 ou k” 2 e nada re-
presenta se —2< k< 0 e 0<k<2.

4067 — a) Defina produto de matrizes e mostre
que a multiplicacdo de matrizes é distribuitiva.

6) Se A é uma matriz regular

do tipo (n x n),a? -» e A~ prove

que A A = A~ A= 1.
c¢) Utilize a teoria das matrizes para mostrar que
os planos
X+ 2y +z—2=20
3« + 4y +8z+ 1—0
X +y +2z —1=0

ndo tem qualquer ponto comum.

1. S. C. E.F.—MATEMATICAS GERAIS — Exame final —
— Epoca de Julho — 16 de Julho de 1955.

4068 — Faga o0 estudo de f(x) = log (x* -fax —2 a’)
(a> 0), calcule a sua primitiva e apresente o desenvol-

vimento, desta em série de MAC-LAURIM caso seja
possivel.
R : a) Dominio (— oo, —2a) (a,+ 00) . Pontos de
descontinuidade X = —2a,Xx = 2eX = 00
2X + a

b) f' (x) = e dai seconclui que f(x) cresce
X'+a x—2 a’
em (a,+00) e decresce em (—o00,—2a); ndo tem  extremos.
2x°-f-2ax+5a’ _
c) f"(x) = *<0e portanto a con-
X'+ ax — 2a’
cavidade estd sempre voltada para baixo.
d) Assintotas X =—2aeX = a
(x + 2a)
Pf (x) =x log (x*+ ax-Sa’) - 2x+ *log- < —a + C
N&o é possivel efectuar o desenvolvimento em série
de Pf (x) .
4069 —Dado o polinémio f(z) = pz" + p a""' +
+ p,S"7 +'e + p  que relagdo deve existir entre os

coeficientes p, p,, e p, € o grau de f(z) para que se
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anulem simultaneamente o segundo e terceiro termos
do transformadof(z+h) ?

R : Para que se anui”, o segundo termo terd de ser
Pi
)h e, para que se anule o terceiro, & preciso
que f°' (h) = 0 ou seja

(2) *J pohf-Kn-IJpth + pT-0.

Eliminando h entre

n-1

(1) (2) obtem-se a  condi¢do

Pi* - (n-I)pi*+ npop,-0

4070 — Sejam A' ,A* ,eee a3 sucessivas colunas da
matriz A =|a' j (nxn).Junte pA" a -4'e 0A" aA*
deixando sem alteracdes as restantes colunas.

0) Utilise o teorema de JACOBI para achar o deter-
minante da nova matriz B = jif | que assim se obtém.
Sendo A regular e a*P=£1, que relacdo existe entre
as solugdes dos sistemas af x-* c e6fy, = c(i,h=l,—n)?

b) Substitua em A a coluna A° pela composigéo
d*A+ d'A*4 d* A". Calcule o elemento genérico
da nova matriz bem como o seu determinante.

R: a) |B|= |A|-«p|A]|

, X,—pX, X,—ax
X, =Yy, para I=£s,ty, ,oey,
l-ap 1— ai
b) O elemento genérico é I' = af (ef£+da(j—e*»i).
O determinante da nova matriz calcula-se facilmente

aplicando o teorema de LAPLACE a coluna k. O seu valor
é A\l|A].
I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — Exame final —

— Epoca de Outubro — 13 de Outubro de 1955.

4071 — Sendo
x-1 ==
/(*) - ® (-l<x<2)

- (2<«)

a) Indique, caso existam, os pontos de descontinui-
dade préprios. A funcdo é continua no infinito ?

6) Calculef', (-1) ef, (-1) . Existef (-1)?

c) Determine intervalos de monotonia, extremos,
sentido da concavidade e pontos de inflexdo de/(x).
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d) Algum dos teoremas fundamentais é aplicavel
em intervalo que contenha x=—1 como ponto inte-
rior ? Porqué ?
em Xx= 2 e no infinito.

R : a) A funcdo é descontinua

byfi(-i)—a«f;(-i)—- comof.(-i)#
4

=1=fj (—1) ndo existe f'(—1).
c) A funcdo é decrescente de —oo a O onde atinge um
minimo,  crescente de O a 2 e decrescente de 2a -t- 00 ;

tem a concavidade voltada para baixo tntre —oo —1,

voltada para cima entre —1e +00 . Ponto de inflexdo
em Xx——1.
d) N&o, porque f(x) n&o admite derivada nesse ponto.

4072 —a) Que superficie é representada por uma
equacédo do tipo /(j/,z)=-0? Intersectando essa super-
ficie pelo plano Ax +By+  Cz-\-D=0, como determina
as equacOes das projecgdes da secgdo assim obtida
sobre os planos coordenados ?

6) Que representa o sistema ‘o, o0 para

os diferentes valores de k ? Se, em certas condigoes,
0 sistema representar curva no espa¢o determine a
equacdo da sua tangente em ponto genérico.

R :a) E uma superficie cilindrica de geratrizes

paralelas ao eixo dos xx . As equagdes das projeccbes sdo:
so rey s|,... \.~0
resultou da eliminacdo de z entre as equacdes
ff(y,z)~0 r*(x”)-0
1 (y.2) e sobre xOz ( ) onde
[Ax +By-|-Cz+ D=0 ly=0
g (x,z) resultou da eliminacdo de y entre as equagdes
If(y,z)=0
IAx +By+Cz +D=0

b) Para k>Db e k < - b osistema nada representa;
para k=+Db representa o ponto P (0,0,+ b) e para
—b<k<b representa um elipse assente no plano z= k-

Para —b<k<b aequagdo da tangente em P (x,y,k,)

2X.__ 2y ... .2k

.0

Z =k

4073 — Considere o sistema o* x, = 6; (t, h =
= 1,2, eeee»). Deduza a sua solugcdo na hipdtese
\A\ - |a?|=£0. Faca x, - ftj y. (ft- 1,2 ,- n) de

modo a obter o sistema p*y-=bi. Qual é a expressédo
de pj? Considere a hipétese de |B |= | 6f|=/=0, ex-
prima os yy em funcdo dos xx e deduza dai a ex-
pressdo dos J?f em funcgdo dos A\ e

Enunciados o solugdo dos n.™ 4050 a 4073 de F. de Jesus.
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ANALISE INFINITESIMAL

I. S. C. E. F. — ANALISE INFINITESIMAL — Exame final R : a) Fazendo a mudanca para coordenadas polares
— Epoca de Outubro —14 de Outubro de 1954. vem
4074 — Considere a equagdo /(x ,y,z) = 2x2z + y*—' dx dy
4-x'y’ —2y — 3z= O e prove que ela define uma
fungdo z = <f(xy) na vizinhanga de P(—1,1,-1). r P
Escreva. até aos term-os do 2." grau, incluBivé, o de- | e»+™-dpi’ cos— Gesen*-8di -
senvolvimento tayloriano da funcdo z= ¢(x,y) se- Jo Jo
gundo as poténcias de (x + %) e (</—1). - —B(m.n) / f -dp P(m,n) jsmen)
A funcdo z= ¢(x,y) terd um extremo no ponto 2 Jo 4(m + n)
(—1,1)? Justifique a resposta.
R: Como f(—1,1,—1)=0 e f(x,y,z) é cont- b) Sabemos que I f(x)dx = f(c)(b—a) quando
nua como fungdo de (x,y) « fi(—1,1, —1)=j=0, J*
existe uma vizinhanga do ponto (— 1,1) dentro da f (x) é continua em (a,b). Vamos entdo demonstrar
qual existe uma fungdo z —f (x,y) que substituida na a seguinte proposicdo : «Se f(x,y) écontinua em rela-
equacdo dada a transforma numa identidade. ¢do ao par de variaveis (x,y) no rectangulo a<tx N

< b,c<;y d entdo

w w f_(—l’l,—l) />/. f(x,y)dy - (b-a)(d-c)f>,T)
Lo 1)

onrfe (»>, T) 4 um ponto do  rectangulo-».

1 « f, 1
z «(—1,1) = =—2, Com efeito, sendo f (x,y) continua em relagdio ao
v Vo
fu-1,1,-1) par de variaveis (x,y) também o é em relagdo a x e
AN-1,1)--— - — - | e N
a y separadamente, e entdo I f(x,y)dy = (d—
C

—c)f(x, T), com c<r<d, e | (d—c)f(x,T)dx =
e portanto o desenvolvimento tayloriano de z (x,y) eo «t
— (@d—c)(b —a)f(n,T) com a< n< b e o teorema

seguinte
esta provado.
z(x,y)- z(-1.1) + (x+ 1)« (-1,1)+ (y- 1)
z; (-1 1)+ (x+ )z'r (- 1,1) + 2(x+ 1)(y- 1) 4076 — Achar uma curva tal que se a normal num
*E(-0 i)+ (y- DFz(- 0L i)+ R -0 - ponto M corta o eixo Ox num ponto P, o centro
— 2+ 1)'+8(x+ 1)(y - 1) - 2(y - 1)*+ R, de curvatura C é simétrico de P em relagdo a Al .
Como o ponto (—1,1) faz zj(—1,1) —0 e 1 )
. . . 5 R: A normal e'Y —y = (X —x) ou seja X —
zj (—1,1) =+0 teremos de analisar o sinal de s —rt y'
para ver se existe um extremo. Ora B*—rt = 4"— — X+ y (Y—y) =0 e as coordenadas de P sdo
— (—=2)(—2)>-0 eportanto  ndo ha extremo. (x+ yy',0). Como CM = MP conduise facilmente
ue "= 1+ y'" e esta eguagdo pode escrever-se  do
4075 — a) Prove que [/ / x*M-y*toidx dy = q vy y dy’ quag P
JJoA seguinte modo yy'— =>14-y"*
— ! r*> m> 0.n> 0 onde N ¢é o quarto
4 (m+ n) .
] . . s e " dy y'dy o R
de circulo x* + y’< r’ situado no 1." quadrante. = iogt/l +y'; y' - t/yni
* y - oI+ y! Ci' .S
r
b) Sabe que em certas condigdes / /(x)dx »
et [ t/~T~CT + °7 it - °f = °f AT
= /(c) (6—a) com a<c<6. Enuncie e demonstre
L . x - C1
alguma proposicdo analoga para | / f(x,y) dx dy e finalmente y = Cich ——— (catendria).
JJI A Ci

sendo A o rectangulo a<”x<”9,0<”"2/<"ei.



GAZETA DE MATEMATICA

I. S. C. E. F. — ANALISE MATEMATICA — 1.°
Frequéncia —7 de Janeiro de 1955.

Exame de

4077— Demonstre o segando teorema da média ou
teorema de BONNET sobre o integral de RIEMANN duma
funcdo real de variavel real

4078 — Defina integral curvilineo, enuncie condi-
¢Bes suficientes de existéncia e reduza o calculo desses
integrais ao calculo dum integral de RIEMAMN

4079 —Responda a duas das

Se F (x) e [ (x) sdo fungdes de variagdes
totais limitadas no intervalo (a, 6) , prove que a fun-
¢do @(x) = F (x) ¢/ (x) tem variacdo total limitada
naquele intervalo ; indique um limite excedente dessa
variacdo no caso de

seguintes questdes:

1
f(x) = logx I(x)= —» 6= 4
X
R : Como :
2 l¢ (x,..)-, (X) 1= 2 IF (x,.,) f(x.)- F(x)fx)l <

i i
< 2 IF (x,.,) —F XDIelf(x.,) |+2] f(x..) -
PG - TR(xd
e, com V., e V, a representarem as variagbes  totais de
F e f;L., e L, a representarem limites  excedentes  dos

conjuntos de valores de F e f; teremos

V., ., < V,eL,+ V,oL,

Ora, as fungbes log x e - sdo monodtonas limitadas,
X

a primeira  crescente com lj.= log 4= 2log2, a segunda
com L.= —, por ser descrescente limitada.

A variacdo total de - log x, no intervalo (2,4),

X

ndo pode exceder

(logd4-log2)i+ (—-_J2 .log2 = -log2

4080 — Defina soma generalizada (de CESARO) e
prove que toda a série convergente tem soma gene-
ralizada. Calcule a soma generalizada da série :

3-3 +3—3+3-3+ o

Dada uma série trigonométrica convergente de
soma /(x), exprima por meio de /(x) as somas de
FOURIER ¢, em seguida, as somas de FEJKR.

3K-1
R: Temse S, =3 S,.,=0 ecom o,=
2 K
3 K
2K+ Jll,
3

A soma generalizada é ai
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4081 —x = <f(t) ,y = d(<) sdo funcdes definidas
no intervalo fechado (a,6) e, ambas, quaisquer que
sejam a < t< t' < b assumem valores iguais no extre-
mos e desiguais em fei; além disso possuem deri-
vadas limitadas.

Mostre que a curva com aquelas equacdes é recti-

ficavel e, demonstre que limita uma regido plana
quadréavel.

R : Com t no intervalo (a ,b) as fungdes <pe , por
possuirem  derivadas  definidas, finitas, pois sdo limita-
das, s&o fungBes continuas.  Temos pois uma curva de
JORDAN, fechada em virtude das outras hipoteses do
inicio do  enunciado.

Fungbes com derivadas limitadas sdo de variagao
limitada, pois

?2i?2w - 1l« i- ?2i*H- vi-ly @i<K.ia-bi

L S. C. E. F. — ANALISE MATEMATICA — Prova Pratica
—11 de Janeiro de 1955.

4082 — Desenvolver em série de poténcias de x a
solucdo da equacdo ay=(I+x)y"; determinar inter-
valo de convergéncia e soma.

00 00
y @ 2°'n*joy"™m2 " g
0 1

R : Ponha-se tott tem-se

00 0
«2 3n*°= (I+*) 2 na,x"" donde, para n=0,1,2, ¢oe
o 1

a3, = aj
« («-1)

aa, —ai + 2a, ou a, a,

<t(eh) (a-2)

aa, = 2a + 3a, ou a$ =
2-3

(*-n + 1)

e por ser a, = a,_, tem-se a,

e portanto 'y = a2 ( ) x"e=ao (1 + x)« valido 0
0 w

desenvolvimento para |x|< 1.

4083 —Determinar as equacdes dos planos tangen-
tes a superficie X +y +7—92z+ 5 — 0O paralelos
x —1 y z+ 2

2 ~ 3 2

a recta r:

R : A superficie é uma esfera x'+ y + (z — 3)*=4.

os planos tangentes paralelos aquela recta s&o em nu-
mero infinito. ~ Os pontos de contacto estdo num  circulo
méaximo  cujas equagbes  sdo

r2x + 3y + 2(z-3)=0

[ X*+ y*+ (z - 3)*= 4 "
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eslera
perpen-

Este circulo méaximo & a seccdo plana feita na
por um plano que passa pelo centro (0,0, 3) e
dicular & reata.

4084 —Indicar como se racionalizam os integrais

J(I + a° /2 --x) dx

e calcular efectivamente dois deles.

R : O primeiro integral pode transformar-se em :

e s6 i real quando a e Xx estiverem no intervalo

fo v 3  v/3\ ”

| —, = I. Nessas condicbes a transforma-

y9 2 2 2

cdo X = sen » conrfua a — cos’ » —
2 = 2 3 ki

—/ — (1 +cos2 dg.
i

O segundo integral, por ser

- lch*(x- 2)- [1- th® (x—2)]° trans-
ch'(i- 2) c (x ) [ (x )] rans
forma-se, com z th(x —2), em

C dz
J (z«-2z2°+ 1)
.Z*
O terceiro integral da — +Ylog*xdx--1"xMogxdi
>gxdxc= — logx— — :'dx e

f log* x dx — xlog*x —2 (x logx —x) + C. Final-

mente, pondo 2 + Xx -»t', o terceiro integral transfor-
ma-t¢ em :

J 3[l + (t»-2)°t]tfdt.
1. S. C. E. F. — ANALISE MATEMATICA — 1° exame de

frequéncia (extraordinario) — 1 de Margo de 1955.

4085 — Demonstre que as variacdes duma fungéo
absolutamente continua, sdo absolutamente continuas.

4086 — Diga em que consiste o problema de inter-
polagdo de HEKMITE e apresente a respectiva interpo-
lador*.

4087 — Responda a duas das seguintes questdes :
/(se) €& uma funcdo limitada propriamente cres-
cente no intervalo (a, 6) com uma Unicades conti-
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nuidade no ponto interior c: prove que, se /(I1)~1<O
antes de ¢ e /(x)>0>0 depois de ¢, o integral

f(t)dt tem um sé minimo interior ao intervalo.

R : A derivada V (x) de F(x)- f f(t)dt é igual

o f(x) sempre que em x a fungdo f for continua. Logo,
F (x) i decrescente no intervalo fechado (a , c-h) pois ai
F'(x) = f(x)<»<0; F(x) i crescente no intervalo
fechado (¢ + h,b) pois ai F'(x) = f(x)>p>0. Isto por
menor que seja |h| .

A fungdo F (x) é continua em c; pode te afirmar, com
esta continuidade em c, que a funcdo tem minimo  nesse
ponto ; ele i visivelmente Unico extremo interior ao inter-
valo. O valor do minimo ¢é dado pelo integral impréprio

£ rwae im gy

4088 —f(x) e g(x
limites de g(x)

sdo integraveis em (a ,0) e os
sdo ambos do mesmo sinal ; demonstre

que e integrével.
R: Tem-se L,>g(x,)>1,>0o0u I,<g(x,)<L,<0
mas em todo o caso por ser integravel:
lim 2(M-1<)(«Ht  X,)~0.
max(ii.i— xi)-*0
1 1
Tem-se sempre em qualquer dos catot —

N :— onde a e o menor dos
valores absolutos dos nimeros 1« L [supostos ndo nulos
tm (a,b)].

Resulta daqui

. 1

lim S i-T f- («l+1 - T])<-

mai(iji-i—Xj)-*0 1 i Lij
lim — VI (*i-n - i) - 0
max(XH-i —X1)-»0

Demonstrou-se ~ assim que é  integravel.
4089 — Deduza a derivada de F (X) X)dx

em que a e 6 sdo dependentes do parametro, depois
de efectuar a mudanca de varidveis x = 04-(6 —a) u
que leva a limites de integracdo constantes.

X=0(U,X —
-a + (b-a)u, nemF (x)= " f[p (u,X) X]e(b-a)du.

R : Fazendo a mudanca de varidveis

Pc/a regra tie derivagdo sob o sinal de integral vem :

a) +‘§Ib - a) +
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a da d (b—a)
Mas, como — — .
d\ dx ax

u oem quatro inte-

C*di da

grais para calcular FrX)= 1 dy & (b —a) du +
Jo
rofif d(b- a) +
Jo dl d«— u(b - a)du J ax
+ ctrert>du.
e jfrrrx dx
Tiremos dos integrais tudo o que ndo conttm u, nem

"tdf
! —ddu +

df

directa nem indirectamente F'(X):d—a (b—a) /
dX J

d(b-a) ® ) /f* df g ® ) /P d|d
—,—- - a —udu + —a — du +
dx Jo af
d (b -
( 3) X)du
dx
Desfaca-se ~ a mudanga de varidveis nos diferentes
integrais
ESCOLAS E
U. R. E. E. P. — GEOMETRIA ANALITICA E VECTORIAL —

Exame final — 2 de Janeiro de 1954.

4090 — Achar a envoltoria da altura B D de um
triangulo ABC, tendo fixo o vértice Ano lado B C,
de comprimento constante, desligando sobre uma recta
fixa.

4091 — Sendo a e 6 vectores perpendiculares mos-
—»

trar a existéncia de uma infinidede de vectores v tai,
que I) A «-1i1 exprimi-los em fungdo dos dados e de
um escalar varidvel. Dar uma intrepretacdo geomé-
trica a questdo, admitindo varidveis as imagens de
a bev.

4092 — Reconhecer se a superficiede equacédo 9us'-f-
+ 4j/ -1-12xy + 8x + 12y — 13y + 35 = 0 ¢é cilin-
drica e, em caso afirmativo, caracterisa-la.

BOLETIM

Nesta secgdo,
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., da r» df d(b-a) 1 f»df,
d\J, <x dX b—aj. d*
rd~f°dx . 1 d(b-a) /V
. *
O primeiro  integral ~ da :
da £ f
ax LT(B,x)-F(ax)].
Intregando  por partes, tem-se
JT "N (x-a)dx=-[f(x,X)(x-a)]i- jT f(x,X)dx
J4ienrfendb o esies resultados e feita» as  reducdes,

obtém-se
F (x)_f(b,XSjb—-f(a,X)di+J. &

Enunciados e solucdes dos n.* 4074 a 4089 de J. K. Albuquerque.

STRANGEIRAS

U. R. E. E. P. — GEOMETRIA ANALITICA— 2* Prova
final — 23 de Novembro de 1954.
4093 — Uma superficie é representada pela equa-
céo
5x* + 8y* i- Szx 4+ ixy — 4x + 2y +
+ 4z - 0
que pode ser simplificada por ama rotacdo dos eixos
de acordo com o seguinte quadro de cossenot direc-

tores

+ 5z* —4ya

X y »
X 2/3 2/3 1/3
Y 133 —2/3 2/3
Z 213 -1/3 -2/3

Caracterizar a superficie depois de reduzida a sua
equacdo e procurar uma representacdo da mesma em
coordenadas cilindricas.

4094 — Mostrar analiticamente que, num tetraedro
qualquer, as rectas que unem o0s meios das arestas
opostas passam num ponto. Achar as coordenadas

desse ponto.
Enunciados dos n."* 4090 a 4094 de M. Zalaar.
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105 — R. BALDUS — F. LOBELL — Nichteuklidische
Géométrie — 3.* edicdo corrigida — «Sammlung
Goschen»—Walter de Gruyter & Co. 1953-Berlim.

O presente livro abre com uma exposigdo cronolé-
gica da evolucdo da geometria, desde EUCLIDES e os

seus Elementos até os trabalhos de GAUSS, LOBATSCHI-
VSET e BOLYAI.

A «Geometria Absoluta», no 2.° capitulo, assenta
nos postulados de HILBERT; ai se estudam os axiomas
de ordenacgdo, dimensdo, das congruéncias, as conse-
quéncias destes axiomas, alguns teoremas sobre a cir-
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conferéncia, os axiomas da divisibilidade dos segmen-
tos, de ARQUIMEDES e da continuidade. Consegue-se
assim obter o corpo dos nimeros reais e a partir dele
construir uma base cartesiana do espago.

Todos estes resultados sdo igualmente validos para
as geometrias euclideana, hiperbdlica e eliptica.

No 3." capitulo estuda-se a geometria euclideana e
no 4.° a axiomatica da geometria hiperbélica no cir-
culo unidade.

O 5." capitulo, que compreende cerca de metade do
livro, estuda a geometria hiperbdlica como disci-
plina independente—noc¢des de ortogonalidade, para-
lelismo de rectas, curva de distancias, circulos, medi-
das de angulos, fungdes hiperbdlicas, trigonometria,
poligonos regulares, etc..

O cap. 6 ainda se refere rapidamente a geometria
eliptica.

Nesta pequena obra o Autor faz um estudo com-
pleto da geometria hiperbélica plana que intereBa
vivamente a formag¢do do nosso professorado secun-
dario, na sua generalidade totalmente afastado dos
problemas fundamentais das geometrias ndo euclide-

anas.
J. G.T.

106 — A. A. FBAENKEL—Integers and Theory of
Numbers — «The Scripta Mathematica Studies»—
Scripta Mathematica — 1955 — New York.

O professor FRAEXKEI, da-nos, num livro de 6ptima
apresentacdo, a traducdo do primeiro volume da sua
obra em hebraico — Mavo Le Mathematika — (Intro-
ducdo a Matematica) melhorada em vérias modifica-
¢O0es e adigdes. Anuncia ainda a publicagdo para breve
de outros dois volumes: um dedicado aos conceitos
fundamentais da algebra (grupos, anéis e corpos) e
ao papel de tais conceitos na extensdo da nogdo de
nimero aos campos real, complexo e hipercomplexo;
o segundo a teoria dos conjuntos, particularmente
nimeros cardinais e ordinaistransflnitos.

O presente volume trata dos seguintes questdes :

Ndmeros naturais como cardinais: notagdo, con-
ceito de numero cardinal e ordenacéo.

Nimeros naturais como ordinais: axiomas de PEANO,
independéncia dos axiomas, indugdo matemaéatica, adi-
¢do, multiplicagdo, relacdo entre ordinais e cardinais

Teoria dos numeros : niGmeros primos e sua distri-
buigdo, particdo do circulo, teoremas de FERMAT, con-
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ceito de congruéncia, nameros perfeitos e amigaveis,
nimeros algébricos e ideais.

Nimeros racionais : fracgdes
negativos, o campo dos racionais.

De acordo com os actuais programas de aritmética
racional do nosso ensino secundério, o presente livro
6 um 6ptimo elemento informativo e didatico, a dis-
posicdo do nosso professorado.

positivas, inteiros

J.G.T.

107 - P. DUBREIL —Algebre. Tome |.— 2." edicéo
revista e aumentada — «Cahiers Scientifiques»,
Fase. X X — Gauthier-Villars. Paris

A Algebra de Dubreil era até h4 pouco, na literatura
francesa, uma obra fundamental sobre as modernas
teorias algébricas.

Pode dizer-se, porém, que esta nova edi¢cdo consti-
tue um livro inteiramente novo.

Se, por um lado, o nivel cientifico da obra melhorou
bastante, nela permanece o mesmo espirito de clareza
e precisdo que a caracterizava inicialmente.

As adi¢cBes incluidas ultrapassam 150 paginas ;
muitas passagens foram inteiramente refeitas. EBtas
modificacbes referem-se a teoria dos conjuntos (apli-
cagdes multiformes, conjuntos ordenados, conjuntos
finitos e nimeros naturais, teorema de Zorn), as estru-
turas algébricas ordenadas, a teoria dos semi-grupos
(equivaléncias principais, grupos ou pseudo-grupos
homomorfos), a teoria dos anéis e ideais (relagbes cora
a teoria dos semi-grupos, teorema de KRULL sobre a
factorizagdo, decomposi¢do noetheriana com aplicacéo
ao teorema de NOETHER sobre a intersecgdo de duas
curvas algébricas planas). A exposicdo assenta em
ideias gerais basicas, como a utilizagdo sistematica
da operagdo de fecho, das equivaléncias regulares, etc.

As demonstragdes sdo apresentadas com todos os
pormenores ; os exemplos e exercicios permitem ao
leitor tirar o maior proveito do estudo.

Se bem que facilite a iniciacdo no importante ramo
das matematicas modernas, que é a Algebra Abstraia,
este livro oferece aos especialistas a exposi¢cdo de
resultados recentes e pontos de vista novos.

Destina-se pois a alunos e professores e 6 de desejar
que faca sentir a sua influéncia nos estudiosos do
nosso pais.

Errata — O nimero 60-61 saiu por lapso com o preco de 17350 em vez de 35%00
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