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9. — Prorosizionz. La serie
y ~ 1 5 | 1 1 1
et gl S Ok

ha per somma —Z— = (,78539 81633 9744 ... e vien rap-

presentata aprossimativamente nel cerchio di raggio
unitario del trinomio

i ) f
wl_z(seﬂ 18° =+ 21 — I)E
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10. — Osservazione. Tutti i denominatori delle
frazioni esprimenti il grado di approssimazione con-
seguito sono stati arronfati, ma in realti sono lieve-
mente maggiori di quelli signati per cui é ancora

inore U'errore

Nora Bisrioerarica. Per altri lavori sulle serie,
congeneri all'attuale, vedi Note di V. G. Cavallaro
in Tohoku Mathem. Journal Vol. 42, 1936, Sendai;
Anais da Faculdade de Ciencias da Univ. do Porto,
1937 ; Bulletin Scientifique de I Ecole Polytechnique
de Timisoara, XI, 1943, N. 1—2; Bolletino di Mate-
matica, 1941, N. 4, Genowa.

Cefalu (Sicilia).

A funcdo de Dirac— Sua interprelacdo matemética — I

por Ruy Luis Gomes

Ficou demonstrado no artigo anterior ‘¥ que, dade
um ponto fixo = e R", nfio existe nenhuma fungio,
f(y), somdvel em todo conjunto compacto  de R",
tal que

() ¥ () -f‘; F@ @) dy,

para toda fungfio ¢ e ¥, designando por ¥ a familia
das fungdes continuas sobre R", cada uma delas igual
a zero no exterior de um conjunto compacto .

No entanto, se partimos de uma func¢io localmente,
somdvel,” f(y), o integral que figura em (6) define
uma funcional linear A (¥).

Na verdade, ¥ é um espago vectorial linear ¥ e

M ACcthtab)=adW) +eddh.
Por outras palavras: cada fungio localmente so-
mével, f(y) , gera a funcional linear

® A(‘I')-Lf(y)ﬂw(y)dy; Yew.

1) N,* 46 desta revista,

(2} Podemos chamar a f(y), funcho localmente somdvel. Na ver-
dade, se f(y) é somivel em todo conjunto compacto de Bn,cada
ponto de B* admite uma vizinhanga — esfera ou intervalo —onde
I(y) é Avel. Inv , verificada esta Gltima hipdtese,
basta recorrer ao teorema de cobertura de Borel — Lebesgue
para concluir que f(y) é somivel em todo conjunto compacto
de Bm.

@) Chamando suporte do ¥ ao fecho do conjunto dos pontos
y6RB" tals que ¥ ()50, ¥ & a familia das fungBes continnas de

" suporte compacte. Exemplo: qualquer curva em forma de sino:
o suporie & a base de apolo sobre o espago Rn .

) Be ¥, , ¥y pert a¥%,0 teco a cy Yyt s by

qualsquer gque sejam os niimeros reais c;,¢y.

Ora é possivel demonstrar o seguinte Teorema. Se
fi(y) e fa(y), ambas localmente somdveis, geram a
mesma funcional, s6 podem diferir num conjunto de me-
dida nula.

Suponhamos, com efeito, que

(s)ffi(ymmdwf AV dy, e
Rn Rn

Considerando um conjunto aberto limitado G, de-
signemos por g a sua fungio caracteristica.

Utilizando a decomposigio G' = 2], e aplicando o
teorema de Urysohn ®, vem

9(y) =lim ¢, (y),ye B
e, portanto,

fi @) 9 () = lim fy (¥) 4u (v)
J2(¥) 9 (y) = lim f; (¥) 4u (v)-

Ora, como fi (y) ¢. (v) é uma fungiio somdvel em B" e

A@ GO I<IAG 70120460 ]<
<\ LWlsw,

sendo | f; (%) |9 (%), /2 () | g () fungdes somdveis,

-resulta que @

(10) f £16) 9 @) dy = lim f £ ) 4 @) dy
Rn - Rn

(5) Ver artigo anterior, pag. 3.

%) O teorema de Lebesgue-Fatou diz-nos que: se |/, | &
uma sucessfo convergente de fungdes somdveis num conjunto
mensurivel E e se |fy| =h, sendo h somivel em E, entlo,
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ffz(y)gfy)dy=limf £ )4 ) @5
RBn " JEn

Atendendo a (9), (10) e a que g(y) =0 para
yeR'—G e g(y)=1 para ye G, vem

Jﬁ@®=fﬁw@,
(23 &
donde

) j;(f: — f)dy =0.

Como ' é qualquer conjunto aberto limitado de I",
resulta ainda

) j; (fi—f)dy=0,

para todo conjunto F mensurdvel e limitado de R".
Representemos, entéo, por E, o conjunto dos pontos

1
de EB" onde fi—f;> — e decomponhamo-lo numa
n

infinidade numerdvel de conjuntos limitados e men-
surdveis E™. Como, em virtude de (11'),

J (fi—f)dy =0
b~y
e, por outro lado,
1
TERI< [ iR,

vem |E?|=0 e, portanto, | E,|=0. O conjunto dos
pontos onde fj —f>>0 tem medida nula e 0 mesmo se
diz do conjunto dos pontos onde fj — f <0. Em
resumo, f; = f5, 2 menos de um conjunto de medida
nula.

Identificando, entio, as fungdes localmente somdveis
que s6 diferem num conjunto da medida nula, che-
gamos ao seguinte resultado, € possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre as fungies localmente
somdveis f(y) e um certo sub-conjunto das funcionais
lineares definidas no espago vectorial 4 .

Trata-se das funcionais lineares

A= J;_f(y) ¢ () dy,

e essa correspondéncia é um verdadeiro isomorfismo,
pois, de

4@~ | A0

f=lim f,, & somdvel em E e, além disso,f !dy=iimf fu (¥) dy.
n E n E

O caso do texto corresponde a E==En, fu(y)=r(¥) 4‘“ (y) om
Fo=f @ ¥ k= /1) g (y) ou h=]|fi(¥)|g(y). Notese
ainda que |f,|,|f:| sio localmente somaveis aoc mesmo tempo
que fy,f: e g 6 somivel em R, e nula no exterior de G. Como
G & limitado, pode encerrar-se pum ecompacto e dai resulta
que |fi|g e |/f:|g sho somiveis em Bn. (Ver 8. Saks advante
citado).

4§ = JR £ ) @)y,

tira-se
A @) + 4 (§) = JR,, (AW +£ )4 @) dy.

Ora, este isomorfismo abre o caminho para um nove
conceito de fungfio ™ : identificamos uma fungéo local-
mente somavel, f (y), (e todas que lhe sdo equivalentes)
a funcional linear

@ SO [ SO, e

Vejamos agora como interpretar a pseudo-fungdo de
Dirac 3, (y), ye B". Por um lado, esta afungiow
aparece na Teoria de Dirac como um simbolo, pri-
tico®, da funcional linear
(13) A =4 (=),
z fixo.

Por outro lado, 8, (y) nfo é uma fun¢fo no sentido
hd pouco definido, em virtude do que ficou demons-
trado no nosso primeiro artigo.

Quer dizer, 3, (y) ¢ uma funcional linear 4 (§),¢e¥,
mas nao daquele tipo, (12), caracteristico das fungdes.

Mas é possivel marcar de uma maneira mais suges-

tiva a diferenga entre uma fungdo f(y) e a pseudo-
~fungio 3, (y) de Dirae. Efectivamente, como ¢ ¢é de

Yyew,

suporte compacto, l ¢ (y) dy, define para cada
I B

conjunto mensurivel e limitado, E , uma fungio finita
de conjunto, p(E), com a seguinte propriedade:
se: E=% E,, E, E,=0, E, mensurdvel,

n(E) = Sp (E,)

e esta série ¢é absolutamente convergente”, quere
dizer, p (E) ¢é uma medida.
Em consequéncia, '

13) 7@ = [, F@ YO v = [ ) dn,

ticando assim a funcional f(}) expressa pelo integral

(M Ver L. ScawarTz — Théorie des Distributions, Tome I —
Parls, 1950 — Pags. 17, 18, 19.
(8) Ver artigo anterior.

(9) Basta recordar que | (E,) |£j; |¥|dy, juntamente com
L]

a circuostfiocia de |'H sor somdvel em E, donde

3[F(E.)ISXJ;"W|dy=ﬁ|‘de<w-

(1) Para deduzir esta férmula é convenlente comegar por nma
fun¢fio tendo apenas um nimero de valores distintbs =0, cada i
um deles pum conjunto mensuriavel limitado, e depols efectuar
uma passagem ao limite de maneira a obter no final uma funglo
localmente somavel arbitraria (Ver 8. Saks, adeante citado).
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de ¢ (y) em ordem & medida p(E) = rEf(y) dy,

e ndo em termos de um integral de Lebesgue.

Trata-se de uma medida absolutamente'" continua e
demonstra-se '® que, inversamente, se p ¢ absoluta-
mente continua, entdo,

-

a  [ea=[ 0w,

sendo f(y) a densidade de p isto é, a funglo local-
mente somavel tal que

(15) w@) = [ rwa.

As medidas absolutamente continuas, estfo, pois,
em correspondéneia biunivoca com as fungdes — podem
identificar-se com elas ",

Voltando agora 4 pseudo-fungiio de Dirae, simbolo

(11) Isto significa que W (E) tende para zero com a medida—I
de E. 4

(12) Consultar 8. S8axs — Theory of the integral, Varsovia, 1937.

(13) Ver L. BcawarTz, loc. cit., pig. 18.

de funcional
AW =y¢(@=),
basta introduzir a medida, nio ab
agsim definida
pt(x) =1 (massa + 1 no ponto x)
1 (E)=0, quando z¢ E,
para se poder escrever

A@)-a,(w-ﬂnwy)dp-

Quere dizer: a pseudo-fungdo de Dirac € uma medida
mas ndo uma fungdo .

Deixamos para um terceiro artigo a definigio da
derivada de uma fungfo e, de um modo geral, de uma
distribuigio. 56 entdo se atingird o verdadeiro alcance
daTeoria das Distribuigdes, coneebida pelo matemd-
tico francés L. Schwartz, um dos mais activos
colaboradores do grupo Bourbaki, que tio profunda
influéncia tem tido no desenvolvimento e consolida-
¢do da matemdtica moderna.

= fixo, ¢eWw,

lutamente continua,

[Continua)

(14) L. ScawarTz, loc. cit., pag. 19.

Problémes de dépouillements— Il

Problémes intéressant un nombre non limité de candidats
par Pierre Dufresne

Deuxiéme probléme.

Comme dans le probléme précédent on suppose que
des candidats 4,B,C,D ... M, N aient obtenu des
nombres respetifs de suffrages a,b,c,d---m ,n.

Nous désignerons comme précédemment par 0 le
nombre total des bulletins déposés an nom de I'un
quelconque de ces candidats et par N(a S By esd, s n)
le nombre de tous les dépouillements possibles de ces
6 bulletins.

11 g’agit de calculer la probahilite pour gque durant
tout le dépouillement le nombre des bulletins comptés
portant le nom de A ne soit jamais inferieur a celui
des bulletins comptés portant le nom de B, ce dernier
nombre jamais inférieur & celui des bulletins portant
le nom de C--- le nombre des bulletins comptés por—
tant le nom de M jamais inférieur a celui des bul-
letins comptés portant le nom de N.

Je designerai par:

P(a,e.,c...,.,n)[.aa B=0=--.2 M2 N]
la probabilité cherchée et par:
N‘“)‘t‘"":“}[ﬁ’_’ﬂz 0= .cc = IEN]

le nombre des dépouillements différents possibles des
® bulletins qui vérifient la condition posée.
Done:

Pla,bcom,n)[4= B2 0> o> M= N] =
_N(a, bycevm,m)[AZ= B2 OZ ... 2= N]
N
Les conditions imposent un ordre déterminé
dans le classement respectif constant des can-
didats (4 toujours au moins autant de suffrages
dépouillés que B, B toujours au moins autant de suf-
frages dépouillés que C,...). Nous désignerons par
ay, by, €1, - my,ny, les rangs respectifs imposés aux
candidats 4,8, C,--- M, N c'est a dire que a;=1,
bl='2! 81—3 -« ete.
Enfins nous poserons:

wmat (m—1), p=b+(m—2), y=c+ (1 —3)--
K=kt (m—k) - p=m+ (n—m)=m+1,

v=n+4 (g —ny) =n.
Leswe. 87 a>b>e> - >n

N(l,b,e,---m,n)[AZ B=C=..-2ZM=N] ™

sbyce--m,m)



