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3056 — Determine o= valores inteiros ¢ positivos
de @ e de & que tornam impossivel a equaciio
2a (22 — 1) =40e — b (B + 1) .
R: A equagdio proposta € equivalente a x=(2a—b):
:(4a+38b—40) . As condigies a que devem satisfazer
08 coeficientes para que a equacdo seja impossivel sio
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ELEMENTARES

entdo: 2a—b=£0 e 4a+3b—40=0. Esta éltimaequa-
¢dio tem, como € facil ver, as solugies inteiras e positivas
que sio os pares: ay=1,b;=12; ay=4,b,=8; a3="T,
by=4. O par a,,b, por nio verificar a 1.% condigio
2a—b=£0, ndo serve, e os outros constituem as solugies
do problema.
3057 — Determine m de forma que o trindmio
(2m? + m — 6) 22 — 2mxe + 1

seja sempre positivo, qualquer que seja o valor real
atribuido a . R: As condigies a que devem satisfazer
08 coeficientes sdo:
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(2m?4+ m—6) >0 ¢ A=4m?—4(2m?+ m—6) <0,

A primeira desigualdade é verificada para os valores
de m tais que ou m>3[/2 ou m<—2; a segunda
para m>2 ou m<-—3. Daqui se conclui que 08 va-
lores que satisfazem ao problema sdo os que verificam
on m>2 ou m<<—3.

3058 — Calcule o termo independente de = do
: 1 g at\s
desenvolvimento de: == Vz) . R:Otermogeral
€L

do desenvolvimento € da forma 18C, - (1/x*)18-. (='v~)",
e nele o expoente de x € 2n—36+nfd, que deve ser
nulo para que o termo seja independente de x; para
isso deve ser n=16. Entio o termo independente de x
¢ 180 =18C,=153.

ARrrrafTica

3059 — Determine dois nimeros a e b, sabendo
que: m.d.e.(a,b)=4 & m.m.c.(a,d)=360. Apre-
sente todas as soluydes do problema. R: Os nidumeros
pedidos serdo da forma: a=4-p e b=4.q, sendo
P e q primoseniresi, e tais que ab=4><360. Daqui
se conclui que p-q=90. Esta equagio admite como
solugdes inteiras os nimeros primos entre si py=1,
41=90; p,=2,q2=45; p3=5,q3=18 e p;=9, q5=10.
Eintito os pares de valores que servem ao problema sdo:
aj=4, byj=360; a,=8,b,=180; a3=20,hby;=72 e
a;=36 , b;=40.

3060 — Demonstre que: «se dois nimeros sio pri-
mos entre si, a sua soma e o sen produto sdo também
primos entre si», R: Pela hipitese do teorema € m.d.c.
(a,b)=1. Seja d 0o m.d.c. de (a+b) e ab. Como
d divide ab e a ¢ b sdo primos entre si entio d ou
divide a ou divide b. Se divide a, como divide a+b
tem de dividir b. Entido pela hipotese do (eorema
d=1, e o teorema fica demonstrado. Se d divide b
conclui-se analogamente ser d=1.

Solugdes dos u.°* 3056 a 3060 de José da Silva Paulo.

Exames de aptidio para frequéncia do Instituto
Superior de Ciéncias Econémicas e Financeiras —
Ano de 1950 — Ponto n ° 1.

3061 — Demonstre que, se p nio ¢ um nimero
primo, é verdadeira a igualdade (p—1)!=p. R: 4
proposigdo a demonstrar sé € verdadeira para p >4,
circunstincia esta que deveria ter sido assinalada no
sen enunciado.

Com efeito, sendo p nito primo, ter-se~it: ou (I) p = a*
(a primoe «>>2), ou (IT) p=a*.bE...cT (a,b, - c
primos). Se (I) p=a”™ tem-se p—1=a*—1>a*—a*
=a”"'(a—1)>a*" (com a>2). Portanto, na suces-

-1
-

sdo, 1,2,3,---p—1 encontram-se os divisores a,a?,
«.a™t e, consequentemente, (p—1)1=1-.2-3-- (p—1)
admite o divisor a™ com m 1424+ oo 4 (2—1) > a
(se for 2>2). Logo, (p—1)!=p, e. q. d. com p=a®
(apenas quando 2>>2 ¢ a>2). Para a=a2=2,
p=2"=4, tem-se 3! =64, Se (I[) p=a®-bB...cT
(a,b,---c primos), p pode escrever-se sob gqualquer
das formas p=a*-r, p=bB -5, ... p=c¥ - t. A demons-
tragio feita em (1) para p=a* wvale, a fortiori, quando
p € da forma p=a”*-k. Portanto sendo (p—-1)! divi-
sivel por a*,bB, ... Y, divisores primos entre si, serd
divisivel pelo sew produto, c. q. d. (Vide J. Fitz-
Patrick : Exercices d'Arithmétique, 3 “ ed. — Paris,
1914).

3062 — A soma de dois mimeros inteiros ¢ 224 e o
mimero dos seus divisores comuns é 6. Calcular os
nimeros. R: O m.d.e. (a,b)=D deverd ser um divi-
sor de 224 =25.T7 com 6 divisores e, portanto, da
Jorma D=2%.78 com (2+1)- (8-+1) =6 (a ¢ 8 inteiros
nio negativos). Das solugies desta equagio apenas econ-
duzem a nimeros 1) divisores de 224, as solugies a=2,
B=1 e a=5H,p=0 as quais correspondem D=28 e
D =32. Tendo em atengio que afD=q e b{D=q', com q
e q' primos entre si, tem-se 224/D=q+q' e, portanto:
a) para D=28, q+q'=8, donde, respectivamente,
q=1,3; q'=7,5; a=28,81; b=196,140;
b) para D=32, q+q'=T, donde, respectivamente,
q=1,2,3; ¢'=6,5,4; a=32,564,96; b=192,
160,128,

3063 — Utilizando a andlise combinatdria, deduza
o nimero de diagonais dum poligono convexo de =
lados. R: Dados n pontos no plano, nio colineares 3
a 3, o ntmero maximo de segmentos distintos (AB e BA
sito considerados como win mesmo segmnento) determina-

n
dos por cada par de pontos € dado por (2) Destes
seqinentos, n sio lados do poligono convero cujos vér-

tices sdo os n pontos dados. Logo é (;) —n=n(n—3)/2

o numero das diagonais pedido,

Nao recorrendo a andlise combinatiria, poderia se-
guir-se este raciocinio : de cada um dos n vértices par-
tem n—3 diagonais. Serio, portanto, n (n —3) quando

se contar AB e BA. Como porém, estes dois seqmentos
ndo sio distintos, teremos que dividir n (n—3) por 2
para obter o niumnere pedido.

3064 — Dada a equacio
(2a—1)a?— (2a+1)z+ta+1=0
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determine a de modo que as raizes =, e x, satisfa-
¢am 3 igualdade Buayx,=2(x}+x}). R: Por ser
X+ xp=(2a+1)/(2a—1), x-x,=(a+1)/(2a—1)
e Xj+xi=(X,+%9)*— 2%, Xy, a igualdade proposta ¢
equivalente a 10a* 4+ a—11 =0, donde, a=1 e
a=—11/10,

3065 — Demonstre que

are se; = —rf.“i—é
sen m—acg &.

qualquer que seja o Angulo x, do 1.° quadrante. R:
Fazendo arcsen\/x/(x+a)=a, tem-se
sen®a=x/(x+a), cos?a=a/(x+a), tga=x/a

e, portanto, a=aretg \/ x/a, e q. d., considerando as
determinagies no 1." quadrante, o que, certamente, o
enunciado do problema deveria pretender indicar em
vez da afirmagio incompreensivel relativamente a x, que
€ uma varidvel real e ndo wmn angulo. Note-se que a
igualdade sé tem sentido quando os radicandos forem
positivos ou nulos, o que se di quando ax>0.

3066 — Determine a expresso geral dos dngulos
que satisfazem a igualdade tg o= —cotg (3z) . R: De
ty x = — cotg (3x) = cotg ( — 3x) = tg (x/2 + 3x) resulta
x=kn4m2+3x (k inteiro) ou x= —(2k+1) =/4.

Exames de aptiddo para frequéncia do Instituto Su-
perior Técnico — Ano de 1949 — Ponto n.° 1.

3067 — Achar dois nimeros primos entre si cuja
média geométrica seja 660. Determinar o mimero de
solugdes. R: Trata-se de determinar 2 nismeros A e B,
primos entre si, cujo produto seja 6602=21.32.52.112,
Por er. A=1, B=60602=435600; A=2i=16,
B=32.5%-112=27.225.

O nivmero de solugdo determina-se tendo em conta
que, por serem A e B primos entre si, os factores
primos da decomposigiio de 6602 que figurarem em A
ndo figurardo em B e reciprocamente. Isto significa
que A e B deverioser da forma: 1°) A=1, B=660%;
2°) A=a%, BaibP. gV sendo a* cada um dos
Sfactores da decomposiciio de 660 (em niimero de Cf)
€ bs el d8 o produto dos restantes trés. O niumero de
pares A, B nestas condigies serd, portanto, de C} ou
Ci; 8°) A=a*: bB, B=c-d® com a®.b® todos os
possiveis produtos distintos dos 4 factores da decomposi-
gdo de 660 tomados dois a dois (logo, em nimero de CY)

e cl. ds o pir oduto dos restantes dois.

(Note-se que os pares A,B tendo A trés factores
da decomposi¢do de 660* e B apenas wm, nio sio
distintos dos considerados no 2.° caso). O niunero total
de solugiies serd pois de Cl4-Cl4-Cl=11.

3068 — Demonstrar que o produto de n» nimeros
inteiros consecutivos ¢ sempre um miltiplo dos n
primeiros mimeros inteiros. R: Pretende-se mostrar
que € inteiro o cociente

E=(m+1)-(m+2) - (m+n)/1.2.3...n=
=1.2.3...(m+n)/1-2-3.-.m-1-2.3...n.
Para isso, bastard mostrar que um numero primo k,
divisor do denominador e, portanto, também divisor do
numerador, figura neste com wm ecpoente, pelo menos
iqual aquele com que figura no denominador. Qual a
maior poténcia dum nttmero primo k que divide o pro-
duto dos v primeiros ntimeros? A determinagio desta
maior poténcia faz-se pela regra seguinte: divide-se
por k bem como os sucessivos cocientes da divisio por k
al€ se obter wm cociente menor que o divisor ; a poténcia
de base k cujo expoente seja a soma dagueles cocientes
sucessivos obtidos € a poténcia procurada. Determinemos,
portanto, as mais elevadas poténcias de k que dividem os
produtos 1-2-3..(m+n), 1-2.3..me 1-2.3-.-n.
Sejam respectivamente oy, qz, - Qe; Q1502539
e q'"y,q"s, - q"s 05 cocientes sucessivos da divisdo
por k daqueles produtos. Como se sabe, a parte inteira
do cociente de m+n por k €, pelo menos igual
a soma das partes inteiras dos cocientes, por k, de m
e de n; logo, 1>q1+q"2; ©22>9249"25 - @>

>q's+q"s. Adicionando, membro a membro, estas
desigualdades, teremos: qp + (o + = + Qu >
O F @+ <+ dh) + (d + g'ls + o+ ).

Ora, o 1." membro desta Wltima desigualdade representa
o expoente da mais elevada poténcia de k figurandono
numerador e o 2. membro o expoente da mais elevada
poténcia de k figurando no denominador. Tal desi-
gualdade permite a prova que pretendiamos (vide, tanto
o problema proposto como a regra enunciada, em: Exer-
cices d'Arithmétique, n.” 261, F. G. M., respectiva-
mente, exerc. n.** 236 e 237 ¢ Gazeta de Matemaitica,
n.° 28, pdgs. 20-21, Um teorema de Aritmética por
J. da Silva Paulo).

3069 — Mostrar as>b,

a"— b > (a — b)"

que, sendo ¢ sempre

para qualquer valor inteiro de n superior 4 unidade.
R: Demonstremos por indugio. Para n=2, a desigual-
dade a®—b?> (a—hb? fica provada, por multiplicagio
ordenada das expressies a—b=a—b e a+b>a—b-
Admitindo que a desigualdade proposta se verifica para
n=m, isto €, que a™—b™ > (a—b)™ mostremos que ela
é verdadeira para n=m+1. Com efeito, multiplicando
ambos os membros desta desigualdade por a+b—2b=
=a—b (a>Db) obteremos: am™t!—hotl 2hm+ _ahm—
—a™b> (a—b)". Para mosirar que a™'—bvt>
> (a—b)™" bastard provar gue E =2b™H —abm —
—a"b<0. Vejamos que esta expressio €, efectivamente,
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negativa. Ora, sendo a>h>0 fem-se a™>b" e, subs-
tituindo em B, a™ por b™, tem-se: E <2bm+—ab™—
—bott=b™ (b—a) <0, c q. p.

3070 — Dada a equagdo x*—2ax+56=0, determi-
nar a e b de modo que uma das raizes seja dupla da
outra e que a soma dos seus quadrados seja igual a
125. R: Eliminando %; € X3 em X|+%X2=2a,%;+Xp=b
e xy=2x, obtem-se Ba”—9b =0. Por outro lado, x}+x3=
= (%1 +x%2)2—2x; - X,=4a2—2b=125. Resolvendo o sis-
tema formado pelas duas equagies em a e b, obtem-se
a=15/2 ¢ b=>50.

3071 — Demonstrar que o lugar geométrico dos
pontos do plano cujas distincias a duas rectas do
mesmo plano estiio numa razio constante, ¢ uma recta.
R: Sejamn 1y e vy duas rectas concorrentes em O. O lugar
geométrico dos pontos P pedido € a recta t, sobre a qual
assentam as hipotenusas de todos os triangulos rectin-
qulos cujos vértices sio P, 0 e os pés Py e P, respectiva-
mente sobre vy e vy, das perpendiculares bairvadas de P
sobre estas duas rectas. Com efeito, os triamgulos rectin-
gulos [P'P{O],[P"P{ O],--- sdo semelhantes entre si
e, portanto, PO/ PTP|—PT0 /P Pji= .- —k,. Para
os triangulos [P'PLO], [P" Py O], -
também semelhaites entre si, ter-se-4: P'Q [ PTP] =
=PTO/PT P} = .- =k,. Logo, por divisio ordenada :
PP}/ PTP] = P"PY[PTP] = -.- = ky/ky = const., que
prova estarem entre si numa razdio constanle as distan-
cias dos pontos P (P, P",.--) as rectas vy ers.

Sendo ry[/r3, a recta r ¢ a paralela a 1y € T3 condu=

rectiongulos e

zida por um ponto P satisfazendo s condigies do
problema.

3072 — Dados trés pontos nio colineares, sobre o
plano, tragar uma recta que diste de um dos pontos
um comprimento dado e que diste igualmente dos
outros dois. R: Sejam A, B e C trés pontos, dum
plane =, ndio colineares e d o comprimento dado. As
rectas de = distando d dum dagueles trés pontos, A,
por exemplo, constituem a familia de tangentes i circun-
Sferéncia de centro A e raio d. Sdo solugies do problema
proposto, os elementos desta familia que equidistem de B
ede C: as duas rectas 1y e vy tangentes it cireun feréncia,
centrada em A e de raio d, paralelas a BC e as duas
tangentes, ry e 15 a esta mesma circunferéncia, concor-
rentes em M, ponto médio de BC, quando existirem.
(Note-se que as rectas ry e vy determinam em geral com
M, B e C e os pés das perpendiculares baizadas sobre
elas de B e C, dois triangulos rectingulos i{guais).
Designando por dy a distincin do ponto A a BC conclui-
remos os sequintes resultados :

1.°). Sendo d<AM: a) com d==ly, existem as quatro
solugies distintas, vy, ra, ry e rg; b) com d=dy, existem
trés solugies distintas, pois que uma das solugies ry ou 1y
coincide com Ty ou Ty}

2.°). Sendo d=AM (o que ecclue a possibilidade de
ser d<<dy): a) com d>dy, existem trés solugies distin-
tas, ry, vy @ T3=ry; b) com d=d;, existem duas solugies
distintas ry (ou r3)=ry=ry e 13 (ou ry);

3.°). Sendo d=>AM (o que torna impossivel ser d;>)
existem apenas as duas solugies distintas vy e 3.

Solugdes dos n.% 3061 a 3072 de Orlando Morbey Rodrigues.

MATEMATICAS SUPERIORES
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ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. — Arcesra Svreriorn— Exame final — 1948-49

3073 — Descreva e justifique a determinag¢io da
caracteristica dum sistema de m equacdes lineares
a n incdgnitas.

3074 — Escreva a condi¢fio de ortogonalidade das
arestas dos diedros A definido por
{ Ae +By+Cs+ D=0
Az + By 4+C=z=+ D' =0
e 7 definido por

He+ Ky + Lz + M =0
Ho+ K'y+ L'z4+ M =0

Relacione esta condigio com a matriz

stid, B
e m fsc] = & &1,
5 H'K'L

3075 —Sendo 7y ,7y, 7, as raizes de f(x) =
=pox" + P& + -+ + Py + p,, (uais sAo as
de F'(x)=(—1)"f(x) f (—x) ? Mostre que F (x)=0 se
reduz ao grau subduplo. Designando por G (x)=0 a



