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tho analysis of sigmoid curves», Acta Biotheoretica, 
vol. viii. Parts I/II). 

Podemos generalizar ahora las conoeidas curvas del 
crecimíento heterogenico o allométrico de H O X L K T Y 

T B I S S I B B . 

Pues si suponemos que adernas de (13) tenemos 
otra ecuacion del mesmo tipo 

(14) 
ai x 

1 + 4, 

— en donde x representa cl tiempo tísico — y elimi-
namos entre (13) y (14) el tiempo x , nos resulta 

(15) y ([![ — hl z)m + bzm 

que llamamos curva generalizada dei crecimíento alio-
mélrico ó heterogónico y que permito explicar los di-
versos fenómenos dei crecimiento en antro métrico hasta 
altera inexplicables. 

Para subrayar su interés, recuerdense las palabras 
dei sábio biólogo francês G. T E I B B I E S : 

«Il n'existe donc pas de loi d'allométrie généralisée, 
la seule généralisation actuellement possible consistant 
à représenter les croissances complexes par plusieurs 
arcs de courbes puissances que séparent des points 
anguleux plus ou moins nettement marqués» 

Para terminar, observemos que si calculamos la 
distancia geodésica entre dos puntos (X| y t) (x? ;/2) 
teniendo en cuenta las formulas (5) y (8) résulta 

(16) d (A , B) / Ï n L - ± 
•Xl 

Lo que nos dice, recordando la conocida ley psico-
fisica de W E B E R - F E C H H E B , que la distancia entre los 
dos puntos significa, en este caso, la iatensidad de 
la sensacion. 

MJ o , tk[r3ier s Les loja quaaiUatJves do lu croissance. Parts. 
Actualité* Scicnti/íqueã Hermann, n.° 1 pg. òl. 

I n é g a l i t é s 

par Jean Aczél 

I I I 

Solutions des problèmes el des exercices 
de le partie II 

P R O B L È M E G. Etant donnes x , et Xj, sur la cordo ATS 

(fig. 8) le point d'abscisse q\ xj + j t i i a pour ordonnée 
îi / (xi) + î ! f(xi) i s u r ' a courbe y=/(x), le point 

ayant même abscisse que le précédent, a pour ordon-
née /(g, x , + x j ) , La corde laisse l'arc A B au-
dessous d'elle si et seulement si (2) est satisfaite. 

PROBI.Î ;ME 7 . P a r 

/(<?! + ÏJ-c2) < >n / ( . c t ) + î i / ( x j ) 

pour les fonctions convexes au sens large, par 
f (q\ + xj) î j / ( x i ) + î î / ( x î ) pour les fonctions 
concaves, et par / ( ? , x 2 ) > 9 , / ( x , ) + Î ; / ( X 2 ) 

pour les fonctions concaves au sens large. 
V l Pi 

P B O U L È H E 8. Poser 5 , = et qz = 
Pi +}<ï Pi +î'2 

PnoiiLÈUE 9. On a 

/ (îl ^t + qz = a (g, x , + q2 x , ) + 4 — 51 («Xj + 4) + 
+ ? Î (ax2 + ft) ™ ? I /(a"I) + Î I / ( X Î ) , 

puisque 91 + 73 — 1 -
Piton LKMK 10. La fonction /(x)™= 1/x est concave 

pour x < 0 , et convoxo pour x > 0 . En effet, on a la 
rel ation 

(ç, x, + q, x,) f ÎL + - ï î - } - 3Ï + q, q, ( f i + ) + 

V x, l \ x , x , } 
+ 1\ > îï + 2ît <?Î + q\ — {q, + ?,)' = 1 

(puisque x - | - l / x > 2 , cf. VIntroduction), donc pour 
Xj , X î > 0 (cf. Problème 1), 

( 1 2 ) / ( î ^ + ^ x j ) < g i M +• 
?1 + n xz 

+ 2 , / X Î — Î J / ( X J ) + Q I F I ^ I ) , 

et pour x , , X 2 < 0 , 

/ ( ? , x , + q2xj) • > hl^i + 
h + <?2 Xz 

+ Îî/Xî — î l / ( X i ) + ? î / { x , ) . 

- = 
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La fonction f (?) est convexe car, d'après (1), 

(13) / { g , x, + qt xs) = (q{ x, -+• fl, a:,)* D 9Ï « ï + 
+ 2 î i îi^i + ï M < ? r + Îj + ?i îi3^ "t 
+ ql — (îi + It) îi xî + (?i + 9«) 3s A = 
— 2i + — îl / f o ) + l l / i ^ i ) • 

La fonction f (x) — + \Jx, est concave car, de la re-
lation suivante, conséquence immédiate de (1), 

(î, \/x! + ïs V^i)* - g*x, + 2ji îi ^î + 

+ î » « 3 < ?î + 5i + ÏI tfi x* î i 4 = 
— (îi + it) + (îi + 1i) It —fft x, -t-f^Xi 

on déduit que 

/ (?i X I + GJ — + \/q\ Xi f q2 > ^LCI + 
+ S i ^ W - î l / i ^ l ) + Í Í / ( » * ) . 

PBOELÍIME 1 1 . En posant GI = pt j{p% + J J * ) , Ç ; = 
= Î î / ( P i ) o n a î i + î î — l j et les inégalités à 
démontrer se transforment en 

St/«i + h l x t 
+ î t % < V'îi + ?Î ^ • 

Or ces inégalités (qui expriment précisément !e fait 
que y-^l /x est convexe pour sc;>0 et que y = x* est 
convexe) ont été démontrées au cours du problème 
précédent (cf. (12) et (13)). 

E X K R C I C R 6. Désignons par a et b les côtés du rec-
tangle, par Zf=2a + 2fi son périmètre et par ^ = 
son aire. On a 

a) On a, d'après la seconde inégalité du problème 
précédent (en y posant = g, = 1 /2) : (d + i ) / 2 < 
< v / ( a ' + 63)/2, c'est-à-dire Kli < « / / t / 2 , l'égalité 
n'ayant lieu que si a—b. C'est done le carré qui a le 
plus grand périmètre. 

fi) On a d'après (1) a 4 = V a â p < ( a i + &')/2, c'est-
-à-dire , l'égalité n'ayant lieu que si a = b. 
C'est donc encore le carré qui a la plus grande aire. 

E X E R C I C E 7. En conservant les notations de l'exer-
cice précédent, on resp. 2 , où 
cette fois Kresp. A sont fixés, d est minimum quand 
a —fi; c'est donc encore pour le carré que ce minimum 
est réalisé. 

Problème 12. La fonction y=»a* est convexe, la 
fonction y — ' l o g x est concave (pour x ; > 0 ) , car 
d'après (1) on a les relations 

a ( I W * = V'"a». a-> < (o*. -f- o"«)/2, 
/ Xj + X2 \ / 1 

log i — 2 / > g + l o g i i ) -

P R O B L È H E 13. D'après le problème précédent, la 
fonction iog x est concave, d'où, en vertu de l'inéga-
lité do Jensen, il vient que 

!°g {?i xi + 'il xi) > qi log Xi + 53 log x2 - log xf< xf . , 
c'est-à-dire xfi x^i <lqt x, + 5iXs, pour xp^x» , L'iné-
galité l / ( ï [ / » i + 5t/xj) a^t résulte de ceci comme 
dans la démonstration du problème 2. 

P R O B L È M E 14. La fonction y = (1 + h)' est convexe 
(cf. Problème 12) et la droite y - ^ l + h x rencontre la 
courbe y = (1 + h)1 aux points d'abscisses x = 0 et x~l. 
(Cf. la définition d'une fonction convexe au n° 1 et la 
remarque qui la suit). 

E X E R C I C E 8. Posons A R = X I , 1 / Ï - = J ( , 1 / S = Ç J . 

On a d'après (4) o6=ax,*> xf-->£qt x, +q1xi~arjr-ir b'jts. 

E X E R C I C E 9. Posons xi = 0/2,^3 = 6,^1 2/3,5;=»l/3. 
On a d'après (4) 

as b = 4xî xs - 4 ( x p < 
/ 2 1 \ a , / o4 - f i\ 3 

PiiOBLÈME 15. On a 
sin Xi + sin xi X-i + X} Xs 

siu — cos -
2 

donc, puisque 0<cos [ (x i—x; ) /2 ]< l si 0 <a-j — ij<7t, 
la fonction sîn x est concave où elle est positive, 
c'est-à-dire pour 2nrt<a<(2n + l ) » (n=0 ,± l , ±2 , - . -> 
et convexe où elle est négative, c'est-à-dire pour 
2 (ji—1) n < x < 2 « t: ( » - 0 , + 1 , + 2 , •••). De même, 
il résulte de la relation 

cos ;£( +cos it* Xi—X2 • — cos COS —— 
2 2 

que la fonction cosx est concave pour (2>t —1/2) « < : 
< x < ( 2 n - î - 1 / 2 ) jt et convexe pour (2»—3/2) < 
<(2n—1/2) TÎ, (n = 0 , ± l , 4 2 , •••) . 

Pnom.ÈMK 1G. a) En utilisant la relation x + l / x > 2 , 
on a 

(xï"1 -f sT ' ) " (^î1-1 + — 
= (xi» -j- ^ï faifoi -f- 3î|/d5i) + 35j")" 
> (xî" + 2x1 + I»")» - (aï + x; ) ' « . 

fi) Nous démontrons l'inégalité par recurrence sur n 
pour n ~> 0 . La relation est vérifiée pour n = 1 
(cf. Problème 11), Supposons que 

" V W + xï"')/2 < Va'f + xi/2 
subsiste. On a alors 

(xp1 + x£-')" < 2 (x" + x^)"-'. 
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lin multipliant membre à membre par l'inégalité (5), 
on obtient 

(a-,; + x 5 ) n + l < 2 ( x ' ; + l + 

d'où résulte l'inégalité à démontrer pour ) î > 0 . Pour 
n<c0 , on ramène le problème au précédent en posant 

— n1 ( n ' > 0 ) , x i = l /x i et x i ^ l / x - j , 
e) 11 faut d'abord démontrer l'inégalité analogue 

à (5): 
u foi gf + gi (?i sï+' + g î ^ ' ) " 

( 3 i ® r ' + « 1 ^ ' ) " c«i «7+f f i «s)" - 1 

En effet, on a 

fo, « r 1 + ï » » r 1 ) " (9. + 1* - c ï+ ' )" -
~ {S* x f + Si S» i j x î + q\ xl"Y > 
> fo? » ? + 2< i , S » « ï + « ï 4 " ) " " 

=> fojlKÎ+ÇiXÎ)1". 

Or la relation a démontrer est vraie pour » = 1 (voir 
Problème 11). Supposons qu'elle subsiste pour n — 1, 
ce qui revient à dire que 

tei « r ' + < te. ®i + s* )"~l 

subsiste. En multipliant membre à membre par l'iné-
galité (14), on obtient 

foi « J + 3 s < foi + 

d'où résulte l'inégalité à démontrer. 

P R O B L È M E 17. Posons r=mjn ; soit d'abord 0 < f n < w . 
On a, d'après le problème précédent, 

i/t 

I = J ^ Î « ^ 

W -

c'est-à-dire, en posant x" = 5 a;«! — ^ f 

2 
De même, pour « < 0 < ) » ; pour 0 < n « o i i , on obtient 
l'inégalité opposée. Pour démontrer (G) on pose 
r=mjn, r'^m'/n1, , = . On a « < w ' et 
l'inégalité (6) se transforme on 

foi I f f + 9 S Î T F ) ' " " < t e i S T ' + 
ce qu'on a démontré au problème 1G. Finalement, 
pour démontrer (7), il suffit, en vertu de (6), de con-
sidérer le cas où — 0 . En posant a f ^ y , et 

l'inégalité (7) est équivalent à 
1 

T • •—7 < !ii ' Vï' < 9i Si + ff* ÎÎÎ , 

qui n'est autre cliose que la formule (4). 
P R O B L È M E 18. Les courbes qui représentent les 

fonctions y—f(x) et y=<f (x) sont symétriques par 
rapport à la droite y=x qui est la bissectrice du 
premier et du troisième quadrant. La proposition 
résulte de cette représentation géométrique. 

E X E R C I C E 10. D'après (I) et l'inégalité démontrée 
au problème 11, on a 

ï i ' + i i ' / * y 

fl^ J ' < a * V7-

PnooLÈMB 19. On a 
V. ( ï i »1 + Qz xi) — V (+ tel + 1i XÙ) < 

< <P tel + f^i) + <li I (* ; ) ) (-ci) ) + 
+ ipù) - ?i •/. Oi) + il x (**) • 

P R O B L È M E 20. Le centre de gravité des poids 
Pi,Pt,---,}>/,, sera le point 

\ + + Pi+Pz+--+Pi J 
On voit ceci par recurrence. Kn effet, si le centre de 
gravité des poids J>i, jp2 j • ••,pk-\ est 

/ P l » , + "•• 
\ P l + — +Pi-\ 

- I V t - i \ 

i - 1 / 

alors, par exemple, l'abscisse du point en question 
sera, d'après la constrution indiquée, 

( J > i + " " + J P * _ I ) ; + î > I * * 

( ? H B P * - I ) + * > » 

Pi x, + • • • + pk xk 

P\ + --' + PK 

P R O B L È U B 21. La démonstration se fait par récur-
rence, moyennant un calcul analogue à celui qui vient 
d'être effectué. 

PROBLÈME 22. Pour k=2, on a démontré l 'énoncé 
dans le texte. Pour i > 2 , on le voit par récurrence. 

P R O B L È M E 23. Supposons que l'énoncé est vrai pour 
= 2*""'. 11 subsiste alors aussi pour & = 2', car 

tel 4 j - X j H i ' i r i •/(=±ï±aLH[/P 
/ 1 + l H +X2, \ 

f \ Ï F " 

2 i - l 

+ / l ' ' J J " 
2 ' 

La démonstration s'achève comme on l'a déjà indiqué 
dans l'énoncé du problème. 

P R O B L È M E 24. Soit p y — > 
alors on a 

[ i , fOla 

\ 
W + " •+14* / 

(J-J fois 

/ HAOT H \ 

\ ( M + f t r i - f - f 4* / 

- -
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f , rois ]Lk foi a 

W + W H 

i>H 1-pk 

Démonstration analogue pour les q\, q2, • • • ,qk ration-
nels. 

P t o m l n i 25. Il faut démontrer que si r O ' , alors 
(qtXr + ... + qkxl)>"C(qtx^ + ••• + g* a(tf)"1". 

Supposons que O c r c r ' et posons , ••• , a* 
O o — r / r ' - c l . L'inégalité à démontrer se transforme 
en 

qt\ + ••• + Î T I C I Î I I, + ••• + 5 * * » ) * ! 

ce qui, d'après le problème 21, équivaut à la concavité 
do la fonction y = ï', laquelle a été prouvée au pro-
blème 17, Le cas r < r ' < 0 se réduit au précédent on 
considérant les réciproques. Si maintenant r=-0<Cr', 
alors l'inégalité à démontrer devient 

<1 — ( l*i r'^tlr1 

donc, en posant ccf — ( , , , et on prenant les 
logarithmes, 

qi l og i i H 2, log <" < log (qt h + ?*'*) i 
ce qui équivaut à la concavité de la fonction log < 
(cf. Problème 12), Démonstration analogue pour 
r < 0 — r ' . 

P R O B L È M E 26. Puisque x, est le plus grand des 
> " " i xn r o a a pour p > 0 

(3,4+ ... H q,xt)if<(qlxf + + qk-cf) = 
et d'autre part 

fox«*+ + & 4 V'p > C1, «f = % VÎT-
Or V f t - l lorsque ce que démontre que 
Mp-t-Xj. On a de même pour f > < 0 , en posant 
x,—min ( a , , , a*) 

A = I < ( ? , ® Ï + M * + < X , V Î U 

d'où M p - r x , lorsque p — co , 

E Ï K B O I C E 11. Soient a ,b ,c les côtés différents du 
parallélépipède rectangle, = 2 (ab + bc+ca) sa sur-
face, 0 = 4 (ii + 6-f-e) la somme des longueurs de ses 
arêtes, d = ^a* + b2 + c ' sa diagonale et F-=a6c son 
volume. On a les inégalités 

ab+bc + ca, S 
F 2 " = V aô bc-ca < ^ 

F 1 , 3 - V a 5 c < ( a + & - H > ) / 8 _ 0 j l 3 t 

y m = YQÏ . & • é* < (ai+^+e?)/3 = «f*/S, 
o o + 6 + c Ja.- + b'' d 
12 8 < V 3 = fô' 

Tous les extrema sont done réalisés quand a = 
ce qui est le cas d'un cube. 

E X E R C I C E 12. Soient a,b,c les côtés d'un triangle, 
K son périmètre, A son aire. En posant 2s = a-L6-1-
+ c — K on a, d'après la formule de Héron, l'inégalité 

A*'* - Y s (s-a) ( Ï - 6 ) ( Î - C ) < 
^ i + ( i - 0 ) + ( j i - i ) + ( i - c ! ) K 

< 4 
c'est donc le trianglo équilatère qui a la plus grande 
aire. 

E X E R C I C E 13. D'après l'inégalité qui lie la moyenne 
arithmétique et la moyenne harmonique on a 

a t -| h«* , a (- j i-at 

« l 

a, 

> 
•- f t , 

_l_ . . . + 
« H ha* ai-1 h a t 

ce qui équivaut à la première inégalité à démontrer. 
De même 

Ql + ' - ' + Q t . 

k 1 /'a, -i f- l'a,. * 
E X E R C I C E 1 4 . 

« !+-••+ai , / «?+••• + a* 1 

E X E R C I C E 15. D'après l'inégalité 
S X 2 6 3 c fb\™fc\™ 6 

G " Ï A + 6 2 + Ô 3 > A L 6 W ) (À) - V I T ' 
. . . b c 

les extrema en question sont réalisés si a ™ — = —. 

E X E R C I C E 16. La convexité de la fonction log (1-t-a*) 
résulte de l'inégalité 

2 l o g ( l + o " * « - ) = l o g ( 1 -J- 2 / ô ^ ô F i -f- O ' H Î ' I ) < 

< log (1 + a ' . + aT> + a'< ar.) = 
- log (1 + a',) + log (1 + a't) . 

En posant ai*-a r<, , a, — a*/, on a, par la convexité 
de log (1-+-« ' ) , 

l o g V d + a . F i î ^ ) - 1 ° - 1 + t r , ) + , ; + ' ° g ' : i 4 a " ) > 

> l o g U - H a * ) - I o g ( l + V « l - " « » ) • 

La convexité de la fonction y 1 + résulte de 
l'inégalité 

W T + S l + |/l + sel)* = 2 4- aï + + 
+ 2 t / l T 4 + ^ ! T x ï ï ? > 2 4- X* + x\ + 
+ 2 \Zl-t-2x, X i + X f x ï — 1 -I- ( a ^ x s ) 1 . 

>t 
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De là il vient quo 

y / l + "i + v ' + ^ y ^ 1/1+OÎ + — + + 

E X E I I C I C E 17. Désignons par r le rayon du cercle, 
par îf! , les angles au centre du polygone, par A 
son aire et par K son périmètre. On a, d'après la 
concavité de la fonction sin x : 

a r% VI • • / f l + ' - ' + f A . 2ir (—— 
K=2r V 8in — < 2 r t sin + f * 

m 2 V 2, 

Les extremas sont donc réalisés pour <pt = •*• = ç* =• 
= %tjk, c'est-à-dire pour le polygone régulier. 

3. Autres propriétés caractérisant la convexité. 
11 résulte immédiatement de la définition géométrique 
de la convexité que si A,B ot C désignent trois 

2 ) t s i n — • 
k 

pointe successifs quelconques sur la courbe qui repré-
sente y =•/ (<t), alors chacune des trois conditions sui-
vantes est nécessaire et suffisante pour quo y (x) 
soit convexe r 

a) La corde AD est toujours au-dessous de la 
corde AC] 

b) La corde ISC est toujours au-dessous do la 
corde AC. 

c) La corde AB a toujours une plus petite pente 
quo la corde BC. 

On peut mettre ces conditions aussi sous la forme 
algébrique suivante: Une fonction y = / ( x ) est con-
vexe si et seulement si l'une quelconque des trois 
conditions suivants est satisfaite : 

a) On a toujours 

< • 
b) On a toujours 
/ t e ) - / M / ( * , ) - / t o ) 

<.x1c x,) . 

c) On a toujours 

/<**>-/<» I) ' / M - / M 
•EJ —acj te j — a t j 

1 ( jCj < Xl < OC]) . 

On a évidemment des conditions analogues pour 
caractériser les fonctions convexes au sens large, con-
caves et concaves au sens large. Nous utiliserons 
maintenant ces propriétés pour démontrer quelques 
inégalités, 

P H O H L È U E 2 7 . Démontrer que pour a ~ > 0 , ot pour 
Tl = 1 , 2 , « J , . . . 

n ( y ô - i ) > ( r t + i ) C " y « - i ) -

PBOUT.ÈME 2 8 . Démontrer que la suite LOG ( 1 + 1 / » ) " 

croit et que la suite log (1 — l/v)~" décroit avec 
i h m {» = 1 , 2 , 3 , . . . ) . En déduire que la suite 
a„=.(14- 1/n)" croit et quo la suite (1 +l /n)"+ l 

décroit quand « - » » . Démontrer que tout a„ est 
plus grand que tout b„ et que a„ et b„, sont arbitrai-
rement voisins lorsque n et ni sont suffisamment 
grands. 

H résulte du problème précédent qu'il existe un 
nombre et un seul, que nous désignerons par la lettre e, 
qui est plus grand que tout a„ et plus petit que 
tout . On a donc 

e - lim (1 + 1/îi)" - l i m ( l + l / » )n + l 
r r '' r; . -1 

e est la base des logarithme* naturels ou népériens et 
on écrira l o g , = LE. 

Remarquons qu'on a aussi les relations 

e = lim (1 •;• 1/x}1 = lim (1 + 1/*)** 

lorsque x est une variable qui tend continûment vers 

P B O B L Î K U 29. Soit f une valeur réelle quelconque; 
posons a„ (i) = (l + i/n)B et 6„=.(l + tjn)"^'. Démon-
trer les relations 

é l imo„ (i) 
II 

l i m ù „ ( i ) . 

Xj — x, 
> ( x i < : xz < x3). 

L'interprétation géométrique de la convexité montre 
qu'une fonction / ( i ) est convexe si et seulement si la 
tangente en un point quelconque à la courbe qui la 
représente, laisse la courbe au-dessus d'elle (fig. 10). 
Nous supposons pour simplifier les choses que cette 
tangente existe toujours; ce sera bien le cas pour les 
fonctions que nous considérons ici. Rappelons que la 
pente de la tangente en un point x n'est autre chose 
que la dérivée / ' (a) en ce point. L'intuition géomé-
trique prouve que la fonction f (x) est convexe si et 



-tf. G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

seulement si / ' (x) est strictement croissante, ou encore 
si f"(x) est strictement positive. On établira sans 

Fig. 10 

peine les propositions analogues pour les fonctions 
convexes au sens large, concaves et concaves au sens 
large. 

Pitonr.fcMK 30, Démontrer l'inégalité e7 > .r + 1 , qui 
est valable pour tout x réel. (Utiliser le fait que la 
dérivée de e* est aussi c*] . 

PKOIILÈUK SI, Déterminer la pente de la corde entre 
les points d'abscisses st et i + 1 jn de la courbe In x . 
En déduire la valeur de la dérivée de In x . Démon-
trer l'inégalité In x < x — 1 (x ~> 0) , Démontrer que 
(xr—l)/r tend vers In x lorsque r - t O , 

PROULÈMK 32 . Nous utilisons les notations du pro-
blème 25, Démontrer que 

xT, — 1 — l coï —1 
J « r ( a ; l > a ï ' » ' ' - > ï e » ) < 5 ' l + Î S 1- • r T r 
Démontrer que 

Mr{xli-jfz,---txt) tend vers Ma fo , xt, • • • , xk) , 
lorsque r tend vers 0 . 

On peut énoncer sous une forme plus générale la 
caractérisa ti on des fonctions convexes donnée au dé-

but de ce Une fonction est convexe si et 
seulement si la condition suivante est satisfaite : quels 

que soient les points P t , , , Qt aux abscisses 
»1, > \\ j b (»î < ; Si < h) tels que ®i < h t < ï ï , 

le signe < étant valable pour au moins une de ces 
deux relations, on a toujours 

«'est-à-dire la pente de la corde P i Pz est inférieure 
à celle de la corde Q\ Qz. De cette proposition on 
déduit le cas a) du résultat donné au début de ce n° 
en posant = , le eas b) en posant —12 et le 
cas c) en posant = * On a évidemment des pro-
positions analogues pour les fonctions convexes au 
sens large, concaves et concaves au sens large. 

THOULÈHE 33. Soit y=f (x) une fonction convexe. 
Soit u i > « î > ••- , vt > • •• > j posons 

A 
/ ( » 1 ) - / ( « • ) n Z M - f M 

Vt—lb 

et L \ — î i j , U t =. u t + t i j , • - - , U k = u , + Ui H + u k , 

Vl — vi>Vz — vl + *1 • 1 Vk = »( + V2H + v„. Suppo-
sons que L'i •< Vi, U2 < V2 , • • • , Uk_t •< F . . , , mais 
U k =*V k . Démontrer que 
(15) (£>! - Dz) ± Uz (fli -n3) + ... + 

4- u k _ , ( Z V , - A ) H- A Dk < V1 (Di - Dz) + 
4- Vx (Oz - ïh) + ••• + Vk:t - A ) + V„ A . 

En déduire que 
ulDi + uîD2+ ••• + tik D„Cv1Di+vzDî-i---- + vk Dk. 

Pkoulèïie 34. Démontrer que la condition suivante 
est nécessaire et suffisante pour que la fonction 
/ { x ) soit convexe: Quels que soient les valeurs 
"1 > «2 > •* ' > « u »1 > > • > » t , tels que, 
«1 < , î i j + ï i j < Vl+Vz , , «1 1-KsH < fi + 
+ + , m a i s «1 + Mj-f f - « n < » i + t^H t 
+ on a 
( 1 6 ) / ( « , ) + / K ) + . . . + / K X / W + 

+ /(vi) + ••• + / ( » * ) • 
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^Nécessaire: utiliser le problème précédent ; suffisant: 
tl i + l ^ + ' - ' + V i -

poser U| — Uj = • • • — a t — - M -
C'étaient Hardy, Littlewood et Pôlya qui ont prouvé 

que le critère précédent est nécessaire. La démons-
tration qu' on obtient à partir du Problème 33. est 
due à M. Ladislas Fuehs. M. J. Karamata a remar-
qué que le critère est aussi suffisant. On a le signe 
opposé dans (16) pour une fonction concave. 

E X R H C I C E 18. Soient ni et wj deux polygones inscrits 
au cercle. Soient ai •** et f " ! ^ ^ ^ * * 1 

les côtés de *T et de TTJ rangés par ordre décroissant. 
Supposons que aj-C&i ,a j , -• , a, Désignons 
par Aj l'aire et par A", le périmètre du polygone v, 
( j —1,2). Démontrer que Ai > A% et que A"i > Kz , 

I V 

Solutions des problèmes et des exercices 
de le partie III. 

P R O B L È M E 27. Par la convexité de la fonction a1, 
on a 

a11*—a0 O'^+'-QO 
« ( " l ^ - 1 ) : 

1/tt 1/n + l 
- { » + 1 ) (N+V« - 1 ) • 

Problème 28. Par la concavité de la fonction logic, 
n a 

ta,(l*-). i < 

l o g f l H i — ) - l o g l 
\ îi + I / 1 \ »+< 

rt + 1 

l o g ( l - - ) 
i 

« 

i * 
> 

n + 1 

La croissance de a„ résulte aussitôt; celle de bn ré-
sulte de ce que 

(1 \ n + 1 / n •+• 1 \ H + 1 / n \ 
1 + V ) - ( — ) " ( V Î T ) " 

Il suffit de démontrer que r > o , pour le même 
indice n , ce qui résulte de 

— < 0 « \ a,/ n 

Ceci montre aussi que a„ — —»• 0 . 

P B O B L È M E 29. Posons n — on a alors 

« . M - {1 + </»)" - (1 + 1 / 5 ) * — «*-

Démonstration analogue pour b„ ( f ) . 

P R O B L È M E 30. est l'équation de la tangente 
au point JC — 0 à la courbe qui est convexe. 

P R O B L È M E 3 1 . 

In (ac + lIn)—In x 
ÏM 

f I n " JL 1 
= In ( 1 + — - I - r i v e * — — , 

\ nx J x 

lorsque il - too - — 1 est l'équation de la tangente 
au point x = l à la courbe y = C n x } qui est concave. 
Posons alors on a 

xr—l p — 1 t f i n p—In 1 * 
In | 
Inx 

p —1 /lnû—ln 1 
- - in x ( - ) In x. 

In f \ f—1 / 

P R O B L È M E 32. D'après le problème 25 et le problème 
précédent, on a 

In xl• • • xfr- < In Vît x\ + ••• + qkxrk — 

— — In (qt xï H + qk x;) < -?-1-- '1''Xi -- = 

-qilnxi+ ••• j-qklnxk' 
xrt—l 

— It — 1 !" -

= i n x j f " xty. 

PIIOBLÎIMK 33. Par la convexité de / ( x ) , ou a 
D f — D ^ , > 0 pour i — 1 , 2 , • • ,k — 1, d'où résulte (15), 
d'après les hypothèses sur Lh et Vt. (15) s'écrit sous 
la forme 
U, £>i + ( Uz - Ut) Dt+... + {Uk - U_t) Dk < Fi Dl + 

+ (Vi - V,) Dt + ... + (Vt-rk.,) Dk, 

qui n'est autre chose que la relation à démontrer. 

P R O B L È M E 3 4 . On a d'après le problème précédent 
(«I - I>i + (u2 - Vi) D2-i H K -Vk)Dk<,0 
c'est-à-dire, par la définition des Dit 

(/<«.) - /(«*)) + C / W + - + 
+ ( / K ) - / K ) ) < 0 -

D autre part o n a « i > — - — > • • • > ——— — 

^ ^ - U Ï u t , donc ———J + 
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EXERCICE 18. Désignons par , TPP, -- • , fk les angles 
au centre Je irj, par ,•*• ceux de et po-
sons = ••• (£(= 0 . On a évidemment JJ! tfj <T 

et s ^ f - S i , * . -
On voit, par le problème 34 et par la concavité de la 
fonction sin x , que 

* t=l 55 i - l 

K t ~ 2r 2 sin < 2r V sin 
î=I 2 1 = l 2 

K,. 

4. Fonctions convexes de plusieurs variables. 
Dans ce n°-ci nous généraliserons la notion de conve-
xité à des fonctions de plusieurs variables. Une 
fonction a = F ( x i , x% , •• •, »„) de n variables sera dite 
convexe si pour tout couple de points ( « ^ ( ç f V " ) 0 ^ 0 ) 
et te*', x'£>, •• -acii") et pour tout couple de nombres 
positifs j ! et qi, tels que + = 1 , on a l'inégalité 

(17) + + 
< Çl F^i1', 4 V " , 4 " ) + 1i F (x<?',x>}\ •••,x<*>). 

Cette inégalité est l'inégalité de Jensen pondérée à n 
variables et à deux termes, Uans le cas d'une fonction 
z^F(x,y) de deux variables, l'inégalité (17) s'écrit 

(17 b i s ) F ( s , as, + qz , S i y i + qz î f i ) < 

< h F ( x i j V i ) + qi F te, y2). 

La signification géométrique de cette inégalité est 
évidente : La surface qui représente la fonction 
z^F ( i , y) est située au-dessous d'une quelconque de 
ses cordes(e'est pourquoi on appelle parfois les fonc-
tions convexes de plusieurs variables, des fonctions 
sous-linéaires). De l'inégalité (17) on déduit, de ia 
même façon qu'au problème 21, l'inégalité pondérée 
de Jensen à n variables et à fc termes, que le lecteur 
aura soin d'écrire explicitement. 

Pour qu'une fonction continue z = F (x,y) de deux 
variables soit convexe, il faut et il suffit que l'inéga-
lité symétrique de Jensen 

, 1 a l / Z î + O - J 2/1 + y ? \ F te, V l ) + F (a-j , î / j ) 
( 1 8 ) y 2 ' " / 2 ' 

déduite de (17) en posant q\^=qz, soit vérifiée. D'ici 
on déduit, comme au problême 22, qu'une fonction 
continue de deux variables z=>F (x , y) est convexe si 
et seulement si elle vérifie l'inégalité symétrique de 
Jensen à deux variables et à A termes 

(19) k + » ) < 

i ' t e , y t ) H f - ^ t e . ^ ) 

Le lecteur pourra vérifier ces résultats et les ex-
pliciter pour les fonctions de « variables «=-í*(se t ) 

as., • • • ac,,). On a évidemment des définitions et des 
propositions analogues pour les fonctions de plusieurs 
variables convexes au sens large, coneaves et con-
caves au sens large. 

Il est aussi facile à voir (cf. Problèmes 23 et 24) 
que si une fonction z -= F (x, y) de deux variables 
(de n variables], non oécéssairement continue, véri-
fie l'inégalité symétrique (18), allors elle vérifie aussi 
l'inégalité (19) et l'inégalité (17), mais cette dernière 
avec des poids rationnels. 

PROBLÈME 35. Démontrer que la fonction F (x,y) 
= \/xy est concave, que la fonction 

F (m , y) — °log (a" + a-) 
est convexe, et que les fonctions F (x , y) — oc'i y^ 
( 3 i > ° , ? z > ° , ? i + ?2 - 1) et F(x1,xz,---,xn) -
— xf xp œ > ( î , > 0 , 5 î > 0 , " - , 2 „ > 0 , Î 1 + Ï 3 + — + 
+ ? , = ! ) sont concaves. 

PROISI.ÈXF. 36. Démontrer l'inégalité 
( 2 0 ) («tf» + . . . + A k > ) , • te" + + 

+ x'kl) te" + + a?')'- > 

> x\f> ••• x(„" '» + — + xi" x4" ...«{« S». 
Soit r > l et l / r + l /s —1, démontrer l'inégalité 

K + a ; H + w ) > " (4," + H + Í J ) l r t > 

> Oi il + «2 bz -\ akbk 

(Inégalité do Ilelder). A quoi so réduit cette inégalité 
lorsqu'on pose r—s ? (Inégalité de Cauchy-Schwarz). 

PROBLÈME 37. Démontrer que la fonction F (x , y) — 
/xr+yr\t,r 

= ( — - — j et plus généralement que la fonction 

convexo. [Poser dans l'inégalité de Ilôlder d'abord 
» = r/(r — 1) , £>, = te+Xj)r_1, Introduire 
ensuite a, ^-x^, az*~yi, puis a^ — xz, az^y2 ; et ajouter 
les deux inégalités]. 

PIIOULÈIIK 38. Démontrer l'inégalité ( r>-1) : 
[(a, + bty f (a2 + b2y + ... + +vr]"-< 

<(a\ + ai + ••• + <)"••+ (b\ + bî+ ••• + b;)"r 

(Inégalité de Minkowski). 
EXEKCICK 19. Démontrer l'inégalité 

» ! , ^ + - •• + " 0 ° 

»R1 ^R1 ' "^^R 1 

F te t t • • • , x*) 
« Y (r > 1) est 

• + M ' 

EXERCICE 20. Démontrer l'inégalité 

Y (»1 + M ("a - M ; ) • • • te + M > 'V« i o-Z ~ a + 

où k est un entier positif. (continua) 


