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os seus termos sejam do mesmo sinal. As raízes do nu-
merador são 5 e — 7/2 e as do denominador 8 e —2. 
Então os valores de x que verificam a desigualdade 
são os que verificam uma das seguintes desigualdades 

x < — 7 / 2 , — 2 < x < 5 ou x > 8 . 

2640 — Determine o resto da divisão por 11 do 
produto 371x1020. E : 3 7 - 1 1 + 4 e 1030 -1 :1+1 , 
então O resto da divisão por 11 do produto considerado 
é o mesmo que o da divisão por 11 de Í ' X L = 2 5 6 o 
qual é 5 - 8 + 1 1 = 8 . 

2641 — Sabendo que: um número primo é o que 
só é divisível por si mesmo e pela unidade ; demons-
tro que, se um número primo p é a diferença dos 
quadrados de dois números, estes dois números são 
( * > - l ) / 2 e (i> + l ) / 2 . R : Seja p = a?—b3 = (a + b) -
• (a—b): então a + b e a —b só podem ser um deles 
igual al e o outro igunl a p - Se a e b são inteiros 

positivos necessariamente é a + b = p e a —b — 1 donde 
a = ( P + l ) / 2 « b = ( P - l ) / 2 . 

2 6 4 2 — Considere o seguinte: 
Problema: Construir em triângulo ABC, sendo 

dados os ângulos A e B e o perímetro p . 
Resolução: Construir um triângulo A'B'C' em que 

o ângulo A'= ângulo A e o ângulo B'— ângulo B, 
Dividir o segmento p em partes a b e c proporcionais 
aos lados a', b' e c' do triângulo A' B' C'. Os lados do 
triângulo pedido são a, b e c. 

Demonstração: O triângulo ABO é semelhante ao 
triângulo A'B'C' por ter dois ângulos iguais cada 
um a cada um. 

O perímetro do triângulo ó p , visto que, por cons-
trução a + i + e—p . Qual foi o método empregado 
na resolução do problema? Qual foi o método em-
pregado na demonstração? 

SolnçEes dos n.<" 2031 n 2641 d» J. da SI] TA Paulo. 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
PONTOS DE EXAMES DE FREQUÊNCIA E FINAIS 

I —ESCOLAS PORTUGUESAS 

ÁLGEBRA SUPERIOR —MATEMÁTICAS GERAIS 

F. C, C. — ÁLGEBRA SUPEKIOB — 1 . ' E x a m e d e f r e -
quência, 1947-48. 

l i » Ponto 

2643 — Resolver a equação log 5 + log ( » + ! ) = 
= log (9jc—3) + colog (jc —1). R : 34=10/9. 

2 6 4 4 —Calcular lim x / n ! { ' J L Y . R : — . 
V \ w x / eit 

2645 — Para que valores de x converge a série de 

termo geral = j log _(" + ! ) ? I t . T e m d e fier 

x >• 3 ou x «c — 2 . 
2," Ponto 

2646 — Resolver a equação secJx — 2 cosec? x +-
+ 2 see3xcosec !x = 0 . R : x = kic (k inteiro, qualquer). 

2647 — Para que valores de X se tem a igualdade 

R : x = 2 e . 
y ji* 

2648 — Para que valores de x ê convergente a sé-

00 
no de termo geral w„ «= — ( k > 0 e inteiro} ? 

R : M > 1 . 

F. C. C. — ÁLGEBRA SL-PERIOR — 2.° E x a m e d e F r e -
quência, 1947-48. 

1." Ponto 

2 6 4 9 — Nos rectângulos de área constante, substi-
tua-se ura dos hdos pela semi-circunferência que 
o tem por diâmetro. Em que condições atinge um 
extremo o perímetro da figura? R : Se 4k representa 
a área do rectângulo, o perímetro da figura dada ê má-
ximo quando os lados do rectângulo são 

y/^h * V k(r + 4) 

2 6 5 0 — Determinar a equação do lugar geométrico 
dos pontos médios da hipotenusa dos triângulos de 
área igual a 4 cujos cate tos estão sobre os semi-eixos 
positivos Oxe Oij. R: É a hipérbole de equação xj>— 1. 

1 
2651 — Primitivar a função / ( » ) *= 
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2.° Ponto 
2652 — Co o siderem-so os triângulos rectângulos 

de área constante. Em que condições atinge um ex-
tremo a área da circunferência circunscrita? 
lt: A área é mínima quando o triângulo rectângulo 
é equilátero. 

2653 — Estabelecer a equação do lugar geométrico 
dos pontos médios dos segmentos determinados nas 
rectas que contêm o ponto (1,0) por este ponto e pela 
recta y—x . R : 2y = x . 

2654 — Primitivar a função 

~ x + l-\/-ò + 2x-xz 

B : P f W = l o g ( v / ^ _ l ) _ a r c t g v / g -

+ C. 
1 4 — log——-2 6 x + l 

>"'• * • • 5 dos :>.' 2043 a -1:.14 do I.. M í\.d?::̂ .1 do Albuquerque 

I. S. A. — MATEMÁTICAS GKRAIS — 2,° e x a m e d e f r e -
quência extraordinário — 29 de Maio de 1948. 

2655 - Dada a série 
2« + l 

n («+1) ' 
a) Investigue a sua natureza (ein caso de convergên-

cia verificar se é simples ou absolutamente conver-
gente). b) Determine x e y de modo a transformar a 

2n +1 x y 
relação 

Ji (»4-1) » n + 1 
a partir dela, calcule a soma da série. R : A série é 
simplesmente convergente e tem por soma 

2656 — Seja C a curva formada pelo arco do cir-
culo do centro ( — 1,0) e raio 2 situado no 2.° qua-
drante e pelo arco do circulo de centro (1 ,0) e raio 2 
situado no 1." qnadrante. Considere o segmento variá-
vel OM com os extremos O em (0,0) o M em C . 
íi) Defina o comprimento OM como uma função / (-c). 
b) Verifique se f (x) satisfaz às condições do teorema 
de Rolle. c) Determine os máximos o mínimos do 
f (x). Explique como operou. R : 

,. f v/3 - 2 x para - 3 < x < 0 
f(x) = t/3 + 2 | x | = v 

[ ]/Z + 2 x para 0 < x < 3 
é continua no intervalo [ — 3,3] , em cujos extremos toma 
valores iguais, mas não é derivável para x = 0 ; f ( —3) 
e f (3) são máximos e f (0) é um mínimo, sendo f, (0) < 
< 0 , ft (0) > 0 . 

numa identidade e, 

2657 — Estude as variações da função assim defi-
nida: 
/(as) = - - para ®<0, o / (x) =íT1;'v'* — 2 para x>0. — 1 

„ 4x 3 x ! + l 
R : Para x - < 0 : Y- _ _ 

Para x > 0 : 

y> „ . . } y » _ J L e-UVT / i _ J _ \ . 
2x 1/2 4x2 \ x t/x / 

Y, (0) - y j (0) - 0 mas y ; ' ( 0 ) < 0 ; y V ( 0 ) = 0 . 
A função é crescente, apresenta um ponto de inflexão 
para x—1/9 e a curva por ela representada tem como 
assintotas y*=0, —1, y——1. Em ( — 1,0) a 2.' de-
rivada é negativa, e em (0,1/9) positiva. 

2658 — Estude para os pontos do intervalo [0 ,3] 
a continuidade e a derivabílidade da função y ̂ I ( x ) — 
— |2 — x\"'K Caso seja possível, calcule o valor da 
sua derivada nos pontos de abeissa «—1/2 , x=-3/2, 
« - 5 / 2 , Esboce o gráfico da função no intervalo 
considerado. R : Contínua e derivável em [0,1) (onde 
y = — 1) , em (1,2) (onde y = x—1) e em (2,3) (onde 
y — — (xs —4x + 2)) , ATo ponto x — 0 sé pode definir-se 
yi (0); J< (1/2) = 0 y' (3/2) = 1 y« (5/2) 1 . 

2659 — Considere o triângulo ABC debaso AB = § 
e altura h = 8 . Seja L um ponto qualquer em Ali 
e r uma recta paralela a Ali que intersecta -4C e IiC 
respectivamente, em M e N. Para que posição da 
recta r é máxima a área do triângulo LMN? R: De-
signando por b a base eh a altura do triângulo, a 
função S (h) = 3 h (8 — h )8 será máxima para ti=-4, 
pelo que r deve passar pelos pontos médios de AC e BC. 

I. S. A . — MATEMÁTICAS GBUAIS — 2," E x a m e de f r e -
quência (extraordinário) — 29-5-948. 

2660 — Considere a série 2 " « definida por 

— - f-"*"M para « > 0 , «0 = 1 . a) Determine 
\« + 2 / 

a sua natureza. 6) Determine o termo geral, c) Cal-
cule um limite superior do êrro que se comete quando 
so toma para soma da série a soma dos seus 9 primei-
ros termos. R ; Como lim n (u„ / u o f ) — 1) = 2 , a D-*« 

1 
série é convergente. O termo geral é u„ 

1 _t_ _ J _ 1 
W + 11 ! + " S 10 + 10 11 

(n + l ) i 

/ I 1 \ ^ / 1 1 \ 
= ~ l õ j + \1Q 11/ 

2661 — Considere o sector circular determinado no 
círculo + — 2 pelas bissectrizes do 1.° e 4.° qua-
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drantcs e designe p o r / ( x ) o comprimento dosegmento 
variável, perpendicular a Ox , cujas extremidades so 
apoiam na fronteira do sector, a) Defina f ( x ) e ve-
rifique se satisfaz às condições exigidas pelo teorema 
do Rolle. b) Determine os pontos de máximo e mínimo 
de / (x) . e) Como explica que / ( x ) tenlia um máximo 
sem que f (x) se anule ? R : A função 

f 2x se 0 < x < 1 
f « = ~ 

l 2 t / 2 - x * sc l < x < ^ 
é contínua no intervalo [ 0 , )/%], em cujos extremos se 
anula, mas não é derivável para x = l . f (Cl) e í'W2) 
são mínimos e f ( l ) - * 2 Í um máximo, sendo fí (1) > 0 , 
5 ( 1 ) < o . 

2 6 6 2 — Estude as variações da função 

I. S. C. E. F. —i.* cadeira—1.® exame de frequência 
ordinário — Março de 1948. 

2 6 6 5 — Derive 

y = e'* - sen (x1 — 1) 4- x • sen x • log x 4- aretg 
x 4-1 

Sabe de algum ponto onde seja imediata ou 
particularmente simples a derivada de uma ou 
outra parcela ? R : y ' •=» 2 • x - e j l • cos (x1 — 1) 4-
4- 2 e ;" • sen (x* — 1) +son x • log x 4- x • cos x • log x + 

4- sen x — -
(X4-1) !4-** 

parce/as simplificam-se vindo 

& ' ] . - ( 2 • e ' 4 - s e n 1 -

para x = l as duas primeiras 

• l o g — e-*^ . R : y = 2x 4- log j 1 4- — ^ . 2 6 6 6 — Escreva as equações gerais das cordas 
x ) \ * / ' rf «t 

y ' = 2 -
x (x 4-1) 

2x4-1 
(x+1 ) » 

A função não está 

definida no intervalo [ — 1 , 0 ] , sendo x = — 1 , x — O e 
y = 2x assintotas da curva por ela representada. Tem 

- - l 4 - l / 3 , . * um mmimo para 

Ê crescente para 

um máximo para x = 
£i 

— e inflexões. 

x2 

suplementares da elipse -—- 4 —> 1 e determine o 
b~ 

ângulo dessas rectas. Determine os pontos de orde-
nada positiva, em que a tangente tem o coeficiente 
angular 4-1 ou —1. Determine uma hipérbole {de 
focos em x' ox) cujas assintotas sejam diâmetros con-
jugados da elipse. R : .-Is equações são 

- 1 - t / S " e 
^-tM-TÍ^T)-

e decrescente em 

2 6 6 3 — Estude, no intervalo [ 0 , 3 ] , a continuidade 
o derivabílidade da função y — 11 — x \"*>-i. Caso 
seja possível, calcule o valor da sua derivada nos 
pontos de abei ssa x = l / 2 , 35=3/2, 2 = 5 /2 . Esboce o 
gráfico da função no intervalo considerado, R : Con-
tinua e derivável em [0,1) (^onde y •= - ^ ; em 

( 1 , 2 ) (onde y —1) e em ( 2 , 3 ) (onde y = x — 1) ; 
x = 3 - + y = * 4 . No ponto x =-2 a função e' contínua mas 
não derivável (v i (2) = 0 ; j't ( 2 ) - l ) j y' (1/2) = 4 ; 
y ' (3/2) = 0 ; y' (5/2) —1. 

2 6 6 4 — Determine a posição do ponto P do semi-
-eixo positivo dos xx do qual se vS sob um ângulo 
máximo o segmento UC, onde D e C são os pontos 
de coordenadas (0 ,6 ) e (0 ,04 - f i ) respectivamente 
(a > O , b >- 0) . R : Designando por $ e y 0$ ângu-
los segundo os quais se vêem de P os sei/mentos UC e 011 
respectivamente e maximizando a função 

ax n 
te- (3—r) = , vem x = t / b ( a 4 - b ) . 6 >' xv 4- (a + b) b 

KoluçOaa dos u . K M i i a BG51 de F. R . Dtas Agudo 

^ , h 1 b 
Os coeficientes angulares soo n ) i = — X — ; m j = 4 — 

a x a 
ftb { 1 \ 

e portanto tg<p-= i H ) ; o ângulo que a« 
as—b- \ X J 

cordas suplementares fazem entre si é 
èt 

rr J y lem-se — 
dx ó f 

ày 

b ' x 
a J y 

- a b / 1 \ 
« p - a n r t g — + 

b ' x „ 

e portanto — —-— «+ 1. Então os pontos onde a orde-

nada é positiva e o coeficiente angular da tangente 4-1 b l 
ou —1 são as soluções do sistema: y—jz -y x, 

y - 4 - b 
v ^ l -

As assintotas da hipérbole são diâ-

metros conjugado* da elipse igualmente inclinados sobre 
o eixo maior, e portanto paralelos às cordas suplemen-

tares — — ( l — — | 1 — = j 1 + — | de coeficientes 
b \ a / b \ a ] 

angulares mj • B B ~ J — , m2= 4 ; as equações das 
a a 

b b 
assintotas são portanto Y—— — X; Y = 4 X ou 

a a 
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Y X Y X 
• 1 = O ; — = 0 . A equação da hipérbole 
b a b a 

obtém-se particularizando k em 

\ b a / \ b 3.) b* a* 

2667 — Defina séiie absolutamente convergente e 
prove que uma tal série é sempre convergente. Prove 
também que a ordem dos termos não influi na soma. 
Que se entende por intervalo de convergência da série 
2 a „ x " ? Como se lbe determina a semi-amplitude X? 
e como se porta a série no interior? Que valor tem >. 
quando é simplesmente convergente? 

2668 — Seja f (x) definida em ( u , 6 ) , mas cm 
ponto algum igual ao número X, compreendido entre 
f(a) e f (b) . Prove que f (x) é descontínua em algum 
ponto, e mostre que havendo uma só descontinuidade 
e sendo a função crescente, X não ó o úniio valor ina-
tingido entre f{a) e / (i) . 

Sendo f(x) crescente, e com um só ponto de des-
continuidade e > - a , como fica constituído em geral 
o conjunto dos valores de y=f(x) em (a, c) ? Há 
casos particulares ? 

2 6 6 9 — Defina as derivadas laterais de f (x) para 
x e figure geometricamente a bipóteso f (c) = + c o . 
Supondo / (x) par em (—a, o) , prove que /' (c) 
existe sempre que exista / ' (c) ( 0 < c < o ) e relaeione 
os dois valores. Que deduz daí quanto a / ' ( O ) ? e 
quanto a / ' (x) , / " ( » ) , - • • ? 

Exemplifique com alguma função indefinidamente 
derivável. 

I, S. C. E. F, — 1.« cadeira —1.° exame de frequência 
extraordinário —Março de 1948. 

2670 —Derive 

y =* + sen x . log (1 -f- x) • e** H — 
chx 

Prove q u e / ( x ) é contínua onde tenha derivada finita. 
3x' 

R : • 

1 

+• cos x • log (1 +• x) . e1' + 

+ sen x • — e1* + 
1 + x 

+ 2x . sen x• log (1 + x) e1* + 
clix —xshx 

eh* x 
Se o . f (x+-h) - f ( x ) , t lim _LJ—í LI f> (x) 

éfinito quando h tende para O, então |f (x + h) — f (x) ] = 
(x) • h + ih , isto é, | f (x + h)—f (x) ] < & na vizi-

nhança li de x, o que significa ser f (x) continua ei» i . 

2671 — Escreva a equação da circunferência que 
passa pela origem Oe que tem por centro C(x}<.i) { « > 0 ) . 
Ache a tangente no ponto P diametralmente oposto 
a O, o a sua intersecção com OX. Deduza a equação 
da parábola de foco G e directriz conduzida por 
H (p,0) ( 8 > 2 i ) perpendicularmente a OP, e ache a 
equação da recta que passa pela intersecção desta 
curva com a anterior. Indique os limites entre os 
quais deve variar (3 para que as duas linhas tenham 
realmente pontos comuns. Que se observa quando p 
atinge o seu máximo? R : A equação da circunferên-
cia é (x—a)1 + ( y — = ; a equação do diâmetro que 
passa pela origem é y — x e o sistema 

f (x - + (y — a)* = 2a l 

1 y = * i 
dá para coordenadas de P: x="2k, y = 2* . Tem-se 

dy dflà* x —a 
dx áf/dy y—a 

que para as coordenadas de P dá — — 1; a equação da 
tangente em P será pois Y — 2a = — (X — 2a) . O traço 
desta recta é a solução do sistema 

f y — 2a — - {X - 2*) 
í y = 0 

isto e, o ponto de coordenadas (4a, 0 ) . 
A equação da directriz é da forma Y = m ( X —(5) 

porque passa por II, e como deverá ser perpendicular 
a y = x , será m = — 1; portanto, y = — (x — fi) ou 
y + x - 0 = O . 

Seja M (x , y) um ponto corrente da parábola; dis-
tância de M ao foco +-y/(x — a ) ' + (y —tt) !, distância 

ly+s-ei de M à directriz logo + v/2 
(x _ a ) t + (y - „) l - (y + x - S) l/a 

é a equação da parábola. Resolvendo 0 sistema 
I ( x - * ) í + ( y - a ) i = ( y + x - f l ) 2 / 2 
1 {x - «.)* + (y - - 2a í 

tem-se y + x — P =• 2a para equação da recta pedida. 
1 2a + 2a — Bi 

Deverá ser !— — - - ^(2a - «)* + (2a - a)* 
V/2 

e portanto 2a < J3 < 6a . 
2672 — Qual é a condição necessária e suficiente 

para que uma série alternada decrescente convirja? 
Satisfeita essa condição, como se aprecia J?„? De 
acordo com a resposta à pregunta precedente, quantos 

1 1 
termos se hão-de tomar em 1 - — + _ — • - . para 

se obter S a menos de uma milésima (erro siste-
mático) ? 
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Enuncie e demonstre algum teorema que possa es-
esclarecer a natureza de uma série em que a„+ l /a, tem 
por limite a unidade. 

2673 — Quo se entende por sucessão crescente? 
e em que condições admite tal sucessão limite finito? 
Que é o limite relativamente ao conjunto dos termos 
da sucessão? 

Prove que uma função crescente em (a,6) tem 
limite finito para x=-b. Está esto limite na depen-
dência do valor f (6) ? Razão disso. 

2674 — Seja f ( x ) propriamente crescente cm (a,b) 
e descontínua no ponto intermédio c, onde a oscila-
ção tem o valor A . 

Prove que/{&'')— / ( V ) excede a sempre que seja 
a;'<;e<Ci", Pode / ( . c ) ter em uma infinidade de pon-
tos oscilação igual ou superior a AÍ Nas condições 
precedentes, determine as derivadas laterais de <p (,-c) = 
— (j; —o)/( jc) para x = c . 

S o l u ç S o s d o s 1 1 . « 2063 a « 0 7 1 do J O s í R . de AlIjUquorquo. 

C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

F. C. P. — CÁLCULO — J u n h o de 1947 

I 

2675 —Determinar a tangente alinha y* + (sen x)'* 
—2 , x + y + E = 24-7t/2 , no ponto (tc/2 ,1,1). 
R : X + Z=ir/2-t-l , Y = l . 

2676 — Calcular ^*are tg 2x dx . 

li: I = [ x a r e t g 2 x - l / 4 l o g ( l + 4x!)]J" = ^ 8 - l / 4 l o g 2 . 

II 
l <** \ * í de, \ 

2677 — Dada a equaçao s = t * — ~d~) ' 
determinar a solução na qual a x —1/2 corresponde 
dzjdx = 0 . Determinar a equação da superfície gerada 
pela rotação em torno da recta ,̂ = 1/2, da curva 
obtida. Calcular a curvatura da secção feita na super-
fície encontrada, no ponto ( 1 / 2 , 0 , 0 ) , pelo plano 
2x — 4y-t-83 = l. R: Fazendo z' — p e derivando em 

dx 2x 3p 
ordem a x ternos: - 1- = : integrando vem: 

dp p — 1 p — l 
x-=Ci (p — l ) - í , Ci—p3 — 3p£2 + c2 . Portanto: 

c 2 2 p 3 — 3 p 5 x • - ——— -f- A solução pedida é : 
( P - 1 ) ! 2 ( p - l ) i 

x — _ B Í 1 _ z — —. Eliminando p temos: 
2 ' 2 

z = {2x —1)3/8. A equação da superfície é: 4x3 + 4y3— 
- 8 z - 4 x + l - = 0 . Temos no ponto ( 1 /2 ,0 ,0 ) ; p==0; 
q = 0 ; r = l ; s = 0 e t = - l . A curvatura feita pelo 
plano 2x+4y —1 = 0^.' l/p —1. A curvatura da secção 

'plana pedida é 1 /21 
• r V i ' 

2678 — Dada a linha 
2 f 2 x — —• : y »= — i 

+ + l + f + ^ + í 3 

determinar o lugar dos pontos donde se podem tirar 

tangentes cujos pontos de contacto estão em linlia 
recta. Determinar a envolvente destas rectas. 

R : ^ ^ . 2 1 + 2 t - 8 t ; . 
( l + t + t ï + t î ) 3 ' * ( l + t + t ' + t 3 ) 2 

A equação da tangente é; 

Y ( i - t ! - 2 P ) + X ( í + 2 t + 3t*) = 2 . 

-Se a vecta âx - j -by~c passa por x = 
2 

2 t 

y - H - t + t^-j-t3 

l - f - t+t*+t 3 ' 
temos : 2at + 2b = c (1 + í + t3 + t3) . 

— 2Y 3 X - Y 2X X + Y - 2 
Portanto: = — —— = donde 

c c c —2a c —2b 
—2Y—3X—Y ou seja o X - Y O equação do lugar 
pedido. As rectas são: 2xX-f (4x + l ) Y—6x-=0 que 
passam todas por (3,0). 

Soluções dos n.w 2G7Õ a 2078 de Jaymo Itíos do .Souza 

I. S. A . C Á L C C L O INFINITESIMAL — 2 . " e x a m e de f r e -
quência ordinário —1947-48. 

2679 — Um triângulo rectângulo isósceles variável 
com os extremos da hipotenusa assentts nas curvas 
do plano xoy, de equações = e + j /=0 e cujo 
plano é perpendicular ao plano xoy está animado dum 
movimento de translação de tal modo que a sua hipo-
tenusa se conserva sempre paralela a oy. Caleule: 
a) O volume do sólido gerado pelo triângulo quando 
a sua hipotenusa se desloca desde a recta até à 
recta x = 2; b) Usando coordenadas polares a área 
limitada pelo eixo dos xx e pela curva descrita pelo 
ponto médio da hipotenusa. R : a) Comprimento da 
hipotenusa 3x + x s ; área do triângulo (3x + x !) 2/4, logo 

i 

V —J (3x + x*)*/4 dx — 68/5 . b) Curva descrita pelo 

ponto médio da hipotenusa y — ( 3 x — x 3 ) / 2 ou em coorde-
nadas ]>olares f> = (3 cos 6 — 2 sen 0)/COS1 6, logo 
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•rrftd 3/í1 

1 r . _ / pí da. 

2682 — Calcule I Sff a (x? + y1) dx dy dz onde 

D é definido pelas superfícies de equações 2 = 0 , z = h 
e x* -f t/* = d1 (ha a constantes positivas). l i : Em coor-
denadas cilíndricas é 

ir/2 (1 h 

I - I I I Zf5 dp â<? dz = / dç / dp I zps dz — T.\IZ a'/lG . 
^JJj, ^ dz d?J d f j z. 

2683 — Seja C uma curva plana, fechada, simples 
e regular que delimita um domínio S de área A . 

a) Mostre que j ay dx + bx dy*=(b-a) A . 6) Calcule 

{3ydx + xdy) ao longo do triângulo de vértices 
(1 ,1 ) , (4,1) o (2 ,3) e verifique o resultado usando 
a fórmula da alínea a). R : a) Obtém-se imediatamente 
usando a fórmula de Green, b) E 

3 4 
çj) (3y dx + xdy) —J 3dx +J (Gx - 18) dx -

~ I (12x — 9) dx - - 9 ; 
i 

por outro lado é b = l , a=3 e A=9/2 , logo (b—a)A=—9 . 

I. S. A . — CÁLCULO INFIXITKSIMAT.— 2 . " e x a m e de f r e -
quência extraordinário —1947-48. 

2684 — Sejam a e b os catetos dum triângulo rec-
tângulo cujo plano é perpendicular ao plano xoy. 
O cateto a tem as suas extremidades apoiadas nas 
curvas, do plano xoy, de equações y*-xt e y^x*—2ü 
e o cateto b tem um comprimento igual a 10. Supondo 
o triângulo animado de um movimento de translação 
de tal maneira que o cateto a se conserva sempre pa-
ralelo ao eixo dos yy, calcule: a) O volume gerado 
peio triângulo, quando o cateto a se desloca desde a 
recta de equação x = 0 à recta de equação z — 1 ; 
b) Usando coordenadas polares a área do domínio do 
4." quadrante limitado pelo eixo dos xx e pela curva 
gerada pelo ponto médio do cateto a . R : a) Compri-
mento do cateto 2x ; área do triângulo 10x; volume 

1 4 
- — [9 tg8 + — tgsG - G sec ! fljy1'03'1 = 27/12 , 

2 3 

2680 — Se i=f(x,y) é máxima ou mínima em 
(a ,6 ) , a função z — f(a + ht,b + kt) obtida da anterior 
fazendo a substituição x=a+ht , y = íi + kt (h e k arbi-
trários não conjuntamente nulos) é também máxima 
ou mínima em í —0. o) Verifique, considerando o 
caso particular da função z=ÇHy—x*) fy — íx2), se a 
afirmação recíproca desta é ou não verdadeira, 
b) Discuta o problema e justifique as conclusões a 
que for conduzido. R : a) Com efeito, fazendo a subs-
tituição indicada, tem-se z = (2kt — h* t}) (kt — 4b11?) 
mínima liara t = 0 ; no entanto para a função original 
tem-sc, em (0 ,0 ) , s ; — rt=-0 e é fácil de ver estudando-a 
directamente que não é máxima nem mínima no refe-
rido ponto, b) A substituição considerada, para efeitos 
de determinação dos po» tos de máximo e mínimo, não é 
em geral legitima, porquanto equivale a estudar o com-
portamento da função dada apenas ao longo de totlas as 
rectas que passam pelo ponto (a, b) . 

2681 —Considere o sistema x+yz=°l, xz—y= —1, 
a) Mostre que este sistema define nas vizinhanças do 
ponto (1 ,1 ,0 ) y e z como funções de x • b) Calcule 
d* z e d-y. R : o) Cowi efeito ( 1 , 1 , 0 ) é uma solução 
inicial, as derivadas parciais são contínuas e 

i i ( f i , f j ) l d C r » * ) - i ^ O . 
b) Efectua-se pulo método habitual. 

7 10x dx - 5 J 

b) Curva descrita y—x*— x ; área em coordenadas po-
o 

/ ( s e n 6 +cos »)* 
lares — I — do = 1/6 . 

t / cos4 6 

2685 — Considere o sistema zx-bxy—yit—lsyz—aP—l 
a) Verifique se este sistema define nas vizinhanças do 
ponto ( 1 , 2 , 1 ) , yez como funções de x; è) Calcule 
d2 y no ponto ( 1 , 2 , 1 ) . R : a) Define de facto visto 
( 1 , 2 , 1 ) ser uma solução inicial, as derivadas parciais 
serem contínuas e d ( f i , fy/à (y, z )=3^=0. 

2686 — Considere a função z — iij1 + x + x2 e a equa-
ção do condição a> + :c! + 2y-t-j^-f-l = 0 . a) Expri-
mindo z como função da variável única y determine 
os seus pontos de máximo e mínimo; b) Resolva o 
problema sem explicitar na equação de condição qual-
quer das variáveis; e) Como explica os resultados 
obtidos? Qual dos métodos é correcto e porquê? 
R : a) Se da equação de condição tirarmos x + — 

z = 3 y ' - 2 y - l , dz/dy = 6 y - 2 e dz /dy=0 
e d s z /dy 2 >-0 para y — 1 /3 . b) Não explicitando, são 
(—1/2, —1/2) e (—1/2 , —3,2) as soluções do sistema 
de estacionaridatle, Como se trata de determinar os 
•pontos de máximo e mínimo de uma função contínua, 
paraospontos (x, y) variando sobre uma curva fechada, 
a menos que a função seja constante, existem necessária* 
mente um máximo e um mínimo. Substituindo as solu-i 
ções achadas na função dada tem-se, respectivamente 
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7, = 3/4 e correspondendo, portanto, a primeira 
a um mínimo e a segunda a um máximo, c) A contra-
dição é aparente e provém do facto de em a) termos feito 
uma escolha ilegítima da variável independente. A equa-
ção de condição não define ÍÍÍIS vizinhanças de y 1/3 
qualquer função x (y) visto a este valor de y correspon-
derem valores complexos de x. Se em a) exprimíssemos 
y em função de x e portanto z em função de x , obtería-
mos os resultados determinados em b). 

2 6 8 7 — Calculo / = Çj Çz dx dy dz onde D è o 

domínio do primeiro oitante limitado pelas superfícies 
de equações x-\-y^A, x + y—2a = — 2 , z=0, 
« — 0. R: Tem-se 

« I f i t 
i a 

I = I dx j dy j zdz. 
ti 

>in f i 

f< 

a 0 

2 6 8 8 — Sejam / (x) e g (;/) funções contínuas. 

a) Mostre que (7) \by + f {x)]dx+ \axg (y)~\dy è 

constante ao longo de qualquer circunferência de 

raio r. b) Calcule / = (j) 4y dx + 2xdy ao longo da 

circunferência de equações x = cos í , y = sen t e veri-
fique o resultado recorrendo à propriedade o). 
R : ti) Recorrendo a fórmula de Green é fácil de Ver 
que o integral dado é igual a — (b — a) Ttr!. b) Tem-se 

Í7T 

I — J —6 sen* tdt + 2dt — 2TT . Por outro lado é 
V 

f { x ) = 0 , g { y ) = 0 , a = 2 , b " 4 e portanto 2ir 
visto r = l . 

SoluçSos dos n."" 2C78 a 2I5SO do F. Carvaibo Araujo 

I, S. C. E. F. — 2.1 CAIJEIEA — l * exame de frequên-
cia ordinária — 3 de Março de 1948. 

2 6 8 9 — Estudar a convergência do integral 

I dx 
(ax2 + bx + c) 2 

2 6 9 0 — Achar os máximos e mínimos da função 
a = (x2 + y-) e1*—"*. 

2691 - Calcular a distância mínima da origem à 
circunferência definida pelas equações: (x — 1) ' + 
+ 2)J + (a —3)J —9 = 0 e ax + by+cz-d~0. 

I. S. C. E. F. — 2.* CADEIRA— 1.° exame de frequên-
cia extraordinário —10 de Março de 1948. 

2 6 9 2 
i rli 
/ ' dx 

— Calcular o integral i , • 
J / t g x 

R: Fazendo 

tg x = t1 Mm I • 
J fie* J -

d t 

1 + t* 
integral im-

próprio de 2." espécie, convergente. Tem-se 

I I log •" ' "-' , r — " - + 2 aretg 
4 [ / 2 L 

2 6 9 3 

1 t 1/2 + tf 11/2 " T ir 
.. T J. + 2 aretg — — = — • 

V/2 L 1 - 1 v/3 + tf 1 - tf J 0 v/2 

Achar os máximos e mínimos da função 
f(x ,y) x* + x*y + y-. 

l i : O sistema de estacionaridade 4x 1 +2xy=0, x s +2y=0 
tem por solução x = 0 , y = 0 e neste ponto é ss — rt — 0 . 
Como f (x , y) = (x ! + y/2)2 + 3y2/4 > 0 trata-se de um 
mínimo. 

2 6 9 4 — Determinar sobre o plano x + + K = 3 um 
ponto cuja soma dos quadrados das distâncias a dois 
pontos dados seja mínima. R : F = PM* + PM'2 — 
- ^ - • J Í + f r - ^ + M H í x - . - J t + í y - P ^ + í í - y ) * 
é a função soma dos quadreulos das distâncias do ponto 
P {x , y , z) do plano dado aos pontos dados M { * , |5 , 7) 
e M' ( « ' , PVl') • A equação de ligação é ç = x + ay + 
+z—3—0 . Tem-se 

d (F, ?) n | 2x - a - x< 2y — p — p' 
1 a 

S j r - p - J l 2 z - T - 7 ' 
a 1 

dWif) 2 

Resolvendo o sistema 

í > M 
f - O , - 0 , : 0 

obtinham-se as possíveis soluções do problema. 

Sr i:ç * 1 s dos : 1. a 269i do .Mário Madureira. 

I. S . T . — CALCULO IHFUÍITEBIKAL— E x a m e f i n a l — 1 9 4 7 

2 6 9 5 - Dada a curva y — , s—ax^-i-Ay* 
será possível determinar a de modo tal que o plano 
osculador da curva na origem dos eixos passe pelo 
ponto P (0 , 1 , 2) ? R : Tem-se x' = l , x " = 0 , y í - 0 , 
y i ' = 2 , n'o=0 e z'o'—2a. A equação do plano oscula-
dor na origem é X Y Z 

1 0 0 
O 2 2a 

passar jx>r P (0 , 1 , 2 ) terá de ser 

ou a=2. 

0 . Para o plano 

2 2a 

= 0 
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2696 — Determinar a família de curvas planas para 
as quais a projecção da ordenada sobre a normal é 
igual à abscissa. R : Designando por i o ângulo da 
ordenada com a normal tem-se e a projecção 

* y de ordenada sobre a Jiormat e' r.ois , .. _ . • A equa-
i/1 ylje 

ção diferencial da família de curvas procurada é então 

y 
s/î+y* 

' x , qttação linea r em y e x , 

2697 — Substituir, na equação 
à* s d* 

<)xdy J ày-
: o 

a variável dependente z e"a variável independente x, 
respectivamente por v e sendo v-=z*x e u—x+z. 

269S — Investigar a existência de máximos e mí-
nimos para a função 

•J are tg — dx . 
u-

M E C Â N I C A R A C I O N A L 

I. S. T.—MECÂNICA RACIONAL — E x a m e f i n a l — O u -
tubro, 1947. 

— 
A. — 2699 — Três vectores a, 

-

b e c estão aplicados sobre 
duas arestas e uma diagonal 
dum cubo de lado i , c o m o 

' se indica na figura, 
• Determinar a , b e c de 

modo tal que o sistema seja 
6 equivalente a um vector 

único e determinar o eixo central nesse caso. 
2700 — Verificar se um cone de revolução homogé-

neo podo ter pontos focais c determiná-los, no caso 
afirmativo. 

2701 — Um pêndulo composto « constituído por 
uma esfera do raio li e massa M , suspensa por um 
fio de comprimento l e de peso despresível. Deter-
minar o comprimento do pêndulo simples síncrono e 
calcular a reacção no eixo de suspensão. 

2702 — Sejam 

dt \dqhJ à'b òqK 
as equações do movimento dum sistema holénomo, 
sendo X uma constante. Verificar que, mudando a 
variável í na variável ti, com ela ligada pela relação 

(/i = e rfíj , as precedentes equações se reduzem às 
dum movimento espontâneo. 

I. S. T.—MECÂNICA RACIONAL — 2." e x a m e de f r e -
quência ordinário — Abril de 1943. 

PARTE PRATICA 

2703 — Determinar o centro de gravidade do sólido 
que se obtém fazendo girar as duas parábolas = 4x 
e y 5 = 6 ( l — 2 ) cm torno do eixo eomum. 

2704 — Um ponto P descreve a espiral hiperbólica 
rd = 5cm com movimento central, no sentido dos 60 
crescentes. So a aceleração estiver dirigida para o 
polo da espiral, e se para í —0 for 0 = radianos e 
| P' | = 10 cm/seg., qual é a constante das áreas e quais 
são a velocidade e a aceleração de P para 8 = 5it/6 rad.? 

PAKTB TKÓBICA 

2705—Conceito geral de tensor — Tensores de 
Ricci e suas operações — Tensores em elasticidade. 

2706 - Donde resulta a importância analítica dos 
sistemas de referência de Konig? 

No movimento mais geral dum sólido, haverá sem-
pre, r.uin dado instante, algum ponto de aceleração 
nula? 

II —ESCOLAS ESTRANGEIRAS 

Université de Fans — Faculté des Sciences — CER-
TIFICAT D'ALGÈBRE ET DE THKORIE DES NOM H H ES — 
Mars 1948. 

É Pli EU V i l P R A T I Q U E 

2707 — On considère le groupe abélien G engen-
dré par deux éléments Ai et Ai indépendants et cha-

cun d'ordre 4, de sorte que : 
-4f X j I ï = 1 équivalent à x = 0 et î / s 0 ( 4 ) 

1. Construire les sous-groupes cycliques de G, 
d'ordre 4 et indiquer pour chacun d'eux la stru-
cture du groupe quotient. On pourra raisonner dire-
ctement ou passer par l'intermédiaire de matrices. 
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2. On considère le groupe abélien II' engendré 
par deux éléments Dy et IJ2, indépendant« et chacun 
d'ordre 2. Montrer qu'il y a un et un seul sous-groupe 
II de isomorphe à / / ' . Indiquer la structure du 
groupe quotient Gjtl. Montrer que H reste invari-
ant dans tout automorphisme de G . 

3. Montrer que le groupe des automorphismes de 
H' est isomorphe au groupe symétrique de degré 3. 
Montrer qu'il est isomorphe au groupe des matrices 
carrées d'ordre 2, à termes entiers, défini mod. 2 et 
de déterminant non congru à 0 (mod. 2) {groupe 
multiplicatif). 

4. Indiquer quels sont les automorphismes de (ï 
qui laissent invariants chacun des éléments de II. 
En déduire l'ordre du groupe des automorphismes de 
G . Montrer que ce groupe est isomorphe au groupe 
multiplicatif des matrices carrées d'ordre 2, à termes 
entiers, définis, mod. 4, et à déterminant non congru 
à 0, mod. 4. Vérifier l'égalité des ordres. 

Note — Los questions S, 4 peuvent être traltúos I id.'-jioii. 
damant do 1. L a première partie de la question 4 peut titre traitée 
independa me ut de la deuxième partie de 3. 

ÉPREUVE THÉOBUICE 

2 7 0 8 — On considère des systèmes de » nombres 
entiers (positifs, négatifs ou nuls) : «— il |], 
constituant un espace E, de dimension n. L'addi-
tion des points a est définie par l'addition de leurs 
coordonnées de même rang. On appellera matrices 
des matrices carrées d'ordre n , dont les lignes (ou 
les colonnes) sont des points de E. 

I 

2 7 0 9 — On définit dans E une comparaison (ou 
une relation d'ordre) des points par la condition que 
un point a' est au plus égal à un point a , lorsque 
chacune de ses coordonnées ai est au plus égale à la 
coordonnée Oj de même rang de a . 

1. Démontrer que l'ensemble des points S au plus 
égaux à deux points ã et b est égal à l'ensemble des 
points au plus égaux à un point (déterminé) qu'on 
notera 3 = (a ,à ) . 

2. Montrer que l'ensemble des points ü au moins 
égaux à ã et b est égal à l'ensemble des points au 
moins égaux à un point (déterminé), qu'on notera 
m [ a , 6 ] , 

On a ainsi défini deux opérations sur des points 
(de E) ; indiquer leurs propriétés, montrer que cha-
cune d'elles est distributive par rapport à l'autre. 

3, .Montrer que, pour 4 points, notés 1 , 2 , 3 , 3 

[•••7 +J+ •••] + (•••! + J- ••) - ï" + 2 + 3 + 4 ; 
les opérations • •] et (• * •) étant étendues aux 6 cou-
ples de points. Généraliser cette propriété pour un 
système de n points groupés i à k et n—k à n — t . 

4. Appliquer ces résultats à l'ensemble des nombres 
rationnels, obtenus en considérant les produits des 
puissances entières (positives, négatives et nulles) 
d'un système de h facteurs premiers différents. 

II (indépendant de 1) 
2710—On considère deux matrices régulières (£ dé-

terminants non nuls) A et B et les deux modules de 
points: £t de base A et i*8 de base B. On suppose 
que le seul module (dans JB) qui contient £1 et <$est 
E lui même. Rappeler comment cette hypothèse peut 
Être exprimée par une propriété des matrices A et IS. 

1. On cherche l'ensemble des points communs aux 
deux modules, c'est-à-dire, les systèmes d'entiers et 
y\ tels que: 

11*1 «4 Il X X | | y î g'i — y ; 1| xB. 
Montrer que ces systèmes, considérés dans un es-

pace E', constituent des modules & et (©' dont on 
peut déterminer des bases A' et B' telles que : 

A' x A — B' x B . 
2. Montrer que l'hypothèse sur A et B reste véri-

fiée et que le problème précédent est remplacé par 
un problème «équivalent» quand on remplace A et II 
respectivement par des matrices : 

,4, = S x X x Z, Bt ̂  S'xBXE , 
S étant des matrices unimodulaires. Préciser 
le sens du mot «équivalent». 

3. On profitera do ce changement pour prendre 
Ai sous la forme réduite d'IIermite et Bi sous la 
forme réduite de Smith : 

Q, 0 0 e, 0 0 
Ai~ a, a* 0 - • • , Bi — 0 e^O 

al' «s «a 0 0 « , -

e( divisant ej+.,. Montrer que la condition nécessaire 
et suffisante pour que la condition imposée à A et B 
soit vérifiée est que n, et e, soient premiers entre 
eux (pour chaque valeur de i) . Déterminer alors 
une base du molule et montrer qu'elle est équivalente 
à la matrice A (on pourra se borner au cas de ma-
trices d'ordre 3). 

En déduire une propriété générale de 4 matriceB 
régulières A,A',B,B' telles que: 

A'xA^B'xB; 
A et B étant sans diviseurs à droite et A' et B1 

sans diviseurs à gauche. 


