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No celebre programa de Erlangenmostrou F K L I X 

K L E I N como o conceito de transformação permite ilu-
minar a interdependência lógica dos diversos concei-
tos da geometria, sugerindo novas conexões e condu-
zindo a uma visão do mundo geométrico, que é a mais 
penetrante, a mais racional e a mais dominadora a 
que se possa chegar. As ideias do F, Klein neste 
campo foram tarnbóm fecundamente exploradas por 
SOPHDS L I E e por IIENRI POINCARÉ —e a elas anda in-
dissoluvelmente ligado O nome do E V A R I S T E G A L O I B , 

que tinha anteriormente introduzido o conceito de 
«grupou, para o estudo da resolubilidade algébrica 
das equações. 

Não se limitaram estas pesquizas ao domínio da 
geometria elementar, nem se reduziram a um simples 
trabalho de classificação. Com a contribuição de vá-
rios investigadores, entre os quais é forçoso destacar 
o nome de É L I E CARTAM, tem sido possível chegar a 
resultados de ampla projecção, mesmo fora do campo 
da matemática. As aplicações destes resultados à fí-
sica e, em particular, à teoria da relatividade, não 
podem hoje de nenhum modo passar despercebidas, 
E bem significativo o facto(í) de, algum tempo antes 
da guerra, em LiÈge, ter sido concedido por unanimi-
dade o pró mio MOKTKFIORB a um engenheiro americano, 
G A B R I E L KUON, que mostrou como o uso das geometrias 
mais gerais, aliado ao emprego do cálculo matricial 
e tensorial, permite simplificar e generalizar a reso-
lução de importantes problemas de electrotecnia, re-

Í1J Programa exposto por K. K ..i.i v ao tomar posso duma çáte' 
dra da UolTtnldada do Erlangon, 0H1 1373. 

<£1 Citado por Laxoacvitf na sua última conferencia, do <juo so 
publicou usa extrato no o. 4 da Gaxela de Matemática (pAg- '•'-): 

lativos à construção de máquinas de corrente continua 
ou de corrente alterna'1'. 

Os artigos que vou aqui publicar sobre este assunto 
terão carácter elementar e divulgativo. Eles são dedi-
cados aos estudantes de matemática das nossas uni-
versidades, aos quais me pareceu que poderiam ser 
de algum auxílio no estudo da geometria, constituindo, 
ao mesmo tempo, um pretexto para os pôr em contacto 
com os problemas empolgantes da filosofia da mate-
mática. Na apresentação dos assuntos, e em certas 
demonstrações, poderá também o leitor mais informado 
encontrar aqui alguma novidade. 

1. O s conceitos primitivos de geometria eucli-
deona, É um facto geralmente conhecido que, em 
geometria elementar, como em qualquer ciência dedu-
tiva, é necessário fixar como primitivas ou indefiníveis 
certas noções, a partir das quais é possível depois 
definir formalmente todas as outras noções que se 
apresentam no desenvolvimento lógico da teoria — 
chamadas, por isso mesmo, noções derivadas. Todavia, 
este facto só ficou devidamente esclarecido com a aná-
lise lógica das geometrias empreendida cm fins do 
século passado por vários matemáticos, entre os quais 
111 na Kr T cm lugar proeminente0'. 

Foi assim possível demonstrar que, tomando como 
elemento genérico do espaço o ponto, e considerando 
portanto as rectas e os planos como particulares con-

ÍÍJ Do G , KUON é conhecida em Portugal outro outras a obra 
Tensor Analytis of nettoorkt, W i l k v , Kow York, 10 !.) (duma gârle 
escrita no Inlorosso do Advanced Courre in Engineering of the Oe-
Jttrai Electric Company). 

<4> Ser& brevemente publicada um&traduç&o portuguesa da obra 
do fln.uKUT aÜruQdlagon der Geometr ia . 
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juntos de pontos, se podem adoptar como noções pri-
mitivas da geometria euclideana, por exemplo, a de 
«recta», a de «situado entre» e a de «igualdade de 
distâncias» (sem falar já do conceito de «ponto», nem 
dos conceitos lógico-formais comuns a todas as ciên-
cias dedutivas). 

Em vez da noção de «recta» (como conjunto de pon-
tos), preferem ainda alguns autores tomar para primi-
tiva a noção de «colinearidade», referida a grupos de 
três pontos. Como se sabe, dizer que tiOs pontos 
A,BjC são colineares, equivale a dizer que existe 
uma recta que os contém. Para indicar que esta 
propriedade é verificada, taremos uso d3 expressão 
simbólica 

Et (A , B , C) (ier: «A , B , C são colineares»). 
Trata-se portanto aqui duma relação ternária, isto 

é, duma propriedade relativa a ternos de pontos. 
Um outro exemplo de relação ternária é aquela a 

que se refere a expressão «situado entre». IJara indi-
car que, sendo A, B, M três pontos colineares, o 
ponto M está situado entre A e B, escreveremos, 
simbolicamente 
Tr (M• A , B) (ler: *M está situado entre A e B») 

Finalmente, a noção de «igualdade de distâncias» 
consiste em saber quando é que, a respeito de quatro 
pontos A , B , C, D, se dix que a distância de A a B 
d igtial à distância de C a D ; facto que podemos 
traduzir mais brevemente pela expressão : 

dist {A , B) = dist (C,D) . 
Trata-se portanto duma relação quaternária. Veremos 
contudo mais adiante que, em vez desta relação, basta 
tomar como primitiva anoção de «cquidistância», apli-
cada a grupos ordenados de três pontos. Para indicar 
que dois pontos A c B são equidistantes dum terceiro 
ponto C ou (o que é o mesmo) que o ponto O é equi-
distante de A e de B, usaremos a abreviatura : 
Eq (A ,B-, C) {ler: «A e B são equidistantes de C»), 

Posto isto, importa observar que as três referidas 
noções (correspondentes aos símbolos «i?/», «7V» e 
mk'q*) não são ainda independentes entre si. Assinii 
p or exemplo, a noção do colinearídade pode ser defi-
nida a partir da noção de equidistârieia: «Diz-se que 
trSs pontos distintos A , B , C são colineares, quando 
não existe nenhum ponto que seja equidistante de A , 
de B e de C; isto é, quando não existe nenhum ponto A" 
tal que se tenha ao mesmo tempo; Eq {A , B: X)i 

íl) Em VÍE do i, i.]'. , :o * usa im.BERT o r>íirilio' L> nlrr» 
l 'o « O o.-ad o ». reefa) e, em resç do símbolo • T>t que Introduzi-
mos mal£ abaixo, usa o símbolo • 'Sic (de aKrvlschen«, Entre). 
\>ja-se :I[L.HKKT tind BKRSAYS, flfl n u d l i g u dor Matheisatflk» 
Springer, Berlim, 19W. 

Eq (B , C; A')u, (K preciso não perder do vista que, 
enquanto nada se diga em contrário, estas considera-
ções se referem ao espaço euclideano, isto é, ao conjunto 
de todos os pontos possiveis na geometria de E CCLIDSS 

—"conjunto que designaremos por ffj) . 
Por outro lado, teremos a oportunidade de ver que 

a relação de «situado entre» d — por muito estranho 
que tal pareça— logicamente exprimívcl na relação de 
colinearidade. E deste modo chegaremos à conclusão 
de que a noção de equidistãncia pode ser tomada como 
ú n ica noção primitiva da geometria euclideana. Toda-
via, quando se trata de desenvolver sistematicamente 
a geometria euclideana a partir dos postulados, reve-
la-se mais cómodo, e sobretudo mais natural, assumir 
como primitivas as três referidas noções: a de «coli-
nearidade» (ou de «recta»), a de «situado entre» e a 
de «equidistância». 

2. Noções métricas e noções afins. Chamam-se 
noções afins ou descritivas aquelas noções da geome-
tria euclideana que podem ser definidas partindo úni-
ca mente das noções de «rect3» e de «situado entre» . 

Dizem-se métricas as noções euclideanas em que 
intervem necessariamente o conceito de equidistâneia. 

Importa desde logo observar que, além das noções 
métricas euclideanas (que poderíamos também deno-
minar noções métricas relativas), há ainda a considerar 
as noções métricas absolutas. Quando eu digo, por 
exemplo, que um dado segmento mede 5 cm, enuncio 
uma propriedade métrica absoluta, visto que não 6 
possível, de modo nenhum, definir o conceito de «cen-
tímetro» a partir do conceito de «igualdade de dis-
tâncias» : mas se eu disser, por exemplo, que a razão 
entre um dado segmento AB e um dado segmento CD 
é igual a 5'3, então sim, terei afirmado um facto 
respeitante à geometria euclideana. É interessante 
notar ainda que — ao contrário do que sucede com as 
unidades de medida de segmentos —as unidades do 
medida de ângulos (grau, radiano, etc.) constituem 
noções métricas euclideanas. 

Chama-se geometria afim aquela parte da geometria 
euclideana que se limita ao estudo das noções ali na. 
Entre estas, apresentam se em primeiro lugar a noção 
de «planou e a de «paralelismo» : «Dadas duas rectas 
o e b distintas, com um ponto comum jl/, chama-se 
plano definido por a e por b, ao conjunto dos pontos 
de todas as rectas que interseetam ao mesmo tempo 
a e b em pontos distintos de M Duas rectas dizem • 

1 ]•: claro que, sendo a n Ô - o de rsltuado entre», como vero* 
rrios Adiante, doflnívcl a partir da uoçTio do «rocia», bastará definir 
HO£Õrã afina como aquelas noçSos geométricas quo se podem ex-
primir lugi«aroemo na ROÇ&O de collnearledado. 

- Os planos sVi pois todos os coojuutoã do pontos assim 
gerado?, e sv estw. 
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-Be paralelas quando, pertencendo a um mesmo plano, 
ou não têm nenhum ponto comum ou são coincidentes». 
Como se ví, não chega a intervir nestas definições o 
conceito de «equidistância», nem sequer o de «situado 
entre». 

São ainda noções afins as de «semi-recta», «semi-
-plano», «segmento de recta», «polígono», etc., que 
se reduzem imediatamente às noções de «recta» e 
de «situado entre». Mas não é uma noção afim a de 
«igualdade de segmentos»: «Dizer que dois segmentos 
AB o CD são iguais {ou congruentes) equivale a di-
zer que áirt (A,B)-dist (C, D)«, Para indicar que 
dois segmentos AB e CD são iguais, podemos também 
escrever ÃB=s CD 

Observe-se todavia o seguinte facto, de importância 
capital para o que segue: O conceito de igualdade de 
segmentos só é um conceito métrico enquanto referido re 
segmento» não paralelos {isto e. não pertencentes a 
rectas paralelas), redusindo-se a conceito afim, quando 
aplicado a segmentos (ínuia mesma recta ou de rectas 
paralelas. Com efeito, sabe-se que: 1) dados dois se-
gmentos AI) e CD contidos em rectas paralelas não 
coincidentes, dizer que os segmentos AB e CD são 
iguais, equivale a dizer que eles são os lados opostos 
dum paralelogramo (isto é, equivale a dizer que se 
verifica uma, pelo menos, das relações: ACjjTSD, 
ADjjBC); 2) dados dois segmento» AB e CD conti-
dos numa mesma recta r, dizer que AB = CD, equi-
vale a dizer que existo pelo menos um terceiro 
segmento E'F, eontido numa recta s paralela a r (mas 
distinta de r), de modo que se tenha, simultaneamente: 

JB^èf, ~ÜD-~EF. '*> 
Uma consequência fundamental deste facto é a se-

guinte: O conceito de «razão entre dois segmentos» re-
duz-se (i conceito afim, quando referido a segmentos 

paralelos. Com efeito, recordemos as seguintes defini-
ções: «Dados dois segmentos AB e CD: 1) diz-se que 
AB = n • CD (com n inteiro), quando existem « + 1 
pontos distinta Po, P\, - *- , P„, pertencentes à recta 
AB, tais que: P„^A, P0PX=P,~Pf *VrP»— 
= CD, P„ = B\ 2) diz-se que AB=mjn . CD (com m e n 
inteiros) quando existe pelo menos, um terceiro se-

M) Transigimos aqui com a tradiçAo, usando o sinal * = » para 
exprimir igualdade enclideana (ou congru?l/r'íi) o o siunl « ~ » 
para oxprímlr coincidência (ou identidade). Todavia, moderna— 
monte, uta-so o sinal « p a r a exprimir identidade o um outro 
sinal para exprimir igualdade geonítrica. 

' } assim quo so roconbeco o facto (n quojn ntrns aludimos) 
de ser possível tomar como primitiva a rolaç&o tornâria do oqui-
dlst&ucia, om voz da rolaçfto do Igualdade do dlstftucias referida 
a dois pares de pontos. 

gmento EF tal que: AB = mEF, CD-n-EF-, 
3) diz-se que AB=% • CD (com i irracional), quando, 
dado um número racional r qualquer, se tem: A li >• 
~>r- CD ou Atí<r. CD, conforme for - ou 
a<™ <". Ora é fácil ver, depois do que atrás foi dito, 
que, tratando-se de segmentos paralelos, as definições 
precedentes não exigem outros conceitos primitivos 
além dos de «recta« e de «situado entre» (as duas 
primeiras não exigem sequer o conceito de «situado 
entre»). 

Em particular, são noções afins: a de «paralelo-
gramo», a de «trapézio», a de «ponto médio dum se-
gmentou, a de «baricentro dum triângulo» (ponto de 
intersecção das medianas), a de «figuras homotótieas 
entre si», etc. etc. Mas já a noção de «ortocentro dum 
triângulo» (ponto de concurso das alturas), a de «cir-
cunferência», a de «triângulo escaleno», a de «losango» 
a de «perpendicularidade», a de «ângulo agudo», 
etc. etc, —são noções euclideanas não afins, como 
teremos ocasião de verificar. 

3. Transformações ponluois. Sejam €í e Q* dois 
conjuntos de pontos quaisquer. Chama-se transfor-
mação pontual unívoca de £1 sobre 0* toda a operação 
i> que faça corresponder a cada ponto P de €l, um 
e um só, ponto P* de íl* , chamado a imagem ou o 
transformado de P por meio de í que se poderá 
^esignar pelo símbolo <l> (P) : 

P* m t- (P) . 
O ponto variável P* de €1* dir-se-á ainda função 

unívoca do ponto variável P de a , Quando se tem 
íí = £í*, diz-se que <i> é uma transformação unívoca 
do conjunto €í sobre si mesmo. 

A transformação unívoca <t> de €1 sobre £l• dir-
-se-á uma transformação biunivoca ou reversível (de 0 
sobre B*) , quando, para cada ponto P* de tT*, exis-
tir um. e um só, ponto P do 61, do qual P* seja a 
imagem por meio dc <t>; isto é, tal que (P) = P*. 
Em tal hipótese, chama-se transformação inversa de 
•]>, e representa-se por O - ' , a transformação de Q* 
sobre £} que faz passar de P* para P\ em símbolos: 

1' = (F*). 
Exemplos: 1) Seja €1 o espaço inteiro, isto é: 

£7 = / t i , e seja él* um plano a qualquer, isto é: 
Se fizermos corresponder acada ponto P do 

espaço a sua projeccão P1 sobre « , segundo uma 
direcção determinada d (não paralela a a), a corres-
pondência P P' assim definida será uma transfor-

,I Como so sabe* dades dois segmentos .1/.V u I 'Q , diz-so quo 

l/Ã < I''tJ, quando existo um ponto .V* tituado entre P e Q tal 

quo f f r ^ M X . 
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mação unívoca de R3 sobre ».; mas não uma transfor-
mação biunivoca de fl.i sobre a, porque, dado um 
ponto M qualquer de a, existem infinitos pontos de 
R3 cujas projecções coincidem com Mi todos os pontos 
da recta projectar)to que passa por -1/. 

2) Sejam agora dois planos quaisquer, a e fi. 
A operação 4> que faz corresponder, a cada ponto P 
de a, a projecção P* desse ponto sobre 3 segando 
uma determinada direcção d (não paralela a no:ihum 
dos planos), (5 visivelmente uma transformação biuni-
voca de « sobre p, cuja transformação inversa, lt>~1, 
iS a que consiste em passar, de cada ponto de |3, para 
a projecção desse ponto sobre a, segundo a metma 
direcção d. 

3) Exemplos notáveis de transformações biunívocas 
do espaço fi» sobre si mesmo ou dum plano sobre si 
mesmo são as homotetias, as rotações, as translações 
e as simetrias: o) Chama-se homotetia de centro O 
e de razão r a transformação que faz corresponder a 
cada ponto P4=0 o ponto P* tal que ttP*/ÕP^ |r|, 
ficando P e P* do mesmo lado ou de lados opostos a 
respeito de ü, conforme r for positivo ou negativo; 
ao ponto O corresponderá o próprio ponto O, o que 
sc exprime dizendo que O 6 invariante para a 
transformação considerada (l). ò) Chama-se translação 
definida pelo segmento orientado AA* a transfor-
mação que faz corresponder a cada ponto P o ponto 
P* tal que os segmentos PP* e AA* resultem equi-
2>olentes (isto 6, com o mesmo comprimento, a mesma 
direcção e o mesmo sentido) c) Cbama-se rotação 
do plano, de centro O e de amplitude 0, a transfor-
mação que deixa o ponto O invariante e transforma 
cada ponto P^= O no ponto P* tal que: d ruí (P*, O) ~ 
— dí'íí(P, O) , PÔP* . I3 ' Quanto às rotações do 
espaço em torno dum eixo, a definição é análoga, 
(Z) Cada simetria é, como se sabe, definida por um 
ponto, por uma recta ou por um plano. 

4. Transformações afins. Suja » uma correspon-
dência pontual biunivoca entre dois planos a e 
(distintos ou coincidentes) ou entre o espaço inteiro 
e ele mesino. Diz-se que © c urna transformação afim 
ou urna afinidade, quando respeita a relação de eoli-

nearidade, isto e, quando transforma pontos A , TJ, C 
colineares em pontos A*, B*, C* ainda colineares — 
o que, em símbolos, se pode exprimir do seguinte 
modo; 
(1) Et (A,D,C)-* llt (A* B*, O•),(1) 

sendo 
A* = e(A) ,B* = e(B),C* = e (C). 

Exemplo duma transformação afim & a projecção 
dos pontos dum plano a sobre um outro plano se-
gundo uma direcção d que não seja paralela nem a a 
nem a g. São afinidades as homotetias, as rotações, 
as translações e as simetrias; mas estas, além da re-
lação de colinearidade, respeitam ainda a relação 
do equidistância (chamam-se por isso transformações 
euclideanas ou de semelhança), o que já rtão acontece 
geralmente, a respeito da projecção paralela dos pon-
tos dum plano sobre outro plano. 

Já especificámos que as afinidades são tranforma-
çoes pontuais entre dois planos ou entre o espaço Rj 
e ele mesmo. No segundo caso, a afinidade dir-se-á 
espacial ou sólida exemplos de tais afinidades são 
as homotetias espaciais, as simetrias obliquas em re-
lação a um plano, etc,, etc. 

T E O R E M A . A transformação inversa duma afinidade 
(biunivoca) é ainda uma afinidade a'. 

(Demonstraremos este teorema apenas para o caso 
das afinidades entre dois planos ; para o caso das afi-
nidades sólidas, a demonstração pode fazer-sc de modo 
análogo). Sejam pois a o a* dois planos quaisquer, 
distintos ou coincidentes, e seja 6 uma transformação 
atim (reversível) de « sobre a*. Suponhamos, por um 
momento, que a transformação B_1 não é uma afini-
dade: quer isto dizer que existem pelo menos três 
pontos colineares A*, B*, C* de x*, os quais são trans-

'1 É claro c j , so for 1 - 1, todos cs pontos serão invarinotop, 
o o LI tão a homotetia serA a chamada , 1 nu: • fi rn: n Idântica» 
011 «Identidade». Notemos ainda .1 • a transformação Inversa 
da ítomotolia do coitlro O o do r è, prfiCfianieaCQj a homo-
tetia de centro O e de razüo I j r . 

É fácil vor quo a transformação inversa da translação de-
finida por AA* ê a translação definida por Am A, Ê claro quo, 
so for A -i* - a translação • reduz à identidade. 

'•• A trauífo rmaçSo Inversa da rotação do centro O o de am-
plitude 0 4 I rotação da contra O o do amplitude Se V = 0 , 
a rotação rodus-se à identidade. 

formados por fl^1 em três pontos A ,B, C (de a) não 
colineares (fig. 1). Mas seja então P" um ponto de a* 
não pertencente à recta A* B* (= B* C"). Ê claro 

til o sinal i->> dovo lor-so »Implica», 
-- Multo» autores charniiTu afinidade cjtpacial a transformação 

afim ontro dois planos distintos, reservando a denominação «afi-
nidade plana» para o caso das transformação* afina dum plano 
sobro sl mesmo. 

Quando nada se diga em contrário, suljootende-se que as 
afinidades slo transformarmos reversíveis. 
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que o ponto P de a, correspondente ao pooto P* de i* 
(segundo e _ 1 ) não pode pertencer a nenhuma das rec-
tas AB, AC e BC, de contrário o ponto P* (sendo e 
uraa afinidade) pertenceria a .4* B*(= B*C*) — con-
tra o que supusemos. Por outro lado, su P não per-
tence a nenhuma das rectas AB, AC e IiC, será 
sempre possível conduzir por P uma recta que encon-
tre em dois pontos distintos M, N duas das rectas 
AB , AC e BC (por exemplo, AB e BC) e, como os 
transformados M*, AT# de Al, N por meio de w 
devem pertencer a A* B* (= B* C*), também P* de-
veria pertencer a A* B* ( 3 J / * X*) — o que é ainda 
contrário ao que supusemos. Tem-se pois que a trans-
formação biunívoca ©_1 de %* sobre * não pode deixar 
do ser uma afinidade, q. e. d. 

Podemos ainda exprimir este teorema dizendo que as 
afinidades respeitam nm dois sentidas ou deixam ràra-
riante a relação de eolinearidade, e poderemos escre-
ver, cm vez de (1), a condição mais explícita 
(2) Rt (A , B , C) í Rt (X*, B*, C*), 

que é, como acabámos do ver, equivalente a (1). 
Ora o estudo das geometrias mediante o conceito de 

transformação assenta precisamente sobre o seguinte 

Princípio fundamental. Se uma transformação biu-
nívoca respeita nos dois sentidos uma dada noção ou 
tmt dado conjunto de noções, respeita necessariamente 
qualquer outra noção que se possa definir logicamente o 
partir das primeiras. Reciprocamente, se uma noção é 
respeitada por todas as transformações biunívocas que 
deixam invariantes as noções dadas, e/a será logica-
mente exprimi vel a partir destas . 

Deste modo, qualquer noção afim será respeitada 
por todas as possíveis transformações afins, visto que 
as noções afins são, por definição, todas aquelas que 
se podem exprimir logicamente no conceito de eoli-
nearidade (admitindo já que o é tambfSm a noção do 
«situado entre») e as transformações afins são, por 
definição, precisamente aquelas que respeitam a no-
ção de eolinearidade. Tem-se pois que toda a trans-
formação afim deve transformar planos em planos, 
rectas paralelas entre si em rectas paralelas entre si, o 
ponto médio dum segmento no ponto médio do transfor-
mado desse segmento, o baricentro dum triângulo no 
baricentro do transformado desse triângulo, etc., etc. 

Se quisermos demonstrar directamente, prescindindo 
do anterior princípio fundamental, que um dado 

Mi K esto um teoroma perteocoute a um n o T o 7.vilo da mate-
mática, chua&do meiantaUmàtüo. ou sintaxe. No que <;• refere a bua 
primeira 11a voracidade desta proposlçAo pode sor reconhecida 
mesmo lo tul tira mu Dtc. I'.I.;.ilpia <111 Kl outro teorema do mota-
miuamAUra é o princípio da duandad* da geometria projectt-ra. 

conceito afim é respeitado por todas as transformações 
afins, não temos mais do que seguir pari jtassu a 
definição desse eoneeito. Seja, por exemplo, a noção 
de «paralelismo»: consideremos uma transf ormação 
afim, « , entre dois planos a. e a*, e proponhamo-nos 
demonstrar que © transforma necessariamente rectas 
paralelas entre si em rectas paralelas entre si; supo-
nhamos então, por um momento, que tal não acontece, 
isto é, que existem duas rectas a,b de a, paralelas 
entre si, as quais são transformadas por © ern duas 
rectas a*,b* (de %*) não paralelas entre si: quere 
isto dizer, segundo a definição de paralelismo, que as 
rectas a*,b* terão um (e uni só) ponto comum P*; 
mas, sendo assim, também as rectas a, b devem 
ter um, e um sõ, ponto comum, quo será o ponto 
P = B'1 (P*): ora isto é contrário à liipóteso de ser 
a paralela a b. 

Este e outros exemplos dão uma idea de qual possa 
ser o espirito duma demonstração geral do anterior 
princípio, pelo menos no que se refere à sua primeira 
parte. 

Consideremos agora a noção de «igualdade de seg-
mentos». E um facto bem conhecido que, em projec-
ção paralela, dois segmentos iguais entre si, excep-
tuadas posições particulares, se projectam segundo 
dois segmentos desiguais — o que significa, portanto^ 
segundo o anterior principio, que o conceito geral de 
igualdade de distâncias não é redutível ao fie eolinea-
ridade. Existe portanto toda uma classe dc noções 
euclidianas não afins (a que já no n.° 2 chamámos 
noções métricas)-, tais são, por exemplo —além da noção 
geral de equidistância — a de perpendicularidade, a 
de bissectriz dum ângulo, a de losango, a de baricen-
tro dum triângulo, etc., etc. Que estas noções não 
são afins, podemos reconhecê-lo agora, observando que 
não são necessariamente respeitadas por projecção 
paralela. 

Todavia, como já vimos no n.° 2, a noção de igual-
dade dc segmentos (e portanto a de razão entra dois 
segmentos) reduz-se a conceito afim, quando referido 
a segmentos paralelos. Tem-se pois quo a razão entre 
dois segmentos paralelos é necessàriamente respeitada 
por toda a transformação afim. 

5 . Determinação de Iodas as possíveis trans-
formações «fins. Consideremos um plano a qualquer 
e, sobre a, três pontos O, A, B. não colineares, fixa-
dos ao arbítrio (fig. 2). 

Sendo agora P um ponto qualquer de z , designe-
mos por P' a projecção de P sobre OA paralela-
mente a OB, e por P" a projecção de P sobro OB 
paralelamente a OA; designemos ainda por x a razão 
OP'jOA, afectada do sinal +• ou —, conforme A e P] 

estiverem do mesmo lado ou de lados opostos em rela-
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ção a O, e por y a razão OP"jOB, afectada do 
sinal + ou do sinal — conformo P" e B estive-
rem do mesmo lado ou de lados opostos em relação a O, 
Diremos então que x,y são, respectivamente a 1." e a 

2,* coordenada (ou a abscissa e a ordenada) do ponto P 
a respeito do referencial [OAB]. Assim, por exemplo, 
no caso da fig. 2, tem-se a: = 2/5 , y = 4/3. 

Deste modo, a cada ponto P de i , ficará a corres-
ponder um, e um só, par ordenado (2 , y) de números 
reais; reciprocamente, para cada par ordenado (.c,y) 
de números reais existirá um, e um só, ponto í1 de 1 
que admite x,y como abscissa e ordenada a respeito 
de [OAB], Além disso, a relação de colinearidade 
poderá agora ser traduzida por meio das coordenadas, 
de maneira independente do referencial considerado: 

Dados três pontos de a , Pj (xj , V)) , Pj (x2 , y?) t 
P3 (X3, vi), condição necessária, e suficiente para que 
P(, P; , I '3 sejam colineares è que se tenha 
(3) fei—- (yx—yiilfa.-^) • 

Esta proposição é uma consequência imediata do 
teorema de T A L E S O do seu reciproco. 

Consideremos agora um outro plano, « (podendo 
ser, em particular, a. = ct) , e seja s uma afinidade 
de s sobre a. Em tal hipótese, os pontos não coli-
neares 0,A,B, serão transformados por fc> em pontos 
não colineares O ,Ã ,B ; por outro lado, sendo P o 
transformado de P por meio de 0 , as projecçSes 
P', P" de P, respectivamente, sobre OA e sobre OB, 
paralelamente a OB e a OA, serão transformadas, 
respectivamente, nas projecções P1 e P'1 de P sobre 
ÕÃ c sobre OB, paralelamente a OB e a OA (visto 

que a relação de paralelismo è respeitada por ©) . 
Deste modo, atendendo a que razão entre dois seg-
mentos de uin mesina recta é uma propriedade afim, 
chega-se finalmente à conclusão do que as coordena-
das de P em relação ao referencial [O A B] coinci-
dem com as coordenadas x , y do P em relação a 
[OAB]. A afinidade Q fica portanto determinada 
uma vez conhecidos os pontos O , A , Ti de a. em que são 
transformados por & os pontos do referencial [OAB] 
dc a : basta fazer corresponder, a cada ponto P de x, 
0 ponto P de a, cujas coordenadas em relação a [O A B] 
são precisamente as mesmas que as de P em relação a 
[OAB]. 

Reciprocamente, tomados três pontos não colineares 
O , A , B sobre 1, completamente ao arbítrio, existe 
sempre lima, e uma só, transformação afim © de st sobre a, 
tal que O = 6 (O) ,Ã S tí (A) , B = S (B) : eéa trans-
formação que fas corresponder a cada ponto P de a, o 
ponto P de s cujas coordenadas em relação a [O A B] 
são precisamente as mesmas que as dc P em rela-
ção a [ O A B ] . A transformação h assim definida 
respeita efectivamente a relação de colinearidade: 
dizer que três pontos P i , P j , P2 de a são colineares 
equivale a dizer que as suas coordenadas em relação 
a [OAB] verificam a igualdade (3); mas as coorde-
nadas das imagens I\ , P2, P3 destes pontos, em rela-
ção a (O Ã B), coincidem, por hipótese, respectiva-
mente com as dc Pj ,P j ,P 3 em relação a [OAB]; ora, 
como já atrás observámos, a maneira por que a con-
dição de colinearidade se traduz mediante as coorde-
nadas é independente do referencial adoptado. Tem-se 
pois: St (Pt , Pt, P,) £ Mt (P i , P , , P j ) . 

Ficam assim determinadas todas as possíveis afini-
dades (reversíveis) entre dois planos. Analogamente 
so determinam todas as possíveis afinidades entre o 
espaço R3 o ele mesmo: neste caso, cada referencial 
deve ser constituído por quatro pontos O, A, B, C não 
complanares, (Continua) 

Sobre uma fórmula simbólica de Topologia 
Tradução tíi'111 arllgo puMIcadc cm E/emente der Mothematik, II. amàvelmenle autorizada ptsJo Autor o tieíft RaAftGçlo 

por H. H a d w i g e r |Berne) 

A presente Nota trata duma fórmula topológica 
elementar da geometria plana que, apesar de não 
revelar resultados novos para os topologistas, merece 
no entanto ser considerada naforma simbólica que llie 
daremos. 

rentes relações e expressões da topologia combinatória 
(por ex. o teorema do Euler sobre os poliedros, a re-
lação das oárvores», o teorema de Helly-Radon) e 
também muitas outras fórmulas combinatórias como 
as que se apresentam na divisão do plano por meio 

Encarada assim, a fórmula em questão resume dife- de rectas, etc. 


