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III — ArceEBRA

2555 — Dada a equagiio (k—2) 22— (k+2) 2+ 2k=0
determine % de modo que a soma dos quadrados das
raizes seja igual a 13. R: Sendo x; e x, as raizes,
deverd ser Xi+x3=(x;3+x3)2—2xyx,=13. Tendo em
conta os valores de x;+X; e XyX; obtém-se k=(—3+

+V3i)2.

1V — GeomeTRiA PLrANA

2556 — Divisdo da circunferéncia em partes iguais;
poligonos regulares inseritos ; determinagio dos seus
perimetros expressos no raio da circunferéncia cir-
cunserita.

2557 — Duas circunferéncias do mesmo raio » sio
descritas de modo que cada uma passa pelo centro
da outra. Calcule, expressa em », a drea do quadri-
ldtero cujos vértices sfo os centros das duas circun-
feréncias e os seus pontos de encontro. R: T'rata-se

dum losango de lado r, cuja drea é 1—2-‘/5',12.

V — Grouerria xo Esraco

2558 — Calcule o volume do sélido gerado pela
rotagdo de um tridngulo rectingulo em torno da hipo-
tenusa, sabendo que um dos dngulos do tridngulo é
de 60° ¢ que a hipotenusa é iguala2a. R: O tri-

angulo rectingulo considerado € metade dum tridngul
equilatero de lado 2a, portanto, de catetos a e 3\/3 e
altura relativa & hipotenusa, a\/3/2. O sélido gerado
€ constituido por dois cones de revolugdo de base comum,
de raio a\/32 e geratrizes a e a\/3. O seu volume é
V==al/2.

VI — TricoNoMETRIA

2559 — Quais sfo os Angulos compreendidos entre
3= e 5= radianos e cujo seno ¢ igual a — |/2/2?
R: 13x/4 e 15x/4.

Solugdes dos n.® 2552 a 2559 de Orlando Morbey Rodrigues

MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
| —ESCOLAS PORTUGUESAS

ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

F. C. C. — Avcesra — 1.° Exame de frequéncia —
1946-47 — 1.° Ponto.

2560 — Calcular a soma da série de termo geral
w,=n[4" com erro inferior a 10~2. R: Devem somar-
-se cinco termos da série. S=0,44.

2561 — Primitivar a fun¢fo y=(1+senx)/(1+cosx).
R: Multiplicando ambos os membros da fracgio por
1— cos x, conclui-se logo que: Py =log|senx|—
—log | cosec x+ cotg x | — (cosee x +cotg x) +C.

2562 — Primitivar a fungio y= (2*+1)/(c+1)3%.
R: O método de Fubini conduz a Py=Ilog|x+1| +
1 2x+11
G T
2.° Ponto

2563 — Determinar a natureza do produts infinito
de termo geral u, =1 +(1 + %-5—)“- R: A natu-
reza do produto infinito é a da série corrospondente de
termo geral v,=(1+0,5/n)". Pelo eritério de Cauchy,
conclui-se a divergéncia.

srodas i 1 S
2564 —Primitivar a fungfio y= —— arcsen \/u:-f-l A
2z

R: Primitivando por partes vem:
Py = ‘/i arc sec \/x+1 —logy'x+1 +c.

2565 — Primitivar a funglio y=(3x2—1)/(z3—x) .
R: Pelo método de Fubini tem-se Py=log|x|+
+log|x+1]+log|x—1|+C.

F. C. C.—2.° Exame de frequéncia — 1946-47 —
i.° Ponto.

2566 — Escrever a equagfio das assintotas da curva

2x__ 1
de equagiio y=wxthxe. R: Pode escrever-se y—x:”?
¢ tem-se m=lim 2~ =1 ¢ k=lim (y—mx)=0. Logo a
x=0 X =20
equagio da assintota € y=x.
2567 — De que natureza ¢ o sistema
x+4+3y+2:=0, z—y=0, 9r—y+42=07?

R: Compativel e indeterminado.
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2568 — Dados os elementos a=120°0'0", 5=108
86'26' e A=T1°23'34"" de um tridngulo esférico, de-
terminar B e discutir o resultado. R: Ndo existe
tridngulo esférico com os elementos dados.

2.° Ponto
2569 — Para que valeres de « e B a equagio

(x2+2azy + 42 + 2y) (ax? + 42y + By?+-2y) =0 repre-
senta duas pardbolas? R: a=+1,p=+4.

2570 — Calcular pelo método de Newton duas
aproximagdes da raiz de 2*—2x+2=0 compreendida
no intervalo (—2, —1). R: 1.* aproximagio: —1,8;
24 aproximagdo: —1,77.

2571 — Dados os elementos a==80°0'0", 5=120°

0'0" e ¢=T79219'15" de um triingulo esférico, cal-
cular B. R: B=123°21' 36'..

Solugbes dos n.% 2560 a 2571 de L. Mendonga de Albuquerque,

I. S. A. —Muaremiricas Geraris —41.° exame de fre-
quéncia (extraordinario) — 27 Marco 1948.
cos (1—n) =/2
s
a) Represente-a graficamente para n=1,2,.--,6;
b) Determine a de modo que exista uma ordem g (3)
tal que, para n > ny(3), se tenha
cos (1—n) =/2
I n 3

2572 — Dada a funglio @ (n) =

al<<?d

qualquer que seja 5> 0; ¢) considerando o conjunto A
dos valores de n para es quais

cos (1—n) =/2
T

a

= 0,01

e o conjunto B dos valores positivos de n que anulam
sen nw/3, determine A+B e A-B.

cos (1—n) =2
o

B a = lim 0

Como cos (1—2k) #=0 e cos[1—(2k+1)]=/2=71,
cos (1—n) =/2
tem-se T

> 0,01 para os valores impares

de n inferiores a 100. O conjunto B serd constituido
pelos midtiplos de 3 de modo que A+B=]21—1,3m |
(1<1=50) e A-B=}3 (2p—1)| com 1<p <1T.

2573 — Determine as equagdes dos lados e das
diagonais e o perimetro do quadrado que tem como
mediana o segmento K (—2;2) /7 (2,2) e a equagio
da bissectriz do Angulo obtuso formado por um qual-
quer dos lados com uma diagonal. R: Equagies dos
lados: x+y=+14 e x—y=14; diagonais: x=0 e
y=0, |’=16\/§ ; bissectriz do dngulo do lado situado
no 1.° quadrante com OX: y=(1+/2) (x—4).

2574 — Algebrizou-se o conjunto F , formado pelos
quatro elementos a,b,c,d, por intermédio de uma
operaciio a que corresponde’a tabela seguinte :
Verifique se o conjunto E

al| b | e | d| assim algebrizado constitui ou

ndo um grupo relativamente i

ala|bleid operagio considerada. R: Como
bld|a|b]|e a unidade @ esquerda, a, ndo €
s bola bawls un.z'dadej& d:’re.itfz (o que resui:fa
i |l de se ndo verificar a proprie-
d|&|c|d|a| dade associativa) o conjunto E:

nio constitui um grupo.

2575 — Verifique que a sucessdo assim definida ;
’u,1=\/2 s w,=V2+4u,, (n>2) écrescente e prove (por
indugfio) que u,<<2. Calcule o seu limite. R: Se
u, <2, u=2+u,<2; e como u; <2, serd u, <2
para qualguer valor de n. A condigdo u, >u,_, tm-
plica ul_y—u,_ ,—2 <0, o que sempre se verifica por
ser u,y <<2. Provada assim a existéncia do limite,
tem-se limu,=limu,_,=1 e .*. 1=‘/2_+1 donde 1=2.

Solugdes dos n.% 2572 a 25375 de F. R. Dias Agudo.

I.S.A. — Mareuiricas Gerais —41.° Exame de Fre-
quéncia, 1947-48

"—1
2576 — Dada a fungfio ¢ (n)= gm : a) Deter-

mine o seu limite quando n-—+coj; &) Determine a
ordem a partir da qual a diferen¢a entre ¢ (n) e o seu
limite é, em valor absoluto, inferior a 0,001; ¢) Desi-
gnando por A o conjunto dos valores de n para os
quais essa mesma diferenga ¢, em valor absoluto, su-
perior a 0,001 e por B o conjunto dos valores de n
para os quais é definida a fungfio

arc sec (n—4)
t(n) =
(n—1) (1—2) (»—9)
verifique se A4 e B sfo complementares em relagiio
ao conjunto dos inteiros positivos.

2577 —Determine as equagdes dos lados do losango
de centro 0 (0,0) de vértice A (0,4) e de diagonal me-
nor, igual a 6. Considerando as mediatrizes dos seus
4 lados calcule a razdo entre a drea do losango e a da
figura limitada por essas mediatrizes.

2578 — Verifique se o conjunto E |0,2,10'—,
2—-10'"| é ou nio fechado. Considere como conjunto
fnndamental o conjunto dos mimeros reais.

2579 —Dada a sucessfio de termos positivos
u,=1/u, , onde u; é qualquer =1: a) Estude a sua
natureza; b) Estude a natureza das sucessbes de
termos gerais u,./u, e "Yu, que dela se obtdm;
¢) Estude o caso u;=1. Indicar os limites nos casos
de convergéncia.
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GEOMETRIA

F. C. L. — Gromerria Descririva —4.° Exame de fre-
quéncia, 1947-48.

2580 — Sdo dados: um plano =« obliquo, definido
pelos tragos, e um ponto P /2. Determine o trajecto
do raio luminoso que, partindo de P paralelamente
a vg, se reflete sobre a paralelamente a gy. R: Deter-
mine-se o simétrico Py de P em relagio a «. Segundo
as leis da reflexdo, o prolongamento do raio reflectido
deve passar por Py. Conduza-se entio por P um plano
v/[vw e por Py um plano g//oy: a intersecgio 1 dos trés
planos a,v,9 € o ponto de incidéncia, que, unido com
P e com Py, da o trajecto pedido.

2581 — Dado um tetraedro [ABCD], com ADB Ly
e CD lygy, determinar as projecgdes da esfera inscrita
nisse tetraedro. R: O centro O da esfera serd o ponto
de intersecgio dos bissectores dos diedros internos de
[ABCD]. Consideremos o diedro CABD: wisto que a
sua aresta AB é Lvy, o mesmo acontecerd com as suas
faces e com o seu plano bissector; o frago horizonta)
deste plano bissector serd pois a bissectriz do dngulo
C'A'D.  Analogamente, o trago vertical do bissector de
ACDB serd a bissectriz de A"Q'B'. Estas duas
bissectrizes colncidirdo, respectivamente, com a projecgio
horizontal e com a projecgio vertical da intersecgiio v
dos bissectores considerados. Basta portanto achar a
intersecgdo de r com o bissector de wm outro diedro in-
terno de [ABCD], para ter o centro O da esfera em
questdo, cujas projeceies se deferminam depois faeilmente.

2582 — Sio dados: uma recta d obliqua, um tri-
dngulo [ABC] existente num plano obliquo e uma
recta elvy, que ndo passe por nenhum dos pontos
A,B,C. Fazer rodar [ABC] em torno de e, de modo
que a sua sombra sobre vy, paralelamente a d, se
reduza a um segmento de recta. R: Para que a som-
bra do triangulo [ABC] sobre vy, paralelamente a d
se reduza a wm segmento de recta, € necessirio e sufi-
ciente que o seu plano se lorne paraleloa d. Determine-
-se pois a intersecgdo 1 de e com ABC e conduza-se
por 1 a recta dyf[/d. Bastard agora fazer rodar o
plano ABC em tirno de e, de modo que o trago hori-
zontal de ABC fique a passar pelo trago horizontal de
dy. (Duas solugies, uma ou nenhuma).

2583 — Sio dados: um plano « obliguo, definido
por %, e v,, um ponto P-/a e um tetraedro eacaleno}

assente por uma das faces em vy. Construir um tetrae-
dro semelhante ao primeiro, com um dos vértices em

DESCRITIVA

P e a face oposta assente em «, ficando um dos lados
desta face paralelo a v . (A face do tetraedro pedido
assente em 2, deve ser semelhante a face do tetraedro
dado, assente em vj). R: Seja [ABCD] o fetraedro
dado,com [ABC]-.—v;. Em tetraedros semelhantes, a ra-
zdo entre alturas correspondentes a faces homdlogas e
fgual & razdo de semelhanga. Determine-se pois a dis-
tincia d de P a =z, e considere-se um plano de nivel
v euja distineia ao vértice D do tetraedro dado seja
igual a d; pondo Ag=v.AD,By=v.BD ,Cy=v.CD,
serd [AgBoCyD] wm tetraedro igual ao pedido, eom
[ApBoCo]W[ABC|. DBasta agora determinar a pro=
Jjecgdo ortogonal Py de P sobre a e construir sobre «
(mediante um rebatimento sobre w) um (triangulo
[Ay By €| =[Ap By Cy) , ficando por exemplo AyByf[hx
de modo que se tenha: dist (Ay, Py)=dist (A{,D'),
dist (By, Py) =dist(B}, D), dist (Cy , Py) =dist (C; , D).

2584 — Dados dois pontos A, 3 distintos e uma
recta ¢, colocados em posi¢cio gendrica entre si e a
respeito dos planos de projecgio, determine sobre £
um ponto P de modo que a distincia de P a 4 esteja
para a distincia de P a B numa raziio dada ». Exe-
cute o desenho para r=2. R: Faga-se rodar B em
em forno de t de modo a colocd-lo sobre o plano At-
O problema pode agora resolver-se, num rebatimento’
recorrvendo a wm teorema elementar de geomelria plana.
(Duas solugdes, uma ouw nenhuma).

2585 — Dadas 7, s/[v, com um ponto comum M,
determine o lugar geomdtrico dos pontos P tais que
dist (P, M)=2dist (P,»)=3dist (P,s). Discussio.
R: Sea P wum ponto genérico do lugar geométrico.
Imaginando rebatidos sobre o plano v= (r,s) os dois
planos Pr e Ps, haverd dois pontos Py, Py sobre v que
representam P nesses rebatimentos, devendo ter-se:
dist(Py, M) =dist (P,, M) =2 dist (Py,r) =3 dist (P, s),
Isto indica o caminho a sequir: Tomem-se ao arbilrio
Py, Py sobre v (no interior dos dois dngulos maiores
Sormados por r,s), de modo que sejam verificadas as
precedentes condi¢ies de distancias. O ponto P, trans-
formado em Py e Py nos dois rebatimentos, poderd ser
determinado (se existe) invertendo a téenica do rebati-

ento: as perpendiculares baivadas de Py, Py, respec-
tivamente, sobre r e s devem encontrar-se em P'; a cota
de P em relagio a v serd, em valor absoluto, um dos ca-
tetos dum tridngulo de rebatimento, de que o outro cateto
€ a distancia de P' a r' e a hipotenusa a distancia de
P ar'. O nimerode pontos P nestas condigies poderd
ser 2, 1ou 0. Unindo P com M tem-se o lugar geomé-
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trico pedido, que serd portanto constituido por duas
rectas, por uma recta ou s6 por M, conforme o in-
gulo rTs Jfor menor, igual ou maior que

arcsen1/2 + arcsen1/3.

2586 — Dadas a,b,c obliquas, tendo a,b um
ponto comum e sendo ¢ nio complana com as primei-
ras, determine as projecg¢des duma esfera com o centro
sobre a recta ¢ e tangente as rectas a,b.

CALCULO

F. C. C. — Cdrcoro InFisaresimar, — 41.° Exame de fre-
quéncia — 1946-47 —1.° Ponto.

2588 — Primitivar a fun¢io
y= (x4 +8x+4) [[«? (x*+2x+2)].
R: Decompondo a fracgdo em elementos simples (ou
aplicando o método de Fubini), vem

3
Py=— +E—log (x2+2x+2) —

2xt
7
— iarctg (x41)4 C.

2589 — Determinar os seis primeiros fermos do
desenvolvimento da fungfio y=cosecz.tagx em sé-

1 13
rie de poténcias de . R: y=1— gxz_ %x“ S

2590 — Em que pontos da curva y=1—senx se
anula a segunda derivada direccional da fungio
f(z,y) = (z—y)? segundo a direcglo da normal?
R: Pontos de coordenadas (2kw,1) (com k inteiro).

2.° Ponto

2591 — Primitivar a fungio
y= (25 —8at—8x—4) | [ (x2+22+2)2].
1 2x+4

R: Py=—+ ——— + —

5
o YT arctg (x+1)+C.

2592 — Determinar quatro termos nfo nulos do
desenvolvimento de y=arctg x/(x?sen ) em série de
poténcias de =z. R:

13

i e AR W
A 30

2593 —Sendo u =y + 2z, com wm=cos ¢ cos b,

Pu
do b

= — sen 26 cos 2¢ .

Ju
y=sen g cos B, z=sen  calcular x e

u
dp b

%:——cosfucos%;

2587 — Dada uma recta » obliqua que ndo inter-
secte LT, conduzir por » um plano que faga com LT
um fngulo dado. Discussfio. R: Por wm ponto M
gualquer de r, conduza-se t[[I.'T e um plano alvy, que
forme com LT o dngulo dado. Basta agora fazer ro-
dar a em torno de t, (e modo que o fique a conter a
recta r, para o que pode utilizar-se uma mudanga de
plano que torne a recta t projectante (LyTy1 L'T).

Bolugdes dos n.* 2580 a 2587 de J. SBebastifio e Slilva.

INFINITESIMAL

F. C. C. — Cdrcvro InFinrresivar — 2.° Exame de fre-
quéncia — 1946-47 — 1.° Ponto.

2594 — Determinar os extremos da fungfo f(x,y) =
=(22—y?)?. R: A fungdo dada tem como linhas de
minimos as rectas y+x=0 e y—x=0.

2595 — Determinar o integral geral da equagio
d .
diferencial x cos :t:d—y +y(xsenx 4 cosx) =1
z
R: E uma equagiio linear de 1.% ordem: y = (kx—1)secx.

2596 — Determinar a drea interior & curva p=cos?0
e i circunferéneia p=38/4. R: (73 —2x)/64.

2.° Ponto
2597 — Fazer a mudanga de varidveis 6=cos ¢ na
dtp [} d’p =jeh¥ d?p
=0. R: — =0,
¢ a 1w ae TP
25908 — Resolver o sistema
o+ y" =0
{ "+y—zty=t.

R: x=¢; (t+2)+c;—(t+1) e y=c ;t+e,y.

2599 — Cualecular o integral duplo da fungio f(x ,y)m
=x+y na drea limitida pelas linhas de equagdes
y=0, y¥¥=2—x e y-=\/§ac. R: Tem-se

1 Vs

[f x+y) axay -fdxf(x+y>dy+

2 Vi
47 3
+'fdxf(x+y)dy-=ﬁ+%.

Solugles dos n.” 2588 a 2599 de L. Mendonga de Albuquerque.

F. C. P. — Carcuro — 2.° exame de frequéncia, 1947.

I
2600 — Determinar a linha integral solugdo da
equagio y''—5y'+6y=4x’e”, que passa pelo ponto
(0,7) onde y'=13. R: Fazendo y =ze* vem: z''—3z'+
+2z=4x2, 2p=T, 2y=06. Aplicando o método de Hea
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viside temos: z="T[p+6/p?+4/p?, donde z=T + 6x 4 2x2
e y=(7+46x+2x2) e*.
2601 — Integrar a equagfio ay'+y=wxlogx. R:
Temos y=c[x+logx - x/2—x/4.
II

2
2602 — Calcular J j ‘/e:a; dpdd comegando por

considerar 8 constante O dominio D situado no
1.° quadrante ¢é limitado pelas linhas §=0, e—ﬂj’5

s

2 sen2o
=/2 & @=1/c0a. R: = [d -
p=V2 e ¢2=1/cos sy d ¢
y “ lb/cosW
s /s
* = sen 20 sen 20
- Qormedt — | ——dt =[—y2
j v {/cos 26 J cos 24 [—V2cos 20 +

+1f2 log cos 26]F/° =/2—/2 cos 2,5 + 1/2logcos2x/5.

2603 — Determinar as equag¢des da normal prineci-
paldalinha: '+ 2=3, 22 +y2+22=~6 no ponto (1,1,2).
R: Temos x'=1; y'=1; zl=—1; x"=0; y'=1;
zl'=—2. As equagbes da normal principal sdo:

X+Y—Z=0
{ X—2Z—-Z+3=0.
III
2604 — Integrar a equagio
(202 —2x+1) y'"'—2 (22—1) y' +4dy=2

sabendo que um dos integrais particulares da equagio
sem 2.° membro é a derivada do outro. R: Temos
(2x*—2x+41) y{—2 (2x—1) y{ + 4y;=0
derivando: (2x2—2x+1) y{/+ (4x—2) yi/—2 (2x—1) y{/ —
—4y| + 4y| =0 e atendendo a que y| ¢ solugdo temos:
(4x—2)y{ —4y{=0, y{=z, (@x—2)z'—4z=0,
z=c (4x—2) e portanto: yj=c (2x2—2x)=cy (x2—x)
Ya=yi=cz (2x—1).
Logo y=cy (x?—x)+e; (2x—1)+1/2.
Solugbes dos n.% 2600 a 2604 de Jayme Rios de Souza.

I. 8. A. — Cirouro IsFisiTesiMar — Alguns exercicios
do 1.° exame de frequéncia de 1947-48.
2605 — Tomando por volume aproximado da coroa

esférica 4nr2h, onde k é a espessura infinitesimal da

coroa, qual é a ordem do infinitésimo desprezado .

a) se r for o raio da esfera interior &) se » for o raio

médio. R: a) Tem-se V,=4x (3r2h+3rh?+h3)/3 e

portanto o infinitésimo desprezado ¢ 4x/3 (3r h?+h3)

evidentemente da 24 ordem em relagdo a h. b) V =

—4«(3r2 h+4+— );‘3 logo o infinitésimo desprezado ¢é
«h3/3, de 3. ordem em relagdo a h.

2606 — Mostre que no intervalo (0, =/2) é sempre

2 sen e
< 1. R: Considere a fungdo yss ae .

™
L y—1 quando x—0 e y—2/x quando x—x/2; por

outro lado em (0,=[2) é y'= (x—tg x) cos x

< 0 wisto
tang x > x, e portanto y decrescente.

2607 — Sejam OAP e OBP os arcos de curva re-
presentativos das fungdes y—= +{/= e y=a? nointer-
valo [0,1] onde 0 (0,0) e P (1,1). O comprimento do
segmento varidvel AB, perpendicular a OP, é noin-
tervalo considerado uma fungfio de . Mostre que
esta fungiio estd, no referido intervalo, nas condi-
¢bes do teorema de Rolle. Calcule o valor de » para
o qual é mdximo o comprimento de A4B. R: A fun-
gdo procurada € y=-1/§ (Vx—x), continua em [0,1],
derivivel em (0,1) e y (0)=y (1)=0. Estd pois nas
condigies exigidas pelo teorema de Rolle. E maxima
para x=1/4.

2608 — Seja y=/ (x) a fun¢fio real da varidvel real
« assim definida:
y=2x? para z=+1/n,
y=4ax?—|x| para x=+1/n (n inteiro +0).
Estude a continuidade desta funcgfio e a existéncia
e continuidade da sua derivada no intervalo [—1,1].
R: A fungdo € continua para todos os valores de x
excepto para os da forma 1n+11)2 visto 2x2=4x2—
—lx| para x=+1/2. Como para h—0, positivo ou
negativo, € [2 (1/2+h)2—1/2]/h—>2, [2(—1/2+h)?—
—1/2]/h— —2, (4h2—h)/h— —1 e 2h2/h -0 podemos
concluir que a fungdo dada € derivavel em todos os
pontos excepto para x=1nx+1/2 ¢ x=0 que sio
também pontos de descontinuidade da sua derivada.

2609 —Estude as variagdes da funglo f (x)=e"/=
para x+#0, f(x)=0 para =0. R: Se x—+0,e""=*=0
e como para h—0, positivo ou negativo, e~"™[h—0
podemos concluir que a fungio € continua e derivdvel
em todos os seus pontos. Minima para x=0; pontos de
inflexdo x—i“/Q—_}'Z’;; ¥"'>0 para /43 < x{\/ﬁj—g', nega-
tiva para todos os outros valores de x; assintofa y=1.

2610— Calcule
’ dx £ dx
a) : ) 8) 3
1 +:|:)°W +(1 +x)1 x (cos?log z—senzlogx)

’f oy ) B 3

siva. R: Os dois primeiros sio i 7,

uma irracional bindmia e para o terceiro basta fazer

f(az,_wz}sta de=2x (az_xz)«;:+5fzz (a?—ax?) %2 do=

=z (@—a?)*? + b [ [a2— (a?—2?)] (a2—x2)¥*2 dw, ete.
Solugles dos 0. 2605 a 2610 de F. Carvalho Araiijo

(a2—x?)** dx por redugdio suces-
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MECANICA

I.S. T. — Mecinica Racroxan — 1.° exame ordindrio
— 1948

Parte Pritica
2611 — Integrar a equagiio xr=ap

2612 — Achar as geodésicas da superficie:

x=1rcosb,y=rsenld,z=1~%0

Parte Tedrica
2613 — Conceitos de geodésica. Sua equivaléncia.

2614 — Conceitos e propriedades das fungdes har-
moénicas,

2615 — Determinagio dos eixos e momentos prin-
cipais de inérecia num ponto qualquer do espago, co-
nhecidos os mesmos elementos em relagio ao centro
de gravidade.

1l —ESCOLAS

University of Manchester — Hoxouns Scioor. or Matne-
sarics —Part I—42 de Junho de 1945. (duragiio 3 h).

2621 — (i) Prove that a determinant does not
change its value if its rows and columns are inter-
changed.

Hence show that

0 g abh e il

—a 0 e f g

=0,

AR
—e —f—-h 0 k
—d —g—j —k 0

(ii) Show that
1 = 2 23 |=(01-a)i(1+x)t (1+2?)2.
2. 1 a3 of
2 o3 1 =

IO |

x3 a2

2622 — Obtain the real quadratic factors of

a® —2x" y* cos nO+y™.

s 2k+1
A2 e Wegin—=.
k=0 2n

Show that

RACIONAL

I.S. T. — Mecixica Racronan — 1.° exame extraordi-

nério — 1948
Parte Pririca

2616 — Integrar a equagfio: s=x2+32.

2617 — Determinar a curva plana, passando pelos
pontos A4 (1,0) e B (2,1) para o qual o integral

S (#2+y'?) dx & estaciondrio, sob a condiglo de
1 2 :

fy log x dz=3.

i

Parte TedrICA
2618 — Equagiio de Monge-Ampére. Método da
dualidade, na integragfio das equagdes de 2.° ordem
as derivadas parciais.
2619 — Parentesis de Poisson e Lagrange. Expri-
mir, por seu intermédio, as condigdes de completa
canonicidade.

2620 — Potenciais. Definigdo e propriedades gerais.

ESTRANGEIRAS

2623 — Define a point of accumulation of a se-
quence of real numbers, and state the theorem of Bol-
zano-Weierstrass concerning such a point.

Prove that the greatest point of accumulation of a
sequence is the upper limit of the sequence, and that
the least point of accumulation is the lower limit.

Find the points of accumulation and the upper and
lower limits of the sequence

{2#—1 . TR
—Bln"2— }-

n

2624 — Show that if f' (x) exists and is monotoni-
cally decreasing in a<xz <5, then

S (®)—f (a)
b—a

S0 = =S (@).

Hence prove that, for @ > 0
1 1 1 1 1
Syl BT T PSS T

and deduce that, for every positive integer 2,

log (n+1) <1+1/2+1/8+4 --- +1/n <log(n+1)+1.
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2625 — If Find the radius of convergence of
" o n?
(i) a,>0, 5,>0 for all = 2(14_%) €
a, n=]
ii lim —=1>0,
@) e L 2628 — By meaus of the substitution o = ’: ‘:1"

o o
show that the series ¥ a,, 3 b, converge and di-
=1 e

verge together.

Discuss the convergence of the series
log (n+1)—logn 7 T ont—1
(a)z\/——_~—~, <)2 s,

2626 — (i) Show that, for |r| <1,
rsing — r3sin 3o + r5sinbo — r7sin To + ++- =
Ly (1--72) sing
1+72cos2p+r4
(ii) Sum to infinity
ot wh 25 2T b

St
SRR T T

ecder
1

2627 — Show that the series 2 a, converges or

diverges according as Iim|a,|" is <1 or >1.
0

Deduce the formula for the radius of convergence
of any power series.

where w,v are appropriate constants, or otherwise,
find the integral

xdx
@821/ a1

2629 — Detine a Riemann integral.
By dividing the interval 0 <z <1 into parts whose
lengths arein the ratio 1:2:3:...:n, show that, as

where f(z) is any function continuous in 0 <z <1.
Hence, or otherwise, show that

k
in 3 —3loe(1+v3).

= V02 (e )24 42 (k4-1)2

2630 — Solve:
(i) (y—=y)?=1y';
@ v+ + W+ Y ty=e

O exame Incluia ainda outra prova de matemiticas aplicadas
(respectivamente Geometria e Meclnica).

BOLETIM BIBLIOGRAFICO

Nesta seeclio, além de extractos de eriticas aparecidas em revistas estrangeiras, serfio publicadas eriticas de livros

e outras publicagdes de Matemdtica do que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares 4 Redacglio

66 — HEITLER, W. — Elementary Wave Mecha-
nics. VIII+136 pp. Clarendon Press, Oxford, 1945.
Precgo Ts 6d.

Este pequeno livro —uma das melhores introdugdes
elementares & Mecdnica Ondulatéria que conhecemos
— parece ter sobretudo por fim conduzir o leitor
4 compreensfo clara da natureza essencialmente nio
cldssica, isto é quintica, do fendmeno que é talvez
o maijs fundamental da quimica: a valéneia homo-
polar. Depois de mostrar a necessidade da descrigio
ondulatéria das particulas e de deduzir a equacio de
onda para estados estaciondrios de um sé electrio
(equagio estdtica de Schridinger), trata o dtomo de

hidrogénio e discute a sua quantificagdo e o efeito
Zeeman. Vem a seguir uma exposi¢io simplificada
mas admirdvel do problema do dtomo de hélio (pro-
blema de dois electrdes) por meio da equagio das
ondas estaciondrias no chamado «espago de configu-
ragion a seis dimensdes. Desprezando primeiramente
a interacgio dos dois electrdes, pe em evidéncia
a relacio intima que existe entre o principio de ex-
clusio de Pauli e a propriedade de indiscernibilidade
de particulas da mesma espécie e mostra como esta
propriedade restringe as fun¢des de onda as classes
simétrica e antisimétrica relativamente as permu-
tacdes das posicdes das particulas. A interacgfio dos
electroes ¢ analizada entdo pela teoria das pertur-



