GAZETA DE MATEMATICA

Il.

Sobre o Célculo Simbélico

[Continuagdo dos n.* 31 e 32)

por José Sebastido e Silva

Fungdes racionais inteiras de operadores lineares.
Sejam S um sistema vectorial ¢ ® uma transformagio
linear do sistema S em si mesmo. Por fungdo racio-
nal inteira. do operador ® (suposto varidvel ou inde-
terminado) entendemos toda a fangio F (v) que se
possa exprimir mediante um nimero finito de adigdes
e multiplicagdes a partir de ® e de constantes numd-
ricas (isto ¢, escalares). Visto que a soma e o produto
de dois operadores lineares ¢ ainda um operador linear,
segue-gse que toda a fun¢do racional inteira dum ope-
rador linear é ainda um operador linear.

As mais simples fun¢des racionais inteiras de ® que
se possam apresentar sio, naturalmente, a func¢io
F(¢)=o e todas aquelas do tipo F(¢)=a, em que a
representa uma constante numérica qualquer. Por
defini¢Bio, todas as outras fungdes racionais inteiras
de ® se obtdém a partir destas fungdes elementares,
mediante um nimero finito de adigdes e de multipli-
cagles. Donde resulta que toda a fungfo racional
inteira de @ se pode escrever sob a forma dum poli-
némio inteiro em ®:

F'(°)an°n+ a‘l‘!’"mI +oereta,,® + @5
pois que, como ¢ fdcil ver: 1).a fungfo F(0)=o e
as fungdes do tipo F () =a (fun¢des de grau zero)
j4 se podem considerar escritas sob aquela forma;
2) a soma e o produto de dois polinémios inteiros em o
calculam-se exactamente como se © fosse uma varidvel
numérica — o que se reconhece atendendo #s pro-
priedades da adi¢Bo e da maultiplicagio entre opera-
dores lineares (distributividade, comutatividade da
adigdo, etc.) e a permutabilidade entre operadores
lineares ¢ factores numéricos. Dos factos precedentes
resulta por sua vez que, se forem I (), G (0) fungbes
racionais inleiras de ©, os operadores F (v),G (b)
serdo permuldeeis, isto é ter-se-a F (v) . G (b) =
=G (v) . F (v).

Consideremos agora = transformagdes linearcs
Py -+, 0, , do sistema vectorial § em si mesmo, as
quais sejam permutdveis entre si duas a duas. A defi-
nigdo de fungdo racional inteira I (by,.-+, ) dos
operadores @y ,---®, serd andloga & precedente, ¢ o
que foi dito a respeito das fungdes racionais inteiras
de @ aplica-se mutatis mutandis as fungbes racio-
nais inteiras de @, --,®,.

Exemplo: Seja @ o conjunto de todas as fungdes
analiticas de n varidveis complexas z,,--.,z,, defi-
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nidas num mesmo dominio, e convencionemos repre-
sentar por ;¢ a derivada parcial em ordem a z; de
cada funglio pe@ (i =1,---,n). K manifesto que
os operadores Dy, ---, D, constituem transformagdes
lineares do sistema vectorial & em si mesmo permu-
tdveis entre si duas a duas, sendo portanto licito
definir funges racionais inteiras de tais operadores.
Em particular, a poténcia (b Dy + ++« + &, D))", em
que hy,---,h, representam escalares quaisquer e p
um nimero natural também qualquer, poderd descn-
volver-se segundo a formula cldssica— o que serd
agora, nio apenas uma simples coincidéncia simbdlica,
mas um facto matemdtico demonstrivel, ligado &
teoria dos operadores lineares. Finalmente, podere-
mos definir com maior generalidade fung¢do racional
inteira das varidveis ®;,---,®,, admitindo que as
constantes a que se refere a defini¢fio (em particular,
os coeficientes dos polindmios) possam ser, em vez
de nimeros, operadores lineares quaisquer, per-
mutdveis com cada um dos operadores ®g,:-.,d,.
As regras de cdlculo usuais sdo ainda aplicdveis
neste caso. :

Fungdes racionais [raccionarias de operadores
lineares. Seja S um conjunto qualquer (que nio serd
portanto, necessariamente, um sistema veectorial) e
seja © uma transformagfo univoca do conjunto S em si
mesmo. Diremos que a transformagio ® & invertivel,
quando existir uma outra transformagfo univoca = do
conjunto S em si mesmo, tal que Ed==0Z=1; em tal
hipdtese, o referido elemento = serd chamado inverso

1 .
de @ e poderd representar-se por #~' ou por - - Ora,

como ¢ fdeil ver, para que o operador ¢ seja inverti-
vel, ¢ necessdrio e suficiente que ele constitua uma
transformaciio biunivoca do conjunto § em si mesmo;
isto é, sord necessdrio e suficiente, que, para todo o
¢lemento v de §, exista um e um 86 elemento u de S,
tal que ¢ u=v .

Assim, por exemplo, o operador I) niio serd inver-
tivel, segundo tal conceito. Mas jd a funcio gz=ux3 é
uma transformagdo biunivoca do conjunto dos mimeros
reais em si mesmo, e portanto um operador invertivel,
tendo-se ¢! ="y . Do mesmo modo, o operador

(1 Dbste modo, «bluniyoeas serd sinénimo de sinvertivels.
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cab : 4 bea\®
0 = ( ) admite o inverso ! a( ) - Beja

a'b ¢ abe
finalmente ® uma transformac¢do linear do espago
cartesiano R, em si mesmo: condigio necessdria e
suficiente para que o operador ® admita inverso ¢
que o determinante da matriz representativa de @ seja
diferente de zero; em tal hipétese, o operador &~'
poderd ser determinado segundo a regra de Craxes.

Os operadores invertiveis dir-se-Go também regu-
lares e os operadores nfo invertiveis serdo também
chamados singulares ou degéneres.

Da anterior defini¢io deduzem-se ficilmente as
seguintes propriedades: 1) Se @ ¢ um operador regu-
lar, tem-se (v~')"'=d; 2) Se os operadores ®,¥ sdio
regulares, tem-se (dW)~'=w—1o~1; 3) Se os operadores
®, ¥ sido permutdveis entre si e W € reqular, também
@, ¥ sdo permutiveis entre si V.

Nesta iiltima hipdtese, chama-se ecociente de ® por ¥

@
e pode representar-se por - o operador oy-l=u-'0,

Entfo, das proposigdes 2) ,3) deduz-se imediatamente
que: Dados quatro operadores ¥y ,'¥y,®y, ¥y, permu-
tdveis entre si dois a dois, e dos quais Wy e Wy s¢jam
Dy W1 | B Dy

regulares, fem-se W Wl ¥ ¥s
Dados trés operadores ®,¥ ,©, permutiveis entre si
dois a dois e dos quais W,0 sejam regulares, tem-ge
L D 0 3

v~ ve’

Temos suposto até agora que S ¢ um conjunto
qualquer. Pois bem, vamos supor a partir deste momento
que 8 ¢ de nove um sistema vectorial. Em tal hipétese,
se forem @ ,¥,® trés transformagdes univocas do sis-
tema S em si mesmo, sendo © regular, ter-se-d ainda:
L4 2 L e
" (i RELE" A

Como se vd, é possivel extender ao caso presente,
uma a uma, tddas as propriedades formais das fracgdes
numéricas, sob convenientes restrigdes @. Por outro

+ Em particular:

(1) Reecordemos gue, na teoria de (iaLors, sfio chamadas subs—
tituighos estas transformagdos blualvocas dum eonjuato flnit®
em sl mesmo.

@ Tem-se com efelto 1 ¢ == ¢ yyp—! = y—1 \ py—! =
= ¢y, g. 0. d.

) Tal nflo deve surpreend A ira mals natural
de introduzir os nimeros raclonais (e mesmo os niimeros reals)
consisto em aprosenti-los como operadores llneares dofluidos
pum slstema de grandezas continuas. Institue-se ddste modo
uma feoria sintética dos nimeros, quo serd légicamente dmpecivel,
gquando se tiver dado uma conveniente axiomdtica dos sisftemas
de grandezas continuas, e se tiver demonstrade a nflio-contra-
diglio dessa axiomitica (reduzindo-a i nflo contradigfio da arit-
mdética dos intelros). Em particular, observando que os nimeros
positivos formam um sistema de grandezas continuas a respeito da
multiplicagio, é-s0 conduzido a uma teoria dos logaritmos, quo é a
mais slmples, a mals natural e a mais elegante que se possaconceber.

lado, recordando que duas fungdes racionais inteiras
dum mesmo operador linear sfo sempre operadores
lineares permutdveis entre si, e atendendo A proposi-
¢lio 8), torna-se natural agora definir fun¢io racional
Sfracciondria dum operador linear ® (suposto varidvel).
Daremos esse nome a toda a funglo R (9), que,
sem ser racional inteira, se possa reduzir & forma

Haj @ L)

g(®)
fungdes racionais inteiras (de coeficientes numéricos).
E claro que a fungfio R (¢) s6 serd definida para
aqueles valores de ® que tornem o operador g (o)
regular.

Podemos agora abordar o problema da decompo-
sigio duma fracgdo racional prdopria em soma de
fracgdes simples: Dados dois polindmios inteiros em z,
P (2),q(2), dos quais o primeiro tenha grau inferior
ao segundo, sabe-se que, representando por Ay, Az,e.yd,
as raizes (oportunamente repetidas quando miltiplas)

da equag¢do ¢ (z)=0, a fungfio racional ‘E—E:% admite

p(?) : ke

— - ——y A
7(® & ()

que 08 k; representam determinados nimeros comple-
x08 e 08 7; determinados numeros inteiros. Pois
bem, atendendo aos resultados precedentes, é bem
facil agora demonstrar que, dado um operador linear @,
para o qual os operadores ®—ly,...,D—), seam
regqulares, poderd ainda escrever-se

em que f, g designam duas quaisquer

uma decomposi¢do do tipo

E(‘_")\j"a

g(®) "~ - (2

Todavia, éste resultado nfo permite ainda justificar
o célculo simbdlico, tal como nds o utilizdmos de
inicio, na integracio da equagdo linear ordindria a
coeficientes constantes :

(1) ayD'gt+a D9+ --+a,Dota,o=},

pois que, para nenhum valor de %, o operador D —2
é invertivel: com efeito, a equagio Dy—ip=0 admite
infinitas solugBes em ¢, para cada fungio 6, dada
sob certas condigdes. Ora ndo seria dificil, mediante
consideragdes relativas a operadores plurivocos, jus-
tificar o uso do método simbdlico em tal caso. K con-
tudo preferivel encarar o problema de um outro
ponto de vista "),

(1) O progpsse que yamos seguir ¢, na sua esslncla, devido &
FaxTappriz.
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Representemos por @ o conjunto das fungdes com-
plexas, definidas num intervalo fechado (a,) e con-
tinuas nésse intervalo . Se pusermos

@  of=ff(Od (a<az<b; fee),

imediatamente se reconhece que & representa uma
transformagfo linear do sistema veetorial @ em si
mesmo. Ora o operador J—2a é regular qualquer que
seja o ndmero complexo A 550, pois que, como ¢ fieil
verificar, a equacfio integral

- IJe—arp=»06 (A5=0)
admite, para cada 6 e @, a soluglo finica

1 Wi~
@) ?(m)E—:G(m)—;;jei o (¢) de,

a
a qual pertence ainda, manifestamente, ao conjunto &.
(Para 1=0, o operador §—1 converte-se no operador
&, que ¢ visivelmente singular).

Estamos portanto habilitades a integrar a equagfo
(1), com as condigbes iniciais o (a)=c; (i=0,---,
n—1). Suponhamos, para fixar ideias, n=2:

(1) @ Dot Detae=¢ (a+0);
aplicando duas vezes o operador & a ambos os
membres de (1*) (admitindo que ¢,9 e @), ter-se-d
sucessivamente, pondo ¢ (a)=co, ¢' (a)—¢; :

G De—agc,-+a, 9—ay o+ ay Jo=94

g 9—0y Co— g €1 B+ Jp—ay QT+ az I =3I
ou ainda, pondo §=I2¢+agco+ (@Goe,+a,co) =2
") (a2 92 +a, 9+ag) g=4,
equagdio integral equivalente & equagio diferencia’
(1*), completada com as condi¢des iniciais ¢ (a) = e
¢' (a)=e¢, . Podemos ainda escrever (1**) sob a forma’
g={(az 9*+a, 3+ag)~' §. Entdo, atendendo a todas as
consideragdes precedentes™ e utilizando a férmula (3)
serd fdeil achar a solugfio #nica de (1**), expressa
por meio de quadraturas a partir de § e das cons-
tantes ¢y, ¢;.. Para que o processo fique completa-
mente justificado, serd necessdrio verificar no final
que, pertencendo ¢ a €, também ¢ pertencerd a @,
hipétese esta em que o processo foi aplicade. Tal
verificaglo ¢ perém imediata.

Analogamente se resolve um sistema de equagbes
diferenciais lineares ordindrias a coeficientes cons-

1) Trata-se portante de funcdes complexas da varidvel real
E elaro que ums parte deste conjunto sori constituida pelas

fungd reals definid em (a,d) o ai continuas. Podiamos
tratar o assunto com malor generalidade, considerando espagos
funcl m "_ mais pl 8 do que este, mas Isso levar-nos-ia
demasiado longe.

® Trata-se, evident ite, do d por a fracglio propria

do segundo membro numa soma de fracgbes simples. (Veja-so o
artigo do n,” 31 desta revista).

tantes. Como jd tivemos ocasifio de observar, os pro-
blemas relativos a circuitos eléctricos a constantes
concentradas conduzem sempre a sistemas déste tipo.
A questdo requere, porém, uma andlise cunidadosa,
que nio ¢ pessivel desenvolver aqui.

Espagos de BANACH — Até agora tratdmos iinica-
mente de fun¢des racionais de operadores lineares.
Se quisermos ir para além das fung¢des racionais de
operadores lineares, sem abandonar o mélodo da And-
lise geral que temos sequido alé aqui, seri necessirio
restringir o conceito de asistema veetorials.

Ora notemos que, no espago cartesiano K, (a n di-
mensdes complexas), costuma ser definida uma nogio
de «comprimento», amédulo» ou «norma» dum vector:
a cada vector u=(z,, 2, -,%,), atribui-se, como seu
comprimento, o nimero real |/ Tz P42 +---+]z. ),
que representaremos aqui por |u|.™ Por outre lado,
esta avaliagdo (chamemos-lhe assim) verifica as qua-
tro condiges seguintes :

M) |u|>0, se us0;
M) |u|=0, se u=0;

M) !“+'|$Iﬂ1+|fl}quaisquerquesejamucs-
M) lau|=|a||u] calar a e os vectores u,v.

Dum modo geral, chamaremos sistema vectorial nor-
mado a todo o sistema vectorial —relativo ao corpo
real on ao corpo complexo— no qual, a cada vector u,
se considere associado, de harmonia com as condigies
M;a M, um niimero |u| chamado norma, comprimento
ou médulo de u.

Um exemplo dum sistema vectorial normado rela-
tivo ao corpo complexo, além do ji citado (o espage K,),
¢ o conjunto @ das fung¢des complexas continuas num
intervalo fechado (a,4), chamando norma |¢| duma fun-
¢do g € @ ao mdximo valor de |¢ (x) | no intervalo (a,b);
isto é, em simbolos:

l¢| = max|¢ (2)| (e<2=b).

(E bem f4cil ver como, em tal caso, sio verificadas
as condigbes My a M,).

Seja § um sistema vectorial normado. Diremos que
uma dada sucessio ug,uy,---,u,,:-- de elementos
de S converge para um determinado elemento u de S,
e escreveremos entio u=Limu,, quando, a todo o mi-

mero >0, se possa fazer corresponder um ndmero

natural N, tal que, para n > N, se tenha necessaria-

mente [u—u,|<e. :
Consideremos de nove o espago cartesiano K,.

) E elaro que, dado um nimero complexo z==a- bi, ropre-
sentamos aqui, como habitualmente, por |z]|, o moidulo de =z;

isto ¢, pomos |:|_+(m 5
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Neste espaco &, como se sabe, aplicdvel o eritério de
convergéncia de Cavcny: Condigdo necessiria e sufi-
ciente para que wma sucessio de veclores Wg, My, »*y Wy, +*
seja convergente € que, para todo o nivmero ¢ >0, exista
um nimero natural N, tal que, quaisquer que sejam
Py q>Ny, se tenha |u,—u,| <e.

Por outro lado, nfo é dificil demonstrar que também
no sistema normado @ é vilido o referido eritério de
convergéncia.

Pois bem, ehamam-se espagos de Baxacn todos aqueles
sistemas vectoriais normados em que € valido o critério
de convergéncia de Cavcny. Um espago de Bawacm
diz-se real ou complero conforme ele for um sistema
vectorial relativo ao corpo real ou relativo ao corpo
complexo. Os espagos K, e @ sfo, portanto, espagos
de Baxaca complexos. Variadissimos outros exemplos
de espagos de Bawacu poderiamos citar aqui, se esta
exposig¢fio nfio fosse j4 demasiado longa.

Espagos funcionais analiticos. Um primeiro con-
ceito de espaco funcional analitico deve-se a SarvaTore
Pmvcnerie . Dados um mimero complexo « e um
mimero real >0, representemos por [«,7] o con-

junto de todas as séries f(z) = ﬁ a, (z—a)", cujos
n=t)

raios de convergéncia sio superiores a r. Como se sabe,
cada uma destas séries define univocamente, no inte-
rior do seu circulo de convergéneia, uma fun¢fio anali-
tica (isto é, uma fun¢fio provida de derivada em todos
os pontos interiores ao eireulo). Adoptando os concei-
tos usnais de soma de duas séries e de produto duma
&érie por um nimero complexo, o conjunto [a,r] torna-se
manifeéstamente um sistema vectorial relativo ao corpo
complexo.

Diremos que uma sucessdo fo, fi, =+, fo, -+ de ele-
mentos de [a,r] converge para um determinado ele-
mento f de [x,r] e escreveremos entdo Li-m Ju=1,

quando existir pelo menos um circulo com centro em «
e de raio ao mesmo tempo maior que r e menor que 08
raios de convergéncia de todas as séries fy, fi, =3 fus" "y
sobre o qual a fungo f, (z) tenda uniformemente para
a fungfio f(z), quando n —co. Com tal conceito de
«limite» (que n3io chegou a ser introduzido por Pix-
cuERLE), 0 sistema [« ,7] torna-se um caso particular
dos espagos funcionais analiticos por mim considera-
dos na nova sistematiza¢io que dei i teoria dos fun-
cionais analiticos de Faxrarri: @, Para maior brevi-
dade, limitar-me-ei a este caso particular.

1) Veja-se PixcHERLE na lista bibllogrifica.

)  Sull’analisi funzionale lincare nel campo delle funszioni ana—
litiche, Redlcontl Ace. Liml 1946, pdg. T1l. A ldela destes

pagos ji se ¢ada num artigo de R. Caccroront
sobre o mesmo assunto.

Ocorre desde logo preguntar se é possivel introdu-
zir no espago [«,r] uma nogfio de «normas, da qual
se possa deduzir, conforme as convengdes precedentes,
a nogiio de «limites que nele definimos. Creio que a
resposta é negativa. Todavia, & facil reconhecer que o
espago [a,r] se pode exprimir, de certo modo, como
soma duma infinidade numerdvel de espagos de Banacs. .

Fungdes analilicas de operadores lineares. Con-
sideremos de nove um espago funcional analitico [«,7].
Seja por outro lado § um espago de Baxxcn complexo,
e representemos por A (S) o conjunto das transforma-
¢Oes lineares do sistema S em si mesmo. Pregunta-se:
¢ Dado um operador ®e A (S) e uma fungfo fe[a,r],
que significado devemos atribuir ao simbolo f (®),
que se obtém substituindo em f(z) a varidvel com-
plexa z pelo simbolo ®? Vou apenas indicar, em linhas
muito gerais, como se responde a esta questdo.

Observemos, em primeiro lagar, que o conjunto [x,7]
contém todos os polindémios inteiros em z (supde-se,
naturalmente, a 5~ co). Em particular, conterd a fun-
¢do f(z)==z e as fun¢des do tipo f(2)=a (a, const.
numérica qualquer); todas as outras fungdes perten-
centes a [x,r] se obtém a partir dessas funcgdes ele-
mentares, mediante adigdes e multiplica¢des efectuadas
em nimero finito ou infinito, com passagens ao limite.
Ora a atribuigo dum significado ao simbole f(¥)
deve ser feita de modo que subsistam as regras de
cdlculo usuais e, para isso, devem ser verificadas as
seguintes condigdes:

1) f(®)eA(S), desde que ®eA(S).

2) Se for f(z)==, serd f(-o} (®); ese for }'(z)ﬂa,
serd f(®)=a.

3) Se f(2)=/1 (5) +/2(2), entdo f(®) =11 (®) +/2(®),
e se g(z)=g(2)-9:(2), entdo g (®)=gy(®)-g:(®).:

4) 8Be for f=Lim f,, serd f(o)—l-..jm ®,.

(Diremos, naturalmente, que uma sucessio (8,) de’
operadores pertencentes a A (S8) converge para um
determinado operador ® e A(S), quando sé tiver
le (¢, u)=ou, qualquer que seja u e 8).

Ora bem: Condigdo necessiria e suficiente para que
tal problema seja resolivel ¢ que o operador (h—®)~*
seja uma fungdo de k. univocamente definida e anali-
tica™ no conjunto complementar do circulo com centro’
em o e de raio r; em tal hipotese, a solugdo € tnica e

dada pela férmula
@ t@=z [Ba o

) ¥ elaro que o significado do' termo sanaliticas aqui em-
pregado deriva do ito_do «limito duma Kb 'de
operadoress. O mesmo se diga & rupclm do Integral gue apa-
rece na formula (4).
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em que C representa o contorno, percorrido no sentido
positivo, dum eirculo com centro em « e de raio ao
mesmo tempo maior que » e menor que o raio de con-

vergéncia da série £ () = 33 a, (s— )"
. n=l)

Supusemos que S & um espag¢o de Baxacu complexo;
mas podiamos supor que se trata de um espac¢o fun-
cional analitico ou, mais geralmente, de um espago
que se possa exprimir, de certo modo, como soma duma
infinidade de espagos de Baxacu complexos .

Na hipdtese de o operador & ser continuo ¥, demons-
tra-se que a fungfo (A—®)~! de A resulta analitica em
todos os pontos A em que é definida, isto é, em que o
operador \—® € invertivel. Chama-se conjunto resol-
vente de @, precisamente, o conjunto desses valores
de ) para os quais (A—@)~! existe, e chama-se espectro
de ® o complementar do conjunto resolvente de ®.
Portanto, no caso de & ser continuo, a condigiio precedente
reduz-se a exigir que o especiro de © esteja contido no
circulo de de centro a e raior.

Ainda na hipdtese de @ ser continuo, deduz-se do
que foi dito a proposigio seguinte: Dada uma fun-

gio f(z) = Z a, (z—a)", condigdo necessiria e sufi-
=0

o0
ciente para que a série z a, (b —a)" seja convergente
()

e a sua soma coincida com o valor de f (v) dado pela
Jformula (4), € que o espectro de © seja interior ao cir-
culo de convergéncia da série dada.

Uma outra conclusfio importante é ainda esta:
Seja f(z,t) wma fungdo analitica das duas varid-
veis z, t, e seja  uma transformagdo linear de S em
8i mesmo, para a qual o simbolo f(d,t) tenha um sen-
tido, fixado pela formula (4), para convenientes valores

do pardametro t; encc‘lo, se pusermos g (z, t)_ 9 f (z,t),
serd g (o, t)= f{w t).
* * *®

Vou agora indicar brevemente, sem entrar em por-
menores, algumas aplicagdes do que acaba de ser

1) A féormula (4) fol estaboleclda por FaxrTarpik para o caso
das matrizes finitas. A sua extenslio aos operadores em espagos
a iufinitas dimensles fol sugerida por E. CARTAX om carta a
G. Giorel, e pode considerar-se efectuada por E. R. Lorca (ver
bibliografia). Todavia, Lorcn limita-se a operadoros lineares
continuocs em espagos de BANaCH.

(2) O operador & diz-se continuo se, para cada sucessfio con-
vergente W, Uy, «+- Uy, -+ do elementos de §, so tem

@(lill‘n Ug)=lmapu,-.

estabelecido. Consideremos a equagfio integro-dife-
rencial

(5) Qf—(‘j%’-y—)zf?(z’t)d‘ (aSySb):

com a condi¢fo inicial ¢ (x,3)=0(y), supondo 6
pertencente ao conjunto @ das fungdes complexas, con-
tinuas no intervalo (a,d); e admitamos que a fungio
ineégnita ¢ (z,y) ¢, para cada valor de =, uma
fungdo de y pertencente a @. Entdo, se puzermos

v
Seo(@,0dt=9¢(x,y)", a equagio (5) tomard o
aspecto

" L @9 =0(2,9).

Ora, se & fosse um simbolo numérico, a solugfio
desta equacdo seria, evidentemente,

(6) ¢(z,y)=g9(a,y) eed=exdp (y).

Mas notemos que, segunlo a férmula (3) atrds con-
siderada, o espectro do operader & se reduz ao ponto
A=0@®; donde se conclui que o simbolo ez tem sen-
tido para todo o x real ou complexo. Por outro lado,
atendendo ao dltimo dos resultados precedentes, vé-se
que e=76 (y) é de facto uma solugfo de (5*) e portanto
de (5), soluglio cuja unicidade & fécil estabelecer.
Resta-nos caleular ex? g (y) ; para isso basta utilizar

1
o desenvolvimento e*& E;m" g» e observar
=

que é: g"o0 (y) = (ﬂ_l)[jh(y—t)'t" 0(f) dt™; chega-se

deste modo ao resultado:

JJ,, (2iy/z=0l8 () aw,

em que J, representa a Lﬂnh&(‘:lda fungfio de Besser
jd tabelada: J, (2) = z( 1) ——=ris 2"‘( b + E éfdeil agora
constatar a Iegiti:mdade da hipétese segundo a qual

%) ¢(z,9)=

(1) Serla mals correcto escrever Jy @ (z,y) em vez do J%(x,1),

mas prefiro a Gltima notagllo por me parecer mais sugestiva
nesto caso.

) 1 fiell vor que o simbolo & rep

linear continua de € em sl mosmo.
@ Para reconhecer a validade desta férmula, basta derivar
n vezes sucessivas em ordem a y (sem esquecer que y & ao
mesmo tempo parfimetro o limite superior de integragfio) o
observar que as primei n—1 exp se anulam para y=a .
(4) Pode alnda voriflear-se que o integral que figura nesta

formula & igual a f'Ju [2ivat] o (v—oar.
a

uma transfi ¢
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¢f{x,y) é paracada valor de ®, uma fungio de ¥ con-
tida em @.

Em vez de (5), podiamos considerar a equagiio mais
geral

¥
99,y
M) S e el gdit i (@)
com a condig¢io inicial ¢ (a,y)=08(y) e designando por
w(y,8), ¥(z,y) fungdes dadas sob convenientes restri-

¢gbes. Entio, pondo K¢ (2,?) Eflu. (y,8) ¢ (x,8) det, a

equagio (7) tomaria o aspecto duma equaglio dife-
rencial linear de 1.* ordem, com o parimetro y, cuja
integracio faria surgir uma fungfio inteira do opera-
dor linear K, Notando, por outro lado, como a inver-
8o de A—K consiste na resolugiio de uma equagfio
linear de VorrErra, ver-se-ia que o espectro de K se
reduz ainda, neste caso, i origem, e que, portanto,
o simbolo f(KA) tem sentido para toda a fungio f(z)
analitica na origem'”. Em tudo o mais, proceder-
-se-ia de modo andlogo ao precedente, aparte o
emprego da fungio J,.

Também poderfamos substituir em (7) o limite de
integragfo varidvel y pelo limite constante &, e assimv
em vez do operader K, teriamos um outro operador

linear K, cujo espectro jd nfio coincidiria necessaria-
mente com a origem, mas seria ainda um conjunto
limitado ®, o que ¢ suficiente para que o simbolo
f(K) tenha sentido quando f(z) ¢ uma fungfo inteira.

Notemos ainda que o sistema de equagdes dife-
renciais

e@=Faa@+h@ [-1,2, 0,

com a condig¢do inicial ¢; (@) = ¢;, designando por ¢,
fun¢des dadas e por af mimeros quaisquer, se pode
integrar por consideragbes inteiramente andlogas as
precedentes, com a unica diferenga de que, em vez do

operador I, nos aparece agora o operador definido
pela matriz finita |af} (¢, k=1,---, n).

Em todos estes exemplos, as equag¢des diferenciais
sfo apenas da primeira ordem. Passando a equagdes
de ordem superior, é-se levado a considerar fungdes
analiticas de operadores lineares, que j4 nio sfo
fung¢des inteiras.

(1) Ficllmente se demonstra que o operador linear K é continuo:
transformacio linear continua do espago @ em si mesmo.

(® B ficll demonstrar que o espectro dum operador linear
continuo & sempre um conjunto limitado : ora K &, como K, um
operador continuo. Observe-se alnda eomo a Inversio do opera-
dor l—f so traduz na resolugfio duma equaglio integral llnear
de FREDHOLM.

* % =

O cdleulo operacional baseado na férmula (4) pode
extender-ge as fungdes de mais de uma varidvel. Seja
S um espago de Baxacm (ou mais geralmente um
espago que se possa exprimir como soma de infinitos
espacos de Bawacnm) e sejam @ ,-+-,®, transforma-
¢bes lineares do espago & em si mesmo permutdveis
entre 8i duas a duas. Entdo, em condigfes inteira-
mente analogas as precedentes, designando por

f(#,-++,2,) uma fun¢lo analitica das varidveis

Z{y-*+y8,, a atribuigfio dum significade ao simbolo

f(®y,-++,0,) pode fazer-se mediante a férmula
S(@g,e0, @)=

1 f(lu"',l.)
=, g idl,
(2=f)~cf’ éf(h—‘ﬁ:)w--,(l.*w.) QAL

em que Cy,---,C, designam convenientes curvas
fechadas percorridas no sentido positivo. Tudo o que
foi dito a propdsito das fungdes analiticas dum opera-
dor linear pode estender-se sem qualquer dificuldade
ao caso presente.

E mediante consideragBes deste género que Fax-
TAprIk resolve por quadraturas o problema de Caveny
para os sistemas de equagdes as derivadas pareiais,
lineares e a coeficientes constantes. Nio me deterei
sobre tal assunto: na lista bibliogrifica sio indicadas
as memorias de Fayrappii em que o problema é resol-
vido. Limitar-me-ei a recordar que, em muitos casos
da prdtica (como, por ex., a propésito da equagiio do
calor, da equagfo dos telegrafistas, ete.) ndio é o pro-
blema de Cavcmy que interessa resolver. Em tais
casos, o cdleulo operacional atrds exposto tem-se mos-
trado ineficaz, ou pelo menos pouco cémodo; sendo
entdo aconselhdvel o método baseado na transfor-
magfio de Larrace V., Este, porem, nio ¢ isento de
inconvenientes, aos quais nido posso aqui referir-me
com detalhe. A verdade é que ambos os métodos
constituem um campo aberto & investigagiio, onde
muito hd ainda a esclarecer e a profundar.

Para @sse campo me é grato chamar a ateng¢fo dos
estudiosos portugueses que desejem familiarizar-se
rdpidamente com os métodos de matemdtica moderna
e obter em pouco tempo resultados animadores, que
os lancem abertamente no caminho da investigagio

Lista bibliografica

A literatura sobre este assunto é vastissima. Limi-
to-me a indicar as obras e os artigos de que tenho
mais directo conhecimento :

(1) Veja-se a lista bibliogrifica.
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S. Pixcaerce e U. Amanoi—Le operazioni distribu-
tive e le loro applicazions all’ Analisi, Bologna, 1901.

0. Heavisioe — Electromagnetic theory, Liondon, 1922,

G. Giorex — Nuove osservazioni sulle funzioni di
matrici, Rendiconti Ace. Lincei, Roma, Luglio, 1928.

J. R. Canson — Electric circuit theory and the opera-
tional caloulus, New York, 1929,

P. Humszrr— Le calcul symbolique, Paris, 1934.

R. Couraxr und D. Hivsesr— Methoden des Mathema-
tischen Physik. Bd. I, Berlin, 1937.

G. Doerscu — Theorie und A dung der Laplace
Transformation, Berlin, 1937 (reeditado em 1943 pela
empresa Dover publications, New York).

H. Scawerorreaer— Les fonctions de matrices, Her-
mann, Paris, 1938.

L. Faxrarerk 1) — Integrazione con quadrature dei
sistemi a derivate parziali, ecc. Rendiconti del Cir.
Mat. Pal., 1933.

2) Sulla soluzsione del problema di Cavenmy, ece.,
Comm. Pontificia Acc. Scient. 1939,

8) Risoluzione in termini finiti del problema di Caveny
con dati iniziali su una superficie qualunque, Rend.
Acc. Italia, 1941.

K. W. Waaxer— Operatorenrechnung nebst Anwen-
dungen in Physik und Technik, Leipzig, 1940.

H. Errev— Elemente des Operatorenrechung, Berlin,
1940. .
H, 8. Canstaw and J. C. Jagerr — Operational me-
thods in applied mathematies, Oxford, 1941.

K. Fax—Ewxposé sur le caleul symbolique de Heavi-
side, Revue scientifique, 1942.

E. R. Lorcu—1) The spectrum of linear transforma-
tions, Trans. Amer. Math. Soc., Sept. 1942,

2) The theory of analytic functions in normed abelian
vector rings, Trans. Amer. Math. Soc., Nov. 1943.

N. Dunrorp — Spectral theory, Trans. Amer. Math.
Soe., Sept. 1943,

A. Gmzzerri— Calcolo simbolico (La trasformazions
di Laplace e il calcolo simbolico degli eletirotecnici)
Zanichelli, Bologna, 1943.

Muitas destas obras referem-se exclusivamente ao
método baseado no uso da transformag¢fio de Liarrace.
Entre estas é particularmente notdvel o tratado de
Dogrsca.

Errata : No artigo do nmimero precedente, pig. 8,
1.* coluna, linhas 2 e 3 (a partir do titulo), deve
substituir-se ® por ¥ e ¥ por ®.

No artigo do nimero 31, pdg. 3, 2.* coluna, linha 17,
deve substituir-se areaiss por apositivoss.

A propésito de uma nots
por José Sebaslido e Silva

Na nota que publiquei no dltimo nimero da Gazeta de
Matemdatica como comentdrio ao artigo sobre a mdquina
calculadora electrénica, fui levado, por excesso de
vigor na defesa dum ponto de vista, a fazer afirma-
¢des demasiado esquemdticas, que ndo traduzem exac-
tamente a minha maneira de pensar sobre o assunto,
€ que Vou procurar agora corrigir, para que nio déem
origem a interpretagdes erradas.

Primeiro que tude, convém precisar que a fase dos
belos teoremas, das belas propriedades, ete. a que nessa
nota me referia, ndo se estende propriamente a todo
o século passado, nem dele é exclusiva. Por outre lado,
eu nio queria de nenhum modo dar a entender que essa
fase tivesse sido pouco fecunda. A verdade é que
poucos periodos da histéria da matemdtica se podem
comparar a esse, em abundincia e em variedade de pro-
dugdo. Simplesmente — e é sobre este ponto que eu
desejo insistir—uma andlise mais profunda dos factos
levaria a concluir que as premissas para tfo frutuosa
actividade tinham, sido criadas anteriormente, a par-
tir de questdes concretas, mais ou menos ligadas a fins
priticos. Qualquer coisa de'semelhante ao que se veri-

ficou no periodo helénico, que me serviu de termo de
comparagiio—em que, renegando platonicamente a sua
origem humilde como «arte de medir terrenoss, a geo-
metria se langou nos etéreos espagos da especulagiio
pura. E quem é que niio reconhece a importincia da
obra entdo realizada? Todos nds sabemos que a cien-
cia moderna é, na sua estrutura racionalista, um pro-
duto do génio grego. Todavia nds devemos pensar
que, se porventura, hd cinco mil anos, o homem
nio tivesse tido necessidade de talhar e medir terrenos
nas margens do Nilo, talvez os fildésofos gregos nio
tivessem encontrado matéria para as suas magnificas
especulagdes. O certo ¢ que, esgotada a seiva que
lhe dera vida, a geometria de Piracoras e de Evcrinzs
acabou por se estiolar no seco abstractismo medieval ;
e foi preciso esperar pelo aparecimento da dlgebra —
forma evoluida daquela «grosseiras arte de contar,
prépria de comerciantes e de mesteirais — para que a
geometria pudesse ressurgir, sob novos aspectos e com
novas energlas.

Mas tambem nfio devemos encarar a evolugio da
ciéneia com espirito unilateral. B indiscutivel que,



