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III. Sobre o Cálculo Simbólico 
íConfinuaçâo dos n,™ 31 e 32) 

por José SebosUSo e Silve 

Funções racioneis inteires de operadores lineares. 
Sujam S um sistema vectorial c >i> uma transformação 
linear do sistema S em ai mesmo. Por função racio-
nal inteira do operailor <i> (suposto variável ou inde-
terminado) entendemos toda a função F ("t>) que se 
possa exprimir mediante um número finito de adições 
e multiplicações a partir de J' e do constantes numé-
ricas (isto é, escalares). Visto que a soma o o produto 
de dois operadores lineares é ainda um operador linear, 
segue-se que toda a função racional inteira dum ope-
rador linear é ainda um operador linear. 

As mais simples funções racionais inteiras de <t> que 
se possam apresentar são, naturalmente, a função 
F (•!>) E3 $ e todas aquelas do tipo íT(<l>)=n , em que a 
representa uma constante numérica qualquer. Por 
definição, todas as outras funções racionais inteiras 
de 'i> se obtêm a partir destas funções elementares, 
mediante um tiJmero finito do adições o de multipli-
cações. Donde resulta que toda a função racional 
inteira de <t> se pode escrever sob a forma dum poli-
nómio inteiro em <t>: 

F = o„ <P* + o, - f * • • + £»„_, * + a„ ; 
pois que, como 6 fácil ver : 1) a função F(•!>) = 1> o 
as funções do tipo F (<t>) = a (funções de grau zero) 
já se podem considerar escritas sob aquela forma; 
2) a soma t o produto de dois polinómios inteiros em <6 
calculam-se exactamente conto se 't> fosse uma variável 
numérica — o que se reconhece atendendo às pro-
priedades da adição e da multiplicação entre opera-
dores lineares (distributividade, eoniutatividadc da 
adição, etc.) o à permutabilidade entre operadores 
lineares o factores numéricos, Dos factos precedentes 
resulta por sua vez que, se forem F (ll>) , G {•!>) funções 
racionais inteiras de •!>, os ojieradores F ('!>) , G (<l>) 
serão permutáveis, isto é ter-se-à F (<[•) . G (*t>) — 
= G (Ji) . F (4>) . 

Consideremos agora n transformações l i n e a r e s 
í i , - " ) ® , , do sistema vectorial S em ai mesmo, as 
quais sejam permutáveis entre si duas a duas. A defi-
nição de função racional inteira F (•!>] , •. •, vtj dos 
ojieradores >>j, • - • será análoga à precedente, e o 
quo foi dito a respeito das funções racionais inteiras 
de <l> aplica-se rnu-tatis mulandts as funções racio-
nais inteiras de . 

Exemplo: Soja & o conjunto de todas as funções 
analíticas de n variáveis complexas » , , • • • , « . , defl-

ilidas nutri mesmo domínio, e convencionemos repre-
sentar por Di<f a derivada parcial em ordem a z, de 
cada função f e S ( i — 1 , — , n ) . Ê manifesto que 
os operadores Dt, • • • , D„ constituem transformações 
lineares do sistema vectorial €t em si mesmo permu-
táveis entre si duas a duas, sondo portanto licito 
definir funções racionais inteiras de tais operadores. 
Km particular, a potência (Aj + • • • + A„ D,,)': em 
que , • • - , representam escalares quaisquer e p 
um número natural também qualquer, poderá desen-
volver-se segunde a fórmula clássica — o que será 
agora, não apenas uma simples coincidência simbólica, 
mas um facto matemático demonstrável, ligado ã 
teoria dos operadores lineares. Finalmente, podere-
mos definir com maior generalidade função racional 
inteira das variáveis <!>!,• •-,<!>„, admitindo que as 
constantes a que se refere a definição (em particular, 
os coeficientes dos polinómios) possam ser, cm vez 
de números, operadores lineares quaisquer, per-
mutáveis com cada um dos operadores 4>i, •••,<&„. 
As regras do cálculo usuais são ainda aplicáveis 
neste caso. 

Funções racionais (raccionérias de operadores 
lineares. Seja S um conjunto qualquer (que não será 
portanto, necessariamente, um sistema vectorial) o 
seja $ unia transformação unívoca do conjunto 5 em si 
mesmo. Diremos que a transformação 'i> ó inoertivel, 
quando existir uma outra transformação unívoca £ do 
conjunto S etn si mesmo, tal que H 4 E—1 ; em tal 
hipótese, o referido elemento 3. será chamado inverso 

de <t" e poderá representar-se por o - 1 ou por • Ora, 

como é fácil ver, para que o operador <t> seja inverti-
vcl, é necessário e suficiente que ele eouatitua uma 
transformação liiunívoca do conjunto S em si mesmo ; 
isto é, será necessário e suficiente, quo, para todo o 
elemento v de S, exista UJÍI e HM só elemento u de S, 
tal que it> u ^ v 

Assim, por exemplo, O operador 1) não será inver-
tível, segundo tal conceito. Mas já a função = ó 
uma transformação biunivoca do conjunto dos números 
reais em si mesmo, e portanto um operador invertivel, 
tendo-se = - ' V • Do mesmo modo, o operador 

ítí Uftslu modo, "fjfuulYVCAn »inóiitmo do .1 tiT«r-.ivol>. 
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(c a b\ , . . , (b c o\<" „ . 
0 admito o inverso ©""' <=» ) • Beja 

\a b cj \a b c/ 
finalmente <I> uma transformação linear do espaço 
cartesiano R„ em si mesmo : condição necessária o 
suficiente para que o operador <t> admita inverso é 
que o determinante da matriz representativa de <!» seja 
diferente de zero; cm tal hipótese, o operador <l>-1 

poderá ser determinado segundo a regra de CRAMER. 
Os operadores invertíveis dir-se-ão também regu-

lares e os operadores não invertíveis serão também 
cliamados singulares ou degenerei. 

Da anterior definição deduzem-sc facilmente as 
seguintes propriedades : 1) Se <t> é um operador regu-
lar, tem-se {'t>-l}-< — <t>; 2) Se os operadores são 
regulares, tem-se (OT)-* — » - " « f ' ; 3) Se os operadores 
<t>, T são jiermutáveis entre si e f e regular, tambifm 
<i<, T"1 são permutáveis entre si 

Nesta ultima hipótese, chama-se cociente do <t> por V 

e pode representar-se por — o operador ' íT - 1 . 
Então, das proposições 2 ) , 3) deduz-se imediatamente 
que : Dadas quatro operadores <P| , 4 ' j , , í'2 , permu-
táreis entre si dois a dois, e dos quais V j e sejam 

fli, <«>, . 4>3 
regulares, tem-se — • — — " E m particular : 

Dados três operadores <t>, H', 0, permutáveis entre si 
dois a dois e dos quais 1',(J sejam regulares, tem-se 

<t> <T>0 
^ _ ">F0' 

Temos suposto até agora que S 6 um conjunto 
qualquer. Pois bem, vamos supor a partir deste momento 
que S t de novo um sistema vectorial. Em tat hipótese, 
se forem <t , 1 , 0 três transformações unívocas do sis-
tema S em si mesmo, sendo © regular, ter-se-á ainda: 
1» V fr + t' 
"ê + ~e 0 ' 

Como se v5, é possível extender ao caso presente, 
uma a uma, todas as propriedades formais das fracções 
numéricas, sob convenientes restriçõesa>. Por outro 

<lj Kecordemof que, : ri teoria de ÍÍALOI8, »lo cbamadaa suba-
lltulçâos estas IrAijsfíinn.1 gfei b 1 u u IT ::n. liara uoajuuto r. Ill 
em si mesmo. 

1*1 Teui se com ofülio IJ'1 ifi - l|'_1 |[| 'l'1] - 1 —' q" "1 'J 1 m 
— d i f - ' , 0- e- d. 

1' TAL r.R o fl n T 1.1 *.u -|| roo r. lio ríi rn. A maneira mais natural 
do Introduzir oi aümeros racionais (a mesmo os número* reais) 
consisto om apresenta-los como operadores 111 o r . • 1 denuldoe 
nuiu blstt'inít da I/I.-I rii/i-íi* cuHtlnim*. Itisiltuo-ao dOsto modo 
timft teoria ríntííicn í/or nAnerat, que stuá l iricamente linpqcAvel, 
quando se tlvor dado uma conveniente axiomática de i . i-•' iii: r 
• '! grandezas continua*, e so tiver demonstre:1o a nflo-eunira-
dlçilo deesa axlom&llca (rednr.liido-a i n!to eoutradlçllo da arlt-
mítica dos Inteiros). Km particular, observando que OH números 
positivos formam um slstoma de ffrau liivai continuas a rospolto da 
inultlpllcaç&o, ú-se o o n d u l d o a uma teoria des logaritmos, quo •'> a 
mais simples, a mala natural o a mais elegante que se possa conceber. 

lado, recordando que duas funções racionais inteiras 
dum mesmo operador linear são sempre operadores 
lineares permutáveis entre si, e atendendo à proposi-
ção 3), torna-so natural agora definir função racional 
fraccionária dum operador linear (suposto variável). 
Daremos esse nome a toda a função R (<I>) , que, 
sem ser racional inteira, se possa reduzir à forma /(.&) 
R('t>) ~ - ^ ^ - em que / , g designam duas quaisquer 

funções racionais inteiras (de coeficientes numéricos). 
È claro quo a função R (>i>) só será definida para 
aqueles valores do que tornem o operador g ('!>) 
regular. 

Podemos agora abordar o problema da decompo-
sição duma fracção racional própria em soma do 
fracçSessiiuples: Dados doie polinómios inteiros om s, 
p (s) , q (s), dos quais o primeiro tenha grau inferior 
ao segundo, sabe-se que, representando por M,XÍ,...jA^ 
as raízes (oportunamente repetidas quando múltiplas) 

da equação q (s) — O, a função racional j ^ j admite 

, . , ; p (s) " A, 
uma decomposição do tipo — >J i em 

q (a) ÍTi (~-h)T-
que os ki representam determinados números comple-
xos e os ri determinados números inteiros. Pois 
bem, atendendo aos resultados precedentes, é bem 
fácil agora demonstrar que, dado um oiierador linear <t>, 
para o qual os operadores — Xj,..., sejam 
regulares, poderá ainda escrever-se 

J W ti e - w ' 

Todavia, este resultado não permite ainda justificar 
o cálculo simbólico, tal como nós o utilizámos de 
início, na integração da equação linear ordinária a 
coeficientes constantes: 

(1) «u D " ' ' f + • • • + O v + a „ ç = + , 

pois que, para nenhum valor de X, o operador O — i 
é invertivel: com efeito, a equação D t f — = admite 
infinitas soluções em ç , para cada função O, dada 
sob certas condições. Ora não seria difícil, mediante 
considerações relativas a operadores plurívocos, jus-
tificar o uso do método simbólico em tal caso. E con-
tudo preferível encarar o problema de um outro 
ponto de v ista ' " . 

Hl O proeppso rjue Vr,IÜIIV seguir I'I na sua uspiOncla, dorido a 
PufTirn it̂  
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Representemos por £ o conjunto tias funções com-
plexas, definidas num intervalo fechado { o , 6) e con-
tinuas nesse interva lo ' " . Se pusermos 

(2) * / - / / ( / « e ) > 
imedi atam ente se reconhece que 3 representa uma 
transformação linear do sistema vectorial (2 em si 
mesmo. Ora o operador X ti regular qualquer que 
seja o número complexo pois que, como é fácil 
verificar, a equação integral 

^ ( f - i ç - f l ( l = £ 0 ) 
admite, para cada 9 e 6 , a solução única 

(3) 
i i r " 

9(x) = - ~ t (x)--tJ ** 0(t)dí, 

a qual pertence ainda, manifestamente, ao conjunto 
(Para 1 = 0 , o operador X converte-se no operador 
3, que é visivelmente singular). 

Estamos portanto habilitados a integrar a equação 
(1 ) , com aí condições iniciai* ç1'' {a) — c, ( ) ' =0 , • * *, 
» — 1 ) • Suponhamos, para fixar ideias, n — 2 : 

o , ^ f + O j D t ( < H ^ O ) ; 
aplicando duas vezes o operador 3 a ambos os 
membros du (1*) (admitindo que e S) , ter-se-á 
sucessivamente, pondo (a) = c i : 

% D y — iif, c, -+• a, ç — = 

<Hri>— a«ctx + a,3f—aicilx +a^S7 ty 
ou ainda, pondo $ — 3* 4'-t-aoca + ( a o c i + a i ^o) x : 

( 1 " ) (ai <?* + « , <?+ao)? = + , 

equação integral equivalente à equação diferencia1 

( l * ) , completada com as eondições iniciais <p (a) — e0 

f ' (a) — ct, Podemos ainda escrever ( 1 # # ) sob a formaj 
fp-=- (a t áí̂  + o , 3+ do)""1 Então, atendendo a todas as 
considerações precedentes e utilizando a fórmula {3) 
será fácil achar a solução tínica de (1**), expressa 
por meio do quadraturas a partir de i} e das cons-
tantes f 0 , e , . Para que o processo fique completa-
mente justificado, será necessário verificar no final 
que, pertencendo $ a <2, também ç pertencerá a S , 
hipótese esta em que o processo foi aplicado. Tal 
verificação ti porém imediata. 

Analogamente se resolve um sistema do equações 
diferenciais lineares ordinárias a coeficientes cons-

tn Truta-se portanto d« funçflen tompUxat da TAr SÁ rui real 
È cl aro qtirt dtnã parto doste conjunto aorá eonslltuMa peias 
funçflos roais definidas om ( a , />) o aí continuas. Pclí . imus 
tratar o assunto com maior generalidade, considerando espaços 
funcionais mais amploa d o que esto. mas isso 1-irnr iio* Ift 
demasiado longo. 

Trala-ae, evldent«mento, dq docompor a fracçjlo própria 
do io^íindu membro oinna soma do ÍTacç$os alnxples. (Vitja sfl o 
»rtfgo do n.* 31 dosta revista). 

tantes. Como já tivemos ocasião de observar, os pro-
blemas relativos a circuitos eléctricos a constante* 
concentradas conduzem sempre a sistemas dêste tipo. 
A questão requere, porém, uma análise cuidadosa, 
que não é possível desenvolver aqui. 

ESPAÇOS da B A N A C H — A t é agora tratámos ilnica-
mente de funções racionais de operadores lineares. 
Se quisermos ir para além das funções racionais de 
operadores lineares, sem afiandonar o método da Aná-
lise geral que lemos seguido até aqui, será necessário 
restringir o conceito de «sistema vectorial». 

Ora notemos que, no espaço cartesiano A'„ (a n d i -
mensões complcxas), costuma ser definida uma noção 
de «comprimento», «modulo» ou «norma» dum vector: 
a cada vector ( s , , z j , — , s„), atribui-se, como seu 
comprimento, o número real | | |* + | ãj j +• • • • +1 z„ j* |, 
que representaremos aqui por | n ( . <" Por outro lado, 
esta avaliação (chamemos-lhe assim) verifica as qua-
tro condições seguintes : 

| u| > 0 , se n ^ r O ; 
Mj) | u | = Ü, se n = 0; 
M3) ! u + • | < I n } + | v 11 quaisquer que sejam o es-
Mt) | « n | — | a 11 n | í calar a e os vectores A , V . 

Dum modo geral, chamaremos sistema vectorial nor-
mado a todo o sistema vectorial — relativo ao corpo 
reat ou ao corpo complexo — no qual, a cada vector a , 
se considere associado, de harmonia com a í condições 
M| a M t , um ntimero ] u J chamado norma, comprimento 
ou miitíulo de n> 

Um exemplo dum sistema vectorial normado rela-
tivo ao corpo complexo, além do jã citado (o espaço À"„), 
d o conjunto & das funções complexas continuas num 
intervalo fechado (a,A), chamando norma <f | duma fun-
ção ç e É ao máximo valor do | no intervalo ( a ,6 ) ; 
isto é, em símbolos: 

|tp 1 max | ç (x) | ( a < a ; < 6 ) . 
(É bem fácil ver como, cm tal caso, são verificadas 

as condições Jf| a MA). 
Seja 8 um sistema vectorial normado. Diremos que 

uma dada sucessão « o , U|, ••• ,u „ t d e elementos 
de S conixrr/e fiara um determinado elemento u de 
e escreveremos então u ^ L i r o u„, quando, a todo o nú-* 
mero t > 0 , so possa fazer corresponder uin número 
natural I f t , tal que, para n > W, , se tenha necessaria-
mente |u — u „ | < * . 

Consideremos de novo o espaço cartesiano K „ . 

' f ' K claro dada ena nâmero complexo bi, ropra-
sentamos aqui, como habitualmente, per J s |> o medulo do 3 } 
Uto i>, pomos I r | "m -f- ' li1 . 

-
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Neste espaço é, como se sabe, aplicável o critério de 
convergência de CAUCHY : Condição necessária e sufi-
ciente-para que uma sucessão de vectores Uo,lli,' ••, II,,-'-
icja coni>ergente è que, para todo o número i > 0, exista 
um número natural N , , tal que, quaisquer que sejam 
p , q > N t , se tenha \ n, — na | < * . 

Por outro lado, não é dif íc i l demonstrar que também 
no sistema normado <£ é vál ido o referido critério de 
convergência. 

Pois bem, chamam-sc espaços de BAKACH todos aqueles 
sistemas vectoriais íiormudos em que é válido o critério 
de convergência de CAUCHY. URA e s p a ç o d e BAMACU 
diz-se real ou complexo conforme ele for um sistema 
vectorial relativo ao corpo real ou relativo ao corpo 
complexo. Os espaços À'n e <3 são, portanto, espaços 
de BAHACH complexos. Variadíssimos outros exemplos 
de espaços de BAXACH poderíamos citar aqui , se esta 
exposição não fosse já demasiado longa. 

E i p e ç o i funcionais anal í t ico*. Um primeiro con -
ceito de espaço funcional analítico deve-se a SALVATORE 
PINCIIERLB Dados um número complexo * c um 
número real r>0, representemos por [ot, r j o c on -
junto do todas as séries f (x) = 2 a » cujos 

raios de convergência são superiores a r. Como se sabe, 
cada uma destas séries define univocamente, no inte-
rior do seu circulo de convergência, uma função anal í -
tica (isto é, uma função provida de derivada ein todos 
os pontos interiores ao círculo) . Adoptando os conce i -
tos usuais de soma de duas séries c de produto duma 
série por um número complexo, o conjunto [n,r] torna-se 
manifestamente um sistema vectorial relativo ao corpo 
complexo. 

Diremos que uma sucessão / » , / i , *•* , / » ) •** de ele-
mentos de [ « , 7*j converge para um determinado ele-
mento f de [a , r ] e escreveremos então L im fn <= f , 

II 
quando existir peto menos um círculo com contro em K 
e de raio ao mesmo tempo maior que r e menor que os 
raios de convergência de todas as séries fa,ft,"m, /„•••, 
sobre o qual a função / „ (a) tenda uniformemente para 
a função / ( a ) , quando n-+oo. Com tal conceito de 
« l imite» (que não chegou a ser introduzido por P m -
CHEBI.K), o sistema [ « , r] torna-se um caso particular 
dos espaços funcionais analíticos por mim considera-
dos na nova sistematização que deí à teoria dos fun-
cionais analíticos de FASTA PPIK Para maior brevi-
dade, limitar-me-ei a este caso particular. 

Yoja i» PurCHESLE na Lista blbllogr&ftea. 
1*> Sttfranalixi funzionate lincarc utl campo dclU funsio*i CM-

Ittíshs, Rodlcontl Am. Llncei, 1940, pi*. 711. A IJula deslos 
espaçai j& Ce oiicomrn esboçada num arMgo de R. CacciOPOI.I 
• obre o mos mo assunto. 

Ocorre desde Ioga preguntar se é possível introdu-
zir no espaço [ * , r ] uma noção de «norma*, da qual 
se possa deduzir, conforme as coovençSes precedentes, 
a noção de « l imite» que nele definimos. Creio que a 
resposta é negativa. Todav ia , é fácil reconhecer que o 
espaço [ « , r ] se pode exprimir, do certo modo, como 
soma duma infinidade numerável de espaços de BABÃO». 

Funções analíticas da operadores lineares. Con-
sideremos do novo um espaço funcional analítico 
Seja por outro lado 5 um espaço de BABAÇU complexo, 
e representemos por A (S) o conjunto das transforma-
ções lineares do sistema S em si mesmo. Pregunta-se : 
l Dado um operador a>eA(S ) e uma função f e [ i , r ] , 
que s igni f icado devemos atribuir ao s ímbolo /(•fc), 
que se obtém substituindo em / ( » ) a variável c om-
plexa = pelo s ímbolo <t>¥ Vou apenas indicar, em linhas 
muito gerais, como se respondo a esta questão. 

Observemos, em primeiro lugar, que o conjunto [»,»•] 
contém todos os pol inómios inteiros cm s (supõe-se, 
naturalmente, <t oo). E m particular, conterá a fun-
ção / ( I ) S Í e as funções do tipo f(s)=a ( A , const. 
numérica qualquer ) ; todas as outras funções perten-
centes a [ a , r ] se obtêm a partir dessas funções ele-
mentares, mediante adições e multiplicações efectuadas 
em número finito ou infinito, com pastagens ao limite. 
Ora a atribuição dum signi f icado ao s ímbolo / (•£) 
deve ser feita de modo que subsistam as regras de 
cálculo usuais e, para isso, devem ser verificadas as 
seguintes condições : 

1 ) f ( * ) e A ( S ) , desde que *> e A (S ) . 
2) S e f o r / ( a ) = a , será/(>í)=>=(a>); e se for / ( a ) = o , 

será / (<t>)™a. 
3 ) S e / ( S ) ^ / t ( * ) + / * ( * ) , então / ( • ) - / , ( • ) + / * ( * ) , 

e se ( * ) • » ( » ) , « u t â o 9 (*)1—»"(*)'• 
4 ) Sc for / = L i m / „ , será / (4>) = L i m 

n a i 
(Diremos, naturalmente, que uma sucessão (it>J de 

operadores pertencentes a A ($) converge para um 
determinado operador a> e A (S), quando se tiver 
L i m (it, u) =<t>u, qualquer que seja u s £ ) . 

a . -
Ora bem : Condição necessária e suficiente para que 

lai problema seja resolúvel é que o operador (X— 
seja uma função de \ univocamente definida e analí-
tica1" no conjunto complementar do circulo com centro 
em a e de rato r ; em tal hipótese, a solução é única e 
dada pela fórmula 

(t> i: claro quo o slffnlflcado do termo «analítica» aqui om-
pregado dorlra do anterior eoucoHo do «llmlUi duma •ncenlí) d» 
operadoras». O mesmo se diga a rusputlo do integral que apa-
reço na fórmula (4). 
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em que C representa o contorno, percorrido no sentido 
positivo, dum círculo com centro em a c de raio ao 
mesmo tempo maior que r e menor que o raio de con-

JC 
vergencia da série f ( z ) = 2 ( s — »)"• 

mS 
Supusemos que S <5 um espaço de BANA cu complexo; 

mas podíamos supor que se trata de um espaço fun-
cional analítico ou, mais geralmente, de um espaço 
que se possa exprimir, de certo modo, como soma duma 
infinidade de espaços de IÍANACU complexos'" . 

Na hipótese de o operador <J> ser continuo(SI, demons-
tra-se quu a função ( X — d e X resulta analítica em 
todos os pontos X em que 6 definida, isto <!, em que o 
operador X—* é invertivel. Chama-se conjunto resol-
vente de >t, precisamente, o conjunto desses valores 
de X para os quais (X—<£>)_l existe, e chama-se espectro 
de <I> o complementar do conjunto resolvente de d>. 
Portanto, no caso de ü ser continuo, a condição precedente 
redttz-se a exigir que o espectro de esteja contido no 
circulo de de centro a e raio r . 

Ainda na hipótese de 0 ser contínuo, deduz-se do 
que foi dito a proposição seguinte: Dada uma fun-

60 
ção f (z) = 2 a„ (z — a)", condição necessária e sufi-

CO 
ciente para que a série a, — seja convergente 

n-0 
e a sua soma coincida com o valor de ( (<t>) dado pela 
fórmula (4), é que o espectro de <J> seja interior ao cir-
culo de convergência da série dada. 

Uma outra conclusão importante ó ainda esta: 
«Seja f ( z , t) uma função analítica das duas variür-
veie z , t , e seja 'i> uma transformação linear de S em 
si mesmo, para a qual o símbolo f (<t, t) lenha um sen-
tido, fixado jiela fórmula (4), para convenientes ralares 

do parâmetro t ; então, se pusermos g (z , t) ss f (z, t), 
dt 

será g ( * , t ) » - f ( * , t ) . 

Vou agora indicar brevemente, sem entrar cm por-
menores, algumas aplicações do que acaba de ser 

(l> A furmula (4) fol ostabuloclda por FAKTAPPÎ  para o e&so 
das matrlzes finitas. A sua extonsfio aos operadoros em espa^os 
a Infinllas dlmens&os fol sugerida por E. CAUTAK cm carta a 
G. OlouGî  e pode consldorar-so efectuada por E. R, L O R C H (vor 
blbliogratfa). Tudavla, L O R C H Uuiltfi-so a oporadores lineares 
evnlinuw ent apa^o* de BAUACII, 

(3) O oporador (I> diz-so conltnuo so, para cada sucossllo con-
vürgutitu u», u,, . . . u„, . . . d« elementos de S, so tem 

cp (Üm Uff) = Ii in <J>u„ . 

estabelecido. Consideremos a equação integro-dife-
rencial 

(5) 

com a condição inicial ç , y) = í (y ) , Kupondo 9 
pertencente ao conjunto s das funções complexas, con-
tinuas no intervalo (a , />); e admitamos que a função 
incógnita ç (x, y) ó, para cada valor de x, uma 
função de y pertencente a Q. Então, se puzerinos 

v 
Jtf ( x , t) (x , IJ) <", a equação (5) tomará o 
a 
aspecto 

(5*) 
&B 

Ora, se 3 fosse uin símbolo numérico, a solução 
desta equação seria, evidentemente, 
( 6 ) f ( » ) » > » ¥ ( a è & a e p f t ( y ) . 

Mas notemos que, sflgun to a fórmula (3) atrás con-
siderada, o espectro do operador S> se reduz ao ponto 
X = 0 ; donde so conclui que o símbolo tem sen-
tido para todo o x real ou complexo. Por outro lado, 
atendendo ao liltimo dos resultados precedentes, vê-se 
que e*$t (y) è de facto uma solução de (5*) e portanto 
de (5), solução cuja unicidade ó fácil estabelecer. 
Iiesta-nos caleidar (y) ; para isso basta utilizar 

a, • 1 
o desenvolvimento — V ] x" e observar 

Í S n l 
' y 

que ó : — ( (y-t)"-'Q (/) dt™-, chega-se 

deste modo ao resultado: 

#) <P C» >V) j J» [2«V« (y-*)] • W dt«>, ( 6 

em que JQ representa a conhecida função de BESS KL 

já tabelada: J0(z) = 2 E 6 fácil agora 
2 * ( * I ) * 

constatar a legitimidade da hipótese segundo a qual 

(f> Seria mais correcto escrever <P(x,y) om vez de 
mas prefiro a última notaçAo por mo parecer mais sugestiva 
neste caso. 

(3) É fácil vor que o símbolo ĉ  represou ta uma traasformaçilo 
linear contintia do (B om si mtismo. 

PW Tara reconhecer a validado dosta fórmula, hasta dorlvar 
n veios sucessivas em ordora a y (som osquocer que y ô ao 
mesmo tompo parâmetro o limito superior do intograçllo) o 
observar quo as primeiras n—1 oxpryssflus se anulam para y=o . 

<4í Podo ainda vorlflcar-so que o" integral que figura iiosta 
v __ 

fórmula ú Igual a f Jt [2 f ^xt] Q(y—l)dt. 

J-

-* 
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, y) é, para cada valor do x , uma função do y con-
tida em S • 

Em vez de (5), podíamos considerar a equação mais 
geral 

I 
(7) - j V f r . O y f r . O f t + M » . » ) 

a 
eoin a condição inicial tp ( o ,y ) = ) (y) e designando por 
i i ( y , t ) , ^(j!,y) funções dadas sob convenientes restri-

ta 
çoes. Então, pondo Ktf (j; ,t) =J~ii. (y, t) t? (x, t) dt, a 

a 

equação (7) tomaria o aspecto duma equação dife-
rencial linear de 1.* ordem, com o parâmetro y, cuja 
integração faria surgir uma função inteira do opera-
dor linear K . Notando, por outro lado, como a inver-
são de \—K consiste na resolução dc uma equação 
linear de VOLTEJÍBA , ver-se-ia que o espectro de K se 
reduz ainda, neste caso, à origem, e que, portanto, 
o símbolo f ( K ) tem sentido para toda a função / ( a ) 
analítica na or igem 1 " . Em tudo o mais, proceder-
-se-ia de modo análogo ao precedente, aparte o 
emprego da função J0. 

Também poderíamos substituir em (7) o limite de 
integração variável y pelo limite constante b, e assim' 
em vez do operader K, teríamos um outro operador 
linear K , cujo espectro já não coincidiria necessaria-
mente com a origem, mas seria ainda um conjunto 
limitado , o que é suficionte para que o símbolo 
/ ( A " ) tenha sentido quando f(z) é uma função inteira. 

Notemos ainda que o sistema de equações dife-
renciais 
d » 

— - (ac) = 2 J « í <P* (=) +• <h (-G) [» " 1 , 2 , . - . , « ] , 

com a condição inicial <p; (o) = e, , designando por 
funções dadas e por af números quaisquer, se pode 
integrar por considerações inteiramente análogas às 
precedentes, com a única diferença de que, em vez do 
operador K , nos aparece agora o operador definido 
pela matriz finita ] af ( (£, i' = l , - * *, n) . 

Em todos estes exemplos, as equações diferenciais 
são apenas da primeira ordem. Passando a equações 
de ordem superior, é-se levado a considerar funções 
analíticas de operadores lineares, que já não são 
funções inteiras. 

Facilmente so demonstra quo o operador linear K continuoi 
transformação linear continua do espaço o oin sl mesmo. 

(*) É fàcll demonstrar quo o espectro dum operador Linear 
contínuo 6 sumpre utn conjunto limitado : ora A" <\. cotou K , um 
operador continuo. Observe-se aluda como a layerstto do opera-
dor X — A se traduz na rosoluçfto duma equaçAo Integral Linear 
d o FKEÍJHOI.H. 

* • • 

O cálculo operacional baseado na fórmula (4) pode 
extender-se às funções dc mais de uma variável. Seja 
S um espaço de BANACH (OU mais geralmente um 
espaço que se possa exprimir como soma de infinitos 
espaços de BANACJI) e sejam <í>i, * • - , <t>„ transforma-
ções lineares do espaço S em si mesmo permutíatia 
entre si duas a duas. Então, cm condições inteira-
mento análogas às precedentes, designando por 
/ { E i i" • • > sm) uma função analítica das variáveis 
z i j ' ' * j > a atribuição dum significado ao símbolo 
/ (^l i ' ' ' Í podo fazer-so mediante a fórmula 

( 2 * t r J ' • • • ' ) , • • • , ( J t . - * . ) - K ' r x v 
c , C. 

cm que C j , • • •, C, designam convenientes curvas 
fechadas percorridas no sentido positivo. Tudo o que 
foi dito a propósito das funções analíticas dum opera-
dor linear pode estender-se sem qualquer dificuldade 
ao caso presente. 

E mediante considerações deste género que EAN-
TAPPIFC resolve por quadratura» o problema de CAI-CHY 
para os sistemas de equações às derivadas parciais, 
lineares e a coeficientes constantes. Não me deterei 
sobre tal assunto: na lista bibliográfica são indicadas 
as memórias de FAHTAPFIÈ em que o problema é resol-
vido. Limitar-me-ei a recordar que, cm muitos casos 
da prátiea (como, por ex., a propósito da equação do 
calor, da equação dos tclegrafistas, etc.) não é o pro-
blema de CAUCHY que interessa resolver. Em tais 
casos, o cálculo operacional atrás exposto tem-se mos-
trado ineficaz, ou pelo menos pouco cómodo, sendo 
então aconselhável o método baseado na transfor-
mação dc LAFLACE Este, porem, não é isento de 
inconvenientes, aos quais não posso aqui referir-me 
com detalhe. A verdade é que ambos os métodos 
constituem um campo aberto à investigação, onde 
muito há ainda a esclarecer e a profundar. 

Para esse campo me é grato chamar a atenção dos 
estudiosos portugueses que desejem familiarizar-se 
rápidamente com os métodos de matemática moderna 
e obter em pouco tempo resultados animadores, quo 
os lancem abertamente no caminho da investigação 

Lísla bibliográfica 
A literatura sobre este assunto é vastíssima. Limi -

to-me a indicar as obras e os artigos do que tenho 
mais directo conhecimento : 

I " Veja-se a lista btbllotrrifle«. 
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Muitas destas obras referem-se exclusivamente ao 
método baseado no uso da transformação de LAPLACE. 
Entre estas 6 particularmente notável o tratado de 
DOKTSCH. 

Errai» t No artigo do número precedente, pág. 8, 
1.* coluna, linhas 3 e 3 (a partir do titulo), devo 
substituir-se <t> por H e 1 por 4>. 

No artigo do niimero 31, pág. 3, 2." coluna, linha 17, 
deve substituir-se areais» por upositivos». 

A propósito de uma nota 
por Jo%é S e b o i ã o e Si/va 

Na nota que publiquei no último número da Cf azetade 
Matemática como comentário ao artigo sobre a máquina 
calculadora electrónica, fui levado, por excesso de 
vigor na defesa dum ponto de vista, a fazer afirma-
ções demasiado esquemáticas, que não traduzem exac-
tamente a minha maneira de pensar sobre o assunto, 
o que vou procurar agora corrigir, para que não dêem 
origem a interpretações erradas. 

Primeiro que tudo, convém precisar que a fase dos 
belo* teoremas, das belas propriedades, etc. a que nessa 
nota me referia, não se estende propriamente a todo 
o século passado, nem dele é exclusiva. Por outro lado, 
eu não queria de nenhum modo dar a entender que essa 
fase tivesse sido pouco fecunda. A verdade é que 
poucos períodos da história da matemática se podem 
comparar a esse, em abundância e em variedade de pro-
dução. Simplesmente — e é sobre este ponto que eu 
desejo insistir—uma análise mais profunda dos factos 
levaria a concluir que as premissas para tão frutuosa 
actividade tinham sido criadas anteriormente, a par-
tir de questões concretas, mais ou menos ligadas a fins 
práticos. Qualquer coisa de semelhante ao que se veri-

ficou no período helénico, que me serviu de termo de 
comparação —em que, renegando platonicamente a sua 
origem humildo como »arte de medir terrenos», a geo-
metria se lançou nos etéreos espaços da especulação 
pura. E quem é que não reconhece a importância da 
obra então realizada ? Todos nós sabemos que a ciên-
cia moderna é, na sua estrutura racionalista, um pro-
duto do génio grego. Todavia nós devemos pensar 
que, se porventura, há cinco rail anos, o homem 
não tivesse tido necessidade de talhar e medir terrenos 
nas margens do Nilo, talvez os filósofos gregos não 
tivessem encontrado matéria para as euas magnificas 
especulações. O certo é que, esgotada a seiva que 
lhe dera vida, a geometria de PITAOOBAS e de EUCLIDES 
acabou por se estiolar no seco abstraetísmo medieval; 
o foi preciso esperar pelo aparecimento da álgebra — 
forma evoluída daquela «grosseira» arte dc contar, 
própria de comerciantes e dc mesteirais — para que a 
geometria pudesse ressurgir, sob novos aspectos e com 
novas energias. 

Mas também não devemos encarar a evolução da 
ciência com espírito unilateral. É indiscutível que, 


