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IIT — Hisrérra pas Maremiricas
— Histéria e importincia do problema da resolugio
algébrica das equagdes. Evaristo Galois.
IV — Fisica ® Quimica

— Calor e temperatura. Termdmetro.
Prova Oral de Matemdticas Superiores

Ponto n.°1

— Representagio de fungdio por meio de série

— Resolu¢iio numérica de equagdes.

— Modos de definir fun¢io de uma varidvel (sé-
ries, produtos infinitos, integrais, ete.).

— Principios de Geometria Analitica (problemas
métricos).

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA
ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

I. 8. C. E. F.—1.* cadeira—2.° exame de frequéncia
ordinirio — Junho de 1946.

2416 — Estude e represente geométricamente a

fungdo y= e determine a aproximagdo com que

1 + el-—:
deve tomar o nimero e para calcular o valor da fungio
para =2 com um erro inferior a 10~ (n int.).

2417 — Determine a menos de 0,1 raizes reais da
equagio 2*—a'+2x+1=0.

2418 — Calcule os 4 primeiros termos do desenvol-

co8

imento érie de poténcias da fungio y=
vimento em série de potducias da fanglio y= ——=—

I 8. C. E. F.—1.» cadeira—2.° exame de frequén-
cia extraordinario — Junho de 1946.

2419 —Determinar no plano definido pelos 3 pontos
Py(1,1,0),P,(0,2,1)e P3(2,0,1) um ponto equi-
distante de Py, P, e P3. R: O ponto P (x,y,z)
pertence ao plano [Py P, P3] de equagio x+y—2=0 e
deve satisfazer as condigies PPy—=PP,=PP; ou, o que
€ o mesmo, 2x—2y—2z+43=0 e 2x—2y+2z—3=0.

Resolvendo o sistema formado por estas irés equagies
obtém-se P (1,1,3/2).
2420 — Dada a fungfio y (z) =a-+b/e* +c/e*
a) obter o seu desenvolvimento em série de potén-
cias. &) estudar o seu crescimento, as estacionarida-
des, a concavidade e as inflexdes conforme os sinais
possiveis das constantes reais a,b, e ¢. R: a) Desen-
volvendo em série de poténcias e™ e e ** obtém-se
y(x)=a+ 2 (=1)"(b+2".¢c)x"/n!l. &) A andlise
=0
da 12 e 2.# derivadas, y'=—e*(b+2ce™) e y''=
=e* (b +4ce™™), permite concluir, independentemente
de a: 1) b>0, ¢>0-y' <0 e y'">0, qualquer
que seja X real e, portanto, y monoténica decrescente com
a concavidade voltada no sentido positivo do eixzo Oy;
2) b<0,ec<0—y'>0 e y" <0, qualquer que seja x
real e, portanto, y monoténica crescente com a con-
cavidade wvoltada no sentido negativo do eixo Oy;
3) b.e<0—y'>0 quando x>log (—2¢/b) e y' <0
quando x <<log (—2¢/b) sendo P [log(—2c¢/b),
(4ac—b?) [4c] um ponto de minimo. Ainda, nesta hipd-
tese, y''>0 quando x <<log (—4c/b) e y" <0 quando
x>log (—4c/b) sendo Q [log (—4c/b), (16 ac—3b3) /16¢]
um ponto de inflexdo.
Solugdes dos n.* 2419 e 2420 de O. Morbey Rodrigues.’

CALCULO INFINITESIMAL

F. C. C.— Chrcoro InFrvaresimar — 2.° Exame de fre-
quéncia, 1945-46.
2421 — Achar os extremos da fungio
fl@,y) =zy(z—y—1).
R: As condigies de primeira ordem verificam-se em
(0,0) e (—1/3,—1/3); mas como para awnbos os pontos
€ s2—rt>0, ndo hd extremos.

2422 — Determinar por integragio o volume do

toro gerado quando uma circunferéneia de raio 1 roda

em torno duma recta do seu plano situado a uma dis-

tincia 3 do centro da circunferéncia. R: 2=2.
Solugdes dos n.% 2421 e 2422 de L. G. M. Albuquerque.

F. C. L. — Cirouro InFrxiTeEsmuar — 2.° Exame de fre-
quéncia — Maio de 1946.

2423 — a) Defina elementos tangente e normais a
uma superficie num seu ponto ordindrio e indique a



20

GAZETA DE MATEMATICA

respectiva representagiio analitica quer no caso da
superficie ser definida pela sua equacfo cartesiana
quer em coordenadas curvilineas. &) Defina contacto
de ordem n entre uma curva e uma superficie, esereva
as condigdes analiticas para um tal contacto, defina
conceito de osculagio nesse caso, indique qual a
ordem de contacto do plano osculador a uma linha
torsa e defina plano oscular estaciondrio. ¢) Defina
integral definido ; propriedades.

Verite

Vo1

2425 — Determine a superficieenvolvente dos pla-
nos osculadores i hélice

2424 —Calcule dx .

x=oacosl!, z=asent, z=al.
I. 8. A. — Cancuro INFisiTesiMAL E pas ProBaBIini-

papes — 2.° Exercicio de revisao.

2426 — Considere um tridngulo [ABC], um ponto
P qualquer de AB e as paralelas tiradas por P a AC
e BC; designe por R e § os pontos de encontro des-
sas paralelas com BC e AC respectivamente. Deter-
mine a posi¢io de P sobre 4B para a qual a soma
das dreas dos tridngulos [ASP] e [PRB] ¢é minima
R: A soma das referidas dreas € minima se P € o ponto
médio de AB .

x2H gen o2
sen x

2427 — Calcule lim (x>0).
=0

. axxtigenay2 .
R: lim = lim
—— sen x P

- li %) -
o ll_r,no{wﬁsenx ) =0,

1 2
2428 — Mostre que a equagio ——7 +g, 7+ +

n

T R: Visto

i =0 tem todas as raizes reais.

1 a !
nenhum dos nimeros 1,5)..,;

ne—

ser raiz da equagdo
dada, esta € equivalenle & equagdo

2@ —1) @z =) (e —1)] =0

o que, em virtude do teorema de Rolle relativo a equagies
algebricas, prova o que se pretendia.

I. S. A.— Clrcuro INFixiTeESIMAL E DAS PROBABILIDA-
pes — 1.° Exame de Frequéncia.

2429 — A cada ponto M da curva y=y=logx
faz-se corresponder o ponto P da normal a y em M
que tem a mesma ordenada que o ponto de encontro
do eixo dos yy com a tangente v em M. Determine
a equagfio da curva 7', lugar dos pontos P. Deter-
mine as coordenadas do ponto de y' tal que a tangente
a y' nesse ponto é paralela A bissectriz dos quadran-
tes pares. R: Coordenadas do ponto P: x=y—1,
y=x+1/x. Eliminando x e y entre estas equagies e
a equagdo de v, obtém-se y'=X=e" 4o~ "+ O ponto
pedido tem por coordenadas

X =5, Y=log ((/5-1)/2)—1.

oo
2430 — A série ¥ u, ¢ definida da seguinte ma-

L n
neira: wyy=1¢e u,= ,:2 u, 4y para n>1. Mostre que

-a série é convergente e calcule a sua soma. R: Visto

r (un—t
ser lim n 5

L - ] "

—1) =2, a série € convergente.

Zm“1+2(n+1) n+2)

n=1

1 y
=ket0 E(n+l fa+2) Gl

2431 — Sejam y=/f(x) a fan¢do da varidvel real =,
assim definida:

para x=2/n (n inteiro nfio nulo): y=a2—1;

para x#2/n (n inteiro nio nulo): y=3/2x - |z—1].
Estudar a continuidade da fung¢fio dada, existéncia e
continuidade da sua derivada. R: A4 funcdo € descon-
tinua para x=0 e para x=2/n (n inteiro nio nulo),
com exclusdo dos valores x=1 e x=2. A fungdo tem
derivada continua nos pontos em que € continua.

Solugdes dos n.* 2426 a 2431 de José C. Morgado Jaunior.

MECANICA RACIONAL

I. 8. A. — Mgcisxica Raciowar ® Treoria GerarL bpE
Miquinas — 2.° Exame de frequéncia ordinéario —
1-6-1946.

2432 — As rodas dentadas direitas, com os dentes
do lado de fora, 4;, 4, e A3 estio montadas, respec-
tivamente, nos veios paralelos 1,2 e 3. A, engrena
com A4; e A3. A roda 4; tem 20 dentes e raio
primitivo igual a 40 mm. As distincias do veio 2 aos

veios 1 e 3 sfo respectivamente iguais a 90 mm e
150 mm. O veio 1 efectua 10 r/s.

a) Classifique o trem; &) calcule o raio primitivo
e o nimero de dentes da roda A3; e ¢) determine a
velocidade angular do veio 3. R: a) O trem € ordi-
ndrio simples plano, tendo 2 por veio parasita ; b) raio
primitivo, Ry = 100 mm ; nidmero de dentes, Z3 = 50;
¢) g=4r.p.s.
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2433 — Considere a recta E perpendicular ao
plano 1. Seja O a intersecglio de £ com 11.

Demonstre que o momento de inéreia em relagio ao
ponto O dum sistema material qualquer é igual &
soma dos seus momentos quadrdticos em relagdo a
E eam.

2434 — A equagio do movimento do ponto mate-
rial P, com a massa de 20 t, em relagfo ao sistema
galileano Oe;eze;, ¢ P=0+5e;—1/2.0,+4te;3,
onde a unidade de comprimento é o metro e a de
tempo o segundo.

Determine, em kWh, a energia cinética do ponto
material no instante ¢=5seg. R: T'=6,99kWh

2435 — Sobre a face Oxy do triedro fixo Oz yz=
= Oijk move-se o plano 1I.

Sio conhecidas a equagdo do movimento do ponto
P de n, P=0+X )i+ Y (£)j, e a velocidade
angular w=w (f) de 11 em rela¢io ao triedro.

Determine a base da rolante. R: A base tem por

Y (¢

: I=E( “«:({T))

. equagdes parametricas x 6)
n=Y () + (ﬁ)

I. 8. A.— Mzcixica Racionar B Teoria GeriL pE
Miquixas — 2.° Exame de frequéncia extraordi-
nario — 1-6-1946.

2436 — Os centros das rodas duma engrenagem
plana exterior M20 distam 1050 mm e a razido de

transmiss3o é igual a 2. Calcule os nimeros de den-
tes das duas rodas. R: Z;=70, Z,=35.

2437 — Considere um sistema de pontos materiais
situados sdbre o plano 11. Sejam E; e E, duas rectas
de 11, ortogonais entre si e cruzando-se no ponto O.

Demonstre que o raio de giragdo do sistema em
relagio a recta perpendicular a 11, que passa por O,
¢ a hipotenusa do tridngulo rectingulo que tem por
catetos os raios de giragiio do sistema em relagio a
EjeaE,.

2438 — O ponto material P, com 2 kg de massa,
submetido unicamente & acg¢lo das forgas dum campo
conservativo, atravessa a superficie equipotencial de-
cota nula com a velocidade de 10 m/s,

Calcule a velocidade de P ao atingir a super-
ficie equipotencial de cota igual a 3,673 kgm.
R: V=8m/s.

2439 — O sdlido S move-se em relagio ao triedro
tri-rectingulo Oijk. A velocidade de § é o tforsor

cujas coordenadas vectoriais em relagio a O sdo
: D—senti+ej+log@—e)k
O'=(3—¢f)i—cos (n+£) k.

Determine a posigio inicial do eixo de Mozzi.
R: A equagio vectorial do eixo de Mozzi inicial €
Q=0+i+1j—38k, onde i designa o parametro.

Enunciados e solugles dos n.% 2432 a 2439 de P. de Varennes
e Mendonga.

PROBLEMAS

UM PROBLEMA E VARIAS SOLUCOES

2440 — Sumar la serie
L. 1.

2 ——  giendo gy, =al—2.
=y aya3- - - a,

SOLUCION |
Llamemos 8 (x) a la funcién :
1
Rie) = x x (x2—2) 2)
definida por la serie dada supuesta convergente. Se
tendrd :

x.S(x)-=1+ z .

x2—2 V4 (x2—2) [(x2—2)2—2] 4

=1+ 8 (x2—2). Para resolver la ecuacién funcional
1) x.S(x)=1+8(x2-2),

hagamos S (x2—2) = z (x) .8 (x)2 donde z (x) es una

Sfuneion desconocida. Resulta asi: z(x).S(x)? -

, queda: 8 (x):f.i—____ =k ix}.
2z (x)
Entrando com este valor en la ecuacidn funcional (1):
x2+ /xF —x? 4z (x) x2—2+/(x2—2)2 —4z (x*—2)
2z (x) 2z (x2—2) :
Sumando y restando estas dos igualdades, se obtiene:
—2z(x) x2-2
z (x) B z (x2—2) ’
Vxi —4x2z (x) = V (x2—2)2— 4z (x2—2)
z (x) z (x2—2) ;
Resuelto este sist se obtienen las sol;
z(x) =z(x2—2) =1, y z(x) =z (x2—2) = 0.

—x.8(x)+1=0

=1+

Ones :




