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1. Seja-me permitido tomar para ponto de partida
duas verdades simples. Uma é o célebre teorema dos
poliedros de Euler: No cubo a soma do mimero dos
vértices e do mimero das faces supera de dois o nimero
das arestas. E isto ¢ assim, nfo sé para o cubo mas
para qualquer sélido, quer éle seja regular ou irregular,
simples on ndo, desde que, grosso modo, tenha a forma
duma esfera deformada. O segundo exemplo: se numa
recta se marcam, nos dois sentidos, pontos a distincias
iguais, e se depois se enrola a recta sébre uma eircun-
feréncia, os pontos marcados ficam densos e uniforme-
mente repartidos, sdbre téda a circunferéncia — desde
que a distidncia entre os pontos ndo seja precisamente
uma fracgfo racional do perimetro da circunferéncia ;
neste caso os pontos marcados ficariam repartidos em
pontos isolados e uniformemente distribuidos sdbre a
circunferéncia.

Por agora, s6 quero indicar com éstes exemplos que
hé relagdes notdveis entre os mais simples objectos
da intui¢io espacial e os nimeros, o cdleulo. Tais
relagGes encontram-se em tdédas as partes da Mate-
matica, tanto nas teorias mais abstractas como nas
aplicagdes a Fisica e a Téenica.

Espago e Nimero— Embora aparecam qudsi sempre
simultineamente é-se inclinado a encard-los, a pri-
meira vista, como coisas de natureza muito diferente,
que tém dado lugar a métodos e modos de pensar,
igualmente de natureza diferente; separam-se expres-
samente os raciocinios algébricos dos geométricos,
isto é, aquéles que se referem ao cdlculo daquéles
que se referem ao conceito de espago. Porém, cédo
ge mostra, por uma observagio mais atenta, que os
dois modos de pensar estio estreitamente ligados e
tdo bem entrelagados que ndo seria fdcil tracar uma
fronteira entre éles. A sua andlise aprofundada e o
seguimento das suas relagdes reciprocas séio de grande
valor para a compreensio de muitas partes da mate-

midtica e t@m contribuido decisivamente, nos tempos
modernos, para o seu desenvolvimento.

Ao procurar, no que segue, fazer notar tais conexdes
com algumas indicagbes e socorrendo-me dos mais
simples exemplos, sei bem que s6 muito imperfeita-
mente posso transmitir o conhecimento da questio,
que sem a efectiva caminhada das idéias na teoria e
na pritica a imagem fica sempre desfigurada. Assim
empenhar-me-ei, em primeiro lugar, em tornar pal-
pdvel a atmosfera de idéias na qual tais relagdes se
péem em jégo. Desculpar-me-io qnando eu no quadro
desta conferéncia, formule muitas coisas imperfeita-
mente, fuja as dificuldades com aplica¢tes demasiado
gerais e, aqui ou ali, simplifique ou exagere um
pouco ; e, por outro lado, ndio se me levard a mal se,
eventualmente, for levado a dominios cientificos mais
afastados e nio possa evitar o uso da linguagem ali
COomum.

2. Quando se quer esclarecer algum trago especial-
mente importante dum objecto algo complicado e in-
compreensivel, separamo-lo do resto e investigamo-lo
em si mesmo ; faz-se uma imagem simplificadora, do
objecto, um esquema (ou mesmo vdrios) procurando es-
clarecé-lo sob diferentes aspectos. Néste sentido se
obtiveram e individualizaram, como esquema do c4l-
culo a dlgebra abstracta, e como esquema da descricio
do espago a geometria abstracta.

Um esquema—pense-se, por exemplo no duma md-
quina complicada—nfo ¢ uma imagem fiel da realidade
mas antes uma imagem muito incompleta e, na maior
parte das vezes, deformada. Porém, o que se obtém
pode aparecer-nos, mais nitide, do que a prdpria rea-
lidade: o esquema pde de parte o supérfluo e faz
realgar, o melhor possivel, o essencial; nio tem a
pretensiio de revelar as coisas exactamente, mas
s6 determinadas relagdes entre elas. Déste modo éle
compreende, muitas vezes, simultineamente diferentes
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casos andlogos e facilita a compreensiio das idéias
fundamentais, as quais ordinariamente estio escon-
didas nfio s6 atrds duma multiddo de detalhes téeni-
cos, mas também atrds duma forma exterior agradd-
vel. E nfio se passam as coisas muito diferentemente
na matemdtica : precisamente quando se tem compre-
endido os detalhes mais ou menos complicados de cdl-
culos automdticos ou de construgdes nio evidentes,
se sente muitas vezes, a necessidade de abranger
dum golpe de vista o fio das idéias, como um todo,
ordend-lo em conexdes gerais, conhecer o «fundamento
do método» ou a «idéia da demonstragio». Deseja-
riamos abranger tddas as possibilidades para além
das aplicagdes especiais e procurar dominar problemas
singulares por meio de conclusdes gerais; nio nos
satisfazemos com resultados «casuais», mas pelo con-
trdario preguntamos pelas suas bases «profundas».

Assim, mostrou-se como particularmente vantajoso
escolher da multiddo de possibilidades os dois pontos
de vista mais importantes, o do esquema do cdleulo e
o da descrigdo do espago.

3. Permito-me, seguidamente, fazer sdbre o pri-
meiro, algumas referéncias muito curtas e gerais, em
relagio com a Algebra.

Na dlgebra abstracta toma-se da nog¢lo de mimero
s6 uma coisa, o cdlculo, e abstrai-se, por completo da
propria natureza dos mimeros; éstes substituem-se por
letras, e com estas se executam todas as operagoes,
adigdo, multiplicagio e suas inversas. Aqui copiam-se,
mais ou menos perfeitamente, as regras de cdleulo nu-
mérico; assim, por exemplo, porque 3+5=5+3
também a+b6=>b+a (lei comutativa). E isto tem
éste sentido: férmulas e resultados ficam certos quando
se substituem as letras por nimeros quaisquer. Na-
turalmente, ficam déste modo, sem utilizagio muitas
caracteristicas dos mimeros reais: por exemplo, a de
representados na recta numérica constituirem um
conjunto sem lacunas. Entdo pode-se calcular tam-
bém com os nimeros inteiros, que, contudo, sob muitos
aspectos, tém outras caracteristicas. Geralmente hd
ainda muitos outros objectos, além dos nimeros reais
ou dos inteiros, que também se podem adicionar (ou
multiplicar ou adicionar e multiplicar) e para éstes
tem-se precisamente o mesmo formalismo. Assim pode-
-se, por exemplo, adicionar ingulos com o mesmo vér-
tice ou as rotacgdes a volta déste ponto; e se aqui valem
as mesmas regras formais que valiam, por exemplo,
para a adigio dos mimeros reais, no entanto éste sis-
tema ¢é completamente diferente; por repetidas adi-
gbes volta-se ao zéro. Sistemas de objectos com os
quais se pode efectuar uma operagio, chamam-ge gru-
pos (mais precisamente comutativos, quando, come em
todos os nossos exemplos, é vdlida a lei comutativa).
Hd também grupos que contém s6 um nimero finito

de objectos ; por exemplo, tomem-se em vez de todos
os Angulos ou rotagdes, sé as rotagdes do octégono e
seus multiplos e numerem-se de 0 a 7; ento ¢ 1+2=3,
2+4=6, mas 83+5=0, 44+7=3, ete., e fala-se dum
grupo de ordem finita (aqui 8). O grupo de ordem 2
contém sé dois objectos, sejam Oeleél1+1=0.

A teoria dos grupos procura encontrar as re-
lagdes que sfo comuns a todos os sistemas com uma
opera¢do e determinar todos éstes possiveis sistemas
em geral. Visto que se trope¢a com tais sistemas nos
mais diferentes dominios, esta teoria reune idéias que
aparecem na teoria dos nimeros, na solugio das equa-
¢des, na teoria das fungdes, na fisica atdmica, no es-
tudo dos cristais, ete. — ela constitue para éles todos,
um mesmo esquema, que ¢ naturalmente mais com-
plicado do que deixam prever os meus exemplos des-
pretenciosos.

Analogamente se investigam os sistemas com am-
bas as operagdes (adigio e multiplica¢iio e suas inver-
sas) ; chamam-se corpos. Abstrai-se muitas vezes, da
lei comutativa da multiplicagfo (a - 5=06 - a), visto que
h4d muitos sistemas de nimeros onde ela nfo ¢ vilida
e que sdo importantes sob muitos aspectos mesmo
para aplicagdes na Fisica e na Técnica. Renunciarei
aqui, a fazer mesmo 86 simples alusdes 4 multidio de
problemas e possibilidades que se escondem nesta
nogdo de corpo.

A étapa essencial da Algebra abstracta consiste
em individualizar o esquema, considerar, por assim
dizer cada grupo e cada corpo como um mundo no
qual entre os objectos niio hd outras relagdes do que as
puras operagdes de cdleulo. O que ai nos ocupa sio
portanto, acontecimentos a analizar por meio de al-
gumas étapas. Resulta assim um edificio abstracto
de raro acabamento e de rara harmonia, cheio de valor
em todas as aplicagdes — na matemdtica ou no mundo
que nos rodeia.

A Algebra Abstracta nSio é uma velba disciplina;
teve origem na segunda metade do século xix com
Dedekind e Kronecker, e foi pela primeira vez, em
época mais recente, reanimada por Emmy Noether e
pelo seu grupo.

4. Agora quanto & Geomefria, quanto ao esquema
do espago. Como propriedades e relagdes mais sim-
ples que se poderiam extrair da nogfo extremamente
complexa de espago, aparecem, seguramente, em pri-
meiro lugar, aquelas que tratam de ligagio de pontos,
de intersecgdio de rectas, de geragio de planos, ete.,
portanto mais ou menos o que se designa por Geome-
tria projectiva. Abstrair-se-i aqui outra vez, da natu-
reza dos objectos, pontos, rectas, planos e atender-se-a
80 as suas relagdes mituas; obtém-se assim uma teo-
ria, que na sua simplicidade e generalidade se pode
confrontar muito bem com a dlgebra abstracta. Mas
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se se julga agora que desta maneira se podem distin-
guir, rigorosamente, os raciocinios algébricos dos geo-
métricos, que se pode separar dum modo preciso o que
ge enraiza ou se pode demonstrar num e no outro
esquema — entdo cai-se num érro.

Trata-se bem duma diferenca de método, mas nfo
‘duma diferenga de contelido. Mostrou-se, e isto ¢ um
dos resultados das célebres investigagbes de Hil-
bert [1] " sdbre os «Fundamentos da Geometria», que
ambas as teorias, por mais diferentes que as suas ori-
gens intuitivas possam ser, exprimem precisamente o
mesmo (caso se tome a geometria projectiva do es-
paco, a plana nfio basta!). Isto pouco espantari; tal-
vez, a quem estiver familiarizado com a «geometria
analitica» ; nesta, é um ponto do plano substituido
por dois niumeros, as suas coordenadas (como ¢ fami-
liar a todos nas cartas topogrificas), um ponto do
espago substituido por trés mimeros, e as construgdes
geométricas substituem-se pelo cdlculo com éstes ni-
meros e reciprocamente. Assim pode por exemplo,
apontar-se um canhio com o auxilio de coordenadas e
de edleulos—e, também, atingir efectivamente o alvo!

Mas a coincidéncia é mais profunda; isto resulta
de que as nogdes fundamentais da geometria projec-
tiva (isto é, projecgdo, secgiio, geragio) correspondem
analiticamente As mais simples operagdes do cdlculo,
tais como as podemos efectuar niio 86 com os mimeros
reais mas em cada corpo. Assim a intersecgfio de ree-
tas no plano ou de planos no espago,por exemplo, ndio
significa senfio a solubilidade de equagdes lineares-
A analogia prolonga-se até is regras fundamentais : a
regra a (bc) = (ab) ¢, que é indispensdvel em cada sis-
tema de nimeros, corresponde a figura de incidéncia
no plano conhecida por«teorema de Desargues» (fig 1;

(Fig. 1)

quando os vértices de dois triingulos ficam nos trés
raios que partem de P, os prolongamentos dos seus
lados devem intersectar-se em pontos duma recta

() fistes nimeros [1], ete. reforem-se & literatura indicada
no fim desta exposiclio.

g— caso nos encontremos num plano que seja parte
da geometria do espago; néste caso reconhece-se
imediatamente a justeza, se a figura se considera como
fotografia duma figura do espago). E a regra de cdl-
culo a-b=5-.a corresponde ao «teorema de Pascal»
(fig. 2; considerem-se os ingulos dum hexdgono 123456

(Fig. 2)

e verifica-se entdo que os trés pontos de incidéncia
(12) (45), (23) (56), (34) (61) ficam sdbre uma recta g).

Do ponto de vista abstrato chamar-se-hd espaco
projectivo a cada sistema de objectos no qual se po-
dem efectuar as operagdes projectivas de incidéncia
de rectas, ete. mesmo quando éste sistema nfo tenha
muito que ver com o nosso espago empirico. Entdo
hd — analogamente ao que é possivel com o cdlculo
nos diferentes sistemas de numeros da dlgebra abs-
tracta — diferentes geometrias projectivas ; mas pode
tratar-se cada uma delas como geometria analitica
desde que se escolha para coordenadas um sistema de
mimeros apropriado. A geometria determina as pro-
priedades, do seu préprio sistema de nimeros (corpo),
mais adequado (por exemplo— ao contrdrio do teore-
ma de Desargues — o teorema de Pascal nem sempre
é vilido, donde resulta que, neste caso, no corpo cor-
respondente nio é vdlida a lei comutativa a - b=56 - a) .
A cada geometria projectiva corresponde um sistema
de niimeros e reciprocamente : justifica-se assim bem
que se fale com, Hermann Weyl, duma «harmonia
preestabelecida entre a geometria e a dlgebra». Vémo-
-nos reconduzidos & concepgio dos gregos, segundo a
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qual um dominio de coisas determina uma no¢fo de mi-
mero a éle adequada. Esta concepgio teve que ceder,
durante muito tempo, a uma bem explicdvel situagio
de primasia dos mimeros (reais), mas nos iltimos anos,
sobressaiu outra vez na Fisica duma maneira parti-
cularmente impressionante. Mostrou-se ali que os ni-
meros reais sdo bem apropriados para a descrigio de
acontecimentos macroscopios e medidas experimentais,
mas nio para a descricio dos sistemas de dimensoes
atomicas ; em lugar déles aparecem, aqui, outros sis-
temas de nimeros nos quais, antes do mais, ndo é
vdlida a lei comutativa a-b=>5-a e percebe-se bem,
como as suas propriedades algébricas correspondem
certas propriedades fisicas (carga, velocidade de rota-
¢io prépria, ete.).

5. Deve, portanto, assentar-se em que a parte con-
siderada como particularmente simples da deserigdo
de espaco, a geometria projectiva, nos reconduz pre-
cisamente A4 dlgebra abstracta; chega a vez de pro-
curar outras idéias saidas da pura noglo de espago,
que sendo geométricas tenhamos o direito de compa-
rar com as algébricas. E isto também porque, com o
que dissemos até agora, ndo foram tomadas em linha
de conta muitas propriedades do espaco e do nimero.
E o que se esclarece ji4 com o exemplo simples dos
nimeros reais.

Quando nos sé os adicionamos e multiplicamos,
como o faz o algebrista puro, consideramo-los como
objectos isolados, com os quais se passa, de certa
maneira, duns para os outros discontinuamente,
visto que se tratam tal como os mimeros inteiros ou
o grupos finitos. Nfo se pensa entfo no facto de que
éles constituem ao mesmo tempo uma variedade con-
tinua, sem lacunas — a recta numérica, a escala— na
qual se pode passar, continuamente dum mimero para
outro e se pode subdividir ilimitadamente qualquer
intervalo tdo finamente quanto se queira. Em oposi-
¢do a concepglo algébrica, na qual se encaram os objec-
tos isolados, sem consideragio pela sua proximidade,
coloca-se uma outra que os liga, com utilidade, com
as suas vizinhangas e para a qual é decisiva a
eonexio de continuidade do todo; a concepc¢io topo-
logica.

Na Topologia ou andlise situs, como anteriormente
ela se chamou, estudam-se aquelas propriedades de
figuras geométricas que se referem precisamente as
suas conexdes de continuidade, mas nfio 4 grandeza,
forma, comprimento ; isto é, aquelas propriedades que
niio mudam por deformagdes continuas, por qualquer
passagem que nada separe do que esteja unido e nada
una do que esteja separado. Pense-se, por exemplo,
numa circunferéneia e depois numa outra que foi mal
desenhada & mio: sem divida que houve grande per-
turbagio nas propriedades (simetria, comprimento,

forma), mas ficou uma linha simples fechada; nio
seria @ste o caso se lhe tivessemos feito um lago ou
a tivessemos partido. No teorema de Euler dos polie-
dros, recordado no inicio desta exposi¢io trata-se
de-qualquer coisa que sucede a tédas as superfi-
cies e poliedros que «sio da mesma espécie da su-
perficie esférica», isto ¢, que se deixam deformar
nela; podem ser encurvadas, diferentes na forma e
grandeza, mas ¢ sempre o numero vértices + o das
faces — o das arestas igual a 2. Assim como na geo-
metria elementar nio é necessdrio distinguir entre
duas figuras congruentes, também nio hd topologica~
mente nenhuma diferenca entre as superficies esfériea,
do cubo, do oval, etc., mas jd hd entre a esférica e a
anelar e a dupla superficie anelar (veja fig 3). Que

(Fig. 3)

ndo ¢é possivel deformar, continuamente, qualquer
delas noutra resulta ji da consideragio de linhas
fechadas s6bre tais superficies; hd aqui diferentes pos-
sibilidades : eurvas que se podem reduzir a um ponto,
aquelas que limitam qualquer coisa e aquelas para
as quais isto se ndo dd (na fig. 3 estdo representados
diferentes casos; uma circunferéncia K na surpeficie
esférica limita— o interior desaparece quando se corta
a0 longo da circunferéncia —e é ainda redutivel a
um ponto ; o «circulo de gola» T, na dupla superficie
anelar limita — por exemplo a metade esquerda — mas
nio se deixa reduzir a um ponto; ao «meridiano» M
sobre a superficie anelar nio sucede nem uma nem
outra coisa.

Das diferen¢as entre estas superficies ressaltam pro-
priedades topolégicas da forma. Hd também as da
situagio : dois anéis entrelagados nfio se deixam sepa-
rar sem quebra; um nd nfo se deixa transformar numa
circunferéneia por uma deformagido topolégica do
espago (fig. 4). Trata-se em cada caso da mesma
figura que porém, pode estar de diferentes maneiras.

Um micleo topoldgico reside nas mais diferentes
teorias matemdticas e é, freqiientemente muito vanta-
joso po-lo em evidéncia nos teoremas e formulas.
Assim, em particular, considerar na teoria das fun-
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¢des analiticas, com base na idéia de Riemann, a tota-
lidade dos elementos de fungdo duma fung¢ie anali-
tica como uma superficie (veja [3]); dois teoremas,
importantes tratam de curvas sobre esta superficie :
O teorema do integral de Cauchy que diz que o inte-

(Fig. 4)

gral ao longo de cada curva fechada é =0, no acso
em que ela é fronteira, e o teorema da monodromia
que supde que a curva ¢ redutivel a um ponto. Em
geral, as idéias fundamentais da teoria das fungdes
de \Riemann, a teoria das fungdes algébricas e dos
integrais sobre superficies de Riemann sio, em alta
medida, de natureza topoldgica e por isso tio claros
e intuitivos.

6. O cardcter tio intuitivo de tais consideragdes, é
muitas vezes, e precisamente por isso, perigoso ; es-
quecemo-nos que qualquer coisa ficou para demons-
trar, e se a intnicdo é seguramente, uma fonte inex-
gotdvel de descoberta, é porém, muitas vezes s6 uma
ficgdo ou resultante do nosso hdbito. Isto teve, ini-
cialmente, como conseqiiéncia, o olhar-se e tratar-se
a topologia como uma disciplina um tanto imprecisa
¢, com efeito, a sua rigorosa formulacio apareceu pela
primeira vez muito tarde. Ainda Gauss dizia que se
nfio conhecia dela muito mais do que nada. Foi pre-
cisamente a teoria das fungdes (de Riemann) que pela
primeira vez, ndo s6 deu o impulso A investigacio
das superficies fechadas, mas também mostrou que
raciocinios topoldgicos intervinham em teorias intei-
ras. Os fundamentos rigorosos, mais recentes, tiveram
a sua origem com Cantor (A volta de 1880) e Poincaré
(pouco antes de 1900) e conduziram nos iltimos anos
a um prodigioso desenvolvimento déste capitulo da

geometria. Mostrou-se, cada vez melhor, que o que
oferecia maiores dificuldades nfio eram tanto as
demonstra¢des mas muito mais a escdélha acertada das
nogoes fundamentais — na nossa linguagem : a escé-
lha do esquema adequado.

A nogio que aqui se féz sobressair, tal como sucedeu
na dlgebra abstracta com as operagdes do cdlculo foi
a de proximidade ou vizinhanga ; ela liga cada ponto
com pontos vizinhos, e esta ¢ uma relacio que nio
se poderd permitir que seja destruida (isto chama-se
continuidade). Em rectas ou em curvas as vizinhangas
sio pequenos arcos. portanto limitadas por determi-
nados pontos ; nas superficies sdo porg¢des de superfi-
cie limitadas por curvas e no espaco porgdes de
espago limitadas por superficies. Nestas nogoes, por
mais claras e precisas que se deixem compreender,
reside, em comparacdo com as algébricas, qualquer
coisa de transcendente, impenetrdvel, que se liga as
possibilidades ilimitadas de refinamento e subdivisio
(e que mateméaticamente leva As nogdes de conver-
géncia, ponto de acumulagio, ete.).

Na edificagio do esquema passa-se agora, outra vez,
dum modo semelhante ao que permitiu na dlgebra
tomar um ponto de vista abstracto, & construgiio abs-
tracta do espago. Como figuras geométricas tém-se
entio nido somente as do espago ordindrio: podem
tomar-se como «pontos» objectos quaisquer, cuja
natureza individual nos é indiferente, desde que &les
estejam ligados por relagbes de proximidade, e por
consequéncia, constituam um continuo, uma varie-
deda continua, na qual haja passagens continuas e
diferengas tdo finas quanto se queira. Poderd dizer-se
ser a no¢do dum tal continuo uma das idéias mais
originais, nfio s6 da geometria mas também de tédas
as descrigdes da natureza. Em face dela encontra-se
a algébrica onde s6 hd objectos isolados e duns para
os outros s0 passagens discontinuas, as operagoes de
cdlculo. Na nogio de mimero real estdo as duas nocoes
ligadas e apresentam-se ambas como indispensdveis.

3 (Continua)
(Traduglio do Maria do Pilar Ribeiro)

A nocdo de integral baseada na medida a Jordan
por Ruy Luis Gomes

Conforme anunciado em nota ao artigo de A. Pereira
Gomes — «Integrabilidade-R das fungdes continuas»
— publicado no n.° 28 da Gazeta de Matemdtica,
vamos tratar agora da nocfio de integral a partir da
medida-J.

Comecemos, portanto, por fixar as hipdteses funda-
mentais com que devemos trabalhar, reportando-nos

principalmente ao artigo de A. Pereira Gomes. K mesmo
nossa preocupagio que estes dois artigos venham a
constitnir um todo de utilidade para quem deseje
abordar o problema da mensurabilidade e da inte-
grabilidade em termos de medida & Jordan, que
abrange, como caso particular, a integrabilidade-R
habitual.



