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possível conhecer o pÈso exacto em gramas de corpos 
que não ultrapassem os 1.093. Apresente uma justi-
ficação dêste facto, R : Os valores dos pesos dados 
são potências sucessivas de 3 cuja soma é igual a 1093. 
Ora qualquer número inteiro N pode escrever-se N -= ao + 
-+ aj 3 + a, -í l-an3n onde os coeficientes sd podem 
tomar, como se sabe, os valores 0 , 1 ou 2 . Notando 
que 2 = 3—1, N poderá então escrever-se N = bo + bi3 + 

bj^j 3n4_1 onde os coeficientes poderão 
agora tomar os valores —1, 0 e 1 o que justifica o 
facto apontado. 

2222 — Mostre que existe uma infinidade de núme-
ros fraccionários entre 2/3 e 4/5. A propriedade será 
verdadeira para dois números fraccionários quaisquer? 

R: Como 4/5 — 2/3 = 2/15 a infinidade de fraccionar-
rios da forma 2/3 + 2/(15 -|-k) onde k é positivo demons-
tram a propriedade. Em geral ter-se-á, para dois 
números fraccionários a/b<c/d, c/d — a/b (bc — ad)/bd 

a bc*— ad 
donde - + —; como no caso particular. 

b bd + k 

Observações : 

1, É obrigatória a resposta a 4 pontos, nomeada-
mente ao primeiro. 

2. As respostas que não forem convenientemente 
justificadas não serão consideradas na classificação. 

Enunciados a soluçOos dos números 2318 A do J. Iloroy 
T e i x e i r a Fre i re . 

M A T E M A T I C A S S U P E R I O R E S 
PONTOS DE EXAMES DE FREQÜÊNCIA E FINAIS 

ÁLGEBRA SUPERIOR —MATEMÁTICAS GERAIS 

F. C. C. — ÁLQEBUA SL'1'KKIOK — Exame final —1945. 

2223 — Indicar a natureza da série 

V 1 

* * 2n (2n —1) ( 2 « - 2 ) --• («-(-2) (n + 1) 
e caso seja convergente, um limite excedente para o 
Srro cometido tomando para soma da série a dos seus 
nove primeiros termos. 
R: Tem-se a„ = • _ 1 n 1 

2n (2n—1) ... (n + 2) (n + 1) ~ (2n) ! ' 
3a+, (n+1) 1 (2n) ! 

Aplicando o critério d'Alembert: — " 

n + 1 1 
a„ (2n + 2) In 1 

: 7 que tende para zero (2n + 2)(2n + l ) 4n + 2 
com l/n. A série é, portanto, convergente. A expressão 

de um limite excedente de RQ é > sendo en o limite 

superior dos números 

^•t-M-i para p = 0 , 1 , 2 , 

No nosso caso, eles formam a sucessão dc termo geral 

—— — constantemente decrescente com l /p . Por 
4 ( n - p ) + 2 
isso o se» limite superior é o primeira termo que corres-

1 ^ - a. n ! (4n + 2) pondea p = 0 , - = e„. Entoo =»•——— — 4n + 2 1—e„ (2nl!(4n + l ) 
e, para n = 9 , ivm 9Í/181 - 38'37, quantida/le certa-
mente inferior a IO-9 pois suprimindo no denominador 
os factores que figuram em 9 ! ainda ficam 9 factores, 

o menor dos quais é 10. Se não interessar maior pre-
cisão, podemos tomar IO-9 para limite pedido. 

2224 — Mostrar que se pode aplicar com segurança 
o método de Newton ao cálculo aproximado do zero 
do polinómio 2JC4 + 4 X 1 + 3 X ! — 2 J S — 2 compreendido era 
{1/2,1) e caleular duas aproximações. R: Designando 
por f (x) o polinómio dado será 

f ( s )= 8x> + 12x! + 6x —2 
f" (X) = 24*I + 24T + 6 = 6 (4x* + 4x + l ) , 

Como esta derivada é sempre positiva no intervalo dado, 
o método é seguramente aplicável ao extrêmo cm que for 
também posi tiva t (x) istoé,a x = l . Aplicando a fór-
mula conhecida bBt1 = b0 —f (bn)/f(ba) com b0 = l , vem 
f (b(,)=f (1)=5, P (bo)- f (1)=24 o b,=l-5/24=0,791. . . 
Tomando os dois primeiros algarismos e aproximando 
por defeito, vem 

i (b i )= f (0,79)= 0,8433 ... 
f {bj) = P (0,79) =16,1732 . . . 

e b 2 -0 ,79 -0,8433'16,1732=0,73785 ••• 

2225 — Equação da superfície cilíndrica de genera-
trizes paralelas a x^z, ^ — 0 e directriz xz—1, x—y. 
R : As rectas paralelas à direcção dada são x - 7. f h , 
y = k . Eliminando x , y e z entre estas equações e os 
da directriz, obtém-se sucessivamente 

y s = l f kz = l x = z + h \ k = l /k + h 1 k = z + h ' y = k 
sendo esta última a relação procuraria enlre h e k. 
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Substituindo estes parâmetros jielos valores tirados da 
equação das directrizes, rem 

y = l / y + x — a ou y*—xy-f-yz — 1 ^ 0 , 
qve é a equação procurada, 

2226 —Dados a=90°, C=23°19'22" e 4=46» 12'0", 
calcular o elemento Ti do mesmo triângulo esférico. 

8olu<p6ss dos n.° ' 2223 a '22BS de Renato P e r e i r » C o e l b o . 

F. C. C. — A L O U R E A SLTPEBIOR — Exame final — Outu-
bro de 1945 

2227 — Para que valores de x é absolutamente 
convergente a série de têrmo geral e" x'/n f Estude a 
natureza da série nos extremos do intervalo de con-
vergência. R : A série c absolutamente convergente no 
interior do intercalo ( — 1,1) ; para x = — 1, i sim~ 
plesmente convergente, e para x = l , divergente. 

2228 — Determinar os máximos e mínimos da fun-
ção / (as) — (sen x)"°*. R : A /unção c mínima para 
x = arcsenl /e e máxima para x = ir/2. 

2229 — Determine a natureza da quádrica + 
+ —ivy — 1 = 0 , Qual é a equação referida aos 
eixos ? R : E um hiperboloide de uma folha de revolu-
ção. A sua equação referida aos eixos é xJ + yJ — Szl = 1. 

2230 — A função /(x)=ias— | x \ tem derivada no 
ponto £ = 0 ? E derivadas laterais? Indique o valor 
de uma ou de outras, no caso de existirem, R : A fun~ 

Item derivadas laterais com os valores f (—0) = 2 e 
f ( + 0 ) = 0 . 

S e l u ç d c s dos n . " 2221 a 2Í30 da L . O . Mendonça do AJlm-
quarqno. 

I. S. A. — MATEMÁTICAS CERAIS — 5 . " Exercício de 
revisão. 

2231 — São dadas as rectas r = — 1 
e s = x— l = y = 2ü — 2. a) Verifique que r e s não 
são complanas. b) Determine a equação cartesiana 
do plano ir que passa por r e é paralelo a s. c) De-
termine as equações cartesianas da recta p que passa 
pela origem e é perpendicular a r e s . d) Calcule a 
„ - • J ~ „ x y —1/3 z - 1 
distancia de r a s. li : Como r = - — " — = 'g " 

x - 1 v „ „ , 
e s = —-— = - = z — 1 , os vectores r=-3i + 2j-f-6k e 

í 2 i +• 2 j +• k têm as direcções das rectas r e s , res-
pectivamente j o ponto R = (0 ,1 /3 ,1) pertence a r e o 
ponto S = (1 , 0 ,1) pertence as. a) Em virtude de 
ser r | * A (R—S) = —13 ^ O , r e s não são complanas. 
bj Designando por P = ( x , v , z ) o ponto corrente de ir 

ter-se-á r | s A ( P — R ) = 0 ou seja k = 10x—9y—2z-f-
-f- 5 — 0. c) A direcção de p é a do vector 

p = 10i—9j — 2k e en tão p = — = — 
1 0 — 9 —2 

d) Tem-se d (r , s ) - d (S , «)—:13//Î85 . 

2232 —Dados os pontos 4 ( 1 , 6 , 9 ) , B ( 0 , - 1 , 1 ) 
c a recta r=rx = y/2 = z/m, determine as coordena-
das do ponto C da recta r tal que o triângulo 
[ABC] é rectângulo em C. Discuta o problema. 
R : Seja C (a , p = 2a , j = ma) . Como o triangulo 
[ABC] é rectângulo em C , (C - A) | (C - B) = 0 , ou 
(m ! + 5) a1 -f- (1 — 3m) a + 2 = 0 , ou « = (3m - 1 ± 
± l/mJ - Cm - 39)/2 (m' + 5) . Para m > 3 + 4 / 3 o« 
m < 3—4 y/3 o problema tem duas soluções reais ; 
para m = 3 + 4 ^ 3 ou m -= 3 — 4 j /3 o problema tem uma 
solução real ; para 3 - 4 i/3 < m < 3 + 41/3 o pro-
blema não tem soluções reais. 

2233 — Representação cartesiana do lugar geomé-
trico dos centros das superfícies esféricas que passam 
pelos pontos O = ( 0 , 0 , 0 ) , P S (1, 2 , 1 ) e são tan-
gentes ao plano 2a—.3=0. R : Sendo 
M = (x , y , z) o ponto corrente do lugar pedido, tem-se 
d (M, O)—d (M, P)—d (M , ir), isto é, 

r x + 2 y + z—3 = 0 
1 5x*+8ys+5z !—4xy 4-8xz + 4 y z + 1 2 r + 6 y - 1 2 / - 9 - 0 

Enunciados e soluções dos 1 a 2233 do Josó Morgado. 

I. S . A. — MATHMÁTICAS GERAIS — 2 , ° Exame de fre-
quência—Maio 1946. 

x+y+z-i-t^O 
2a; + (o í - 6 ) «—aí -0 

8a; + (o ! — G)3 y + z + a*t—0, 
determine os valores de a para os quais admite solu-
ção não nula. R : Os valores de a pedidos são os que 
satisfazem à condição A = 0 , onde A éo determinante dos 
coeficientes das incógnitas. Como A é um determinante 
de Vandermonde, de base (2 , a*—G , — 1,—a) , é nulo 
se, e só se, é verificada uma das segu intes igualdades ; 
2 a3 — 6 , 2 = - a , a*—6= - 1 , 6 = - a , — 1 = - a . 
Tem-se, portanto, a = + 2 l /2 , a = + 2 , a — + y/5, a — 

3 , a = l , 

2235 — A e B jogam alternadamente um dado. 
Cada um deles faz dois lançamentos e A inicia o jogo. 
A ganha se tirar o ponto 6 antes de B tiraroponto 5; 
B ganha sc tirar o ponto 5 antes de A tirar o ponto <>. 
Calcule as probabilidades de A e B ganharem o jogo* 

2234 — Dado o sistema 

R : Probalidade ífe A 1 5 5 1 61 
ganhar .* - -f - — 
J 6 6 6 6 216 
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5 1 5 5 5 1 305 
Probalidade de B ganhar: 1 7 — 7—— * 

6 6 6 6 6 6 1296 

2236 — Seja a. uma raiz primitiva de índice n da 
unidade. Mestre que a ! ê ainda uma raiz primitiva 
de índice n da unidade se, o só se, n é ímpar. K : Se 
n é ímpar, a2 é uma raie primitiva de índice n da uni-
dade, visto 2 ser primo com n ; se n é par (n = 2k) en-
tão : (a*)1—o81—1, o que mostra não ser n o grau de 
primitividade de x2 , pois k C n . 

2237 — Dados uma circunferência 7 e um ponto P 
exterior, do mesmo plano, prove qne a potência p de 
P em relação a 7 é p^(A-P) | (B— P), designando 
A e D as extremidades dc um diâmetro qualquer. 
B : Designando por B' d projecção de B sobre PA e 
por T o ponto de contacto da tangente tirada por P à 
circunferência, tem-se ( A - P ) | (B —P) = PA • PB' = 
= PT», C.q. d. 

2238 — Dado um triângulo [A , B, C] , designando 
por O o ponto de encontro das medianas, prove que 
(.d—<?) + (C — G) = G—C. R : Consideremos o ponto D 
tal que AJ>—GB ; D es tá sobre a recta CG , o quadri-
látero [A , B , C , D] e um paralelogramo e CG = G D . 
então (A—G) + (B —G) = D —G = G —C, c. q. d. 

Soluç5«s dos £331 a de Josii Morgado. 

L S. C. E. F. — li" Cadeira — 2." exame de frequên-
cia, ordinário — 1 6 - 6 - 9 4 5 . 

2239 - D a d a a função l/ = log [a log&c] determinar 
ri e 6 de modo que ela admita uma inflexão no ponto 
de coordenadas ( 1 , 0 ) . Estudá-la e representá-la 
geometricamente nessa hipótese. Calcular y (er'n) , 
utilizando o desenvolvimento em série da função 
log- (1 + x) com um érro inferior a lflV. R i Terá 
que ser y " { l ) = 0 e y (1) = 0 sistema que resolvido dá 
a = — 1 , b = e - ' ; a função dada reduz-se a 
y = l o g [1 —log xj que é apenas definida para valores 
de x tais que 1—log x > 0 ou seja no intervalo aberto 
(0 , e) onde é contínua, monotónica decrescente, com a 
concavidade voltada no sentido positivo do eixo das or-
denadas no intervalo (0,1) e em sentido oposto no inter-
valo (1, e) . O ponto (1,0) éde inflexão e 1 i in y = + o o 

i-t+O 
e lira — oo ; y ' = —l/x (1 — log x) e y " = *->*—o 
- -logx/x2 (1 - l o g x)í ; y (e*"1) - l o g (1 +1/2) = 
— 1/2—1/8 + 1/48 —1/384-) Basta tomar os três pri-
meiros termos deste desenvolvimento para assegurar o 
resultado, y (e-l,'a) =0,40, com um erro inferior a 1/10®. 

2240 — Determinar o maior valor inteiro de a para 
o qual a equação x3—a (x-t 1) = 0 tem uma só raiz 

real no intervalo (1,2) . Nessa hipótese, resolvê-la 
determinando as raízes irracionais com um êrro infe-
rior a 1/10 e utilizando o método gráfico para a sepa-
ração. R ; Representando por f (x) o primeiro membro 
da equação dada, têm que ser de sinais contrários f (1) 
e f (2) ou o que é o mesmo 

f (1) - f ( 2 ) < : Ò — ( l - 2 a ) {8—3a) c 0 ou l / 2 c a < 8 / 3 . 

O maior valor de a inteiro neste intervalo é a = 2 . 
A equação x> — 2 (x +1) = 0 sem raízes racionais tem 
uma irracion al no intervalo (1,2) e duas raízes com-
plexas. Essa raiz real, a menos de uma décima é x = 1,7. 

So luções dos e 2£40 do Orlando Morboy l lodriguo*. 

I. S. T. — MATEMITIOAB GERAIS — Exame final — 
Julho de 1945. 

2241— Resolver a equação x8—2,e4 + 2 = 0. Repre-
sentação gráfica das raízes. R : fazendo , vem 
y í _ 2 y + 2 = 0 e yj — l —i , y j = l — i . Tem-se, pois, que 
resolver a equação x4—1 + i e x ' = l —i ou calcular os 

, * 8 /= / 2kTT + 7c/4 , ,TrT valores de y 1 + 1 = v- ( cos —— r 

+ i sen 
2kir -f n/4 ̂

 e rfe V l - i = t/2 
2kic + 7ic/4 + 

+ i sen———-1—^ que são complexos de módulo e 

de argumentos ir/16, 9jt/16 , i7ir/16, 25ic/16 e 7n/16 , 
15ir/l6 , 23ic/16 , 31jt/16, respectivamente. 

2242 — Calcular a área do triângulo formado pela 
bissectriz do ângulo XOY com as assíntotas da 
cónica x2 + 2xy — y* + 2x — ly + 1 = 0 . R : Tem-se 
A - 1 , B - l , C 1 , D = L , E . 7 / 2 , F - L ; a có-
nica é uma hipérbole reno degenerescente como se deduz 

A B D 

do cálctdo dos calores dc B }—AC e de B C E 
D E F 

0 centro i um dos vértice» e as suas coordenadas são a 
r2x+2y + 2 = 0 

solução de \ „ _ _ ou Xi = 5/4, vj = —9/4. As 
l 2x — 2y — 7 = 0 

assíntotas tèm por equações 
[as 2 direcções assintóticas são as raízes da equação Cm^+ 
+ 2Hm + A = 0 ] . Os outros 2 vértices do triângulo são 
os pontos de intersecção das assíntotas com y=x, e as 
suas coordenadas xj = y2 = (7 y'2 + 10)/4 e xj = y j = 
= (l0—7 l/2);4 . A área do triângulo e 
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7t î 
J r 3 1 

X3 ys 1 
• 49 / ã / 8 (LÍ) . 

2243 — Um plano ir é definido pelos pontos 
A (3 ,0 ,0 ) , B ( 0 ,2 ,0 ) e C ( 0 , 0 , 1 ) o a recta r pelos 
pontos P (1 , 2 , 3) e Q ( — 4 , 3 , 0 ) . Determinar so-
bre r um ponto M tal que o volume do tetraedro 
MABC, seja igual a 20. R : Equações da recta r : 
x—1 y —2 z —3 
—^ ~ —— — —— Sejam (x , y , z) as coordenadas 

do ponto M . Para as determinar necessito de 3 equa-
ções, duas das quais são as equações de r. A 3.° equa-

ção é V• = 20 oti 2 x 3 y + 6z—12(5 = 0* 

x y z 1 
1 3 0 0 1 

= 6 0 2 0 1 
0 0 1 0 

'2x + 3y + 6z—126=0 
x —1 y— 2 

O sistema — 5 1 
x - 1 z—3 

= — B 

M (21 ,—2,15) . 
S o l u ç S o s d o s 2 2 Ü ü 2213, do J o r g o C i n d i d o da S i l v a . 

I 

admite a solução : 

CÁLCULO INFINITESIMAL —ANALISE SUPERIOR 
r f' (0) < o F. C. C. — CÀLCCLO INFINITESIMAL—Exame final — 

Outubro de 1945 
2244 —Quando é mínima a distância da origem 

das coordenadas ao hiperboloide de uma tolha 
3 ? — ? R : A distância é mínima para os pontos 
do hiperboloide de coordenadas: ( 0 , 0 , 1 ) e ( 0 , 0 , - 1 ) . 

2245 — Determinar as trajectórias ortogonais da 
família de curvas dada pela equação C (x+y) = 
= xy + l. R : A equação da família de trajectórias 
ortogonais é v3 —x3 —3 (y—s) = 3K . 

Soluções dos n.M e 2245 do L. G. M. de Albuquerque. 
F. C . P , — C I L C U L O I N F I N I T E S I M A L — Exame final — 

Julho de 1945. 
2246 — Integrar a equação 

df p cos® 8 
da + 8 — sen 29, 

e determinar a assinto ta da linha integral que passa 
pelo ponto {TC/2 ,1) . l t ; Integrando a equação sem 2.' 
membro vem p = Ct/0 e, variando a constante, obtém-se 

C i = /"cos2 0 do— fb sen 2ü da = - í cos 26 + - 6 + C, = 
j J 2 2 

= 9 cos2 fl + C j . 
Ca 2 it 

Logo p — — + cos3 6 . Portanto 1 = - Cz , Cj = ' 

: — h cos3 ( 
29 

Para 9=0 vem p = o o . A subtan-

d» (it+2a cos3 O)2 X 
qente polar é S, — o3 \ 
3 1 dP 2 (ir+2a3 sen 26) 2 

H TT 
Temos pois para equação polar da assintota p = r 

2Í sen 6 
2247 — Considerar a linha representada pela equa-

ção jf = log (1-t-cos ü) no intervalo — D e -
terminar os máximos e mínimos de y e o comprimento 
do arco situado 110 1.° quadrante. R : 

y = l og (1 + cos x) 
sen x _ <f (x) 

1 + cos x + (x) 
= 0 = 0 

<P logo y g < 0 máximo. 
U ( 0 ) > 0 

Para X = I Í e = —« ixm y' = c o . 
y ' ( ir—1í)<0, y1 (7t + h ) > 0 , logo trata-se dum mínimo. 

Do mesmo modo y ' ( — i t — h ) < 0 , y1 (—it + h) > 0 , 
mínimo. Temos 

ds sen3 x 
(1 + cos œ)3 

l /2 dx . dx 

dx = 

L/L + COS X 
dx = 

dx 

" I . 

dx 
sen (ir/2 —x/2) 

cos x/2 sen (w/S—x/2) 

= - 2 ! o g t g -
8 

2248 — Dada a parábola exprimir y e x em 
função do ângulo t que a tangente em M (x , y) faz 
com o eixo dos x x . Sôbre a normal em M , marcar 
um segmento M P = a e calcular em função de t o 
comprimento do arco descrito pelo ponto P , a partir 

f x = l /2,cotg3t 
do ponto de ordenada nula. R : Temos i 

L y = cotg t . 
Sendo (X , Y) as coordenadas de P atemos 

X = - cotg' t-j-a sen t 2 e 
i : : 

a senJ t—1 
ds =? ; — - dt 

cotg t —a cos t 
sen31—1 
sen31 dt-

1 1 + cos t 

sen31 

cos t 

- cos t 2 sen31 
Soíuçüos dos n.<" 224S o 2243 de Jmymo It ios do Souza . 

I . S . A . — CÁLCULO INFINITESIMAL E DAS PHOUABIUDADES 

— 1.° exame de frequência — 22-3-1946. 
2249 — Seja / o conjunto de todos os triângulos 

possíveis. Definamos em I um operador fecho da 
seguinte maneira: O; se O, X ê o conjunto 
de todos os triângulos semelhantes aos de X. a) Mos-
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tre que X - | - l ' = X + ¥ e quaisquer que sejam 
os subconjuntos X e T de / . b) Prove que neste 
espaço, todo o conjunto fechado é também aberto e 
todo o conjunto não fechado é também não aberto. 

2250—Mostro que as transformações fl(x)=l/(l—x), 
fij = 0 (O (a;)) , dj {») =6 {*)) constituem um grupo 
relativamente ao produto de transformações. 

2251 — Se as raízes da equação f(x)=0, onde 
/ {x) é derivável, forem todas reais, que poderá 
concluir àcêrca da realidade das raízes da equa-
ção f'(x)—2x/(x)~0? Justifique. R : São tõdos 
reais, como se conclui aplicando um corolário do teo-
rema de Rolle à equação e-1* f (x) -=0. 

, 'arc sen log x 
2252 — Calcule : j , — d x , 

J xyl—log2 x 

/ s e » ( l - ^ « i s , — ) -J J 1 + sen1 x J x 
dx 

(l-t-aO3* 

+ C 1 „ 3 r n - x 2 ) ' " 
R: — (aresen log x) ! + C, - y — j 

arctgsenix + C, log í C (-1 + x>iJ4 + T ) - a r c t g ( l - r x ) " 4 

2253 — Considere a função 

e suponha que / ( x ) e g (x) são deriváveis no inter-
valo [a , 6 ] . Mostre que para um valor conveniente 
de x do referido intervalo se tem / ' (x) [g (x) (6)] — 
— g' (x) [ / (a)—/(ae)l . R : Ccmio a função dada terma 
valores iguais para x = a e x = b , está, em virtude das 
hipóteses feitas, nas condições de aplicabilidade do teo-
rema de Rolle e, por consequência, existe um valor de x 
do intervalo [a, bj para o qual se tem f1 (x) g (x) + 
+ f (x) g' (x) - f (a) g> (x) - g (b) f (1) — 0 j igualdade 
equivalente à igualdade a demonstrar, 

Solúçflos dos n.OH u 2253 de José Morgado. 

I . S . A . — CÁLCULO INFINITKBIMAL K DAS PKOIIAIHLIDADES — 

2." exame de frequência, 7-6-946. 

2254 — Dada a curva C de equações paramétri-
cas x«=e'~'cost, y = e l _ ,sení, seja M um ponto qual-
quer de C, T o ponto de encontro da tangente a C 
em M com o eixo Oy e N o ponto de encontro da 
normal a C em M com o eixo Ox. Mostre que TN 
é paralela à bissectriz dos quadrantes pares. 

X x 
2255 — Mostre que a série senx + sen — + sen — + 

+ •*• + sen + ê uniformemente convergente 

qualquer que seja x . Dêstc facto que pode concluir 
x 2^' 

acerca da série cosx — 2 cos—I +2»- ' cos 1 ¥ 2 x 
R : A primeira parte é evidente; quanto à segunda, 
nada se pode concluir. 

2256 — Calcule o volume, gerado pela revolução, 
em torno da recta x — 4, da área delimitada pelas 
curvas x—4 e y + x—6=0. R ; 80jt/3. 

2257 — Mostre que o comprimento de arco da curva 
cosi—1/3 - (a—i)cos3í, y=b sen/+l/3 . (a—í)sen3t, 

medido a partir do ponto t = 0 é 
1/2 - ( a+ 6) t —1,2 . (o—b) cos t sen l. 

Enunciados e soluç&os dos n . 0 ' a 2257 de F . Carvalho 
Araú jo . 

I. S. C. E. F, — CÁLCULO — 2.« Cadeira—Exame final 
— Outubro, 1945. 

<Pz 2258 — Calcular o iaplaciano —_ + _—-
1 dx* ày1 

função implícita z de x e y definida pela equação 

2259 — Determinar os máximos e mínimos da fun-
ção s—5x-t-3y condicionados pela equação 4sen % 
—3 cos y R : As condições de estacionaridade são: 

= 4 sen x —8 cos y—0 
à (*,<?) ' 

donde x = arctg(±9/5 \/l) , y - a r c t g (+ \/ljZ) . 

2260 — Integrar a equação 
xdx+ydy ydx-xdy ' 

K-. A equação proposta 

pode escrever-se d ( l / l + + y 3 ) +-
1 

ou d ( \/l + x'+y1) + • ; d < x / y ) = 0 , 
l + (x/y)i 

donde t / l + x̂  + y^ + arctg x/y = C . 
SoluçSos dos i..0 ' 2259 o 22G0 do Orlando Morboy Kodrijfuog, 

F. C. P. — ANALISE SL-PERIOB — 2.° exame de fre-
quência—Maio de 1946. 

2261 — Calcular 
A 

J ÍÍX 

(xí + l ) (x* + 4) 

resíduos. R : Integrando a função 

pela teoria dos 

1 

(z*+l) (s*+4) 
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longo (lo contorno constituído pelo segmento (—R,- f R) 
do eixo OX e pela semi-circunferência de centro O e 
raio R (situada, jmr ex,, na parte superior do eixo OX) 
e, seguidamente, fazendo crescer lí além de todo limite, 
obtem-se, facilmente, para valor do integral jt/6 . 

2262 — Calcular I sen' x cos x dx empregando a J 
função r (a;) . R : Efectuando a mudança de variável 
sen2 x t , encontra-se o integral ettleriano B ( 2 , 3 ) . 

O calor do integral é portanto r (2) r (3) 
r ( 5 ) 

rds 
2263 — Consideremos o integral / • Calcu-

K 2 z + í 

lar a diferença dos seus valores correspondentes aos 
dois caminhos seguintes : 1." A espiral p-=«0/ir, 2." O 
eixo dos xx . R : Uma aplicação imediata do teorema 
dos resíduos conduz ao resultado iw. 

Soluções dos n.oa 22(11 a £263 do Laureano Barres 

M EC A N I CA R A C I O N A L 

ALGER — Faculté des Sciences — MÉCANIQUE RATIO-
NULLE— Epreuve Théorique—Mai 1946 

2264 — On considère un disque D circulaire liomo-
gêno de masse m de rayon a dont le plan est toujours 
horizontal. Une bille creuse de rayon b réduite à sa 
surface supposée infiniment mince et homogène, de 
même masse m, roule sans glisser sur le disque, 
qu'elle touche en un point 1 . 

\ — Le disque est assujetti à tourner avec une vi-
tesse angulaire constante a autour de son centre qui 
est fixe. Introduisant les coordonnées du vecteur 
rotation de la bille sur des axes de direction fixe, 
écrire des équations définissant le mouvement de la 
bille. En déduire le mouvement du point 1 . Cas où 
la vitesse du centre de la bille est nulle à l'instant 
initial. 

II — Le eentre du disque étant toujours fixe, celui-ci 
tourne librement. Etablir un système d'équations défi-
nissant le mouvement du système. Démontrer que la 
trajectoire de / est située en général sur une coniquo 
dont un axe passe par 0 , Cette trajectoire peut-elle 
Être rectiligne ? 

III — Mêmes questions en supposant que le disque 
glisse sans frot-fa ment sur un plan horizontal P , et 
que le centre de gravité du système a une vitesse 
nulle à l'instant initial. Quelle est alors ia courbe 
base du mouvement du disque par rapport au plan P ? 

Note. On ne se préocupera pas des cas où I attein-
drait la circonférence du disque. R : Notation: Triè-
dre issu du centre 0 du. disque. Centre de la bille 

C (x , y , b) , rotation fi (p , q , r) , composante horizon-- *-
taie de la réaction du disque sur la bille R( (X , Y , 0) , 
angle de rotation du disque 6 . 

Les théorèmes du centre de gravité et du moment ciné-
tique s'écrivent 

d U 2 i î f i -> 
m l i i , J mb ! — = CI A R ( . dtî '3 dt 

3 3 
On en déduit P = + i 1 ™ — ^ X ' + Ci . 

I — La condition de non-glissement s'écrit ( k vecteur 

unitaire vertical) 6' k A OI = V c + [ï A CI, ou — 6'y — 
= xr—bq , 6' x — y' + bp , d'où les équations 

(1) x' = - 2 / 5 ' » ' y + C , y'—2/5 * 6' X —B , 

qui, pour 6' = « constant, définissent un mouvement cir-
culaire uniforme de vitesse angulaire 2 a/5 . La vitesse 
initiale étant arbitraire, le centre et le rayon le sont 
aussi. 

II — Il faut adjoindre à (1) l'équation du moment 
m a J 

cinétique du disque — 0" — y X — x Y = m (y x "—xy " ) , 
a * 

ou — B'-sfyx1— x y ' + D , ou en coordonnées polaires r,tp 
a1 
— fl'= — r ! a ' 4 - D . 2 

(1) donne alors les deux équations du mouvement de I, 
en choisissant la direction des axes pour que l'on ait 

5 a ' 
B ™ O , et en posant K1 = —— : 

4 

(2) r' = C cos cp, r (K2 + r") <p' = Dr -CK2 sin ç . 
Posant sin? —u, on en déduit, si C^=0, 

du D 
r i K î + r î ) - - — r - K î u dr L 

(Volt les coniques (r*+K2), h» étant 
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arbitraire. Si C = 0 , (2) donne r constant, cercle de 
centre 0 . Pour h = 0 on obtient une droite. 

Le mouvement du disque (non demandé) est défini par 

(3) 
a3 

+ D : 
(Dr—CK^ sine) 
r (K^H-rJ) 

K>(D+Cy) Kî b2 CJ 

rS + KJ C y + D 
On voit que 8 varie toujours dans le même sens. 

JII. Prenons comme origine la projection fixe y du 
centre de granité sur le plan du disque. Le non-glisse-
ment s'écrit Vft+e'k AÔI—V ( + n AGI, ou 2fl 'kAgI = 
= 2V, -J-n A CI, et les équations (1) sont valables en rem-

plaçant 2/5 2>ar 4/7 . L'équation du moment cinétique 
du disque s'écrit 

^ 4 " . Ô I A R , = 2 ( y X - x Y ) . 
S3 

On obtient encore les équations (2) mats avec K î =7a î /16 , 
a* 

et l'équation (3) avec — a' a« premier membre. 
4 

Le centre instantané du disque est le point F (x j , yj) 
tel que V„ + tffcAOP-0 ou — x' — S' (yt + y) - 0 , 
—y'+6' (xj + i ) = 0 . DF après (1) et (3) modifiée, on 
obtient 

y' 4 3 

x< 3 C 
y i ^ - ^ - y - ^ y - ^ + a y + P , 

& et $ étant deux constantes. La base est donc une 
conique qui se déduit simplement du lieu de I. 

ALGER — Faculté des Sciences — MÉCANIQUE R A T I O N -

MRLÏ.E — Epreuve Pratique — Mai 1946 

2265 — Une plaque carrée de coté 2b située dans 
un plan vertical fixe s'appuie sans frottement sur une 
droite horizontale fixe D , Son centre de gravité G 
est an centre du carré. La plaque est animée d'une 
rotation a autour de son sommet A situé sur D au 
moment où il y a choc entre le côté AB et la droite D. 
Déterminer l'état dos vitesses de la plaque après le 
choc. Le moment d'inertie de la plaque par raport à 
son centre doit-il vérifier une condition pour que les 
hypothèses suivantes n'entraînent pas contradiction? 
On admettra sucessivement : 

1" que le contact subsiste entre le côté AB et la 
droite. 

2» qu'il n'y a pas de perte d'energie cinétique au 
cours du choc et que l'un des points A ou 11 quitte 
la droite. On examinera tes deux cas. 

Ennonc.Ss et so lut ions (1rs a . " S261 ot 2*205 do ROD« do Posso l . 

P R O B L E M A S 
As resoluções de problemas propostos devem ser enviadas para a Redacção da «Gazeta de Matemática». 
Para facilitar a organização da secção, pedimos que cada resolução seja transcrita mima, folha de 
papel, utilizada só de um lado (onde outros assuntos não sejam tratados), com a indicação do nome 

e da morada do autor. 
Das resoluções recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das melhores 

e mencionam-se os autores de todas as resoluções correctas e só destas. 

P R O B L E M A S 
2266 — Dividem-se os lados de um triângulo equi-

látero T em n partes iguais e pelos pontos de divisão 
tiram-se paralelas aos lados, cobrindo-se assim T por 
meio de triângulos equiláteros iguais, Tt. Mostre 
que a área do círculo inscrito no triângulo T è igual 
à soma das áreas dos círculos inscritos nos triân-
gulos Tf. 

2267 — Dados um ponto A , uma recta b , uma 
circunferência y o um triângulo [A' B' C1] , construa 
o triângulo [ABC] semelhante a [A',B',C'] e tal 
que 11 pertença a i a C a 7 . 

2268 — Mostre que é condição necessária e sufi-

P R O P O S T O S 
ciente, para que um anel seja idempotente que se tenha 
eó + 6a=0 para quaisquer a e b do anel. 

2269 — Baseando-se no enunciado anterior prove 
que todo o anel idempotente é comutativo. 

[Consultar o livro Klemenlot (ta Teoria tio* Anel.t, de A. Costn 
— C. E. 11. P.]. 

2270 — Se um domínio D é limitado por um con-
torno simples C e w^-f (s) ê regularem D e sobre 
C, mostre que, se / (z) não toma valores iguais em 
dois pontos distintos de C , o mesmo acontecerá em D . 

[Proposto eui • l uiKÍídiít o/ a compltx tariable», E. G. PlilIMpJ, 
Uníversíty Mathomatlcal Toxta]. 


