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Que &€ uma estrutura?’
por Garrett Birkhoff (Harvard University)

1. Relacdes de ordem. Muitos sistemas matemd-
ticos sfio estruturas relativamente a uma ou mais re-
lagBes. Assim o conjunto dos nimeros reais ¢ uma
estrutura relativamente i relacfio de ordem 2 =<y (z
é menor ou igual a y); o conjunto dos inteiros nio
negativos é uma estrutura relativamente i relaglio x|y
(x é um divisor de ¥); os sub-conjuntos de um con-
junto formam uma estrutura se os relacionarmos pela
relagfio de inelusdo X C ¥ (X é um sub-conjunto
de Y).

A afirmagio de que os 3 sistemas acima citados sdo
estruturas significa realmente que as relagdes indica-
das tém um certo nimero de propriedades formais co-
muns. Assim a relagdo de ordem entre os mimeros
reais possue evidentemente as seguintes propriedades:

P1. Para qualquer » é =<z (reflexividade)
P2. Se e =y e y == entdo z=y (anti-simetria)
P3. Se =y ¢ y =z entlo x=z (transitividade)

Mais : as proposigdes P1-P3 verificam-se ainda se a
relagio = de designaldade entre mimeros reais ¢
substituida pela relagiio | de divisibilidade entre in-
teiros nfo negativos ou pela relagio C de inclusio
entre sub-conjuntos.

Resumindo : as 3 relagbes =, | e C tais como fo-
ram definidas, verificam as propriedades P1—P3 e
todas as conseqlidncias logicas destas propriedades,
mesmo as indirectas.

2. Uma questdo de economia. Parece-me um des-
perdicio de papel desenvolver tédas as propriedades
da relagio de designaldade usando uma notagio e ter-
minologia, diseutir a divisibilidade utilizando um se-
gundo conjunto .de simbolos e termos técnicos, e
repetir @éste procedimento ao tratar da 4lgebra de
classes. Em lugar disto aproveitar-me-ei das analo-
gias bdsicas e crearei uma teoria geral de estruturas
das relagdes satisfazendo a P1—P3. Esta teoria po-
derd conter como casos especiais muitas das proprie-

~dades de desigualdade, divisibilidade e inclusfo; assim

terei, ao mesmo tempo, vantagens tanto de unidade
como de economia.®

Um exemplo vulgar desta economia apresenta-se
na dedugdo das propriepades da relagio = <y e suas
andlogas. Por x <, entende-se que @ =y mas x£y.
E um exercicio simples mas enfadonho provar, par-
tindo de P1—P3, por exemplo, que 2 <y e ¥y =z im-
plica z<z que ®m <, <x; <z, ¢ impossivel, ete.
Se a teoria dos estruturas nfo pode inteiramente li-
bertar-nos de executar estas dedugdes fastidiosas,
pode, pelo menos, livrar-nos de as repetir trés ou mais
vezes com linguagem diferente. Se definirmos divisor
préprio de y como um inteiro tal que = |y sendo. = £y,
podemos aplicar grafis a esta relagio cada uma das
propriedades de = <y deduzida de P1—P3. A mesma
observacio se aplica ao conceito de sub-conjunto pré-
prio.

3. O principio de dualidade. Uma economia no-
tivel mas mais escondida, que ¢ realizada pela teoria
das estruturas, consiste no seu geral Principio de Dua-
lidade, que engloba como casos particulares os prin-
cipios de dualidade em légica, geometria projectivas
teoria dos mimeros, efc. Por dual duma relagio veri-
ficando P1—P3, entende-se simplesmente a sua con-
versa no sentido vulgar. Assim a dualde =é=, a
dual de |y ¢ «x é um miltiplo de y», e a dual de
X Y b X

Na sua forma mais simples, o Prineipio de Duali-
dade estabelece que a relagio dual de qualquer relagio
verificando P1—P3 satisfaz também a P1—P3. Daqui

* UnificagGes aniilogas, realizadas pela teoria dos grupos
abstractos, teoria dos corpos e teoria dos ideals constituem a
fei;filo caracteristica da Algebra moderna. A importincia da
economia na organizagio do conhecimento cientifico é deserita
pelo fisico e filosofo' Ernst Mach no seu sScience of Mechanicss,
Chicago 1893, p. 6

* Publicado em rAmerican Mnthematical Monthly», Vol. L, n.* 8, 1943,
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segue-se que tddas as definigdes e teoremas sio om
duais aos pares ou duais de si mesmos.

Por exemplo, minorante de um conjunto X de ele-
mentos a; relativamente a relagio = satisfazendo a
P1—P3 é um elemento » tal que = qualquer
que seja @; em X. O conceito dual é o de majorante,
ou seja o de elemento v tal que x;=v para qualquer x,
em X . Analogamente para a divisibilidade sio duais
os conceitos de divisor comum e miltiplo comum
¢ quais sio os andlogos para a relagdo de inclusio
entre conjuntos ?

Semelhantemente, pelo maior dos minorantes ou
meet de ®,y em relagio a =, designa-se um ele-
mento » (representado por @ ) %) que é: 1) um m
norante de @ e y e 2) satisfaz a u=v désde que »
seja um qualquer minorante de = e y. Assim no
caso de desigualdade, « N y ¢ simplesmente o menor
entre = e ¥ ; no caso de divisibilidade, é o m. d. c.
de e y; no caso de inclusdio, X N ¥ & a intersec¢do
de X e ¥, ou seja o conjunto de todos os pontos
que pertengam tanto a X como a Y.

O leitor nio terd grande dificuldade em definir o
conceito dual déste: menor dos majorantes ou join
de = e y, representado por = U y. Lste, evidente-
mente, especialisa-se no maior entre e ¥, m. m. c.
de » e y e reunido ou soma dos conjuntos X e ¥
nos trés exemplos que considerdmos.

4. Estruturas. Estamos aptos agora a definir pre-
cisamente o que se entende quando falamos de uma
estrutura.

Derisigio. Uma estrutura € um sistema L de ele-
mentos X,y ,%Z,-- considerado juntamente com uma
relagdo que verifica P1—P3 e também o postulado .
L. Quaisquer dois el tos x e y tém um meet x | y
eumjoin x Jy em L.

Teoremas. Em qualquer estrutura sdo verdadeiras as
quintes identidades algébricas :
L1. Para qualquer x, x | x=x J x=Xx,

L2. xNy=yNxexUy=yUx,

L. xNnFNnzd=EnNnyNzex U(yUsz)=
=(xUy)Uz.

4 xNEUY)=xUENYy)=x.

Omitimos a demonstra¢io. Inversamente, qualquer
sistema verificando L1-L4 torna-se uma estrutura
se se define ® =y como significando = U y=y (oun
duma forma equivalente, significando z=a2ny).
¥ principalmente por esta interpretagiio de estruturas
em térmos de operagdes bindrias que a teoria das es-
truturas pode considerar-se como um ramo da dlgebra.

De facto, hd uma analogia entre as operagdes N, U
numa estrutura e as operagdes ><, + da aritmética
ordindria. Como a multiplicagBo, a operagio N &

comutativa e associativa; analogamente para | e
para a adigdo (ef. L2-L3). Além disto, nos trés exem-
plos citados, é vélida a lei :

L6. xN(yUz)=(xNy)U(xn2)
andloga da lei distributiva x (y+z)=xy+xz da ari-
tmética.

No entanto, a lei distributiva nfo se verifica em
todas as estruturas. Por exemplo, fomemos os pontos,
rectas e planos do espago projectivo juntamente com
o conjunto vazio O e o espago inteiro 7. Formamos
uma estrutura relativamente & inclusfo; XN Y ¢ a
intersecgio de X e ¥, enquantoque X U ¥ é asoma
linear de X e ¥ —isto ¢, o conjunto de todos os pon-
tos de rectas ligando X e Y. Verifica-ge facilmente
que se ®,y,2 sdo trés pontos distintos de uma
recta L, entlo yUsz=L, donde N (yUz)=
=z L=x, ao passo que x| y==x ) =0 e tam-
bém (zNy) U (zN2)=0.

na verdade um facto curioso, mas nio demonstri-
vel facilmente, que se trds elementos numa estrutura
verificam L6’ entdo verificam a sua dual :

L6 2U @ N=)=(Uy) N (=U2)
cuja andloga em aritmética x+yz=(z+y) - (2+2)
nfio é verdadeira.

No exemplo precedente, os elementos O e I sio
respectivamente minorante e majorante universais,
isto é, para qualquer , O =x =<I. Tais elementos
nio existem necessiriamente em tddas as estruturas
(embora sim em toédas as estruturas finitas). Assim
com o8 nimeros reais temos de imaginar e juntar os
mimero§ — oo & + oo para obter fronteiras univer-
sais ; por outro lado, 1 é um divisor comum e 0 um
miltiplo comum de todos os inteiros nfo negativos.

Se existem fronteiras universais, prova-se facil-
mente que sfo de qualquer modo andlogas a0ea 1l
na aritmética. Assim podemos mostrar partinde de
P1-P3 e das nossas definigdes, que para qualquer =,

ONa=0, OUv=x, e I cm=a.
Isto ¢ andlogo 2 0. 2=0, O4+z=x, ¢ 1- o=

5. Aplicagdes na teoria das funcSes e na légica.
Seria possivel continuar a indicar muitissimos exem-
plos e propriedades das estruturas. Espero porém
que os exemplos anteriores dardo alguma idéia da
generalidade e simplicidade da nogdo de estrutura.
Para emoldurar o quadro, concluirei mencionando
outras duas estruturas que representam papéis funda-
mentais na teoria das fungdes e na légica.

As fungbes f(x) reais continuas de uma varidvel
real formam uma estrutura se se define f=g como
f(z) =g (x) para qualquer . Aqui f g ¢ a fun-
¢do h (x) que, para cada = toma o menor entre os
valores de f(z) e g (x); define-se f U g por duali-
dade. Assim f U —f é o médulo | f(x) | de f ().
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Finalmente, na ldgica matemdtica, os atributos
(bom, rico, fémea, efc.) formam uma estrutura. Aqui
p=gq tém ainterpretacio «p é implicadoporgv, pNq
significa «p ou gn, pUg significa «p e g» . Nesta es-
trutura (muitas vezes chamada uma dlgebra de Boole),
representa também um papel fandamental a opera-
¢cdo p' (significando nde p). Verifica-se

L7. (¢)=p,pNp'=0, pUp'=I
‘ (png)'=rUd e (PUD=p N7
¥ notdvel que as mesmas leis sejam verificadas pelos
conjuntos se X' designar o complementar de X (con-
junto dos pontos que ndio pertencem a X) ; mais, sfo
verificadas em geometria projectiva se x' designa a
polar de = . De facto; pode mostrar-se que a prineipal
diferenca entre a geometria projectiva e a dlgebra de
Boole (ou dlgebra da légica) é que as leis distributi-
vas L6'-L6! da dlgebra de Boole devem substituir-se
em geometria projectiva pela lei modular mais fraca:

L5. Sex=z,entdo cU (yNe)=(zU» N (zU=2)
Desde que @ =z, tem-se o J 2=2 e entdo a conclusio
de L5 toma a forma auto-dual 2 U (y N 2)=(x U y) Nz;
assim ela é também equivalente a (zUy) Nz=
=@Nz)U N2 .

A lei modular auto-dual L5 é importante por outra
razdo. Ela é verificada pelos sub-grupos normais de
qualquer grupo, pelos ideais de qualquer anel, etc., e
pode ser considerada a base de muitos dos conheci-
dos teoremas de composigdo da dlgebra moderna.
Mas isto sdo contos largos !

Trad. de Manuel Zaluar

N. T. O leitor interessado por Odste assunto, que desempe-
nba hoje um papel tdo importante nos mais diversos ramos da
Matemitiea, pode completar a sua iniclagfo nfste estudo em
wAritmética Racionals de A. Monteiro e J. Paulo. Estudari,
em seguaida, «Théorie Géndrale des Structuress de Glivenko
(Actualités Selentifiques et Industrielles n.? 652). Obra mals
importante e menos acessivel & a uLattice Theorys de G. Birkhoff.

Que é um quadriculado ?
por Hugo Ribeiro (bolseiro do I. A. C. em Ztirich)

Tivemos ocasifo de ler o expléndido artido em que QGarrett Birkhoff, (o j6vem matemdtico americano ao qual se devea
maioria dos resultados e aplicacies jd hoje englobados pela teoria das estruturas) dd aos estudantes uma primeira idéia de
estrutura, e a traducgio hoje na «Gazeta», com a qual o Prof, Manuel Zaluar Nunes atrai a atencéio dos nossos j6vens estu-
diosos para esta bonita teoria, sé recentemente retomada, depois dos trabalhos de Dedekind.
Como em anterior nimero da «Gazeta» anuncidvamos, era a nossa intencio escrever um ou mais artigos que, grosso modo,
terlam os mesmos objectivos, Depois desta traducfio de Birkhoff podemos bem dispensar-nos de realizar uma b0a parte da
nossa tarefa, Mas aproveitamos desde ji esta oportunidade para indicarmos a demonstracfio dum teorema elementar,
caso especial dum outro de que nos ocupdmos recentemente. Apolar-nos-emos no artigo de Birkhoff, e teremos ocasifio
de citar, outras noc¢des fundamentais em teoria das estruturas. Antes, porém, incluimos as seguintes observacbes de
cardicter geral: Deve sublinhar-se o facto de que é, sObretudo, por intermédio das estruturas especiais e suas aplicacdes
em Mateméatica — mais precisamente: aplicacdes na andlise dos fundamentos de diversos capitulos da Matemdtica - que
o interésse de uma teoria das estruturas se tem justificado e crescido. Se é possivel que o desenvolvimento formal da teo-
ria seja facilmente acessivel a qualquer pessoa que possua um certo hdbito de seguir desenvolvimentos formais, o que é certo
— e isto nflo 86 para a teoria das estruturas | — é que, sem uma perfeita compreensfio dos exemplos das aplicacdes i que resi-
dem fora désse desenvolvimento formal) néio é possivel alcancar o sentido dos resultados nem dos problemas. (Uma sim-
ples leitura nestas condi¢cbes n#o poderd trazer grandes ensinamentos e arrisca-se a contribuir para viciar uma formac#io
matemdtica). Na teoria das estruturas sucede freqilentemente que as concretizacdes, os exemplos, dum primeiro nivel séio
ainda conceitos abstractos, e mais: conceitos que provém dos mais variados ramos da Matemdtica, do que se pode talvez
chamar (e chama decerto entre nds) eMatemdtica moderna», Como se v& no artigo de Birkhoff, é possivel ndo fazer apare-
cer tais dificuldades limitando-nos a exemplos muito comuns (. Estes mostram ainda que a teoria das estruturas nfio é
assunto que interesse simplesmente estreitos especialistas mas entra, naturalmente, no Ambito da preparaciio dum mate-
mético, em geral, dum profissional, sébretudo quando é&ste é um professor, (1) 2

elementos sdo certos grupos, ao passo que na anterior
eram nimeros. Isto leva-nos a concluir que as duas
estruturas sfo «isomorfas», isto é, que hd uma corres-
pondéncia biunivoca entre os dois conjuntos tal que
tanto os meet com os join de quaisquer elementos

Quando procuramos a estrutura dos divisores natu-
rais dum nmimero natural n=p"-¢’ onde r>1es>1,
e p+ ¢ slo primos, encontramos sempre uma com
(r+1) - (s+1) elementos, cujo «minimo» é a unidade
e eujo «mdximo» é n. Se se tem um grupo ciclico cuja

ordem é um tal n a estrutura dos seus sub-grupos,
estrutura relativamente as operagdes de intersecgdo e
formagdo do grupo-reunifio (isto ¢, menor sub-grupo
contendo a reuniio), que sfo, aqui, 0s nossos meet e
join respectivamente, s6 difere da anterior porque os

assim correspondentes, sfo também correspondentes
ou, mais simplesmente ainda, que h4 tal correspon-
déncia que se dois elementos estio na relagdo =,
numa das estruturas, os correspondentes (pela corres-
pondéncia dada ou pela reciproca) estio na relagio =

1) Isto ja & allis, decerto, conviegio de quem 18 o liveo de extraordindrio valor didactico que & a sAritmética Raclonals de
A. Monteiro e J. da Silva Paunlo, onde se inicia, também, o estudo de alguns exemplos que aqui retomamos.

%) Note-se ainda que, de varios lados, tem surgido, através da chamada filosofia, a intervenglo de nfio matemiticos nesta teoria.
Nos dois casos de gue tenho noticla deu-se isto com insucesso, que alifis era de prever. Enptre nds, num livro sbbre guestBes de
logica onde a noglo de estrutura & citada, bi, se bem contimos, ao tbdo 6 afirmagfes relacionadas com o assunto. Ora a 1.* nlio tem
sentido, a 2.® & falsa, a 8.® é uma trivialidade; as 4.%, 5.* e 6.* nfo tdm sentido (as 5.* e 6.* porque retomam a 4.%).



