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A P L I C A Ç Õ E S D A M A T E M Á T I C A 
F Í S I C A T E Ó R I C A 

O EFEITO C O M P T O N 

por A. Gíberf (bolseiro do I. A. C. em Zttrich) 
A publicação das curtas notas que seguem, num periódico como a 'Ouzeta de Matemática», tem dois fins ambiciosos: 
o mala modesto é dar aos curiosos uma idéia do que é o eleito Compton, que figura na Física como um dos fenómeno« mais 
demonstrativos da natureza corpuscular da radiaçío e como um exemplo nítido da insuficiência das teorias clássicas: 
o outro é fornecer aos estudiosos um tema que os ponha imediatamente em contacto com um doa ramos maia importantes 
(e, creio eu, menos conhecidos, ou antes, menos cultivados, entre nós) das Matemáticas aplicadas: as teorias clássica e 
quântica da difusão. Us ta finalidade explicará a inclusão de alguma bibliografia que, de outro modo, não teria aqui cabi-
mento. Nela se encontrarão aliás as principais fontes do que aqui se transcreve sem a menor pretensão <te originalidade. 
Aos estudiosos que queiram consultar algumas daa obras que citamos, recomendamos que recorram, para Isso, em parti-
cular, à Biblioteca Geral e ao Laboratório de Pisica da Faculdade de Ciênciab, em Lisboa, e ao Centro dos Estudos de 

Matemática, no Porto, 
O estabelecimento de certos resultados, que damos sem demonstração, poderá ser exercido útil para principiantes. 

Sempre que assim nos pareceu, assinalámos tal facto com um aatensco. 

1. Estudo [enomenológlco do efeito Compton. 
O efeito descoberto pelo sábio americano A. II. Com-
pton, em 1923 (e que llie valeu, em 1927, o prémio 
Nobel da Física) está em íntima relação com o fenó-
meno da difusão da luz, conhecido desde tempos re-
motos e cuja teoria foi feita em fins do século XIX. 
Foi então que Lord Rayleigli explicou a cor azul do 
céu assim como o aspecto encarniçado que o sol apre-
senta no nascente e no poente, mostrando que a 
intensidade da luz difusa é inversamente proporcional 
à quarta potência do comprimento de onda da luz 
incidente. (Pliit. Mag. (t) , 41, 107 c 447, 1871; 
(5), 47 , 375, 1899) . O fenómeno da difusão da luz 
foi interpretado por Tyndall em 1868 (Proc. Roy. Soe. 
17 , 317, 1868) e pode, em primeira análise, ser atri-
buído à di tracção sofrida peta luz ao encontrar objec-
tos tão pequenos como as moléculas dum gás. 

0 resultado mais importante da primeira fase da 
teoria foi obtido por J. J. Tliompson ao estabelecer 
a fórmula 

/ — —— { = , proporcional) 

em que I é a intensidade da luz difusa na direcção 
que faz o ângulo <t> com a direcção da luz incidente. 
Desta fórmula resulta, em particular, que a intensidade 
da luz difusa é máxima na direcção da luz incidente 
e é igual nos dois sentidos desta direcção. 

Um outro importante resultado, também estabelecido 
pela teoria clássica (dum modo que indicaremos 
adiante), é o de que a frequência da luz difusa é igual 
à da luz incidente. 

Ein 1923, Compton descobriu justamente o contrário 
(Phys. Rev., 21, 483, 1923) estudando a difusão de 
raios X monocromáticos (risca K% do molibdénio) : 
verificou que a frequência da radiação difusa era me-

nor que a da radiação incidente (difusão não coerente), 
ou, o que é o mesmo, que o comprimento de onda 
aumenta com a difusão (V. M. de Broglio < Dauvii-
liers, Comptes Rendus, vol. 178 e 179). 

Imediatamente após a descoberta de Compton, veri-
ficou-se que (de acordo com uma hipótese do próprio 
Compton) a difusão não coerente era acompanhada 
de emissão de electrões (W. ftothe e H. tíeiger, 
Zeits. f. Phys., 32, 639, 1925 e C. T. R. Wilson, Proc. 
Roy. Soe., 104, 1, 1923), chamados electrões de recrw, 
pelo átomo difusor. 

A variação do comprimento de onda á dada por 
A 

AX ~ -— (1 —cos "t>) e o seu valor máximo, 2h,mc, é da 
fn6 

o 
ordem de 0,048 A, Se se pensar que os comprimentos 
de onda da luz visíve! ou do ultraviolete são da ordem 
de alguns milhares de A, compreender-se-á que não 
teria eido fácil pôr este fenómeno em evidência com 
tais radiações. No entanto, no caso das radiações 
moles, a razão é outra e mais forte (o efeito não é 
energeticamente possível). 

Como se verá adiante, a teoria clássica é impotente 
para explicar este efeito. Pelo contrário, nas mãos 
do próprio Compton, a teoria quântica de Planck-
-Einstein teve ao expticá-lo um sucesso que foi um 
dos motivos determinantes da vitória da hipótese da 
natureza corpuscular da luz. 

Os refinamentos sucessivos da teoria do efeito 
Compton constituem um significativo exemplo daa 
possibilidades das formas mais avançadas da Mecâ-
nica Ondulatória. 

Do ponto de vista qualitativo, a variação de fre-
quência explica-se imediatamente da seguinte maneira: 
se a difusão resulta do choque dum fotão eom um 
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electrão, este sofro um recuo no qual levará parte da 
energia do fotão ; a energia deste diminui e, portanto, 
de acordo com a experiência, o comprimento de onda 
aumenta. 

2. Teoria clássico da difusão. 0 fundamento desta 
teoria reside na seguinte hipótese: os electrões dos 
átomos podem funcionar como osciladores harmóni-
cos, de tal modo que quando sobre eles incide uma 
radiação (ou onda) eles entram em vibração forçada 
que, como se sabe, terá a frequência da radiação que 
a provoca. Por outro lado, um tal oscilador constitui 
um dipolo el te tricô de momento variável e emite pois 
uma radiação electromagnética cuja frequência « a 
da sua vibração. Em resumo, segundo a teoria clás-
sica, a difusão è coerente, isto é, a luz difusa tem a 
frequência da luz incidente. 

Pretendemos agora calcular a intensidade da luz 
difusa numa certa direcção, Pode fazer-se um cálculo 
elementar da seguinte maneira: admitamos que o 
electrão difusor é um oscilador isótropo, isto é, com 
uma equação de movimento x——4n5vüa; em que vo ó 
independente de x. Suponhamos a^ora que este oscila-
dor entra em oscilação forçada sob a acção duma 
onda electromagnética plana monocromática polari-
zada rectilineamente, isto é, de equações 

É - Ê . - E t • é>*** o • é•«**. 

Pode então tomar-se para equação do movimento 

forçado do oscilador — 4rtJ v̂  x — ^ Et • ei ilc'"t 

tE cuja solução é x f ) ' * • c o m o é 

fácil de ver.* 
O caso v —ip (catástrofe de ressonância) põe em 

evidência o carácter aproximado da fórmula dedu-
zida. De facto, ao escrever a equação do movimento 
do oscilador supôs-se, contrariamente à realidade, 
que não havia amortecimento (V,: A. H. Compton e 
S. K. Allison, X-raya in theory and experiment, p. 195; 
Londres ; 1935). Estaremos pois limitados a casos em 
que y=£v<|. 

Por outro lado (V. p. e. : M. Born, Optik, p. 422; 
lierlin, 1938) a energia radiada por um dipolo de mo-
mento P numa direcção fazendo um ângulo 0 com a 

do dipolo é* Sr — 7 —- (P )* • sen1 í . Integrando 
Ate c3 r« 

sobre a esfera tem-se a energia total* 

$ — f I Sr • í^sen6 • M • dy — ~• ( p f . No nosso caso, J J 3c3 

como P-=e - x e x — T , s—->r. ff ttft tem-se 

(t) 

2eí e* • El - v* 

3c3 W K - ^ ) 1 

Por outro lado podemos escrever 

1 1 e4 • El • v* s ü B e n j , 
r 4* c*r! 

El- c , 
e, se notarmos que representa a intensidade 

incidente I a , poderemos escrever 

e4 v4 
(2) S, — ——- — h • sen» 6. 

Note-se agora que no caso de se ter * « v o , a fór-
E* 1 

mula (1) escreve-se & — — - — • -7 o não é senão a 
de3 ml v4 

fórmula em J.4 de Lord Rayleigh, No caso oposto de 
ser v » v o a fórmula (2) escreve-se 

• in - sen' í 
e4 f ímj 

a qual mostra que a intensidade da radiação difusa é 
independente da frequência e como ela depende do 
ângulo 8. É a fórmula bem conhecida de Thompson 
(V. p. e. : J. J. Thompson, Conduction of electricity 
trough gases, p. 325; 2.* ed., Cambridge). 

Concluindo, vê-se que, no caso extremo dos peque-
nos comprimentos de onda (dos raios X , nomeada-
mente), a teoria clássica conduz à formula de Thomp-

e4 1 -t- cos1 í 
son que toma a forma I • 

quando se considera uma onda incidente de polariza-
ção qualquer. 

Era este o resultado fundamental da teoria clássica 
a que queríamos chegar, A este respeito poderão 
ainda consultar-se com vantagem, além das já citadas] 
as seguintes obras : L. de Broglie, Une nouvelle théo-
rie de la lumière, p. 35, Vol. II, Paris, 1942; A. Som-
merfeld, Atombau und Spektrallinien, p. 645, Vol.I.,5.* 
ed., Hrauschweig, 1931 ; J, C. Slater e N, H. Tranck 
Introduction to theoretieal physics, p. 294, I. S. P., 
1933; M. Born, 1, c. p. 371; Compton e Allison, 1. e. 
p. 117. 
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Na interpretação clássica da difusão dos raios X , 
cedo apareceu uma discrepância difícil da explicar . 
para frequências da radiação incidente muito elevadas, 
o cálculo dava para a intensidade da radiação difusa 
um valor maior do que na realidade se observava (V. 
C. G. Barkla e M. P. White, Phil. Mag., 34,275,1917; 
G. A. Schott, Proc. Roy. Soc., 96, 395, 1920). O pró-
prio Compton (Phys. Rev. 14, 20, 1919) conseguiu no 
entanto explicar esta anomalia admitindo para o 
electrão um raio apreciável, tia ordem do comprimento 
de onda dos raios gama duros, mais precisamente, da 

ordem de h/mo^0,024 A . 
Como diz o próprio Compton: « . . . l ed physicists 

to class scattering (difusão) with interference and 
refraction as being completely explicable according 
to our classical theories of electron and electromagne-
tic waves Then appeared a new set of scattering 
phenomena — the change of wave leught of scattered 
X-rays, recoil electrons associated with scattered 
rays, etc, wich could be interpreted only on the 
assumption that X-rays are corpuscular in nature«. 

Estes corpdsculos concebidos por Einstein, que lhes 
atribuiu uma energia hi, inspirando-se na hipótese 
dos quanta de Planck, chamam-se fotões. A sua 
quantidade de movimento é hije , 

3. Teoria quântica elementar do efeito Compton. 
a) Teoria não relativista. A figura junta, tantas 

vezes repetida, demonstra claramente como se conccbe 
o fenómeno da difusão dum fotão de energia fn por 
um electrão difusor em D. O fotão difuso segue com a 
energia M numa direcção que faz ângulo tf com ade 
incidência e o electrão difusor desloca-se numa di-
recção fazendo o ângulo 0 com a do fotão incidente-
É o electrão de recua R . Supondo qu e a sua veloci-
dade v é pequena comparada à da luz u « c , a sua 
energia cinética e a sua quantidade de movimento, 
respectivamente, são dadas por mv2i2 e mv. Admitindo 
que o novo fenómeno não põe em cheque os princípios 
da conservação da energia e da quantidade de movi-
mento, deverá ter-se 

Av-h*' + 

hi Av1 
— => —• • cosifi + JBi; cos 6 c c 

Av' 
— • sen<t = — mv • seno. c 

(C.Q.-M.) 

Podemos resolver este sistema era ordem às três 
incógnitas av = v—v1, v, e 6 para cada ângulo difu-
sor <t>. Obtém-se assim facilmente* 

me2 
(1 —cos d>) 

desprezando potências de Ai —v —v' de grau superior 
c 

a 1 e l i em presença de » . Notando que i ™ — e 

fazendo A X ~ 1 vem a fórmula já clássica 
A „ AX — — ( 1 - c o s tp) . me % 1 

Desta conclui-se imediatamente que, no efeito Com-
pton, o aumento de comprimento de onda não depende 
da radiação incidente nem do difusor; cresce com o 
ângulo de difusão í», sendo máximo para 180°. 

b) Teoria relativista. Verifica-se experimentalmente 
que a velocidade do electrão de recuo, v, é suficiente-
mente grande (em particular para raios muito duros) 
para que não seja válida a aproximação newtoniana 
t ? « c . Devemos então tomar, para o electrão, as 
expressões relativistas da energia cinética e da quan-
tidade de movimento. At> equações de conservação 
escrevem-se agora: 

A*. fob"1) ( '"?) 
hi hi tu S c — ™ — cos <t -I—; eos 8 
c c 
ftv' ni pe 
— sen <6 = — 1 — sen a . 
c \Zl-f? 

Dum modo análogo ao anterior estabelece-se ainda 

a equação clássica* AX — ^ (1 —cos 1>) , 

A energia cinética do electrão de recuo é dada por* 

a (1 — cos "1") ht 
= • 

l + a( l— eos<t>) mo1 

(C.E.) 

Também é fácil estabelecer a expressão* eotg <I>/2=-
— ( a + l ) t g í que mostra que para cada electrão do 

recuo na direcção (I corresponde uma direcção do di-
fusão bem determinada (por meio de <J>), conclusão 
esta em completo desacordo com a teoria clássica se-
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gundo a qual a radiação difusa deve Eér emitida em 
todas as direcções. 

Note-se que esta teoria ainda não pode ser satis-
fatória, pois seria indispensável, para isso, que ela 
pudesse dar o valor correcto da intensidade difusa 
na direcção í>. Ora isto não é possível, porque a teo-
ria primitiva de Einstein-Planck não dá indicação 
alguma sobre a probabilidade de difusão numa certa 
direcção (isto é, da intensidade nessa direcção). 

Veja-se ainda (mas com atenção) o livro deE, Bloch, 
L'Ancienne et la nouvelle théorie des quanta, Paris, 
1930. 

4, Teoria do efeito Compton em mecânica ondu-
latória de De Broglie-Schrõdioger. (V. E. SchrSdin-
ger, Ann. der Phys., 82, 257, 1927). Sabe-se que, se-
gundo a concepção de L. De Broglie, um electrão 6 
representado por um trem de ondas T de comprimento 

de onda A ; — (V, p, e, : L. De Broarlie, La Méca-mv * * 
nique Ondulatoire des Systèmes, Paris, 1939) . Se 
supusermos que o electrão difusor, em vez de estar 
em repouso, está animado da velocidade v/2 na mesma 
direcção c era sentido oposto ao do movimento do 
electrão de recuo, este também terá, no novo sis-
tema de coordenadas (coordenadas normais), a velo-
cidade vj2 e, portanto, a sua onda associada terá o 
mesmo comprimento de onda. Os dois trens de onda 
vão assim formar ondas estacionárias e a distância 

1 l h 
entre dois nós consecutivos será 5 — - À — — —— •= 

2 2mv/2 

= —- • Em relação ao fotão incidente, tais ondas 

funcionarão como uma rede de difraeção de intervalo S 
e, portanto, a radiação incidente (de comprimento de 
onda X) será difractada segundo a lei de Bragg (V. 
p. e. : G. Bruhat, Cours d'Optique, p. 592, 2.' ed., 
Paris, 1935), isto é, numa direcção definida pela 
equação 

íí1 = 2Ssen — • = 2,*") 

Tem-se então 
2A ® 

• nm sen „ < » - l ) , 

Voltando às coordenadas fixas, tudo se passa como 
se a nossa rede de difraeção estivesse animada de 
velocidade v/2 ou como se a luz fosse emitida por 
uma fonte virtual animada de velocidade v o deslo-
cando-se na direcção do electrão de recuo. Então, 
segundo o princípio de Doppler-Fizeau, se o compri-
mento de onda da radiação emitida pela fonte em re-

pouso era >., a variação do comprimento de onda em 
consequência do deslocamento da fonte será 

A l » ~ — cos (90° + <t>/2) 

pois é fácil de ver o ângulo da velocidade da fonte 
com a direcção de observação é 90* +<6/2, Tem-se então 

<p . 4>. = — sen — ' Por outro lado, a equação de conser-
c 2 

vação da quantidade de movimento é, evidentemente, 
neste problema, 

• mu Àv <t> mv Av «t> h — sen — ™ sen — 2 c 2 2 c 2 

(Nas coordenadas normais o fotão tem a mesma 
quantidade de movimento antes e depois do choque). 
Dando à equação de conservação a forma 

Av >í> Ih <t> , 
— sen — tem-se 4X = — senS — > isto e, 
m 2 2 

ou seja, de novo, a fórmula clássica (V. Compton e Alli-
son, 1. c. p. 232). 

5. Conclusão. Já vimos como, excepção feita do 
fenómeno descoberto por Compton, a teoria clássica 
dava conta do fenómeno da difusão, evidenciando-se 
siraultâneamcnte os limites da sua aplicabilidade. 
Por outro lado. a Mecânica Quântica não pretende 
ser apenas um artifício capaz de explicar fenómenos 
isolados, mas sim uma teoria, coerente e geral, que 
interprete, não só aquilo que a mecânica clássica deixa 
por explicar mas ainda tudo o que essa teoria já conse-
guiu esclarecer. Como exemplo, que se penso na 
explicação quântica do efeito Düppler. . . Um estudo 
da teoria quântica da difusão coerente aparece pois 
como complemento indispensável do qúe precede. Esse 
estudo poderá ser feito com grande proveito no recente 
livro de L. de Broglie (que já citámos), Voi. II, 
Cap. VIII, do ponto de vista da nova mecânica ondu-
latória do fotão, de que o autor tem sido o principal 
criador, assim como na obra ainda mais recente de 
G. Wentzel, EinfUhrung in die Quantentheorie der 
Wellenfel der (Wien, 1943), págs. 131, 183. 

O tratamento mais avançado da teoria do efeito 
Compton deve-se a O. Klein e Y. Nishina (Zeits. f. 
Phys., 52, 853, 1929), do ponto de vista da teoria on-
dulatória relativista do electrão de Dirac, e poderá 
ser lido no belo tratado de Heitler, Quantum theory 
of radiation, Oxford, 1936 (16). 

Ztlrich, 27 de Setembro de 1943 
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E C O N O M E T R I A 
SOBRE LAS TRANSFORMACIONES QUE CONSERVAN LA ELA5TICIDA0 

por J. Gallego Diaz (Universidad de Madrid) 

Tiene importar)cia en Econometria determinar, si 
existen, aqucllas transform aciones que conscrvan la 
elasticidad. La cuestion, que no hemos visto estu-
diada en sitio alguno, se resuelve facilmente en esta 
breve nota. 

. í a—a (^i y) Sea la transformacion buscada la: { 
l v—v(x,y). 

Podemos suponer que Lu— n( :c ,y) Lv — fl (x , y) y 
diferenciando: dLu—a^dx+a^ dy, dLv — $'Idx-\$vdy. 

Pero, como se sabe, E, (v) = - dy. 

Y como, por hipótesis, se ha de verificar: Eu(v) — 
E, (y) se podra escribir: 

^dx + fady x 
«Í dy dx' y 

o sca: 
( y r + y 1 

y como debe ser idénticamente nula esta ecuacion ello 
implica que: fe—0; xn^—y^. Las dos pri-
meras ecuaciones nos dicen que : a.—a. (x) p— |J (y) y 

la tercera nos indica que: x — ~ - = TO: es decir: 
dx dy 

n—mLx+Kl, + E; y por lo tanto : 

fju^mLx+LC, Lv* xmLy + LCf y, finalmente: 
r Cxm 

[ v-Ciy 

En donde C , Ci y m son parâmetros eualesquiera. 
Nuestro resultado tiene doble interes ya que, de un 
lado permitirá simplificar el cálculo de la elasticidad 
de ciertas funciones reduciendolo al de otras mas sen-
cillas, y de otro permitirá rebajar el grado a las ecua-
ciones diferenciales eu donde intervengan elas ti cida-
des, de acuerdo con la teoria de ÍSophus Lie sobre los 
grupos contínuos de transform aciones. 

A dicho resultado, tambien se puede 1 legar, más 
elegantemente, recordando que las transform aciones 
pedidas seran las que conserven las direcciones de las 
tangentes en el plano « i — d e f i n i d o por la anamor-
fosis u^ — Lx, ut = Ly ; ya que la elasticidad de la 
curva y—fific) en un punto no es otra cosa que la 
inctinacion do la tangente en el punto eorrespondiente 
de Ia curva transformada — ç (u,) . 

Es decir, que tales transform aciones, en el plano 
—Vl seran el producto de homotecias por transla-

ciones : asi : 
Vi—Kvi + a 

= A MI + b t 2 J «J 
Vi<=KLy+LC 

KLx + LCi. 

Pero 
U2—LX 

I luego 
X - Ci a:K I 

resulta: y _ C y K \ 

M O V I M E N T O C I E N T I F I C O 
O PROBLEMA DO ENSINO EM PORTUGAL * 

por Ruy Luis Gomes 

Quando se compara uma Escola Superior como a 
Politécnica de Ztlrieh, a que o nosso colega Hugo 
Ribeiro dedicou um artigo tão bem documentado no 
n,° 26 desta mesma Revista, com qualquer das nossas 
Universidades, em especial no aspecto que nos toca 
directamente — o do ensino da Matemática — ressaltam 
logo como principais diferenças a favor da primeira, 
as seguintes : 1) uma longa e notável tradição matemá-
tica; 2) um corpo docente constituído exclusivamente 
por investigadores, alguns dos quais de primeira plana; 
3) uma boa organização do ensino. 

Mas a própria organização do ensino, largamente 

analisada no artigo acima referido, se aparece assim 
natural o eficiente è porque gira toda à volta de um 
núcleo de professores que são notáveis investigadores 
e vivem completamente absorvidos pelos problemas 
relacionados com os seus próprios trabalhos C a for-
mação dos seus discípulos. , 

O professor é assim e antes de mais nada um pro-
fissional de elevada categoria, quere dizer, um ver-
dadeiro e activo investigador, e como professor, isto 
é, como membro do corpo docente de uma Universi-
dade, sente e coloca os problemas da sua Escola acima 
de tudo ! 

* Fara mo Ih or compreuasAo dfisto artigo Jela-ao Sõbre u iiuiotc do ensino ria Ufatcmótiça ertt Zftrich de Tfiigo n. Ribeiro em 
Gazeta de Matemâiica SS. 


