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N U M E R O T T 
por Bento Careça 

d) 

1,"'—Generalidades e historie 

0 nümero r. é, tomo todos sabem, definido como o 
cociente do comprimento duma circunferência rectificada 
pelo sen diâmetro. 

Esta definição fundamenta-se no facto, a que todos 
os livros de geometria elementar fazem referência, de 
que os comprimento» de duas circunferências quaisquer 
estão entre si como os seus diâmetros, donde imediata-
mente resulta que e constante o cociente do comprimento 
de qualquer circunferência pelo respectivo diâmetro. 

É essa constante que se representa pelo símbolo ir 
e tem-se portanto, sendo C o comprimento da circun-
ferência rectificada o r o seu raio 

(1) 
C 

' 2r ' 
Sabe-se ainda, pelo menos desde Arquimedes, que a 

área dum circulo é igual à de um triângulo rectângulo 
que tenha por base a circunferência respectiva rectifi-
cada e por altura o raio, de modo que para essa área A 
se tem 
(2) ^ = 

Desde a mais alta antiguidade se têm procurado 
determinações de ir. Foram, muito provavelmente, pro-
blemas de calculo de áreas que deram origem às pri-
meiras determinações de ir. Mas, desde que se acen-
deu o interesse à volta dêste número, inieiou-se um 
longo período de penosos esforços (que só vêm a ter-
minar no final do século s u ) para, não só o determi-
nar com a maior exactitião possível, eomo ainda pres-
crutar a sua natureza teórica e resolver os problemas 
que com ela andam ligados. 

Vamos passar em rápida revista o desenrolar desses 
esforços que arrumaremos em três períodos : até Ar~ 
qui medes, de Arquimedes a Viete, de Viète à actua-
lidade. 

1.' Período.—Até Arquimedes. —Período empírico. 

São do Médio Oriente as mais antigas determina-
ções aproximadas que se conhecem de ir. 

Em Babilónia, como entre os hebreus, tomava-se, 
simplesmente, ?r=»3 . É êste, eom efeito, o valor que 
se deduz de uma passagem da Bíblia relativa à cons-
trução do templo do Salomão. Mas já antes, entre os 
egípcios, era conhecido um valor mais exacto. No céle-
bre Papiro de Rhind, pertencente à colecção Iihind do 
British Museum, redigido certamente antes de 1.700 
A. C., portanto há aproximadamente 4.000 anos, o sa-
cerdote Ahmes dá a seguinte regra para determinar a 
área de um campo circular : «dividir o diâmetro em 
nove partes iguais, tirar-lhe uma dessas partes e qua-
dram. Obtém-se dêsse modo, para área do circulo 
(com os nossos símbolos de boje) 

A " r v ) " ( i r ) 
donde, por comparação com a fórmula (2), 

/ 1 6 V S,l(I por defeito. 

2." Período.—De Arquimedes a Viète. 
1." Período teórico. 

Com Euclides e, sobretudo, Arquimedes inicia-se o 
segundo período na história das determinações de ir, 
período a que podemos chamar primeiro período teó-
rico ; nele se encontram com efeito, não apenas regras 
empíricas, mas o cuidado de justificar os resultados. 

"> O leitor na o encontrará neste artigo nada de novo. 
Todos os problemas de carácter prático e teórico a que nele 
se faz referencia estão resolvidos há muito tempo. Trata-se 
apenas de uma compilação de resultados que, na sua maior 
parte, são do domínio das Matemáticas Elementares. 
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Arquimedes {287-212 A. C.) inscreve e circunscreve à 
circunferência polígonos regulares de 6, 12, 24, 48 o 
96 lados, ealeula os perímetros desses polígonos o obtém 
assim um limite superior e um limite inferior do com-
primento da circunferência rectificada, fiste procedi-
mento implica: a) admitir que o comprimento da cir-
cunferência existe; b) que ê)e è o limite comum dos 
perímetros dos polígonos regulares inscritos e circuns-
critos quando o seu número de lados tende para infi-
nito. Arquimedes admitiu ambos os factos, sem que, 
no entanto, desse uma formulação rigorosa do segundo, 
o que estava fora das preocupações e dos recursos da 
Análise do seu tempo, mesmo para uma mentalidade 
da força da sua. 

Dos seus cálculos, deduz Arquimedes que «o perí-
metro da circunferência excede três vezes o seu diâ-
metro por uma parte que é menor que a sétima parte 
do diâmetro e maior que 10 dividido por 71», o que 
traduzimos escrevendo a dupla desigualdade 

(4) „ 1 0 
3 — < « < 3 -

71 7 
ou, em escrita decimal 

3,1408 < « < 3 , 1 4 2 9 . 
Durante muito tempo, esta aproximação dada por 

Arquimedes não foi ultrapassada, mas no século iu 
p. C. o matemático chinês Liu Hui, calculando perí-
metros de polígonos regulares inscritos até 192 lados, 
encontrou 
(5) ti = 3,14 por defeito 
(que concorda com a determinação arquimedeana) e 
no século v p. C. o chinês Tsu Ch'ung-chik obteve a 
determinação muito mais exacta 
(6) 3,1415920 < ir < 3,1415927 

- . ^ 22 ^ 
da qual tirou os valores aproximados -—— e — este, 

113 7 
como vimos, já usado por Arquimedes. Na viragem 
do século v para o vi p. C. o astrónomo bindü Arya-
bkata encontra o valor notavelmente aproximado 

3927 „ 
( 7 ) - i ü r 3 ' 1 4 1 6 

mas os hindús não fizeram grande uso dêle; tomavam 
habitualmente ou ir=3 ou y/10. 

No século MI, o matemático hindií Bkaskara dá 
o valor arquemediano 22/7 e também o valor (7) 
3927/1250, êste parece que obtido pelo método arqui-
medeano com polígonos até 384 lados ! 

O mesmo valor (7) se encontra também mencionado 
pelo matemático árabe Al-khotuarízmi (sAc. ix), mas 
parece que os árabes posteriormente o esqueceram e 
continuaram a tomar nas aplicaçBes 77= v/10 . 

Entretanto, na Europa não se encontram sinais de 
novas determinações que se pudessem pôr a par das 

dos hindús e árabes, antes do século jcvj. Nessa altura 
porém os cálculos numéricos receberam, na Europa 
do Ocidente e do Noroeste, um impulso extraordiná-
rio, devido principalmente às necessidades da navega-
ção que originaram também uma completa renovação 
na Astronomia e na concepção do mundo. 

Adrianus Momanus (1561-1615) um matemático dos 
Países Baixos, calculou » com 15 decimais usando o 
método arquímedeano, e um seu contemporâneo, tam-
bém dos Países Baixos, Liidolph van CeiUen (1540-1610) 
levou, pelo mesmo método, o cálculo até 35 decimais! 

James Gregory (1638-1675) e Christian Huygkens 
(1629-1685) ocuparam-se também do mesmo cálculo. 

Mas, por muito extraordinária que a todos tenha 
parecido a proeza de Van Ceulen (e foi-o a tal ponto 
que o valor por êle determinado foi gravado 110 seu 
túmulo e a ir se deu o nome de minero de T.udolph) ela 
devia ser brevemente eclipsada por novas determina-
ções feitas por um método novo. 

3.° Período.—De Viete à actualidade. 
S." Período teórico. 

Êsse método novo é o método dos limites que começa 
a despontar pela segunda metade do século xvi c toma 
corpo ao longo do século xvn. Caracteriza-o, como 
todos sabem, o recurso 30s processos infinitos de eáL 
eulo, isto é, ao manuseamento de expressões em que 
figura uma infinidade de operações, o que era intei-
ramente estranho aos matemáticos da Antiguidade. 

A primeira expressão de ir por uin algoritmo infi-
nito é devida a Viete (1540-1603) 

(8) £ 

s/wi+wwi+yRví™ 
Aberto o caminho, dentro em pouco é uma verdadeira 
explosão de algoritmos infinitos — séries, fracções con-
tínuas, produtos infinitos — a servirem para exprimir ir. 

Assim, pouco depois, John Wallis (1616-1703), um 
dos principais obreiros do método dos limites, deu a 
expressão w 2 2 4 4 6 6 8 8 (9) . . . 
w 2 1 3 3 5 5 7 7 9 
e Lord William Brouneker (1620-1684) a seguinte 
(10) 11 

4 5* 
2 -

que é uma das primeiras da teoria das fracções con-
tínuas. 

Na segunda metade do século xvii, James Gregory 
(1638-1675) e TF. G. I.eibnis (1646-1716) encontraram, 
quási ao mesmo tempo (Gregory eom alguns anos de 
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antecedência?) o desenvolvimento em série da fun-
ção are ttj x 
(11) are tg x = x — - x3 t - — - • • 

o D 
donde liaviam de vir a sair os métodos mais expeditos 
para o cálculo do *• com um grande número de deci-
mais. Essa série dá, para x ^ - l , a relação 

(12) w 1 1 1 

(encontrada quási ao mesmo tempo também por Huy" 
gene) que, no entanto, não é própria para o cálculo 
numérico do n por ser muito lentamente convergente 
(para ter, a partir dela, ~ com dez casas dòcimais, 
seria preciso tomar cerca de 5.000 milhões de termos 
da série !). Mas não é difícil deduzir relações em que 
figure a função aretgx e que fornecem processos 
muito rapidamente convergentes. 

Citaremos, de entre elas, a que deu Leonhard Euler 
(1707-1783) na sua Introduetio in analysin infinito* 
rum (1748} 

• ' * 1 1 n ' 
(13; - = a r c t g - + a r c t g g ! 

e a que deduziu o matemático vienense L. Schullz von 
Strassnitefoj (1803-1852) 

(14) 
1 , 1 , 1 

' a r c 2 + a r u t g 5 a r t " g 
a partir da qual o calculador Dane determinou, após 
dois meses de trabalho, ir com 200 decimais, em 1844. 

Mas, em rapidez de convergência, sobreleva a todas 
a fórmula dada em 1706 por John Machin (1680-1751) 

(15) ? - 4 a r e t g ^ - 3 r C t ê ~ 

Dela se serviu em 1874 William Shanks (1812-1882) 
para calcular ir com 707 (!) decimais, proeza até agora 
não ultrapassada. Por uma questão de curiosidade, 
damos a seguir esse valor 

(16) 

3' 14159 36655 
68209 74941 
8J118 OSflül 
«SiLI 71602 
14288 1097» 
1MS1S W6SL' 
72458 7006(1 
7«esa 603SO 
33057 27036 
07146 33799 

83793 
69230 

63090 03027 
WilM SUO« 
70990 46597 
06700 S3 

84103 
06593 
a 1(503 
06313 
ousa 
07695 
03713 
41005 
16003 
602« 
001)31 
'(31 

33813 
78] SI 
06347 
70133 
31401 
48310 
58St7 
05306 
31953 
60736 
«0430 
979S6 
38377 
70020 

Mm 83279 
WS280 30899 
00381 46095 
85311 05339 
38475 64823 
43182 66482 
<6815 20929 
48820 16653 
093!S 61173 
1AS67 6272J 
86021 39501 
9Ó023 21749 
02131 41601 
63143 77387 

83380 
30582 
011 S3 
37837 
13393 
00282 
13811 
81032 
8B122 
6(1924 
36306 
11002 
34208 

11971 69309 
34325 34211 
23173 63694 
294S9 64039 
S3105 37129 
00730 03491 
93640 91715 
46931 91151 
01179 31051 
79381 83011 
18ff77 33094 
07197 03011 
98863 35416 
41307 91431 

37610 
70079 
08138 
33130 
19091 
41273 
36133 
16091 
13348 
94313 
36385 
23608 
81639 

<*> O leitor deduz fácil mente esta fórmula e as duas se-
guintes, tomando as tangentes de ambos os membros e 
notando que ta (aretg «) « . 

w Reproduzido de Calcolo Numérico por Ugo Cassino, 
pia. 312, 

Repare o leitor nisto que é curioso — os métodos 
mais poderosos para o cálculo de ir (definido por uma 
relação geométrica) são métodos puramente analíticos. 
Ao longo da história da Matemática, não foi esta a 
menor razão do iuterfisse despertado à volta dêste 
número. 

2." — Natureza teórica de it 

Poderá o leitor preguntar qual é o interêsse que 
pode existir no cálculo de centenas de casas decimais 
de ir, i Interesse prático ? nenhum ! «Dez casas deci-
mais bastam para dar o comprimento do meridiano 
terrestre com uni erro inferior a uma polegada, e trinta 
decimais dariam a circunferência do universo visível 
a menos de uin segmento imperceptível com o mais 
poderoso telescópio». 

l Interesse teórico ? Sim, até certa altura pelo me-
nos. É que o número ir guardou eiosamente o segredo 
da sua natureza teórica durante muitos séculos, c a 
incerteza sobre essa natureza andou ligada desde a 
antiguidade clássica a um problema célebre — o da 
quadratura do círculo. 

1̂7 é racional ou irracional? esta pregunta só teve 
resposta no final do século i v m quando Lambert 
(1728-1777) demonstrou que ir é irracional, e por isso 
se justifica, pelo menos até essa altura, o ala de en-
contrar um número cada vez maior de decimais, à 
procura de qualquer lei na dízima que ainda se não 
descortinava... 

Mas não está tudo dito com a asserção de que ir é 
irracional — £ a que classe de irracionalidade per-
tence ? é algébrico ? ou transcendente ? 

Ao leitor menos versado neste assunto, diremos que 
se chama número algébrico a todo aquele que é raiz de 
uma equação algébrica dc coeficientes racionais; uma 
tal equação pode sempre evidentemente reduzir-se a 
uma outra de coeficientes inteiros com as mesmas 
raízes. 

Assim, são algébricos os números 2 , 3t /5 , i , 

V 
- 1 + » V 7 porque são, respectivamente, raízes 

0 , = as' + l = 0> das equações — 2 • 
2j* + Xí + 1 - 0 . 

São, em particular, algébricos todos os números 
racionais m/n, , visto serem raízes de equações 
da íorina nx — m*=0. 

Sabe-se que o conjunto dos números algébricos 
constitui um campo e que, por conseqüência, somas 

f Simon Newcomb, matemático e astrónomo americano, 
citado de Mathematics and the imagination por E, Katner 
e J. Newman, pás. 78. 
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(algébricas) produtos e cocientes (de divisor não nulo) 
de números algébricos são ainda números algébricos. 

A todo o número não algébrico chama-se transcen-
dente. 

A questão de se saber se ir é ou não algébrico equi-
vale portanto a esta outra — saber se existe ou não 
alguma equação algébrica de coeficientes inteiros que 
o tenha como raia — e esta questão tem uma grande 
importância para o problema da quadratura, como 
veremos adiante. 

Os esforços para resolver esta questão da algebrici-
dade de ir culminaram na demonstração que Lindemann 
íez em 1882 de que— u não c algébrico. 

Êsse facto resulta de um corolário que se tira do 
teorema fundamental de Lindemann e que diz: se x é 
um número algébrico não nulo qualquer, e" não cracíO' 
nai. 

Ora, da bem conhecida fórmula de Euler 

(17) c^^cos aí+i sen x , 

resulta para sõ—r, 
(18) é * 1 

donde se conelue, em face do resultado de Linâemann, 
que i-w não è algébrico. Mas i é algébrico, logo n não 
o pode ser, aliás seria algébrico o seu produto. 

3.° — O problema de conslruclibilídade 

Ocupemo-nos agora, para terminar, deste problema 
— o da constructibilldade de - . 

Antes de mais, precisemos o significado do pro-
blema. É o seguinte: escolhida uma unidade de me-
dida, isto é, um segmento O A —• 1 , construir, com u 
ajuda apenas da régua e do compasso, um segmento OB 
tal que ÕB/ÕÃ — n. 

A exigência de usar apenas estes dois instrumentos 
rosulta das condições históricas do problema. Èle sur-
giu na Grécia clássica e, para a maioria dos geóme-
tras gregos, uma boa, uma verdadeira solução geomé-
trica não devia exigir mais que régua e compasso. 
Mas, note-se bem, régua não graduada, (ou, melhor, 
régua usada exclusivamente para traçar rectas) pois 
um dos problemas célebres postos na geometria grega 
e que vieram sem solução até ao século xix, o da 
trissecção do Angulo, resolve-se com uma régua gra-
duada e um compasso.<S1 

O problema da constructibilldade de t: , esta ligado 
directamente ao da quadratura do círculo que consiste, 
como todos sabem, em, dado um círculo qualquer, 

"I Vide pot ex. What Is Mathematics? por R. Courant e 
H, Robbtns, pa, 153, 

construir um quadrado cuja área lhe seja igual (inútil 
acrescentar que se trata de uma construção teorica-
mente rigorosa e não apenas aproximada). 

Se fôr r o raio do circulo, como a sua área é r.r~, 
deverá encontrar-se um quadrado de lado í , tal que 
i ^ i r r 1 , isto é, tal que 
(19) l - r -

Ora, em qualquer livro de geometria elementar se 
aprende a fazer (entre outras) as seguintes construções 
— dados segmentos de comprimentos a a b , construir 
segmentos de comprimentos a + b , a—b, a-b, ajb 
e X̂ a — e se verifica que tais construções não exigem 
mais que régua não graduada e compasso. 

De modo que, se se souber construir n , sabe-se 
construir vAc e depois r • ,. e o problema da qua-
dratura reduz-se, afinal, ao da constructibilldade 
de ir. 

Partamos de um segmento unidade (que, no nosso 
caso, pode ser o próprio raio do circulo). Com as cons-
truções acima mencionadas, podemos, em primeiro 
lugar, construir iodos os números racionais e todas as 
raízes quadradas de números racionais e, em seguida; 
como é óbvio, toda n combinarão finita de raízes qua-
dradas e de números racionais. 

Ponhamos agora a questão — ^ que outros números 
silo conslruivcis ? Demonstra-se que mais nenhuns! 

Com efeito, um resultado essencial da teoria da 
coustructibilidade é o seguinte"" — são construireis 
com régua não graduada c compasso aqueles números 
algébricos (e só èlesl) que são combinardes finita/ de 
números racionais e raízes quadradas (é, por exemplo, 
construirei 3 , pela efectivação sucessiva de n raí-
zes quadradas, mas não 3 v/2). 

Ora como o número ir não é algébrico, resulta daqui 
imediatamente que ele não é construível e que, por-
tanto, é impossível a quadratura só com régua não 
graduada o eompasso. 

Assim se fechou, há pouco mais de sessenta anos, 
um capítulo da História da Matemática, vélho de 
muito mais de vinte séculos í 

Com a demonstração de Lindcmann, t. entregou-nos 
o seu último segrído — o da sua não al geb ri cidade. 
Nesse dia, extinguiu-se virtualmente a legião dos qua-
dradores. Se essa extinção não foi, em todos os easosj 
efectiva, o facto deve atribuir-se a um fenómeno de 
longevidade que é, talvez, do domínio das ciências 
bio-psicológieas, mas que nada tem que ver com a 
Matemática. 

<s> para a demonstração, que nSo exifle conhecimentos 
além dos rudimentos da Geometria Analítica, pode Ter-se. 
por ex., o Já citado What ts Mathematics ? pa. 120 e sea. 


