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O NUMERO T"

pdr Bento Caraga .

1. — Generalidades e histéria

O nimero = é, como todos sabem, definido como o
cociente do comprimento duma eircunferéncia rectificada
pelo seu didmetro.

Esta definigio fundamenta-se no facto, a que todos
os livros de geometria elementar fazem referéncia, de
que os comprimentos de duas circunferéncias quaisquer
estdo entre 8i como os seus didmetros, donde imediata-
mente resulta que ¢ constante o cociente do comprimento
de qualquer circunferéncia pelo respectivo ditmetro.

% essa constante que se representa pelo simbolo =
e tem-se portanto, sendo € o comprimento da circun-
feréneia rectificada e r o seu raio

1 C
Em— .
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Sabe-se ainda, pelo menos desde Arquimedes, que a
drea dum circulo € igual & de wm tridngulo rectangulo
que tenha por base a circunferéncia respectiva rectifi-
cada e por altura o raio, de modo que para essa drea 4
se tem

@) A=mr2.

Desde a mais alta antiguidade se tém procurado
determinagdes de =. Foram, muito provavelmente, pro-
blemas de cédleulo de dreas que deram origem as pri-
meiras determinagdes de = . Mas, desde que se acen-
den o interesse a4 volta déste mimero, inicion-se um
longo periodo de penosos esfor¢os (que s6 vém a ter-
minar no final do século x1x) para, nfo 86 o determi-
nar com a maior exactitlio possivel, como ainda pres-
crutar a sua natureza tedrica e resolver os problemas
que com ela andam ligados.

Vamos passar em rdpida revista o desenrolar désses
esforgos que arrmmaremos em trés periodos: até Ar-
quimedes, de Arquimedes a Viéte, de Vidte A actua-
lidade.

1.2 Periodo.— Até Arquimedes. — Periodo empirico.

Sdo do Médio Oriente as mais antigas determina-
¢oes aproximadas que se conhecem de =.

Em Babilénia, como entre os kebreus, tomava-se,
simplesmente, ==8 . £ &ste, com efeito, o valor que
se deduz de uma passagem da Biblia relativa & cons-
trugiio do templo de Salomfio. Mas j4 antes, entre os
egipeios, era conhecido um valor mais exacto. No céle-
bre Papiro de Rhind, pertencente & colecgio Rhind do
British Museum, redigido certamente antes de 1.700
A. C,, portanto hd aproximadamente 4.000 anos, o sa-
cerdote Akmes dd a seguinte regra para determinar a
drea de um campo circular: «dividir o didmetro em
nove partes iguais, tirar-lhe uma dessas partes e qua-
drar». Obtém-se désse modo, para drea do circulo
(com os nossos simbolos de hoje)

A=|2 AV r2
v=9 9)
donde, por compara¢iio com a férmula (2),

_ 16\ 2
3) - (;) =316  por defeito.

2.2 Periodo.— De Arquimedes a Viéte.
1.° Periodo tedrico.

Com Euclides e, sobretudo, Arguimedes inicia-se o
segundo periodo.na histéria das determinagdes de =,
periodo a que podemos chamar primeiro periodo ted-
rico; nile se encontram com efeito, ndo apenas regras
empiricas, mas o cuidado de justificar os resultados.

i1} O leitor nfio encontrard neste artido nada de novo.
Todos os problemas de cardcter prético e tedrico a que néle
se faz referéncia estdio resolvidos hd muito tempo, Trata-se
apenas de uma compilaciio de resultados que, na sua maior
parte, sfio do dominio das Matemdticas Elementares.
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Arguimedes (287-212 A. C.) inscreve e circunscreve i
circunferéncia poligonos regulares de 6, 12, 24, 48 e
96 lados, calcula os perimetros désses poligonos e obtém
assim um limite superior e um limite inferior do com-
primento da circunferéncia rectificada. Este procedi-
mento implica: a) admitir que o comprimento da ecir-
cunferéneia existe; 4) que éle é o limite comum dos
perimetros dos poligonos regulares inscritos e circuns-
eritos quando o seu mimero de lados tende para infi-
nito. Arguimedes admitin ambos os factos, sem que,
no entanto, desse uma formulacio rigorosa do segundo,
o que estava fora das preocupacdes e dos recursos da
Andlise do seu tempo, mesmo pa.ra uma mentalidade
da férga da sua.

Dos seus cdleulos, deduz Arguimedes que «o peri-
metro da circunferéncia excede trés vezes o seu did-
metro por uma parte que é menor que a sétima parte
do didmetro e maior que 10 dividido por 71», o que
traduzimos escrevendo a dupla desigualdade

10
4 3—<m<3-
4) n-" 3
ou, em escrita decimal
38,1408 < w < 3,1429..

Durante muito tempo, esta aproximacdo dada por
Arquimedes nido foi ultrapassada, mas no século 1
p- C. o matemdtico chinés Liu Hui, calculando peri-
metros de poligonos regulares inscritos até 192 lados,
encontrou
(5) w=3,14 por defeito
(que concorda com a determinaglio arquimedeana) e
no século v p.C. o chinés Tsu Ch'ung-chikh obteve a
determinagdo muito mais exacta
(6) 3,1415926 < = < 3,1415927
da qual tirou os valores aproximados 113 °© 2? dste,
como vimos, jé usado por Arquimedes. Na viragem
do século v para o vi p. C. o astrénomo hindd Arya-
bhata encontra o valor notavelmente aproximado

3997
=0 31418
® T

mas os hindds ndo fizeram grande uso déle ; tomavam

habitualmente ou ==3 ou == ¢ 10.

No séeculo xm, 0 matemdtico hindd Bhaskara dé
o valor arquemediano 22/7 e também o valor (7)
3927/1250, éste parece que obtido pelo método arqui-
medeano com poligonos até 384 lados !

O mesmo valor (7) se encontra também mencionado
pelo matemdtico drabe Al-khowarizmi (séc. 1x), mas
parece que os drabes posteriormente o esqueceram e
continuaram a tomar nas aplicagdes == /10.

Entretanto, na Europa nfio se encontram sinais de
novas determinagbes que se pudessem por a par das

dos hindiis e drabes, antes do século xvi. Nessa altura
porém os cdleulos numéricos receberam, na Europa
do Ocidente e do Noroeste, um impulso extraordind-
rio, devido principalmente 4s necessidades da navega-
¢lio que originaram também uma completa renovacgie
na Astronomia e na concep¢iio do mundo.

Adrianus Romanus (1561-1615) um matemdtico dos
Paises Baixos, calculou = com 15 decimais usando o
método arquimedeano, e um seu contemporineo, tam-
bém dos Paises Baixos, Ludolph van Ceulen (1540-1610)
levou, pelo mesmo método, o cdleulo até 35 decimais !

James Gregory (1638-1675) e Christian Huyghens
(1629-1685) ocuparam-se também do mesmo ecdleulo.

Mas, por muito extraordindria que a todos tenha
parecido a proeza de Van Ceulen (e foi-o a tal ponto
que o valor por éle determinado foi gravado no seu
timulo e a = se deu o nome de nitmero de Ludolph) ela
devia ser brevemente eclipsada por novas determina-
¢Oes feitas por um método novo.

3.2 Periodo.— De Viéte & actudlidade.
2.2 Periodo tedrico.

Esse método novo é o método dos limites que comega
a despontar pela segunda metade do século xvi e toma
corpo ao longo do séculoe xvir. Caracteriza-o, como
todos sabem, o recurso aos processos infinitos de edl_
culo, isto ¢, ao manuseamento de expressdes em que
figura uma infinidade de operag¢des, o que era intei-
ramente estranho aos matemdticos da Antignidade.

A primeira expressio de = por um algoritmo infi-
nito é devida a Viéte (1540-1603)

2 i\/11\/'1”\/11\/'11 e
\/é' s aVa'V 2taVataVe

Aberto o caminho, dentro em pouco é uma verdadeira
explosiio de algoritmos infinitos — séries, fraccdes con-
tinuas, produtos infinitos — a servirem para exprimir r.

Assim, pouco depois, Jokn Wallis (1616-1703), um
dos principais obreiros do método dos limites, deu a
expressio

% 22446688

IR s b e e e e e .
®) 2 1833557179
e Lord William Brouncker (1620-1684) a seguinte

w 1
(10) R

R

2+
QnERe.

que ¢ uma das primeiras da teoria das fracgdes con-
tinuas.

Na segunda metade do século xvir, James Gregory
(1638-1675) e W. . Leibniz (1646-1716) encontraram,
qudsi ao mesmo tempo (Gregory com alguns anos de
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antecedéncia ?) o desenvolvimento em série da fun-
cdo arctgx

1 1
(11) 3!".'tgu:=m—§w3~r5£5__“_

donde haviam de vir a sair os métodos mais expeditos
para o cdlculo de = com um grande nimero de deci-
mais. Essa série dd, para =1, a relacio

(12) S=l——to— e

(encontrada qudsi ao mesmo tempo também por Huy~
gens) que, no entanto, nfo ¢ prdpria para o cileulo
numérico de = por ser muito lentamente convergente
(para ter, a partir dela, = com dez casas décimais,
seria preciso tomar cérea de 5.000 milhdes de termos
da série!), Mas nfo é dificil deduzir relagdes em que
figure a fun¢lio arctgx e que fornecem processos
muito rapidamente convergentes.

Citaremos, de entre elas, a que deu Leonhard Euler
(1707-1783) na sua Introductio in analysin infinito-
rum (1748)

(13) z=aru tg%‘i‘ are {g%s
e a que deduziu o matemdtico vienense L. Schuliz von

Strassnitzky (1803-1852)

%)

T 1 i 1
(14) §=arctg§+arctg5+arctg§

a partir da qual o calculador Dase determinou, apos
dois meses de trabalho, = com 200 decimais, em 1844.

Mas, em rapidez de convergéncia, sobreleva a todas
a formula dada em 1706 por John Machin (1680-1751)

15 G i
(15) 1 arc g5 are g239

Dela se serviu em 1874 William Shanks (1812-1882)
para caleular = com 707 (!) decimais, proeza até agora
niio ultrapassada. Por uma questdo de curiosidade,
damos a seguir &sse valor

x = O 14150 26635 50703 23846 26433 83279 GO28B 41971 69899 37510
58200 74944 50280 78164 06284 20899 86280 34825 34211 70679
82148 08651 32823 06647 09384 46095 5OGS2 28172 53594 08128
48111 74502 84102 70193 85211 05009 61462 20489 54930 38196
44288 10975 66093 54461 28475 64823 37867 83165 27120 19091
45648 66602 BI60S 45610 45482 66452 13393 60726 02491 41278
(16) 72458 70006 06315 GEBL7 45315 20090 9628 VTG40 H(715 86436
) 78025 00360 01133 06305 48820 46652 13841 46951 94151 16094
83057 27036 57505 91053 00218 61178 §1932 61179 B1051 18548
07446 28700 62749 56785 18867 62724 9122 76381 83011 94912
98336 75362 44065 66430 86021 39501 60924 48077 23094 36285
53006 02027 55698 97086 95022 24749 96206 07497 03041 23668
86109 51100 89202 38377 02181 41604 11902 985S 25146 81639
70000 46507 00081 70020 63123 77387 34208 41307 Hla51 18898
05709 B5... -,

@ O leitor deduz facilmente esta férmula e as duas se-
guintes, tomando as tangentes de ambos os membros e
notando que tgd (arctga)=oa,

@ Reproduzido de Calcolo Numerico por Ugo Cassina,
pdg. 512,

Repare o leitor nisto que é curioso — os métodos
mais poderosos para o cdlculo de = (definido por uma
relagiio geométrica) sfo métodos puramente analiticos.
Ao longo da histéria da Matemdtica, ndo foi esta a
menor razido do intersse despertado a volta déste
nimero.

2. — Natureza tedrica de =

Poderd o leitor preguntar qual é o interésse que
pode existir no cdlculo de centenas de casas decimais
de =. g Interésse pritico? nenhum ! «Dez casas deci-
mais bastam para dar o comprimento do meridiano
terrestre com um &rro inferior a uma polegada, e trinta
decimais dariam a circunferéneia do universo visivel
a menos de um segmento imperceptivel com o mais
poderoso telescopion. @

¢ Interésse tedrico? Sim, até certa altura pelo me-
nos. £ que o nimero = guardou ciosamente o segrado
da sua natureza tedrica durante muitos séculos, e a
incerteza sdbre essa natureza andou ligada desde a
antiguidade cldssica a um problema célebre —o da
quadratura do circulo.

¢ = ©racional ou irracional ? esta pregunta so teve
resposta no final do séeulo xviix quando Lambert
(1728-1777) demonstrou que = € irracional, e por isso
se justifica, pelo menos até essa altura, o afd de en-
contrar um nudmero cada vez maior de decimais, 4
procura de qualquer lei na dizima que ainda se nio
descortinava. ..

Mas nfo estd tudo dito com a asser¢io de que = &
irracional — g a que classe de irracionalidade per-
tence ? ¢é algébrico ? ou transcendente ?

Ao leitor menos versado neste assunto, diremos que
se ch nimero algeébrico a todo aquéle que € raiz de
uma equacio algebrica de coeficientes racionais; uma
tal equagdo pode sempre evidentemente reduzir-se a
uma outra de coeficientes inteiros com as mesmas
raizes.

Assim, sdo algébricos os niumeros V2, %5, 7,

4\/ “_1'&1_‘/7 porque sio, respectivamente, raizes
das equagoes
208+t +1=0.

Sdo, em particular, algébricos todos os nimeros
racionais m/n , n==0, visto serem raizes de equacbes
da forma nax—m=0.

Sabe-se que o conjunto dos niumeros algébricos
constitui um eampo e que, por conseqiliéncia, somas

2—2=0, 23—-5=0, 2?+1=0,

@) Simon Newcomb, matemdtico e astrénomo americano,
citado de Mathematics and the Imagination por E. Kasner
e J. Newman, pég. 78.
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(algébricas) produtos e cocientes (de divisor ndo nulo)
de mimeros algébricos sfo ainda nimeros algébricos.

A todo o mimero nfo algébrico chama-se transcen-
dente.

A questdo de se saber se = ¢ ou ndo algébrico equi-
vale portanto a esta outra — saber se existe ou nio
alguma equacdo algébrica de coeficientes inteiros que
o tenha como raiz — e esta questdo tem uma grande
importincia para o problema da quadratura, como
veremos adiante. :

Os esforgos para resolver esta questfo da algebrici-
dade de = culminaram na demonstragfio que Lindemann
féz em 1882 de que — = ndo ¢ algébrico.

fisse facto resulta de um coroldrio que se tira do

teorema fundamental de Lindemann e que diz: se x €

um nivmero algébrico niio nulo qualquer, e* ndo € racio-
nal.
Ora, da bem conhecida férmulo de Euler

(17)
resulta para a=w,
(18)

donde se conclue, em face do resultado de Lindemann,

que iw ndo € algébrico. Mas ¢ é algébrico, logo = nio
o pode ser, alids seria algébrico o seu produto.

¢ =cos }isenx,

=1

3. — O problema de constructibilidade

Ocupemo-nos agora, para terminar, déste problema
— o da constructibilidade de = .

Antes de mais, precisemos o significado do pro-
blema. £ o seguinte: escolhida uma unidade de me-
dida, isto é, um segmento OA=1,
ajuda apenas da régua e do compasso, um segmento OB
tal que OB/OA=r.

A exigéneia de usar apenas dstes dois instrumentos
resulta das condigdes histéricas do problema. Ble sur-
giu na Gréeia cldssica e, para a maioria dos gedme-
tras gregos, uma boa, uma verdadeira solug¢io geomd-
trica nfo devia exigir mais que régua e compasso.
Mas, note-se bem, régua ndo graduada, (ou, melhor,
régua usada exclusivamente para tracar rectas) pois
um dos problemas célebres postos na geometria grega
e que vieram sem solugio até ao século xix, o da
trissecgdo do dangulo, resolve-se com uma régua gra-
duada e um compasso. ®

O problema da constructibilidade de =, estd ligado
directamente ao da quadratura do eircuio que consiste,
como todos sabem, em, dado um ecirculo qualquer,

construir, com a

® Vide por ex, What is Mathematics ? por R. Courant e
H, Robbins, pd. 158,

efectiva, o facto deve atribuir-se a um fendmeno de

longevidade que ¢, talvez, do dominio das ciéncias
bio-psicoldgicas, mas que nada fem que ver com a
Matemdtica.

©® Para a demonstracdo, que n8o exige conhecimentos
além dos rudimentos da Geometria Analitica, pode ver-se,
por ex., o ja citado What is Mathematics ? pg. 120 e seg.

construir um guadrado cuja drea lhe seja igual (inttil
acrescentar que se trata de uma construgdo tedrica-
mente rigorosa e nio apenas aproximada).

Se for » o raio do circulo, como a sua drea é =12,
deverd encontrar-se um quadrado de ladoe 7, tal que
P=x=r?, isto é, tal que

(19) l=r- V7.

Ora, em qualquer livro de geometria elementar se
aprende a fazer (entre outras) as seguintes construgdes
— dados segmentos de comprimentos @ e b, construir
segmentos de comprimentos a+b, a—b, a-b, alb
e Va— e se verifica que tais construgdes nio exigem
mais que régua nio graduada e compasso.

De modo que, se se souber construir =, sabe-se
construir {/= e depois r-{/=,.e o problema da qua-
dratura reduz-se, afinal, ao da econstructibilidade
de =.

Partamos de um segmento unidade (que, no nosso
caso, pode ser o préprio raio do circulo). Com as cons-
trugdes acima mencionadas, podemos, em primeiro
lugar, construir todos os nimeros racionais e todas as
raizes quadradas de mimeros racionais e, em seguida,
como é dbvio, téda a combinagio finita de raizes quo-
dradas e de ntvmeros racionais,

Ponhamos agora a questio — g que outros nimeros
sflo construiveis ? Demonstra-se que mais nenhuns !

Com efeito, um resultado essencial da teoria da
constructibilidade & o sequinte ©) — sdo construiveis
com régua ndo graduada e passo aquéles nilmeros
algébricos (e s6 éles!) Que sdo combinagies finitas de
niimeros racionais e raizes quadradas (é, por exemplo,
construivel zn\/é, pela efectivagfio sucessiva de » rai-
zes quadradas, mas nio >/2).

Ora como o nimero = nio é algébrico, resulta daqui
imediatamente que &le ndo é construivel e que, por-
tanto, é impossivel a quadratura sé com régua nio
graduada e compasso.

Assim se fechou, hd pouco mais de sessenta anos,
um capitulo da Histéria da Matemdtica, vélho de
muito mais de vinte séculos !

Com a demonstragio de Lindemann, = entregou-nos
o seu iltimo segrédo — o da sua nido algebricidade.
Nesse dia, extinguiu-se virtnalmente a legifio dos qua-
dradores. Se essa extingfio ndo foi, em todos os casos,



