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MATEMATICAS ELEMENTARES

Nos actuais programas de matemdtica dos liceus, nfio sfio incluidos certos capitulos como, propriedades dos polindmios,
equacOes transcendentes, aproximacdes numéricas, e outros, cuja necessidade é evidente, quer sob o ponto de vista de
cultura geral, quer para a continuacfio de estudos superiores. A reforma dos programas prevendo a criacfio de um oitavo ano
no curso liceal, deve ter deixado para inclusfio nos seus programas, estas matérias. E porque o seu ensino no primeiro
ano universitdrio acarretaria perdas de tempo em prejuizo de outros t tende-se que o seu estudo deve ser feito
como preparaciio para a entrada nas Universidades. E assim que nos exames de aptiddo aparecem questdes sObre aquéles
capitulos. E porque assim é, e porque os candidatos necessitam preparacfio para &sses exames, a «Gazeta de Matemdtica»,
com o intuito de fornecer elementos de preparacfio nesse sentido, decidiu publicar nesta seccfio, a par de outros, artigos
sbbre aquelas matérias, que jd em tempo pertenceram ao ensino liceal. E déste tipo o artigo seguinte.

ESTUDO DE ALGUMAS PROPRIEDADES DOS POLINOMIOS INTEIROS
por J. J. Rodrigues dos Santos

O — Definigdes.

Vamos fazer o estudo de algumas propriedades dos
polinémios inteiros em = para o que representaremos
por ¥, (#) o polinémio inteiro do grau = de coeficien-
tes reais
(1) Y, (x)=agx"+ag 1+ .- +-a, 4 x+a,.

Teorema | — Um polindmio inteiro em x toma um
#nico valor por cada valor atribuido & varidvel x .

Se na expressdo (1) substituirmos a varidvel = por
um valor particular, qualquer, o valor que o polind-
mio toma ¢ inico, visto que o conjunto das operagdes
a efectuar para caleular ésse valor, s6 pode conduzir
a um tnico resultado por se tratar de operagdes uni-
formes. Se designarmos por x; o valor particular atri-
buido a = designaremos por ¥, (x;) o valor correspon-
dente de y, (=) .
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Definigdo | — Diz-se que = ¢é raiz ou zero dum po-
lindmio inteiro em =, quando &ste se anula para o
valor « atribuido A varidvel. Isto é: se a ¢ raiz do
polinémio (1) ter-se-d : y, (2) =0.

1—Condigdo de divisibilidade dum poli-
némio inteiro em = por v—a.

Suponhamos efectuada a divisfo do polinémio (1),
do grau n, pelo binémio #—az, onde a designa um
nimero qualquer. O cociente serd um polindmio do
grau n—1, visto o divisor ser do 1.° grau, em =, eo
resto, se o houver, nfio conterd . Podemos escrever :

Yn () =Yut (@) (@—a)+ R

ignaldade que é verdadeira qualquer que seja o valor
atribuide a x. Entdo, ela serd verdadeira para x=a
o que se traduz por:

Yo (2) =Yt (2) (a—a)+R.

A primeira parcela do segundo membro da igualdade
anterior, ¢ nula, visto um dos factores ser nulo e
V.- (2) ndo ser infinito.

A igualdade reduz-se pois a y, (2) =R o que, aten-
dendo ao significado de y, (2) e de R, nos permite
enunciar o seguinte teorema :

Teorema Il — O resto da divisdo dum polinémio in-
teiro em x por Xx—a € o valor numérico que se obtém
substituindo no polinémio x por o.

Em particular, se for =0, o polinémio serd divi-
sivel por #—a, e como y, (z)=0, em virtude da defi-
ni¢ido I, a ¢ raiz [do polinémio (1). Podemos entio
enunciar o

Teorema Il — Se a ¢ raiz ou zero dum polinémio
inteiro em x ésse polindmio € divisivel por x—a.

Reciprocamente, se o polinémio (1) é divisivel por
x—a, o ¢ raiz désse polinémio. Com efeito, por hips-
tese R=0, donde:

Yn (g) =¥Yu (g} {a'_") =0
e o ¢ raiz do polinémio.

O teorema III e o seu reciproco podem resumir-se
no seguinte enunciado :

Teorema IV — 4 dig aria e suficiente
para que a seja raiz dum polindmio inteiro em x € que
éste seja divisivel por x—a..

1} Um polinémio inteiro em x toma valores finitos para
valores finitos da varidvel, visto o grau do polinémio e os
coeficientes serem nimeros finitos. O produto 0= €
como se sabe um simbolo de indeterminac#fio, indetermina-
c¢#io esta que é muitas vezes aparente,

2 —Condigdo de identidade de dois poli~
némios.

Definigdo Il — Dois polinémios inteiros em = di-
zem-se #dénticos quando tomam o mesmo valor para
qualquer valor atribuido 4 varidvel «.

Definiggo Ill — Um polinémio inteiro em = diz-se
idénticamente nulo quando ¢ nulo qualquer que seja o
valor atribuide & varidvel.

Vamos agora determinar quais as condigBes que se
devem verificar para que um polinémio inteiro em =
seja identicamente nulo e, depois, as condigdes de
identidade de dois polindmios.

Teorema V — Quando wm polinémio inteiro em x
do grau n se anula para mais de n valores distintos
atribuidos & varidvel, éle € identicamente nulo.

Suponhamos que, conforme a hipétese do teorema,
o polinémio (1) se anula para qualquer dos valores

agapay -,y I>n

da varidvel . Em virtude do teorema III, visto ay
ser zero do polinémio, podemos escrever :
Yn (:E) =V (:B) {zda’l) *

Mas apulando-se y, (x) para x=as, 0 mesmo deverd
acontecer ao segundo membro da igualdade anterior,
visto que ela ¢é vdlida qualquer que seja . Ora z—ay
& diferente de zero para x=a, (a menos que aj=ay o
que contraria a hipétese dos valores ajas--+ serem todos
distintos) ; logo deverd ser y,_4 () =0 para z=a; ou
Yy (22)=0. Néstas condigdes poderemos escrever,
como anteriormente :

Yot (B) =Yz () (2—22) .
Substituindo &ste valor de ,_4 (#) na expressdo de
Y, () vem:

Yo (@) =Yz (@) (B—a) (x—m) .
A repeticio do raciocinio feito, para os valores
agay *++ @, levar-nos-ia a escrever :

@ Yn (@) =20 (2—a1) (®—2) --- (2—a,)

onde 7, ¢ uma constante. Mas o polinémio y, (x)
anula-se por mais de n valores atribuides a z; desi-
gnando por a,,.4 um dos valores, diferente de 2y +-a,,
o primeiro membro de (2) deverd ser nulo para T=a,4
e o mesmo se deve verificar com o segundo membro
daquela igualdade. Como os factores bindmios que
néle figuram nfio se anulam para z=a,,; deverd ser
yp=0. Mas o facto de ¥, ser nulo implica que g, (x)
seja nulo qualquer que seja o valor atribuido a =.

Teorema VI — Se y (x) € nulo qualquer que seja x
entiio os coeficientes siio todos nulos.
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Consideremos o polinémio (1) que supomos nulo
para qualquer valor de =, serd também y, (0)=0 e
portanto a,=0. O polinémio ¥, (x) pode entfo escre-
ver-se com a forma

Yu (m)=:z: (aﬂm-_l+a’l "2t ta,y) .

Mas, tendo 3, (x) nulo qualquer que seja «, o mesmo
deve suceder ao paréntesis que figura no segundo
membro da igualdade anterior. Concluimos assim que
deve ser a, 4=0 e, analogamente,

@, 3=0:-a;=0, ay=0.

A expressiio (2) permite-nos afirmar :

Teorema VIl — Se um polinémio inteiro em x do .

grau n se anula para n valores distintos atribuidos &
varidvel x, ayaz --- a, éle € decomponivel num produto
de factores lineares da forma :

¥Yu (x}‘=)’0 (x'—&]) (’x_"'!) . (X—l_) =

¥ fdcil verificar que yo=ay, sendo ay o coeficiente
da maior poténcia de =, ou seja, visto que supomos o
polinémio ordenado segundo as poténcias decrescentes
de =, o coeficiente do seu primeiro térmo. E o que
resulta da maneira como se obtém o primeiro térmo
do cociente da divisio de dois polinémios e de ser a uni-
dade o coeficiente de = nos bindmios (z—ay)-+-(x—a,) .

Teorema VI — Quando dois polindmios inteiros
em x dos graus m e n (m>n) sdo iguais para mais
de m wvalores distintos atribuidos & varidvel x, estes
dois polindmios sdo idénticos, isto €, tomam o mesmo
valor qualquer que seja X .

Na hipédtese do teorema, podemos mesmo afirmar

que os polindmios sfo iguais : t8m o mesmo grau e o0s

térmos semelhantes tém os mesmos coeficientes.
Este teorema é conhecido por Prineipio das Identi-
dades. Sejam os dois polindmios
P=ag+ay v+az x*4--+-+a, 2"+ +a, 2
Q=0by+by x+bp x4 ---+ b, x".
Formemos a diferenca
P —Q=ag—by+ (ay—by) +---+(a,—b,) ="+
+ @4 ... +a, ™.

Como P e € sio por hipdtese iguais para mais de m
valores distintos atribuidos & varidvel =, a diferenga
P—@Q serd nula para mais de m valores de =, e como
¢ do grau m, os teoremas V e VI permitem-nos escrever:

ag—bo=0
O

ay—by=0..- a,—b,=0 a, 4=0::.a,=0

gy iy ebi <oy 5By o R0 )

Note-se que éstes teoremas sfo verdadeiros se nos
polinémios entrarem duas ou mais varidveis. Neste
caso dir-se-ia :

Um polinémio inteiro a mais duma varidvel que se
anula para qualquer sistema de valores atribuidos as
varidveis € idénticamente nulo, isto €, sio nulos todos os
seus coeficientes.

Bastaria mesmo que o polinémio se anulasse para
mais de m sistemas de valores distintos atribuidos
as varidveis, sendo m o grau do polinémio em relagfio
a varidvel que néle figura com maior expoente. E o
teorema VIII enunciar-se-ia assim :

Se dois polinémios dos graus m e n sdo iguais para
mais de m (m>n) sistemas de valores distintos atri-
buidos as varidveis éles sdo idénlicos, isto €, tomam o
mesmo valor para qualquer sistema de valores atribuidos
as varidveis.

Em face dos teoremas I e VIII podemos afirmar que

Defini¢do IV — Dois polinémios inteiros dizem-se
idénticos quando, e s6 quando, os coeficientes dos res-
pectivos térmos semelhantes s3o iguais.

3—Mérodo dos coeficientes indetermi-
nados.

O método dos coeficientes indeterminados, que é
devido a Descartes, é de uso constante em matemd-
tica e a sua simplicidade é paralela 4 sua importin-
cia. Consiste 0 método numa aplicacio do teorema VIIL.
Quando pretendemos determinar os coeficientes dum
polinémio inteiro, cuja forma é conhecida e de que se
conhecem certas propriedades, em nimero suficiente,
a aplicagio do principio das identidades permite cal-
cular os coeficientes do polinémio procurado, gque sio
as inedgnitas dum sistema de equagfes que traduz as
ondigdes ou propriedades a que aquela fun¢fo inteira
deve satisfazer. Para a aplicagio déste método ¢ fun-
damental conhecer a forma da fun¢fio inteira procurada
e por vezes pretende-se também determinar o grau do
polinémio.

Vamos fazer uma aplicagio dos métodos de coefi-
cientes indeterminados no cdlculo do cociente e resto
da divisdo dum polinémio inteira em 2, do grau =,
por x—a.

O cociente serd um polinémio de grau n—1 , inteiro
e o resto uma constante. Entio podemos escrever
idénticamente :

ap "+ @y @A =
=(z—a) (bpz"14-by " 2445, _4)+ R

sendo by, by +++ b,y e R as constantes a determinar.
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Efectuando as operagdes indicadas no 2.° membro e
ordenando o resultade segundo as poténcias decres-
centes de x, teremos:

ap T+ ay 214+« a, =bg x* + (b —aby) 214
+(b2—aby) "2+ + (b y—ab,3) v+ (B—ab, ).

Como esta igualdade é verdadeira qualquer que
seja x, o prineipio das identidades permite-nos esere-
ver :

ag=by ay=by—aby ay=by—aby -
@, _y=b,_q4—ab, s ¢ a,=R—ab,_y
ou:
ag=by by=ay+aby «--
b, _y=a, y+ab,s B=a,t‘ab,q.

Destas igualdades resulta a regra de Rufini que se
enuncia do seguinte modo: o primeiro coeficiente do
cociente ¢ igual ao primeiro coeficiente do dividendo
e cada uwm dos outros obtém-se do anterior, multi-
plicando éste por a e adicionando-lhe o coeficiente
do mesmo indice do dividendo. O titimo valor obtido
€ o resto.

Vejamos a maneira pritica de dispor o edleulo num
problema desta natureza. Seja, por exemplo, caleular o
cociente e o resto de divisie do polinémio 2x5—3z34
+x*—T por *—3. Numa linha escrevem-se os coefi-
cientes do polindmio dividendo, completando com
zeros as faltas de termos de certos graus. Por baixoe
de cada coeficiente escrevem-se os produtos por +3
dos coeficientes do cociente que se viio obtendo, no-
tando que o primeiro déstes ¢ igual ao primeiro coe-
ficiente do dividendo, suposto éste ordenado segundo
as poténeias decrescentes de « .

20 -3 1 0 -7
6 18 45 138 414
2 6 15 46 138 407.

O cociente serd, portanto, 2axt4 622 1522+ 4624138
e o resto 407 .

Vamos dar exemplos doutros problemas cuja solu-
¢ilo se obtém facilmente pelo uso do método dos coe-
ficientes indeterminados.

Seja, por exemplo, determinar os coeficientes dum
polinémio do 4.° grau para que &le seja o quadrade
do trinémio bga?+byw+b,. O polindmio procurado
serd

agad+ay 23+ ap 22 4-ay @+ ay= (hy 22+ by z+ ba)?
ou:
ag T +ay o 4-az ¥ +ag o+ ay=bf o+ 2 by 22+
+ (b?—}- 2bo bi) :I«z—}-?bl bz .E—}—b;
igualdade que deverd verificar-se qualquer que
seja © . Entdo pelo teorema VIIIL:

ag=b} aq=2byby ay=0i+2bgby a3=201b; e ay=43

Pelo problema inverso podemos extrair a raiz qua-
drada dum polinémio, suposto quadrado perfeito.

Seja agora resolver a equaciio 23+42x2+430—6=0
que se sabe admitir a raiz +1. Em virtude déste
conhecimento podemos baixar o grau da equagio
dividindo-a por #—1. (Teorema III).

23+ 202+ 3 —6=(v—1) (ag 2+ a; x+az)

os coeficientes ag, a; e ap podem ser calculades pela
regra de Rufini. O resto deverd ser zero. '

1 2 3 —6
1 3 +6 :
1586 10‘__

Resolvendo agora a equaciio #?+43x+6=0 obém-se
as restantes raizes da equagiio proposta.

Faremos ainda uma aplica¢do do método dos coefi-
cientes indeterminados na resolu¢fio do seguinte pro-
blema :

Decompor em fracgdes simples a fraccio algébrica

2z 43 -
(z—1) (z+2)2
mar a fracgfo dada numa soma de fracgdes cujos de-
nominadores s3o os factores bindmios que resultam
da decomposi¢iio do denominador da fracgio dada.
No exemplo presente os factores binémios sio z-—-1,
o+2 e (x+2)2. No caso do denominador ndo estar
escrito com a forma de produto de factores binémios,
¢ necessdrio determinar os seus zeros, para se conhe-
cerem os factores binémios que sfo os denominadores
das fracgdes pedidas. No caso presente pretende-se de-
terminar 4, B ¢ C com a condigio de ser:
2x+3 A B c

. Bste problema consiste em transfor-

(x—1) (z+2)2 4 z—1 * r+2 K (z+2)2 A

Desembaracemos de denominadores :
2 +8=A (z+2)*+B (+2) (—1)+ C (z—1)

on
254 3=Ax?+4Ax+ 44+ Bo?+ Be—2B+ Ce—C,

Vamos agora ordenar o 2.° membro da igualdade
anterior e, em seguida, identificar os coeficientes dos
termos do mesmo grau, visto esta igualdade dever ser
verdadeira qualquer que seja « .

2¢+3=(A+B) o+ (@4A+B+C) 2+44—2B~C

A+B=0; 44A4+B+C=2; 44-2B—-C=3
donde
B=—-5/9,

C=13 e A=59.
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4 — Problemas propostos de aplicagSo do
método dos coeficientes indeterminados.

— Achar o cociente e o resto da divisdo
(BaA—Ba?+ 62 +1): (22— 3w +4) .
R: Q=3x2+9x+10, R=—39.

— Determinar m e n de modo que o polindmio
2A—3ie 4 ma +n seja divisivel por x?—2x+4 .
s m=8, n=—24.

EXAMES DE APTIDAO AS

Licenciaturas em ciéncias fisico-quimicas e em ciéncias
maftematicas, cursos preparatérios das escolas milita-
res e de engenheiro gedgrafo — 4 de Agdsto de 1943.
-—Ponto n.° 4.

: 1
1—Determine m de modo que a equagio:

(m—5) wA—dmax?+4m—2=0 tenha tédas as raizes reais.
R: A resolvente deverd ter duas raizes positivas, de-
vendo m satisfazer as condighes sequintes: 4m?2—
—(m—2)(m—5)=>0; 4m/(m—5)>0; (m—2)/(m—5)>0.
Destas relagies se deduz m <—10/3; m > 5. Podemos
ainda procurar valores de m para os quais fossem
nulas as quatro raizes ou duas apenas (na resolvente,
duas nules ow wma nula e oulra positiva, respectiva-
mente) ; mas, no problema presente, para nenhum valor
de m se verificaria qualquer déstes casos.

2—Enupcie os teoremas que relacionam os
coeficientes de uma equagio do 2.° grau com as suas
raizes e o teorema que permite decompor um trinémio
do 2.° grau em factores binémios.

3 —Um grupo de pessoas alugou um carro por
210300. No momento da partida apareceram mais 2
passageiros. Repartinde por todos o preco do aluguer,
cada um dos passageiros do primeiro grupo pagou
menos 12300. ; Quantas pessoas tinha o grupo inicial?

210 210
R : Da equacio — = +12 o x24+-2x—35=0 se
x x+42
conclue que, inicialmente, o grupo tinha 5 pessoas.
II d
4 — Verifique a identidade :
1—tg? (45°—=x)

sen 22 =1 tg? (°—z)

1_(1—tgx)=

R.I—tg'-’(45°—~x)= 1+tgx - 4tgx &

 14+tg? (45°—x) 1+(1—t.gx)‘ 2 (1+1g*x)
1+tgx

atgx, q te x cos? x=2 sen x cos x=sen 2x y
% .

— Achar a raiz quadrada do polindmio 4xi4 12234
+5x2—6x+1. R:2x24-3x—1.

— Achar a condi¢io necessdria e suficiente para
ay+bx+e
a'y+ b x+e

R: aja!=b/bl=cfc!.

— Achar a condigio necessdria e suficiente para
que o trindmio ax?4-bx+e¢, seja um quadrado per-
feito.

que a expressio seja independente de .

ESCOLAS SUPERIORES (1943)

5 — Escreva a expressio geral dos dngulos cujo ’
coseno & 1/2 e as expressoes dos dngulos cuja tan-
gente ¢ —1. R: 2nr+=/3; ne+3x/4.

6 — Um tridngulo isésceles tem de base 27,12
metros e de perimetro 103,75 metros. Usando o eal-
culo logaritmico, determine o Angulo oposto i base.
R : Designando por 2z o angulo oposto i base temos :

27,12/2 27,12
(103,75—217,12))2 76,63
ritmos : log sen a=log 27,12+ colog 76,63=1,43329 +
+2,11560=1,54889 ; «=20° 43' 53''.3 ou
22=41027/10"6 .

sén a =

Aplicando loga~

111

7 —Figure uma circunferéncia de centro O e
um diimetro AB da circunferéncia. Trace duas per-
pendiculares ao diimetro nos seus extremos 4 e B.
Uma tangente & circunferéncia num ponto qualquer M
desta linha corta as perpendiculares respectivamente
nos pontos P e Q. Demonstre que: 1.> PQ=AP+BQ,
2. 0 dngulo POQ érecto. R: Por ser [AOP]=[MOP]
¢ [BOQ]=[MOQ] temos: 1° PA=PM, QB=QM.
Donde: PA +QB=PM+QM ou lsfir:u;\?+]}—Q, q.e.d.
2.0 POQ=90° por serem os seus lados as bissectrizes
dos Gngulos adjacentes suplementares ADM e MOB .

8 — Numa circunferéneia de raio r estd inscrito
um quadrado [ABCD]. Supde-seque a figura experi-
menta uma rotacio de 180° em torno de um eixo EE'
paralelo a BC e passando pelo centro O da circunfe-
réneia. Deduza, em fungdo de », a expressio do vo-
lume limitado exteriormente pela superficie esférica
gerada pela circunferéncia e interiormente pela super-
ficie gerada pelo quadrade. R: Gerando a circunfe-
réncia uma superficie esférica de raio v e o quadrado
uma super.ficie cilindrica de raio da base igual a rf l/§
e altura dupla, tem-se: V=V, —V =4/3. zrd3—zr2/2.
cryZ2=nr3 (8—3y2)[6.

Solugtes dos n.”* 1 a8 de Fernando Dias Agudo, aluno
do 1.° ano da Faculdade de Ciéncias de Lisboa.
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Curso de habilitagdo para professores de desenho nos liceus
— Outubro de 1943. — Ponto n.* 3.

9 — Resolva a inequagfio (224 2x):(3—2x—a?)<0.
R: As raizes do numerador sdo x;=0 e x3=—2 ¢ as
do denominador xy=1 ¢ x3=—3. Por iss0 0 numera-
dor serd positivo (sinal do coeficiente do térmo em x2)
para valores de x superiores a 0 ou inferiores a —2;
€ negative para os valores de x compreendidos entre
—2 e 0. O denominador serd negativo (sinal do coefi-
ciente de x°) para valores inferiores ao intervalo das
raizes, isto ¢, tais que —3 <x<1, e positivo para os
wvalores de x tais que ou x<—3 ou x>1. A fracgdo
sera megativa para os valores de x gue dio ao numera-
dor o sinal contririo ao do denominador, que pela and-
lise anteriormente feita se vé serem os valores de x tais
que x>1, e <—3 e —2<z2<0.

10 — Defina combinagdes de m objectos p a p e
escreva a férmula que permite caleular o seu mimero,
R: "C,=m (m—1) (m—2) -+ (m—p~+1):p!

11 — Determine o logaritmo no sistema de base 4
de um ndmero cujo logaritmo no sistema de base 2
é 12. R: Como log, a=log,.a:log.b ecomo logs4=2
pois € 2'=4 e log, x=12 vem logyx=12:2=6.

12 — Determine a medida de um dos angulos
iguais de um triingulo isésceles cujo perimetro mede
58,6 metros e cuja base mede 17 metros. R: Um dos
lados iguais tem por medida (58,6—17):2=208m e
metade da base 8,5m . Se considerarmos o tridngulo
rectingulo de hipotenusa igual a wm dos lados iguais do
triagngulo dado e por um dos catetos metade do lado da
base, e se designarmos por a o Gngulo da base pedido
serd cosa=85:208 e por isso logcos a=log 85+
+colg 20,8=0,92942+2,68194—1,61136 ¢
a=065° 52' 45'.5 .

13 —Determine o valor de tg (z—f) sabendo que
cotgﬂ—3cotgum|/3-‘ R: Como
tgf= V/3/3 e tza— V/3 donde tg (a—p)=(y/3—
(14 V3-V3/3)= V33

14 —Deduza a relagio que existe entre a drea
de um octaedro regular e a do circulo circunscerito a
uma das suas faces. R: No octaedro regular as faces
sdo triangulos equildteros e a drea do tridngulo equild-
terd em _fungiio do raio do cireulo civeunserito ¢ 8R2Y/8:4
e a do octaedro seré 6R*}/'3; como a area do cireulo ¢
=R2 a relagdo entre as duas dreas € BR?Y/3:zR2=

=63:%.

15 — Desenhe um

V3/3)-

Aingulo agudo inscrite num

arco AB de nma cireunferéneia e o diimetro que passa
pelo vértice do dngulo. Indique : como varia a medida

cotg B= /B ¢

do fingulo quando, continuando os seus lados a passar
por A e B, o vértice percorre o didmetro em que
existe ; qual a posi¢io que ocupa o vértice quando a
medida do dngulo for dupla do sen valor primitivo, e
qual a relagdo que existe entre éste valor e o da me-
dida do 4ngulo quando o seu vértice coincide com a
extremidade do didmetro considerado. R: O angulo
cresce desde um valor inicial a igual a metade da me-
dida do dngulo ao centro cujos lados passam pelo ponto
A e B até atingir, quando o vértice atinge o centro da
circunferénecia, o valor 2a; continua a crescer até o
valor =, qunndo os lados se tornam perpendiculares ao
diametro sobre que existe o vértice ; dai por diante di-
minui até o vértice atingir novamente a circunferéncia
momento em que atinge o valor #—a.
Solugdes dos n.°* 9 a 15 de J. da Silva Paulo.

Faculdade de Engenharia da Universidade do Pérto —

Outubro de 1943. — Ponto n.° 4.

16 —Simplifique a expressio : (a™1 532 2)13 : (/ad by .
R:1/a.5y/xt:a5y3.

17 — Resolva a inequacgio

(22 =42 —6) : (224 Tx+7)>0.

R : Consideremos a hipdtese de serem positivos ambos os
termos da fracedo. As raizes dos trindmios qm: ﬁg-u.ram
no numerador e no d nador sdo, respect te,
x=—2+10 ¢ x-(-—'(' +/21):2. Assim, o numera~
dor serd positive para os valores de x que sdo dadog
por x>—24 /10 e x<—2— /10, e o denominador
para os valores de x que verificam as desigualdades
x>(—T4V21):2 e x<(—T7—V/21):2 ¢, portanto,
a fracgdo sera positiva para os valores x>—2+4 (/10
ex<(—7—-y21):2.

Consideremos agora a hipdtese de serem negativos am-
bos os termos da fracgio. O nwmerador serd negative
para os valores de x que verifiguem a dupla desigual-
dade —2—Y10<x<—2+ Y10, e o denominador
para os valores de x que satisfagam a (—-7— Vﬁ) {2
<x<(—T+V21):2, e a fracgio serd positiva para
os valores de x que verifiquem a dupla desigualdade :
—2—VI0<x<(—7+y21):2

18 — Determine o fAngulo que faz com a base
qualquer das faces laterais duma pirimide recta de
base quadrada, com tddas as arestas iguais. R: Como
as arestas da piramide sdo todas iguais, as faces late-
rais sio triangulos equiliteros. Se fizermos passar pelo
wvértice V da pirdmide um plano perpendicular a wna
aresta da base e, se designarmos por M o pé desta aresta
messe plano, ter-se-G, sendo O o pé da perpendicular
baizada de V sobre a base: cosa=0M: VM sendo «
o rectilineo do diedro formado pela base da pirdamide
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com cada uma das faces. Mas OM=1/2 ¢ VM=1 V3/[2
donde cos 2=1/2:1/3/2=1/y/3 ¢ a=arccos1/y3.

-

19 — Determine por logaritmos com 5§ decimais
e com a aproximagio que &stes permitem, os valores
de = que satisfazem a equacio

tg o= — 1/0,0014752><cos 300° 127 50" .

R: tg (—x)= /0,0014752 . cos 59° 47' 10",
log tg (—x)=1/2 - (log0,0014752 +log cos 59° 47' 10") ,
log tg (—x)=1/2-(3,16885+1,70176) —2,43531
donde  x =-—1°33'38".

A expressio geral dos arcos ¢

x =—1°33/ 38"+ K -180°.
20 — Defina poliedro. Diga a que condigdes tem

de satisfazer para ser regular e déstes enumere os que
conhece.

21 — Faga o desenvolvimento de (1—1/x)5.
R: +  1-5/x+10/x2—10/x3+5/x4—1/x5.

22 — Diga sem efectuar a operagio quais os res-
tos da divisio do nimero 8257 por 4 e por 11-
R: Por 4: 8257 =4+5x10+7=4+5(4+2)+7=
=4+17=441. Por 11: 8257=8.1000+ 2100+
+5>104+7=8 (11—1)+2 (114+1)+5 (11—1) +T=
=11—8+42—5+7=11—13+9 =11420—18=11+47
Os restos sio respectivamente 1 e T e no cdleulo estd in-
dicada a maneira como se obtém.

23 — A férmula que determina a drea dum tridn-
gulo mostra que as alturas déste sio inversamente
proporcionais as respectivas bases. Partindo desta
relagio, como ¢ que, com a régua e o compasso, cons-
truia o triingulo, dadas as trés alturas ? Qual o mé-
todo ou métodos geométricos que empregou na reso-
lugdo do problema? R: Sejam hy, h, e hy as alturas
dadas e by, by e b; os lados do triangulo procurado
correspondentes aquelas alturas. De by hy="h, hy=b; hy
deduz-se by[by =hy/hy. Construamos wm triangulo
[ABC] de lados iguais a hy, hy e hy. Néste triangulo
verifica-se a sequinte relagdo entre os lados hy e hy e as
alturas correspondentes hy e hy: shj/hy="h}/h] ou

jfhg=hi/h, . Construamos o tridngulo homotético do
triangulo [ABC] de razdo igtal a hy/h} , em relagio ao
ponto D pé da altura relativa ao lado AC . Este trian-
gulo € o triangulo pedido. O homotético do ponto C € o
ponto C' tal que DC'=hy. Com efeito, dos triangulos
[ABC] e [A' B! C'] serem homotéticos conclue-se que
by/hy =hy/h} e b,/hy=hy/h] visto a razdo ser hy/h] e por-
tanio bglhlﬂblfhz e by hy=byhy. O P‘TObl&?M f(n resol-
vido pelo emprégo do método de transformagdo de figuras
por homotetica.

Solugdes dos n,°* 16 a 23 de J. J. Rodrigues dos Santos,

Escola Superior Colonial — Agédsto de 1943. — 1.2 prova.
ALGF.BM

24 — Determine os valores de = que verificam
1—6ax

simultineamente as desigualdades: 3z — <2'e

3x—1

2= <1. R: A 1° desigualdade ¢ equivalente a
x<1/2 e a segunda a —x <1; logo os valores que
simultaneamente as verificam sdo os que satisfazem &
dupla desigualdade —1 <x<1/2.

25 —Determine a fungfdo inversa da func3o
y=log, x+1. R: x=a"1,

26 — Calcule log(log4,56). R: log4,56—0,65896
e log 0,65896—=1,81886 .

27 —Enuncie o teorema que permite escrever.

Pyaza?ys =" \/azys .

TriGoNOMETRIA

28 — Sabendo que tg x= /2, calcule o valor de
sen?xz—cos?x. R: cos?x=(1+tg2x)1=(14+2)1 e
por isso sen? x—cos?x=1—2 cos?x=1—-1/3=2/3.

20 —Reduza ao 1.° quadrante o ecdleulo de
c0s1943° 32' . R: cos 1943° 32' = —cos 36° 28/ .

(GEOMETRIA

30 — O tridngulo [ABC] tem a base e a altura
duplas da base e da altura do triingule [4' B’ C'].
Calcule a razdo entre as 4reas do primeiro e do segundo.
R: Ar [ABC]: Ar [A' B' C']=1/2-2b><2h :1/2 bh=4.

31 —Existe o triedro em que os tr8s Angulos
medem respectivamente 65°, 105° e 185° ? Justifique
a resposta. R : Se se trata dos angulos das faces existe,
pois a soma déstes deve estar compreendida entre 0° e
360°. Se trata dos angulos diedros nio poderd existir
tal triedro, pois a soma daquéles diedros deve ser maior
que 2 e menor que 6 rectos, e qualquer angulo maior que
a diferenga dos outros dois e menor que a sua soma.

Solugdes dos n.”® 24 a 51 de J. da Silva Paulo.

Licenciatura em Ciéncias Geograficas — Ponto n.° 3

32 —Discuta a natureza das raizes da equa-
¢lo 22—ax= V2. R: Aplicando a férmula resolvente
tem-se : a=1/2+V1+4y2/2. As raizes sio reais e,
mais particularmente, irracionais.

Obs. — No enunciado em vez da palavra «discuta»
deve ler-se «determine» porque, uma vez que 0s coe-

ficientes da equagio ndo dependem de parimetros, ndo
hé que discutir a natureza das raizes.
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33 — Escreva na base 3 os nimeros 23 ¢ 24 da
base 10. R: Sdo respectivamente os nivmeros 212 e 220.

34 —Num triingulo rectingulo, eujo cateto tem
16,3 metros e a hipotenusa 33,5, calcule o dngulo
oposto ao cateto dado. R: 16,3=33,5sen 0, logsenC=
=log 16,3 + colog 33,5 = 1,21219 + 2.47496 =1,68715 ,
C=2006'57" 7.

Solugdes dos n.” 52 a 54 de ]. J. Rodrigues dos Santos.

Instituto Superior de Agronomia — 2 de Agdsto de 1943

— Ponto n.° 3. :

35 —Um joalheiro prepara uma liga de ouro e
cobre com o intuito de obter 250 gramas de oure com
o toque de 0,900. j Que péso de ouro e cobre devers
tomar, sabendo que durante a fusfo daqueles metais
se perde 19/, de ouro e 29, de cobre? R: Para ter
o toque desejado, 250 gr da liga conterdo 250:<0,9=
=225 gr de ouro e 250><0,1=25 gr de cobre. Desi-
gnando por X e por y, respectivamente, 08 pesos de ouro
e de cabre pedidos ter-se-G x—x/100=225 e y —2y/100=

o Tt oo 225><100 25><100
% R 98
=25,61 gr.

36 — 4 Que valor se deve atribuir a m para que
a equagdo (m—1) 2?—(2m—1) ©+4=0 admita raizes
de sinais contrdrios, sendo negativa a de maior valor
absoluto ? R : Os valores de m devem tornar negativos

~22727gr e y=

o produto e a soma das raizes, isto € :

9m —
:(’0—» 1/2<m<1, sendo pois 1/2<m <1.

21

4 1<.0-—+m<1

€
m—

&) Dada a fun¢io. &=

escreva y, explicita-

mente, como fun¢fio de = e determine em seguida os
valores da varidvel = que tornam a fungio y negativa.
R: y=log, (3z+1). B y<0 para 0<3x+1<1
ou —13<x<0.

1T

37 — Calcule todos os fAngulos « compreendidos.

entre 2 e Or radianos que satisfazem A relagio
sen a=—0,875. (Utilize as tdbuas de valores naturais).
R : As tdbuas de valores naturais dio-nos para senay=
=0,875 — a;=61°. Osarcos a tais que sen a=—0875
sdo: 180°+61°+k 860° e 360°—61°+k 360°. Entre
360° e 900° ki as determinagies 601° ¢ 659° .

38 —a) Sendo colog’y/tg « =0,06796 calcule o,
supondo que « ¢ um dngulo do 3.° quadrante. (Utilize
a tdbua de logaritmos). R: De colog *}/tg « =0,06796
deduz-se colog tg a=5><0,06796=0,33980=1log cotga.

entre

Das  tibuas  tira-se:
a=180° 4oy ==201° 34' 2812 .

&) Sendo dado o triingulo [ABC] de que se conhe-
cem os lados @ e b e o dngulo que &les formam 0,
deduza a expressiio da drea do trifingulo em fungdo
daqueles trés elementos a, b ¢ C. R: A expressio
da drea S do tridngulo ¢ S=1/2 . absenC. Basta notar,
por exemplo, que a altura relativa ao lado a € bsen C.

11T

39 — Um plano secante determina numa superficie
esférica de raio R duas calotes cujas dréas estfio entre
gi como 1 estd para 2. Exprima, em funcio de R,
a distincia do plano ao centro da esfera. R: drea
da calote S=2= Rh . Uma calote tem por altura R—d e
outra R+4-d sendo d a distincia referida. :
2R (R +d)

SRE—§—2 RHd=2®—d), 81-K, d=R}3.

40 — Demonstre que, em qualquer tridingulo rectin-
gulo, a diferenga entre os fingulos agudos ¢ igual ao

c

A B

ingulo formado pela altura e a mediana tiradas do
vértice do Angulo recto. R: Tese C—B=a. Basta
notar que HAB=C (agudos e de lados perpendiculares),
MAB=B (visto ser isésceles o triangulo [AMB]) e
finalmente que a=HAB—MAB=C-B, q.e.d

Nota — Em cada um dos grupos I e II sio de res-
posta obrigatéria o problema n.° 1 e uma das ques-
tdes do n.° 2. £ também de resposta obrigatéria uma
das questdes do grupo IIL

Solugdes dos n,” 35 a 40 de Manuel Zaluar.

Instituto Superior de Ciéncias Econdmicas e Financeiras
9 de Outubro de 1943. — Ponto n.° 3.

ARtTMETICA
¥ ' ‘. nlpl
41 — Simplifique a fracgdo 57~ R T T e

e determine todos os valores possiveis, inteiros e posi-
tivos, de n e p tais que a fracglo esteja compreendida
1
e
1000 2000

- R: A fracedo dada pode escre-

ay=24° 34/ 2812 ¢ portanto

L il
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n!p! 2 §
VT Fonlw pl g
1000 < 2*+* <2000 ou, como facilmente se vé, n+p=10,
n=1,2,3,4,5,6,7,8¢e9
p=9,8,7,6,5,4,8,2¢1.

e, portanto, ferd que ser

ALGEBRA

42 — Calcule os termos duma propor¢io continua
sabendo que a soma dos extremos é @ e a soma dos
quadrados dos extremos é b. R: S¢a a proporgio
x:y=y:%z. Intre os seus térmos verificar-se-io as re-
lagbes xz=y?, x+z=a e x24z:=b. Desta dltima
relagdo, conclui-se, facilmente, que (x+z)?>—2xz=b —
— a2—2y2=b —y=+/(a2—D)/2. Tendo em conta éste
resultado, as duas primeiras relagbes : xz=(a?—b)/2 e
x+z=a conduzirdo & equagio X2—aX +(a’—b)/2=0
cujas solugdes sdo: Xy—x=[a+y/2b—az]f2 e
Xy—z=[a—yIH—a]/2.

Circuro Numirico

43 — Calcule o volume da esfera circunscrita ao
cubo de aresta 22,01 metros. R: Como a diagonal dum
cubo inserito numa esfera € o didmetro desta, € faeil
ver que R=a |/§f2, sendo R o raio da esfera e a a
aresta do cubo. Portanto: V=A[3 zR3—rad|/3[2=
=x-(22,01)3. V/3/2. Tomando logaritmos: log V=
=log =+3 log 22,01 4 1/2 - log 3+colog 2 = 0,49715+
+ 4,02786 + 0,23856 + 1,69897 — 4,46254 donde
V=290,093 m?.

GroMmeTRIA Praxa

44 — a) Definigio de lugar geométrico; exem-
plos de alguns lugares geométricos importantes no
plano e no espaco. b) Dada a circunferéncia de raio

OM~r da figura junta, determinar a distincia OP

de modo tal que o segmento PA seja igual ao did-

A

metro da ecircunferéncia. R: Como o dngulo em P ¢
de 30° ¢ PA=2r, baixando de A wma perpendicular

sobre MN , o triangulo rectingulo resultante pode ser
considerado como metade dum tridngulo equilitero de
lado 2r e portanto serd O o pé dessa perpendicular e
OA=r. Em tal tridngulo rectangulo ter-se-G:

OP =1 /3.

Grouerria o Esraco

45 — It dado um triedro trirectingulo de vértice O
e um segmento de recta OM , sendo M um ponto no
interior do triedro. Calcule, em fun¢do do compri-
mento ‘a do segmento (M, a soma dos quadrados
das projecgbes de OM sdbre as trés faces do triedro.
R : Qualquer que seja o ponto M no interior do triedro
trirectingulo considerado, OM=a pode ser considerado
como a diagonal dum paralelipipedo rectingulo cujas
faces sdo respectivamente paralelas as faces do triedro.
As projecgBes de OM sbbre estas mio sdo mais que as
diagonais das faces do paralelipipedo. Designando por
X, ¥ e z trés arestas do paralelipipedo concorrentes no
vértice O e por dy, dy e d; as diagonais das suas faces
definidas repectivamente pelas arestas (x,y), (y,z) e
(z,%), que, como dissemos, sdio afinal as projecedes de
OM sbbre as trés faces do triedro, teremos as relagdes
sequintes : x2+y3—dz', yi+zt=d; e 224 x2=d; que
somadas ordenadamente, dardo: 2 (x2+y2422)=
=d; +d; +d;. Tendo em conta que, num paralelipi-
pedo rectingulo de arestas X, y ¢ z concorrentes no
mesmo vértice, € x*4yi+zl=a? (sendo a o compri-
mento da sua diagonal), vird: df -+ d: + d; =2a%.

TRIGONOMETRIA
46 — Mostre que o produto
P=(sen @+ cosec x) - (cos x+sec x) « (tg x+cotg )

é positive, qualquer que seja « real. R: Com efeito,
4 sen?x+1 cos?x41 tg2x41

sen x cos X tgx
(1+sen? x) (1+cos?x) (14 tg2x)
e 2 >0,
sen? x

qualquer que seja x ‘real.
NOTA — Sio obrigados quatro pontos, entre os quais
on° 4. ‘

Solugdes dos n.°® 41 a 46 de Orlando Morbey Rodrigues.

1. 8. T. — Outubro de 1943 — Ponto n.° 4.

47 — Um campo de forma rectangular tem o com-
primento triplo da largura. Para facilidade de explo-
rac¢io, fol o campo dividido em talhdes iguais. Mais
tarde, o mimero de talhées diminuiu de 2, o que féz
aumentar de 20 ares a superficie de cada talhfio. Anos
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depois, houve que abrir trés valas da mesma largura,
uma paralela ao comprimento do campo e duas para-
lelas & largura, que cobriram uma superficie de 2.982
metros quadrados. Calcule as dimensdes do campo
antes da abertura das valas e a largura destas, sa-
bendo que o nimero de talhdes em que o campo foi
inicialmente dividide é 3/5 do nimero que exprime,
em decAmetros, a largura do campo. R: Seja x a
largura do campo expressa em deciametros. A area do
campo € 3x2. Por outro lado o nimero de talhbes que
havia inicialmente € 3x[5 e como a diminuigdo de 2 ta-
lhies féz aumentar de 20 ares a drea de cada talhiio, a
drea total do campo € 3x%= (3x/b —2)><(3x2: 3x/5 +20)
o que dé x=20 dam. Por outro lado se for y alargura
das valas serd 3xy+2xy=2982 se exprimirmos x e y
em metros o que da 1000 y=2982 e y=2,982m .

48 — Determine os valores do fngulo =z, positi-
vos e inferiores a 360°, pela condi¢iio das raizes da
equagio x'—senazx’+9/400=0 ficarem em progressio
aritmética. R : Se duas das raizes forem xy e x, e tais
que |xy|s=|xz| as outras duas serdo —x; e —x4-
Podemos supor ser xy a maior das raizes e entdo serd
Xy > X3 > — X3 > — Xy} estando estas em progressio ari-
imética deverd ser Xp—X;=-—X;—X; ou 3xX3=xy; por
outro lado x}+4x}=sena e x] xj==9/400. O sistema des-
tas trés equagdes resolvido di: senz=+1/2 e por isso
a=380° ou 150° ou 210° ou 330°.

49 — Verifique a identidade: tg (=/4+a/2)+
+cotg (v/4+af2)=2seca . R: Como ¢ tg(x[4+a[2)=
=(1+tga/2):(1—tga/2) e cotg(w/4+a/2)=
=(1—tg a/2): (1+tg a/2) o primeiro membro da iden~-
tidade pode escrever-se [(1+tga/2)*+ (1—tga/2)Y:

s (1—tg?a/2) =2 (1 + tg?a/2) : (1 — tg-?s]2) g -

-(cos2a/2 +sen?a2): (cos?a/2 —sen?a/2)=2 —
=2seca.

50 — O quadrildtero [ABCD], em que o #Angule

BCD é recto e o vértice A projecta-se ortogonalmente

CcOo8 3

gbbre BC no meio de BC, estd inscrito num eirculo

de raio R . Exprima em fungio de R e do lado €D,
os lados, as diagonais e a drea déste quadrildtero.

R: Como o angulo BCD ¢ recto a diagonal BD € um
ditvmetro da circunferéncia e por isso a diagonal
BD=2R e o lado BC=Y4R?—CD?. Se for M o ponto
médio de BC onde se projecta ortogonalmente o ponto A,
o tridgngulo [AMB] érecto em M co!ado MB=BC:2=
=V 4R?-CD2) 1 2; além disso neste triangulo o lado
AM existe sobre um didmetro da circunferéneia visto
ser perpendicular ao meio da corda BC, e por isso se
Jfor O o centro da circunferéncia € AM=R+0OM ¢

OM=CD:2, visto os triangulos [BOM] e [BCD] se-
rem homotéticos e a razdo de homotetia ser 2. Assim
AM=R+CD:2. O lado BA , hipotenusa do tridngulo
rectingulo [AMB] , € entdo dada por

BA=Y(4R?2—CD*):4+R?+CD': 4+ Ro<CD —
=V2R24+R<CD .
A diagonal CA ¢ evidentemente igual a BA , ¢ final-

mente o lado AD, cateto do triangulo rectingulo
[DAB], pois o dngulo em A ¢ recto, tem por medida

AD=V4R2—(2R2+R=<CD) =V 2R2—Rx=<CD .
A drea pode escrever-se sob a forma :
a=1/2(CD<BC+ AD>AB)=1/2(CD +R)V4Rz_CD".

51 — Um tridngulo rectingulo isdsceles [ABC)|
faz uma rotagio completa em térno de um eixo sitnado
no seu plano, passando pelo vértice 4 do Angulo recto
e exterior ao triingulo. gabendn que o lado AB forma
com o eixo o Angulo «, exprima em fun¢io de AB
e de a o volume do sélido gerade. R: O Teorema de
Guldin diz-nos que: aquando wma figura plana gira
em torno de um eixo contido no sew plano, eizo que nio
corte a figura, gera-se wm sélido cujo volume € iqual ao
produto da area da figura geradora pelo perimetro da
eircunferéncia descrita pelo baricentro da dita figurav.
Ora como o baricentro do triangulo se encontra no ponto
de tro das medi, e éste estd situado a dois ter-
cos de cada uma delas contados a partir do vértice, o
baricentro G do tridngulo dado dista de A de wm com—
primento GA=AB {/2:3. Bairzemos de G uma per-
pendicular sébre o eixzo e e seja P o pé dessa perpen-
dicular em e. No triangulo rectingulo [APG] ¢
PAG =z +45° , e olado PG ¢ o raio da eircunferéncia
descrita pelo baricentro, serd por isso

PG=(ABy/2:3)sen (2+45°) .
A érea do triangulo [ABC) ¢ AB%/2. Temos pois todos
o8 elementos que nos permitem calcular o volume pedido.
Este é assim dado pela expressio :
V=1/2 AB*><2x-(ABY/2:3)sen (45°+a)=
==/3-AB? /2 sen (45°+a) ==/3 « AB® (sena+ cosx).

52 — As faces de um octaedro convexo sfio tridn-
gulos cujos vértices sio os centros das faces de um
paralelipipedo rectingulo. Exprima em funcio das
dimensdes do paralelipipedo o volume do octaedro e
a drea da sua superficie. R: Os trés eiwos do octaedro
tém por medidas respectivamente a,b.c se forem estas as
medidas das arestas e por iss0 0 seuw volume € V=abe: 6.
Para determinarmos a drea do octaedro notemos que :
1.0) tédas as faces do octaedro sdo tridingulos isdsceles



GAZETA DE MATEMATICA

21

iquais : 2.°) o plano que contém dois eixos do octaedro
determina neste um losango; 3.°) a altura dum dos
triangulos isdésceles forma com o segmento que une o
centro do octaedro ao meio do lado base do tridangulo, e
com a metade do terceiro eizo, wm tridngulo rectingulo
de que essa altura € a hipotenusa ; 4.°) que o segmento
que une o centro do octaedro com o meio da base do triin-
gulo face do octaedro, ¢ igual a metade dessa base, a
qual € o lado do losango.a que ji nos referimos. Assim
se 0s dois eixos que definirem o plano forem os que tém

por medida a e b ferd o lado do losango por medida
(VM) 12 e o segmento que une o centro do octacdro
com o meio do lado (t/ 55—+—h'5] :4. Se for e o lerceiro
eiwo, terd a altura do tridgngulo por medida

/(824 b?): 16+ c2:4=1/4* /a? - b2+ Ac? eadreadecadn
face seraé A=1/4- (\/’gf--fi_bE 3¢ t/:m) , donde
Al =2y/a? 4+ b2 a2+ b2+4de? a drea do octaedro.

Solugdes dos n.° 47 a 52 de J. da Silva Paulo,

PROBLEMAS

Para éste nimero, especialmente’ dedicado aos candidatos dos Exames de Aptiddo &4s Escolas Superiores, decidiu a
Redaccfio juntar aos pontos de exames uma coleccfio de outros problemas. A maioria déstes é acompanhada ou pela resolu-

c¢Ho completa redigida porém duma forma propositadamente cc

E)

, ou por simples sugestdes, suficientes para a resolugdio,

ou ainda s6 dos resultados. No final sfio indicadas as respectivas fontes,

53 — Considere-se dois nimeros inteiros a e b,
tais que a2+-2b seja um quadrado perfeito: a?+-2b=c2.
1.°) Demonstrar que 2b é o produto de dois nime-
ros pares. 2.°) Por a®4-5 sob a forma duma soma de
dois quadrados. R : 1.°) De 2b=c?—a?, tira-se que c?
e a? sido ambos pares ow ambos {mpares; o mesmo se
pode coneluir para c e a, e, portanto ¢43 ¢ c—a sio
pares ; a igualdade 2b=(c+a) (c—a) demonstra o que
se prefende. 2.°) Se juntarmos a® aos dois membros da
igualdade dada, teremos 2(a+b) =c2+ a?; mas c2+at=
2

=1/2 [(c+a)2+ (c—a)?], logo a’+b= (Eiaj—a) +
c—a\? : c+a

B (-2—) ; sendo c+a e c—a nimeros pares, T
c—a

e sdo numeros inleiros e a?+b fica sob a forma

duma soma de quadrados.
54 — Mostrar que um nimero da forma:
y=(1+a+a+ad4---4a")2—a"
ndo é nunca primo para n>1. R: Como 1+4a+4a?+
arti—1
.a—1
avH _1\2
_) —a". Desenvolvendo e re-
a—1
duzindo ao mesmo denominador vem :

-3 at®t—art?4 ] —an  a™(a"—1)—(a"—1) LY

eeetan= entdo o nimero precedente pode

ESCTEVET=8C: ¥ = (

(a—1)* (a—1)?
_@-n@*-1) _@-1) @1
(a—1)? (a—1) (a—1)

E fectuando a divisdo de cada um dos factores por
(a—1), obtém-se: ’
y=(a"'+a"24... +a+41) (a"H+a"+---+a+1)
que € um produto de dois factores e o niumero y s6 pode
ser primo se o primeiro, que ¢ de menor valor, for ignal

a 1. Mas ndo se pode dar ésse caso pois ler-se-ia
a"™!'=1 donde n=1 o que ¢ contra a hipitese. Se n=1
entiio y=al+a+1 e pode ser primo ou nio como € fa-
cil de verificar com alguns exemplos.

55 — S3o dadas as sucessdes de térmos gerais
A,=a'—1 e B,=a"+1. a) Verifique que
(4,—B)—(4,+B,):+4=0. b) ¢ Que valor deve
ter @ para que o térmo de ordem p da primeira su-
cessfio seja igual ao térmo de ordem p da segunda ?
¢) Prove que a sucessio de térmo geral C,=4,,,—A,
¢ uma progressio geométrica. R: a) (A,—B)2—
— (Ag+Bo)*=[(a"~1)—(a™+1)|*—[(a"—1) + (a7 +1) 2=
=(a"—a")2—(a"+a")2=(a"—2 4 a ) —(a%*4- 2+
+a ) =—4. Assim fica verificado o que pretendi
b) Serd a?—1=a—7+1, ou a"—2—a*=0, isto ¢

(a%)2—2a°—1 =0, donde av=1+ /3. Logo a=V 14/2.
€) Cum Agga— A= (a1 —1) — (2" —1) = 2" — 2" —
=a™! (a1 —a) . Como se sabe o n-ésimo térmo duma
progressdo geométrica € igual a u;r"' sendo u, o pri-
meiro térmo e v a razdo. Se fizermos uy=(a*t'—a) e
r=a, fica provado o que se deseja.

56 — Sabendo-se que z+y+z=a; x?4+y422=0H%;
x3 413+ 23=c3, calcular o produto xyz. R: (x+y+2)3=
= x34+y3+2343x (y2+22) + 3y (22+x2) + 3z (x2+¥?) +
+6xyz; mas 3x (y2422)+3y (22+x2) 43z (x2+4y?) =
=3 (x+y+2) (x2+y2+22)—3 (x34y3+2%). Logo,
(x4+y+2)3=3 (x+y+2) (2 +y2+2%) -2 (3+y3+2%) +
+6xyz. Tendo em contn as igualdades dadas, vem
a3—3ab242c3
S

57 — Achar os valores de » para os quais o tri-
némio (A+41) 22+ (52 —3) w+2x+3 ¢ um quadrado per-
feito. Escrever em cada caso as raizes do trindmio
igualado a zero. R: O (rindmio serd wm quadrado
perfeito se (5r—3)2—4(A+1) (20 +3) =0, dsto &
17 :2—50 2 —8=0. Esta equagdo € satisfeita no caso de

a%=3a b2—2c34bx yz on xyz=
L]



