
A N O V-N.° 2 1 GAZETA DE MATEMÁTICA D E Z E M B R O - M 4 

R E D A C T O R P R I N C I P A L : M. Zaluar m E D I T O R : / . da Silva Paulo m A D M I N I S T R A D O R : O. Al. Rodrigues 

Composto e impresso na Sociedade Industrial de Tipografia, Rua Almirante Pessanha, 5 (ao Carmo), Lisboa 

Uma Teoria c/as Sér ies Dup/as 
por J. Albuquerque (Bo)seiro em Roms do I. A. C.) 

l"oi Arquimedes o primeiro matemático a fazer uso 
do uma série infinita ut i l izando uma série o me tr ica 
pa ra calcular a área do um segmento de parábola 
.Mais tarde em 1668, Mercator e lirouneker emprega-
ram uma série, chamada sério logarí tmica, no cálculo 
de áreas relativas à hipérbole. 

O tiso sistemático das séries começa somente eom 
Newton (1(369). No século xis j á eram conhecidos exem-
plos de séries divergentes e indeterminadas, e ta is 
exemplos eram até j á conhecidos antes, mas até ao 
tim do século xvrti as séries foram sempre empregadas 
como urna soma do infinitos termos que deveria ter 
sempre um sentido. Jaeoh o .João liernoulli (1683; 
1705), Leibniz (1713), Euler (173-1) empregaram as 
séries sem se preocuparem das suas eventuais con-
vergências ou divergências. Mais tarde, matemáticos 
como Nicolau e Daniel Bernotdli ( 1 7 4 3 , 1 7 7 1 ) , 
e D'Alembert (1761), fizeram grandes reservas sobre 
o seu emprego, mas as séries não convergentes con-
t inuavam a somar-se, e os resultados eram muitas 
vezes jnstos mas também algumas vezes injustos. 

A série indeterminada 1 —1 r l —1-j , recebeu, 
por exemplo, de J. liernoulli (1696), de Grandi (1710), 
c de Leibniz (1713), a soma 1/2, just i f icada com a rgu -
mentações metafísicas, recurso de que l a n j a mão o 
sábio pa ra não confessar a sua ignorância. Grandi 
abandona-se a grandes dissertações que o conduzem 
não só ao valor da soma série, como também à possi-
bil idade da criação do Nada. 

O conceito da soma de Béries não convergentes toma 
pela pr imeira vez um aspecto correcto com Cesaro 
em 1890, com uma perfei ta generalização de soma de 
de uma série, seguida de outras generalizações devi-
das a Borcl (1901) e a fiannia (1916-20). 

Uma primeira definição correcta de convergência 
de uma séria foi dada por Fourier (1811). A definição 
plenamente r igorosa <; de Ilolzano (1817), de Cauchy 
(1821), c de Abel (1826). 

A teoria das séries duplas foi iniciada por Cauehy, 
organizada dc modo rigoroso por Stolz (1881). por 
Balzano, por Biermann (1887,1897), e por Prinf/sheim 
(1897). TOin uma grande aplicação na teoria das fun-
ções analí t icas a duas variáveis complexas. 

Consideremos o a lgor í tomo: 
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Kste algorítomo chama-se uma serie dupla. 

A soma iS„|B = chama-se reduzida de in-
r—1 i^l 

dices m , n , o a uma soma qualquer de termos da 
série (1), chama-se uma soma parcial. As reduzidas 
são as somas dos termos contidos em rectângulos de 
vértice em a,, e são certas somas parciais finitas 
D a d a uma reduzida exista uma soma parcial finita 
ou infinita (com uma infinidade de têrmos) que a con-
tém, mas dada uma soma parcial , só se ela é finita, 
existe uma reduzida que a contém. 

Se o limite l i m iB è um número finito S , a (m.ni-na 
série dupla diz-se convergente; se o limite existe mas 
infinito a série dupla diz-se divergente ; nos restantes 
casos a série dupla.diz-se indeterminada. 

C R I T É R I O OEHAL DE COSVURGÊNCIA. E condição necessá-
ria e suficiente para a serie dupla (1) ser convergente, que-
dado i > 0 se possam determinar dote inteiros positivou 
p,, v tais que : para. m , m ' > f i e n , n ' > v resulte sem-
l>re: | S ^ - S ^ I C . 

Deni. A condição é necessária. A série dupla tem 
um limite finito l i m £„, „ que <; o extremo 

» » 

superior do conjunto O de todos os números _n 

onde se faz passar m , » por todos os inteiros posi-
tivos emparelhados de todos os modos possíveis. 
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Cl ponto S >'• ponto do acumularão (lo conjunto C no 
espado dos númaros reais, e dada uma viainhança 2 : 
do S, isto é, o intervalo (S—i,S+i) existe pelo 
menos um ponto de C , S m i , , contido na visinbança 
o portanto a distância entre Sm m e 8 6 menor que t; 

Mas não existe só o ponto mas sim uma infi-
nidade deles contidos na visiühançâ e o conjunto dos 
inteiros m, n que correspondem a Êsscs pontos é li mi-
tudo inferiormente por u. ,v , qualquer que seja t , 
isto é, para cada i , existem números inteiros u. (i) 
e Y(Í) tais que se verifica sempre: | 8m_„—8 | < I 
para m > u. (i) e n > v (i) . 

Então para m , m' > j» (i) e n , n' > v (t) teremos : 
d{8M,8)-\Bm^8\<i o também 
= I — - S « . , e pela desigualdade tr iangular da dis-
tancia, vem: d(Sm,,,S^.,)<d(Sm,„,S) + d(S„, „,,S) 
ou l a u ^ - ^ i ^ i ^ - f f j + i ^ ^ f f K * , . 

A condição <5 suficiente. Seja uma série dupla para 
a qual dado » > 0 existem ft (s) e > {;) tais que para 
m,m' > ; i ( 0 Se tem : | S m , 1 < e . 

Representemos por C (i) o fecho de conjunto de 
todos os 5—l11 com ™>[ t{ i ) e n > v (i) ; será para 
í < : C (.) C O (t') . 

0 produto do todos os C (t) contêm um ponto, pelo 
teorema de Cantor (Durchsclinittssatz), o se fôr S 
esse ponto, S é finito parque es C(E) são conjuntos 
fechados. Dado t > 0 tem-se : j 8„„—S | < i para 
ni > n (t) e n > v (t) . 

Então a série tem S como limite e é portanto con-
vergente. a. q. d. 

CoEotÁjiio, Para a convergência da série (1), êneces-
sário que : l i m a „ „ — 0 . 

Com efeito, tomando os módulos à identidade 
am.n ™ (®m, n— . wl)— ('^'rs-l.n~~'^»i-l,n-l) > 

vem: I ^ . « I S I S . , , — S . ^ I + I Í S ^ . B - J S ^ . ^ I < 2 « 
e portanto : l i m „«=0. c. q. d. 

COHI-AAAÇÃO RIK BÉRIBS. Dadas dnas séries, se existe 
entre os termos da primeira e da segunda uma corres-
pondência biunivoca tal que cada termo da primeira é 
igual ou inferior ao têrmo correspondente da segunda, 
diremos que a primeira série é majorada pela segunda 
ou é uma •miiiorantt: da segunda, e que a segunda 
série é minorada pela primeira ou é uma majorante 
da primeira. 

Duas séries cada uma das quais è majorada pela 
outra, dizem-se equivalentes. 

Se a majorante de uma série c convergente a série 
majorada é também convergente, se a majorada é 
divergente a majorante é também divergente. 

As séries equivalentes são da mesma espécie. 

Uma série dupla pode ser comparada com uma 
série simples e ser majorante ou majorada por ela, 
o portanto uma série dupla majorante de uma série 
simples divergente é divergente, e uma série dupla 
majorada por uma série simples convergente é con-
verge nto. 

Unia série dupla é absolutamente, convergente (abso-
lutamente divergente) se cada série dupla equivalente 
fôr convergente (divergente). 

Sftttics DE TÊXTMOS POSITIVOS. Urna série de termos posi-
tivos não pode ser indeterminada; ou é convergente 
ou divergente e era ambos os casos absolutamente. 
A soma da série que 6 o extremo superior do con-
junto das somas parciais e também do conjunto das 
reduzidas, é independente da ordem dos têrmos. 

Com efeito, a série dupla de termos positivos ou é 
convergente ou divergente a + o o , não podendo ser 
indeterminada. A soma finita ou infinita é o extremo 
superior das somas parciais, e se a sério é divergente 
a soma é também extremo superior das reduzidas. 
A adição de uma série de têrmos positivos goza da 
propriedade comutativa, e portanto a série é absolu-
tamente convergente ou absolutamente divergente, ou 
por outras palavras, a soma è independente da ordem 
dos tírmos. 

Cada série simples de termos positivos equivalente a 
uma série dupla de termos jxisitivos, tem a mesma soma 
(finita ou infinita) da série dupla- Em particular a 
série: a, i ( + o l i ) - i -a n j - f -a 3 i t - ) -a t . 1 + a l i3H , chama-se 
a soma por diagonais da série dupla (1). 

Cada linha ou coluna de uma série dupla de termos 
positivos convergente, constitui uma série simples con-
vergente. 

Com efeito, a soma por diagonais da série dupla é 
uma majorante de cada uma destas séries. 

Uma série dupla de têrmos positivos de soma S t 
somável por linhas (e anàlogamente por colunas) obtendo-
-te ti mesma soma. QO 

Com efeito, seja Ar — 2 a f f , uma das séries con-
vergentes da linha e; será, Ar<8 e também 
Ar -f-Ar<S (p f̂c r) porque Ay-^Ar é o extremo 3upe-

rior das somas parciais 2 ( , + a r , . ) que são só 
i-i 

algumas somas parciais da sério dupla. 0 mesmo 
sucede portanto para uma soma finita de AA de 
índices diferentes. Considerando A, + A, + A, H , 
teremos uma série de termos positivos majorada pela 
série dupla e que portanto terá uma soma S'<,8 . 

Mas cada soma parcial Ua série dupla é ultrapas-
sada por infinitas somas parciais desta série simples 
e portanto S<S', donde resulta terem as duas séries 
uma mesma soma. 
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P a t a demonstrar a reciproca desta proposição, supo-
nhamos que uma serie dupla somada por linhas dá 
uma soma f in i t a ; então cada l inha é uma série sim-
ples convergente e a serie simples A,-}-At+A3-i , 
é formada das suas somas. Cada soma parcia l da 6érie 
dupla distribui-se em somas parciais pelas diferentes 
linhas, e vê-se, portanto, que o eonjnnto das somas 
parciais da serie dupla é limitado, e a série dupla 
convergente. 

Exempla : 
1 +1 +5* + **-

+ 
Supondo 0 < 5 < 1 , 0 < 3 ' < 1 , as linhas são séries 

geométricas simples de razão q por tan to convergen-
tes. A série simples formada pelas somas 

1—9 1 - 9 1 - ç 
li uma série geométrica de razão q', que tem por soma: 

1 
S-

(1 —9) (1 —?') 
A série dupla (2) é chamada uma série somável pelo 

facto de a sua soma se poder obter somando as linhas 
ou coiunas. A série (2) é conhecida pelo nome de série 
geométrica tlupla de razões q e q1 . 

Se pelo menos uma das razoes da série geométrica 
dupla fBr maior que a unidade, a série será divergente. 

As condições suficientes de convergência, conheci-
das eom o nome de critérios cie convergência, esten-
dem-so com relat iva facilidade às séries dup las ; são 
por exomplo prováveis os seguintes teoremas, que em 
todo o caso necessitam do uma demonstração directa 
que so deixa 30 cuidado do le i tor : 

A série dupla de termos positivos (1), converge ou 
diverge conforme: 

max. hm, < 1 ou min. Um. •• • > 1 , afli. i n 

e para tal êxtes limites deverão ser independentes de n. 
Se dada a série dupla de termos positivos (1), é pos-

sível determinar uma sucessão , b, , b s , b 3 , -• - , de 
números positivos, tal que existam, um inteiro p > 0 e 
um número k positivo, de modo que para m > p resulte 
independente de n c maior que k , a diferença 

V * b . — b„ 
' T̂O-M h n 

a série é convergente; se ao contrário, é possível deter-
minar a sucessão dos bb de modo que sçja divergente a 

série —I- - + *• • e a referida diferença, para m > p 
b i b j 

suficientemente grande, seja não positiva, a série dupla 
é divergente. 

Nêste teorema tomando os bb todos iguais à uni -
dade, caímos no critério an ter ior ; tomando os bb pela 
sucessão dos números natura is , caímos no critério 
seguinte : 

A série dupla de termos positivos (1), converge ou 
diverge conforme 

min, lim. mí —1 J > 1 ou mas . lim, m f - ^ — — 1 ) < ! , 

e para tal estes limites deverão ser inde/iendentes de n . 

Demonstremos agora o seguinte teorema : 
A série dupla de tèrmos positivos (1), converge ou 

diverge conforme max. lim, "^S/am „ é maior ou menor 
que a unidade. Se este max. lim, é a unidade nada. se 
pode afirmar sobre a convergência ou divergência da 
série. 

Seja 5 a soma da série simples que se obtém 
de %/a„ n fazendo variar m e « por todos os pos-
síveis , valores inteiros. Suponhamos £ < 1 . Repre-
sentemos por q um número satisfazendo a S < q < 1 , 

Poderão determinar-se números [i e v convenientes 
t a i s que : 

" ^ í V I S ? P ^ a » » > > e n > *, ou <»„,„< g" 4 * , 
Mas a série dupla geométrica de razões q e q'^q 

+ 
é convergente pa ra g < 1 e por tanto será também 
convergente o resto da série dupla dado pelos valo-
res fi e y, resto que é majorado por esta série geo-
métr ica ; a série dupla (1) é convergente. Se pelo 
contrário S > 1 haverá infinitos termos da série 
dupla "+Vam,n q u e serão maiores que 1 , e por tanto 
infinitos têrmoB da série dupla (1) maiores que 1 
e ela será divergente a + ao, c. q . d. 

SéaiKs Huri.AS DE TÊHHOS R E A I S D E QUALQUER SINAI.. 
K condição necessária e suficiente para uma série dupla 
ser absolutamente convergente que seja convergente a 
série dupla dos módulos dos termos. 

Se a série dupla é absolutamente convergente, por 
definição, tSda a série dupla equivalente é conver-
gente e tôda a série simples equivalente é também 
convergente e para isso a série dos módulos de qual -
quer série simples equivalente è convergente o será 
convergente a série dupla dos módulos. 

Se a série dupla dos módulos é convergente serão 
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ab sol ii temente convergentes tó J as as séries duplas 
majoradas por esta e portanto também o será a série 
dupla dada. c. q, d. 

l'oderiam estudar-se para as séries dupla? as pro-
priedades comutativa e distributiva da adição e che-
garíamos entre outros ao seguinte resultado, que se 
deixa para ser demonstrado : a propriedaile comutativa, 
vale só para as série* duplas para as quais o conjunto 
das somas parciais é limitado ]xlo menos de um doK 
lados. 

Para as séries duplas não absolutamente conver-
gentes podem coiisiderar-se duas espécies de conver-
gência : séries duplas semi absolutamente, con eergentes, 
se existe qualquer sério simples equivalente não abso-
lutamente convergente, séries duplas simplesmente eon-
oergentes, se não existe alguma série simples equiva-
lente convergente. 

Exercício: prov ar que o conjunto dos térmos de 
uma série dupla convergente absolutamente ou semi-
abs o lutam ente é limitado, mas que tal nem sempre 
sucede nas séries simplesmente convergentes. 

S È K I K S DO PLA* oi: TftiiMos COMPLEXOS. O teorema ante-
rior dá a condição para a convergência absoluta, 
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generaliza-se sem esforço às séries duplas de tórmos 
complexos. 

Deduzem-se também facilmente as seguintes pro-
priedades : 

[/ma série dupla absolutamente oonvergente, com tír-
mos reais ou complexos, pode somar-se por linhas, ou 
por colunas, ou por diagonais, ou por ipialquer série 
simples equivalente ; tem-se sempre por resultado a soma 
da série dupla dada. 

1'ara terminar, notemos que o teorema sfibre a* 
séries simplesJque afirma ser absolutamente convergente 
o produto à Cauchy, de duas seriei simples absoluta-
mente convergentes, resulta imediatamente da teoria 
das séries duplas aplicadas à série 

a, fii+ttj bi+ai b3-\ 
+ a , -f a , fi,-t-a, 6 3 +• * • 
+ 036(4-0364+0363-1 
+ 

onde o1 + (Lj + o 3 + - ' - , 6t + 6t + 63H , são as dua* 
séries simples dadas. Esta demonstração é devida ao 
próprio Cauchy, em 1821. 

Koma, Julho de 1944 

A S T R O N O M I A 
S Ò 8 R E O MOVIMENTO DOS POLOS À SUPERFÍCIE DA TERRA (*) 

O «TÊRMO DE KIMURA» O U TÊRMO «Z» 
por Baptiste dos Santos 

Num artigo da Secção de Astronomia publicado 110 
a.* 1Ï da «Gazeta de Matemática», fizemos uma breve 
história do movimento geral do polo À superficie da 
Terra, definimos as suas leis e dissemos qual era a sua 
provável interpretação física. Vamos hoje dizer o que 
é o «termo de Kimura» ou termo azo e indicar as 
causas que, provavelmente, lhe dão origem. 

Na representação do movimento geral do polo é 
hábito, desde Chandler, projectar a trajectória por 
êle descrita à superficie da Terra sobre um piano tan-
gente a esta superfície no polo do eixo de figura e 
referir, em cada instante, a sua posição nessa projec-
ção a um sistema de eixos coordenados rectangulares, 
um dos quais é a projecção do meridiano de Green-
wich naquele plano e o outro a direcção perpendi-
cular. Designando por x. e y as coordenadas do polo, 
num certo instante, em relação aês te sistema de eixos 
e por Ao a variação da latitude, isto é, a diferença, 
nesse instante, entre a latitude de qualquer lugar dum 
meridiano de longitude \ o a latitude média dêsao lugar 
durante o período completo do movimento do polo, será: 

a equação que relaciona as quatro quantidades men-
cionadas e traduz analiticamente o movimento do polo. 
Para cada lugar, ou molhor, para cada meridiano, 
existe uma equação desta natureza que constitui uma 
das relações de condição na determinação, pelo método 
dos menores quadrados, dos valores mais prováveis 
das coordenadas 1 0 5 . Conhecidos ésses valores mais 
prováveis, o segundo membro da equação (1) permite 
calcular novos valores i ç —para cada estação e qual-
quer instante —que, comparados com os valores obser-
vados, nos dariam, segundo a teoria dos Srros de 
observação, uma série de resíduos de carácter aciden-
tal, se os valores âtp observados resultassem apenas do 
deslocamento do polo. Mas não é isso o que acontece 
na pratica. O astrónomo japonês Hisashi Kimura 
mostrou, em 1902, que nesses valores Atp existia uma 
parto sistemática que desapareceria se ao segundo 
membro da equação (1) se juntasse mais um têrmo, o 
termo «z» , isto é, se a equação (1) passasse a ter a 
forma: 
(2) Aif — x COH * + y sen X+a 

(1) = x cos >. + y sen \ (*) Cont inuação do »."17. 


