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absolutamente convergentes todas as séries duplas
majoradas por esta e portanto também o serd a série
dupla dada. e.q.d.

Poderiam estudar-se para as séries duplas as pro-
priedades comutativa e distributiva da adicio e che-
gariamos entre outros ao seguinte resultado, que se
deixa para ser demonstrado : a propriedade comutativa
vale 86 para as séries duplas para as quais o conjunio
das somas parciais € limitado pelo menos de um dos
lados.

Para as séries duplas niio absolutamente conver-
gentes podem considerar-se duas espécies de conver-
gineia : séries duplas semiabsolut te convergentes,
se existe qualquer série simples equivalente nio abso—
lutamente convergente, séries duplas simplesmente con-
vergentes, se ndio existe alguma gérie simples equiva-
lente convergente:

Lzercicio: provar que o conjunto dos térmos de
uma série dupla convergente absolutamente ou semi-
absolutamente ¢ limitado, mas que tal nem sempre
sucede nas séries simplesmente convergentes.

Simies puPLAs DE TERMOS comrLEXos. O teorema ante-
rior dd a condigio para a convergéncia absoluta,

generaliza-se sem esfor¢co as séries duplas de tdrmos
complexos.

Deduzem-se também facilmente as seguintes pro-
priedades :

Uma série dupla absolutamente oonvergente, com tér-
mos reais ou complexos, pode somar-se por linhas, ou
por colunas, ou por diagonais, ou por qualquer série
simples equivalente ; tem-se sempre por resultado a soma
da série dupla dada.

Para terminar, notemos que o teorema slbre as
séries simpleslque afirma ser absolutamente convergente
o produto & Cauchy, de duas scéries simples absoluta-
mente convergentes, resulta imediatamente da teoria
das séries duplas aplicadas a série

ay by+ay by+ay byteo-
+ @y by+ Gy by tGy byt+o o+
+ag by+ay byt a3 by

onde a,+ay+az+--+, by+4byg+by+---, sio as duas
séries simples dadas. Esta demonstraciio ¢ devida ao
préprio Cauchy, em 1821,

Roma, Julho de 1944

ASTRONOMIA

SOBRE O MOVIMENTO DOS POLOS A SUPERFICIE DA TERRA (*)
O «TERMO DE KIMURA» QU TERMO «Z»
por A. Baptista dos Santos

Num artigo da Seccio de Astronomia publicade no
n.* 17 da «Gazeta de Matemdtican, fizemos uma breve
histéria do movimento geral do polo & superficie da
Terra, definimos as suas leis e dissemos qual era a sua
provével interpretacio fisica. Vamos hoje dizer o que
¢ o «térmo de Kimura» ou térmo «z» e indicar as
causas que, provavelmente, lhe dio origem.

Na representagiio do movimento geral de polo é
hdbito, desde Chandler, projectar a trajectéria por
éle descrita & superficie da Terra sébre um plane tan-
gente a esta superficie no polo do eixo de figura e
referir, em cada instante, a sua posi¢fio nessa projec-
¢do a um sistema de eixos coordenados rectangulares,
um dos quais é a projeceiio do meridiano de Green-
wich naquele plano e o outro a direegio perpendi-
cular. Designando por « e y as coordenadas do polo,
num certo instante, em relagiio a éste sistema de eixos
e por Ao a variagde da latitude, isto é, a diferenca,
nésse instante, entre a latitude de qualquer lugar dum
meridiano de longitude 2 e a latitade média désse lugar
durante o periodo completo do movimento do polo, seri:

(1) Ag=x C08 2+Y sen i

a equagdio que relaciona as quatro quantidades men-
cionadas e traduz analiticamente o movimento do polo.
Para cada lugar, ou melhor, para cada meridiano,
existe uma equacfio desta natureza que constitui uma
das relagdes de condig8o na determinagfo, pelo método
dos menores quadrados, dos valores mais proviveis
das coordenadas x e y. Conhecidos ésses valores mais
proviveis, o segundo membro da equagiio (1) permite
calcular novos valores Ay—para cada estagiio e qual-
quer instante—que, comparados com os valores obser-
vados, nos dariam, segundo a teoria dos &rros de
obgervacfio, uma série de residuos de cardeter aciden-
tal, se os valores Ap observados resultassem apenas do
deslocamento do polo. Mas nfle ¢é isso o que acontece,
na pritica. O astrénomo japonés Hisashi Kimura
mostrou, em 1902, que nésses valores Ay existia uma
parte sistemdtica que desapareceria se ao segundo
membro da equagiio (1) se juntasse mais um térmo, o
térmo «z» , isto ¢, se a equagfo (1) passasse a ter a
forma :

(2) Ap=x c08 Ay sen r+=z

(*) Continuac#io do n.° 17.
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As coordenadas do polo, x e ¥, eram independen-
tes de «z» que, como se v, nio dependia da longi-
tude 2 ; e como as estagdes do Servigo Internacional
estdo distribuidas ao longo do mesmo paralelo, isto ¢,
tém tddas a mesma latitude, nada se podia afirmar
quanto 3 dependéncia de «z» da latitude da estagfio.
A andlise dos valores déste térmo para cada déecimo
de ano mostrava que &le era uma quantidade varid-
vel, de periodo anual, com um mdximo no solsticio do
inverno e um minimo no solsticio do verZo.

Eig pois o que era e, com ligeiras diferengas, o que
ainda é hoje, o tirmo «z» também conhecido por
«termo de Kimura», nome do seu descobridor : um resi-
duo sistemdtico, varidvel com o tempo, de periodo
anual, atingindo os seus valores méximo e minimo
respectivamente nos solsticios do inverno e do verdo,
nilo alterando as coordenadas do polo, independente
das longitudes, mas sendo provavelmente, como vamos
ver, fungdo da latitude do lugar,

4 Mas teria, de facto, o térmo «z» realidade fisica,
quere dizer, haveria, na realidade, na variagio das
latitudes uma parcela com as caracteristicas de «z»?
Ou, pelo contrdrio, seria o seu aparecimento simples-
mente devido a possiveis deficiéncias dos dados do
problema ou a incorrecgdes préprias do método de
edlenlo usado na combinagio das observacgdes ? Esta
questio foi posta qudsi logo de inicio e bastantes

_foram os astrénomos que, nestes dois campos, se nota-
bilizaram na investigacfio das causas de «z» .

Estd no primeiro campo a sugestio apresentada
ainda por Chandler: o térmo «z» teria origem num
movimento real do centro de gravidade da Terra ao
longo do seu eixo, para um e outro lado duma posi-
¢do média. Déste deslocamento resultaria, com efeito,
um desvio constante na“vertical de todos os lugares
dum mesmo paralelo e, conseqilentemente, uma varia-
¢do constante na sua latitude, perfeitamente indepen-
dente do deslocamento geral do polo; e, como ¢ ficil
de verificar, essa variagiio seria proporcional ao cos-
seno da latitude —nula no polo e mdxima no equador.
J4 tivemos ocasiio de dizer que a distribuicio das
estagbes do Servigo Internacional nio se presta a veri-
ficagdio desta propriedade, a da proporcionalidade ao
cosseno da latitude, mas o astrénome Spencer Jones,
actual director do Observatdrio de Greenwich, fazendo
a comparagio dos resultados do Servigo Internacional
com o8 da observacio da estréla § Cassiopeiae no Obser-
vatério de Poulkovo, cuja latitude, 59°, é suficiente-
mente elevada em relagio i das estacdes internacio-
nais, 89°, verificon a perfeita proporcionalidade entre
os valores de «z» e 0s cossenos dasrespectivas latitudes.

A oscilagio do centro de gravidade da Terra pare-
cia, portanto, justificar satisfatoriamente a existéncia
dum térme «z» . j Mas a que causa deveriamos atri-

buir essa oscilagio ? Pouco ou nada se disse, entdo, a
éste respeito. Parece-nos, no entanto, evidente, que
um deslocamento de massas & superficie ou no inte-
rior da Terra, de um para o outro hemisfério e de dis-
tribuigdo simétrica relativamente ao eixo terrestre
poderia dar-lhe origem ; e, jd vimos, quando no artigo
anterior indicamos as causas da componente anual do
deslocamento geral do polo, que ®sse movimento de
massas se verifica & superficie da Terra. O desloca-
mento resultante do centro de gravidade nio se efec-
tuaria, provavelmente, segundo o préprio eixo daTerra
mas a sua componente segundo @ste eixo poderia dar
conta do térmo «z», no todo ou em parte —a compo-
nente na direc¢lio normal daria origem & parte anual
do movimento geral do polo. Uma ontra explicagio,
também satisfatéria, é a que, modernamente, apre-
senta o Prof. Kimura: a mudanc¢a de direcgio da
vertical resultante da deformacio da superficie terres-
tre devida & atracglio do Sol e ao agquecimento solar.
A Metereologia e & Mecanica competiria a verificago
das hipéteses que teriam ignalmente uma contra prova
na determinagfo directa dos desvios da vertical por
meio do péndulo horisontal. A acgio do vento pode-
ria, por outro lado, explicar tambem a existéncia da
maior parte do térmo de Kimura: S. Kawasaki mos-
trou que mais de metade do térmo «z» deduzido das
observacdes de Greenwich compreendidas entre 1916
e 1927, podia ser atribuida ao efeito do vento. Mas a
atenglo dos astrénomos, a do Servigo Internacional,
em particular, dirigin-se de preferéncia para as cau-
sas do segundo tipo acima apontadas e assim devia
ser visto que a hipétese da existéncia real de «z» s6
poderia merecer-nos inteira confiancga se, préviamente,
tivessem sido eliminadas as causas que através dam
cdleulo defeitnoso poderiam dar-lhe origem. Néste
campo muito de interessante se concluiu. Reconhe-
cen-se quo na investigacio de tdo diminuta quanti-
dade, como ¢ o térmo «z» , seria indispensdvel entrar
com correcgies, até ontdo desprezadas, no cdleulo da
posicio aparente das estrilas; estio néste caso as
paralaxes das estrélas observadas e pequeninas eor-
recgdes provenientes da consideragio de térmos até
entfo nfio considerados, por desnecessdrios, no des-
envolvimento da expressio que traduz o efeito da
nutagio do eixo terrestre nas posigbes das estrélas.
Demonstrou-se que um pequenino érro existente nas
constantes de aberragio e de nutacfio adoptadas no
cdlculo das posicdes aparentes das estrélas daria ori-
gem a um térmo «z» . Verificou-se, finalmente, que o
método usado na combinaciio das observagdes seria
improfiquo, dando igualmente origem a um térmo «zs,
se existissem variagdes diurnas ou semi-diurnas nas
latitudes ; e a realidade destas variagdes tem-se acen-
tuado dia a dia desde 1923, para o que muito contri-
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buiram as investigacdes de Boccardi em Pino Tori-
nese.

Os trabalhos do Servigo Internaeional, jd entio sob
a direegfio do Prof. Kimura, foram assim encaminha-
dos no sentido de se eliminarem, quanto possivel,
todas estas causas de érro e, como Ultimamente pa-
rece ter-se verificado que «z» nfo é completamente
independente da longitude, foi abandonado o uso da
férmula (2) na determinaciio de =, y e =z, passando
a adoptar-se o método das aproximagbes sucessivas.
Nio obstante, o térmo «z» prevaleceu ainda, se nfio
com igual amplitude e fage, pelo menos, com marcada
probabilidade de existéncia fisica.

No seu iltimo relatério, publicado em 1935 e abran-
gendo as observagdes feitas entre 1922.7 e 1931.0, o
Prof. Kimura conclui: Em «z» hd um térmo comum
a todas as estagdes, pelo menos, aquelas que fazem
parte do Servigo Internacional ; na parte restante, de
cardeter local e, portanto, varidvel de estaglo para
estagdo, estdo incluidos dois outros térmos, um cons-
tante durante o ano em cada estaciio e outro varidvel
com o tempo e a estagdo que é propriamente desi-
gnado por «z» local. Em sua opinifio a parte cons-
tante ¢ principalmente devida 4s variagtes diurna e
semi-diurna da latitude, devendo também considerar-
-s¢ nela incluido o efeito de um possivel &rro na
constante de aberraglo.” Os outros dois térmos pode-
rio ter origem nas anomalias da refrac¢io como pre-
tendem, segundo diz, alguns investigadores de «z» ,
mas éle entende que hd outra causa igualmente pro-
vavel, a mudan¢a de direcgdo da vertical resultante

do Bol e, em parte, is dilatagdes e contraccles da
crusta terrestre local, resultantes do aquecimento solar
em combinagfo com a pressio atmosférica.

O Prof. Kimura acrescenta que, na investigagdo de
tdo complicado térmo «z» seria altamente desejdvel
a determinag3o rigorosa da constante de aberracio
por observagdes astronémicas diferentes das da varia-
¢fo das latitudes e, propriamente na investigagfo das
suas causas, muito desejdvel seria o empreendimento
de observacdes geofisicas.

Assim estdvamos em 1935, ainda no campo das
hipdteses sem confirmagio definitiva. Depois, o estado
de saiide pouco satisfatério do Prof. Kimura obrigou-o
a abandonar a direcciio do Servigo Internacional que
passou a ser dirigido pelo Prof. Carnera do Observa-
tério italiano de Capodimonte. Veio a guerra e com
ela as dificuldades sempre crescentes das trocas inter-
nacionais. Durante todo &ste periodo apenas chega-
ram a8 nossas mios trés ou quatro folhetoi—que
devemos & gentileza do Prof. Carnera—contendo ape-
nas resultados provisérios. Num déles, o de 1938, diz
éste distinto Professor que «nfio é com os actuais instra-
mentos de pequenas distincia focal e abertura, que se
consegue ver centésimos de segundo e o que se nfo vé
ndo se pode medir». Hd, na verdade, necessidade de
aperfeigoar também os ingtrumentos astronémicos.

Esperemos entfo que a Paz nos traga o socégo e a
cooperagdo internacional indispensdveis 4 complicada
solugdo déste interessante problema da Astronomia
que, nio obstante largamente estudado, niio couse-
guiu ainda obter uma explicagfio indubitdvel.

Lisboa, Outubro de 1944.

da deformacio da Terra devida, em parte, & atracgio

PEDAGOGIA

A ESTRATEGIA E TACTICA DO ESTUDO
por W. W. Sawyer

E quisi um lugar comum afirmar hoje em dia que a grande maioria dos nossos estudantes nio tira aproveitamento
aprecidvel do ensino ministrado nos Licens e Universidades. A unanimidade das queixas nio deixa margem para duvidas.
Mas ge ¢ fhicil e edmodo apontar as causas déste lamentavel estado de coisas ¢, no entanto, incomparivelmente mais drduo
e delicado, dar-lhe o remédio devido. As linhas que se seguem s@o a expressio duma tentativa nésie iiltimo sentido. Cons-
tituem um dos capitulos, o IV, dun pequeno mas curioso livro intitulado «Mathematician's Delightw, editado pela Penguin
Books. E sen autor W. W. Sawyer, nome, entre nés, pouco conhecido. E um livro modesto mas de leitnra agradivel e esti-

mulante a gune nio falla nem encanio nem origin.liﬂnde‘ Hecomendamo-lo, em particular aos alunos do primeiro ano das
Universidades, que freqiientam as cadeiras de Matemiticas. N. T.

«Tenho ensinado matemdtica e ciéncia aplicada oun
engenharia, a qudsi tédas as espécies de rapazes e
homens... A luz da minha experiéncia, dificilmente
existird um homem que nio se possa tornar um des-
cobridor, nm impulsionador do conhecimento, e quanto
mais cedo lhe derem oportunidade de manifestar a sua
individualidade, melhors. — Jonx Perry, 1901.

As duas condi¢des fundamentais para aleangar
&xito em qualquer espéeie de trabalho, sio o interdsse

e a confianga. As pessoas, usualmente, prestam pouca
atencfo a éstes dois factores porque sentem (alids com
razfio) que nio se podem tornar confiantes ou interes-
sadas por um esforco de vontade.

E de facto verdade que nfio se pede aumentar a
confian¢a por um acto de vontade. Da mesma maneira
que ninguém pode aumentar o volume dos misculos on
fazer com que o coraciio bata mais vigorosamente
sentando-se numa cadeira e desejando que assim acon-



