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actuário rufem o no que respeita aos assuntos basilares 
e subsidiários. Isso levantará uma outra questão nâo 
menos importante. Mas, aceitando como provada essa 
má preparação, £ não constituiria ela uma razão mais 
para tornar convenientemente exigentes todas as pro-
vas para actuários e nunca um motivo de redução 

do nível dessas provas ao da eventual impreparação? 
É natural concluir, portanto, que o programa não 
corresponde i intenção do concurso. 

Ou, i não se tratará de um concurso para o provi-
mento de um lugar de actuário ? 

ZUrick, 12 de Março de 1944. 

M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
Nos actuais programas de matemática dos liceus, não sflo incluídos certos capítulos como. propriedades dos polinómios, 
equações transcendentes, aproximações numéricas, e outros, cuja necessidade é evidente, quer sob o ponto de vista de 
cultura feral, quer para a continuação de estudos superiores. A reforma dos programas prevendo a criação de um oitavo ano 
no curso liceal, deve ter deixado para Inclusão nos seus programas, estas matérias. E porque o seu ensino no primeiro 
ano universitário acarretaria perdas de tempo em prejuízo de outroB assuntos, entende-se que o seu estudo deve ser feito 
como preparação para a entrada nas Universidades. É assim que nos exames dc aptidão aparecem questões sâbre aquMes 
capítulos. E porque assim é, e porque os candidatos necessitam preparaçBo para ésses exames, a «Gazeta de Matemática», 
com o intuito de fornecer elementos de preparação n£sse sentido, decidiu publicar nesta secção, a par de outros, artigos 

sôbre aquelas matérias que já em tempo pertenceram ao ensino liceal. È dêste tipo o artljo seguinte. 

RESOIUÇÀO DE ALGUMAS EQUAÇÕES TRANSCENDENTES 
por José da Silva Paulo 

0. A diversidade de tipos de equações transeenden • 
tes, a impossibilidade da resolução da grande maioria 
destas equações quando se consideram simplesmente 
as soluções reais e a extensão dos conhecimentos 
matemáticos do aluno que termina o curso liceal, esta-
belecem uma limitação ao estudo que fazemos da reso-
lução de equações transcendentes. Assim trataremos 
simplesmente de equações exponenciais e trigonomé-
tricas, e mesmo destas só alguns tipos de maior apli-
cação nas questões dc matemática, considerando uni-
camente as soluçães reais. 

1. Equações exponenciais — Os conhecimentos que 
se requerem para a resolução dos tipos de equações 
que vamos apresentar são simplesmente as proprieda-
des elementares da função exponencial e da sua in-
versa, a função logarítmica. 

Problema 1—Soja resolver a equação a* = ò>.-feia 
aplicação de logaritmos, tem-se; 

a;loga = log6 e a:=-Iogb : l oga . 
ESEHCÍCIO 1 — Resolver a equação 2T = 16 , vem 

«=1,30412 : 0,30103 = 4 . Note-se que a solução da 
equação, pela sua simplicidade, era imediata. Note-se 
também, que no caso mais geral o cociente dos loga-
ritmos não dará senão um valor aproximado, dado? 
os erros das mantissas dos logaritmos. 

EXBUCÍCIO 2 — Reso lver a equação 34A* -* — 1 0 0 0 0 . 
Teremos sucessivamente : 

3 x - 2 = 4 : log 24 e a: = (2 + 4 : log 24) ;3= l , f ô27 . 

Problema 2 — Resolver a equação; bm' + 
. Fazendo a substituVção y = vi* resulta íiy^-f-

-f(fjí-i-c = 0 e a substituição de y faz-nos cair numa 
equação do tipo anterior, que permito determinar s . 

729 
ExEitcício 3 — Seja a equação 4 • 3" — — 8 1 — 0 

fazendo i/ = 3* e desembaraçando de denominadores 
vem 4 ^ — 81^ — 729=0 a equação que tem as solu-
luções j/1 = —27/4 e yj = 27 , das quais só se aproveita 
a segunda, por os números negativos não terem loga-
ritmos reais, obtendo-se para x o valor 3 . 

Exnacício 4 —Resolver a equação 2,*~1—2*—8=0.' 
A equação é equivalente a SP"-2J • 2 * - 3 2 = 0 e 
faüendo y — 2* vem y1 — 4y — 32 — 0 cujas soluções 
são y, = — 4 e e portanto x = 3 . 

Probleme 3—Equações do tipo log/( ;c) + log</(j:)= 
— l ogc . Consideremos simplesmente o sinal -j-, poia 
o tratamento ó análogo para o caso do sinal — . A 
equação é equivalente a log [ / (aí) • ff (so)] = log c ou 
/ (a:) • g (a;) —c, equação que resolvida nos dá os valo-
res de x . 

EXERCÍCIO 5 —Resolver log + log 

- ^ + log3 ou seja log \j (7 as+8) (4x^0) —log 8 V̂ ÍÕ 

donde (7*+ 3) (4a;-(-5)-90 e 28x* + 47se—75 = 0 equa-
ção cujas soluções são mi — — 75 ; 28 e x? •= 1 , das 
quais a primeira não é solução da proposta. 
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Problema 4 — Resolver o sistema logx + logy=m-, 
ax + by^n . Êste pode escrever-se logry = m e ax4-
+ by—c\ ou xy^lO'", com ax-\-by=c\ a resolução 
diste último sistema dá-nos os valores de x e y . 

EXEECÍCIO 6 — Resolver o sistema: 
f log as+log y — 2 \ = 
i ou 4 [ 2 :c + y = 30 l 2ie + y = 30 

cujas soluções são ^ = 5 yi = 20 ; x2 = 10 y2 — 10 . 
EXEECÍCIO 7 — Outro sistema de tipo semelhante É; 
log x—3 log=0 

= 0 
equivalente a 

log x : y 3=log 1 
x —9y=0 

% = O cujas soluções são 

l x— 9jr 

donde y3 -
a c - % 

yi™0, 3 e ; sendo as duas primeiras de 
excluir, pois a 1." torna a primeira equação do sis-
tema proposto indeterminada e a 2.* pôr não conside-
rarmos logaritmos imaginários ; a 3.* dará 27 para 
valor de x . 

Exercícios propostos 

Resolva as seguintes equações : 

s- í ) : Y i õ o o = i o . 
2) V ã õ - i o » . 
3) 4' - 5 ' = 1700 . 
4) 16*-f l 6 ' - » - 1 0 . 
5) 3 " - 3 , 1 —9"1 . 
6) log (7ac—9)*t-log (3aí—4)a-=2 . 

liesolva os sistemas : 
log x—log y=log 2 

x—jf = 2 
f Iog(;K-M)-f-log(3r-i-l) = l 

2) l s + ï = 5 

2. Equações trigonométricas — Uma equação trigo-
nométrica a uma incógnita é uma equação que rela-
ciona entre si funções circulares directas ou inversas 
dessa incógnita. Assim as equações u + cosac — 3tga;= 
=.senx e are sen x,-)-are cos x— ic/4 são equações tri-
gonométricas. Estudaremos aqui, pelas ra/.Ões já apon-
tadas, só alguns tipos mais importantes destas equa-
ções, para a resolução das quais hasta o conhecimento 
das propriedades das funções circulares directas e in-
versas. 

Se numa equação trigonométrica só entram funções 
circulares directas ê aconselhável, para a sua resolu-
ção, exprimir todas as funções numa delas. Para a 
escolha prática dessa função, na qual se exprimem 
todas as outras, dá-nos indicações a regra de Bioche, 
que se enuncia: 

Regra de Bioche— Considerem-se os valores —3, w — x 
e ir + x, e sttbxtihmm—ae em vez de x na equação pro-
posta, averiguando qual deles deixa invariante a equar-
çfio. Escolher-se-à para elemento de redução a função 
circular de x que se conserve invariante para «í mes-
mas substituições que a equação dada. 

Quere dizer, se a equação ficar invariante para a 
substituição de x por — .e , o elemento de redução 
será cos x pois cosa = cos ( - - x ) ; se fôr r.—x asubs-
tituYção que a deixa invariante, usar-se-á a função 
sen x por ser seri ar = sen (ir — x) , e no terceiro caso a 
função de redução será tg x pois tg :c = tg (it + a;) . 
Se a equação ficar invariante para todas as substi-
tuições, o elemento de redução será cos 2jc pois esta 
função fica invariante para tôdas aquelas substitui-
ções ; finalmente se a equação não ficar invariante 
para nenhuma das substituições há vantagem em 
escolher a função tg x/2 . 

Problema 5 — Equações do tipo &senx-|-ficosx = c , 
Aplicando a regra de Biocho encontramos para ele-
mento de redução tgss/2 . Ora como sen x = 2 tg x/2: 
: (1 4- tg'x/2) e cos x = (1 - t g ' x / 2 ) : (1 + tg'x/2) fa-
zendo para abreviar tgx/2=ia, substituindo na equa-
ção proposta e desembaraçando de denominadores 
obtém-se : (i + e) 2 ax-i-c—6=0 o que dá tg x/2 = 

a-+ \/a*+b*—eí 
6 + ç 

expressão que permite determinar 

o valor de x , fazendo uso duma tabela de funções 
circulares. 

Como é prátieo realizar os cálculos por meio de loga-
ritmos, usa-se em geral para a resolução d êste tipo de 
equações o chamado método do ângulo auxiliar que 
consiste no seguinte: escrevamos a equação proposta 
sob a forma sen x+bjacasx—eja e façamos bja = tgfl, 
o que é sempre possível visto a tangente variar de 
— oo a + co. Esta última expressão permite de terminar 
o valor de 6. 1'or substituição na equação vem: san x+ 

seu 9 
008 fl 0 0 8 x ~ c i a o u sen x cos 6 -t- sen 6 cos x=c/a cos â 

e sen (x + 0) =b cos 0/« donde log sen (x+ri) =logi-f-
-l-log cos S + colg a , expressão que permite determi-

EXEBCÍCTO 8—Seja resolvor a equação sen as + 
cos x — y S . Pelo primeiro processo teremos tgx/2 = 
1 + ^ 1 - 1 - 1 - 2 

• — V'2 — 1 e tgic™l logo •/4. 
1 + 1/2 

Pelo segundo processo tem-se 1 == tg s , d => tu/4 , 
sen x cos w/4 + cos x sen n /4 = ty'2 cos it/4 e como 

cos TU/4 => vem sen ( x + iz/4) ** . ^í? = 1 ou 
2 

BKF Z . 
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x + 5t/4 = ir/2 e x = ir/4 (por ser muito simples a equa-
ção, foi d es necessário empregar logaritmos). 

Problema 6 —Equações do tipo (itgaH-i eotgx=c . 
A regra de Iíioche indica-nos para Oste caso a função 
tg x como elemento'de redução, logo será": a t g » + 
+ b I tg x •= c on a tg1 x — c tg x + 6 = 0 e tg ac = 
— [c —t~ ( c* -4 « í ) « ] : 2a o que permite determinar x . 

Querendo aplicar o cálculo logarítmico poderíamos 
sen x, • cosa; 

escrever a (-o- = e ou «sen-x + b cas*x=* cos x sen x 
=-escnxcosx, ecomo 1 —cos2x = 2sen!:fl, l -Hcos2x= 
— 2 cos' x e 2 sen x cos x — een 2x , vem substituindo, 
w ( l — cos 2x)-hb (14-cos 2x)=csen 2x ou e sen 2,c-f 
+ (<t —b) cos 2x-=>a + b , equação do tipo anterior ; 
ter-se-á então: (a — 6) : e t g O e sen (2a; + o)=» 
= (a-f-6) cos O/f o que determina f> e x . 

Kxebcício 9 — Resolver 2 ^ 3 tg a; 4- y& cotg «=-5 . 
Tem-se então pelo segundo método : 5 sen 2x-t 
+ \J?> co9 2x — 3 e fazendo t g í - = V 5 / 5 vem 
S = 19°6' donde sen (235 + 19°6 ' )^3( /3eos 19°6'/5 e 
por isso logsen (2x-)-19° 6')—=1,99198 donde 2x + 
• i - ia -e^Tg-e ' , 2x=60° , X=30" argumento mínimo 
que satisfaz a equação. 

i 
Problema 7—Equação do tipo a cos*x + b sen' i = c , 

A regra de Bioche diz—nos que para êste caso, como 
facilmente se verifica, deve adoptar-se para ele-
mento de redução a função eos 2x , e então vem: 
a • (1-J-cos 2x) :2+b (1 —eos 2x) : 2 =c donde cos 2x = 
= ( 2 c - a - b ) (a-b) . 

EXERCÍCIO 10 — Resolver a equação 3 cos5 x + 
4- sen' .1=2. Fazendo a substituição obtém-se cos2x = 
= (4—3 — 1):(3 — 1) = 0 donde 2x = 90°, x=45° , argu-
mento mínimo que satisfaz à equação proposta. 

Consideremos algumas equações contendo funções 
circulares inversas. \ 

Problema 8 — Resolver a equação; are seu »+• 
4-are sen . Seja a —are. sen x donde x = sein, 
e seja {3 = are sen \/3 x donde s e n p = / 3 x , como é 
a + fi — ir/2, deduz-seque sen (a + f3) = l ou senacosp-f 
+ sen fieosa = l , ora cos a— l / i — & e cos p = t / l — 
vem x ^ l — 3 ^ + ^3 a; —i3 = 1 . Isolando o pri-
meiro radical vem x y l —3.e* — i e qua-
drando x* (1 -3x*) - 1 + xs (3 +3a;1) + 2 x ^ 3 — 3x* 
ou 2x^3— 3-c2.— 1 -j- 2x'! e quadrando novamente, 
4x? (3—3x i) = l + 4a^-(-4a!i donde 1 6 ^ - 8 x 5 + 1 = 0 de 
cujas soluções se—Íty8 serve a solução positiva; 

a solução negativa ê uma raiz estranha que se intro-
duziu em virtude das quadraturas que fizemos. 

Problema 9 — Resolver a equação : are tg x — 
— are tg l / ;£=0, Façamos a—are tg x ou x=*tga. e 

„ „ x—l /x 
l / x = t g p então será t g ( « - p ) = t g 0 = 0 e 0 = — 

1 -i-x - l/x 
ou x—l/x = 0 , x = + l . 

Vejamos finalmente alguns sistemas. 

í x 
Problema 10 —Resolver o sistema { {senx 

+y»* + sen y — n . 

x + y a>—jf A ultima equação é equivalente a 2sen —^~ 0 0 6 g 

donde se tira cos 
x-y ' íi: 2 sen — o que permite 

-y-=<t 
+ V—M 

Então como anterior-

(x 
determinar x—y. Seja x — y — x seráentão j 
sistema que nos dá os valores de x e y , 

EXERCÍCIO 11 — Resolver o sistema 
r x-l-y = !K)° 
í sen x + sen^ = (l-J-v/3) : 2 
mente será: sen (x—y) : 2 = 
= + V t̂í) : 4 e (x — y) :2 = 15°, x — y - 3 0 ° o que 
com a equação as4-y=*90° dá x=°(i0u, y = 30° . 

Analogamente se resolvem os sistemas: 
f x—y=m f x + r x + y=sm 

an Isenx—sen« = n 1 Isen x + sen j/ = l cosx+cosy = n 

Problema 12 — Resolver o sistema 
+ y =•m 

sen x 
sen y " 

Como a segunda equação se pode considerar uma pro-
sen x n sen x + sen ?/ n + 1 

P° r5ã o iS^jí™ T teremos: sen x - s e n y - ^ 1 e 

•z+y g - y 
2 sen —— cos ——-

2 2 
x—y 

2 sen —— cos 
J ú 

1+1 , m x — y -—— ou {»—Ilsen —cos—— — « - 1 v ' 2 2 

x - y 
— (m-1) • c o s Y s e n 3 • 0 equação do tipo do pro-

blema 5. 

EXERCÍCIO 12 — Seja resolver o sistema 

Como anteriormente tem-se: 
sen x + sen y 

0" 

senx i / 3 ' 
sen y ~ 3 

V̂ 3 + 3 
sen x—seil y ^3 —3 

( c * s / 3 + 3 ) ^ s e n ^ r = 0 
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donde se tira ( t /3 + 3)sen 

- 1 / 3 + 3 fazendo - ^ ^ ^ • = tg S ou seja 2—(/S—tgi e 9 = 15° 

sen (x — y) : 2 + tg 8 cos (,c—y) : 2^-0 e sen [{a;— y) :2 + 
+ 15°]=0 doudo ( x - y ) :2 + 15°=0 x - y = - 3 0 ° que, 
com x + ̂ =90 dá aí = 30" y = 60° . 

Outros sistemas que se resolvem analogamente são : 
x — y 
sen x n sen x ji COS X 
sen y cos y cos y 

EXAMES DE APTIDÃO ÀS 
Faculdade de Ciências—Licenciaturas em ciências físico-

-químicas e em ciências matemáticas, cursos prepara-
tórios das escolas mil. e de eng. geógrafo. — Ponto n.°2. 
1801 — Determine m de modo que o trinómio 

(í/i — 2) -I- (4i/i — 6) x 4- òm — ÍS seja negativo para 
qualquer valor real dado a x . R : Os valores de m 
que satisfazem ao problema são os que dão ao deseri-
minante valores negativos ao mesnio lemjx> que tornam 
negativo o coeficiente de x' , ou sejam os valores de m 
que verificam os desigualdades : 
(4m — 6)1 — 4 (m — 2) (Sm — 6) < O e m — 2 < 0 ou 
mJ —4m + 3 > 0 e m < 2 . Como as raizes do primeiro 
trinómio são 3 e 1 , os valores que o tornam positivo 
são os que satisfazem a m > 3 ou m < 1 , e como pela 
segunda desigualdade deve ser m < 2 , os valores de m 
que 'verificam o problema são os que satisfazem a m < 1 . 

1802 —Enuncie os teoremas que se referem ao nú-
mero de soluções inteiras e ao número de soluções 
inteiras e positivas da equação ax + by^e em que 
a, b e e são números inteiros e primos entre si. 

1803— Calcule as dimensões de um rectângulo, 
sabendo que o Beu comprimento è triplo da sua lar-
gura e que, aumentando tanto o comprimento como a 
largura de 5 metros a sua área aumento de 385 m'. 
R : A equação que resolve o problema e' 3x2 f 385= 
™{x + 4) (3x + 5) onde x representa a largura do rec-
tângido. Donde se tira m e portanto y—54 m . 

1804 — Sendo x + y4-2 = tr verifique que tgx-f-
+ tg y + tg £ — tg x - tg y • tg z . B i Pela condição do 
enunciado x +.y = jr — z , logo tg (x 4- y) «= — tg z = 
— (tg x + tg y) : (1 — tg x tg y) donde tg x + tg y — 
— t g z < l - t g x t g y ) ott t g x + t g z + t g y = t g x t g y t g z , 

1805 — Sendo x um ângulo do 1." quadrante e 
cos X ™ 0,5, determine, sem recorrer às tábuas, os 
valores de sen tf, t g x , co tgx , secx e cosec x . 
R : sen x = ^1 — 0,5*-= v/3/2, tgx—|/3 j cotg x = 
= 1 / ^ 3 , secx~2 e cosec x =2/v '3 . 

Exarcícios propo»toi 
Resol va as equações : 
1) sen 2x — c o t g x = 0 . 
2) sen x+cosec . 
3) t / l + sen x — l / l —sen as=2eo8X . 
4) ^3 sen x + cos v/3, 
5) sen (x+a)—eoB (x+6) . 
6) sen x t g x/2 = cos x . 
7) 5tgx+"6cotgy—11 
8) are cos (x —1)+are cos (x + 1) = tc/2 . 
9) are tgx + arc tgx/2=ir/4 . 

10) are sen 2x—2 are cos x = arc sen x , 

ESCOLAS SUPERIORES 11943) 
1806 — O ângulo oposto à base de um triângulo 

isósceles é 27" 30' 41", 2 e o comprimento da base é 
de 26,45 metros. Usando o cálculo logarítmico, deter-
mine o perímetro do triângulo. R : Os lados iguais do 
triângulo têm por expressão : 1 = 12,325 : sen n/2 logo 
é log l = log 13,225-H;olog sen 13° 45' 20", 6—•1,18189+ 
+ 0,02381 = 1,74520 donde 1=55,62 m e o perímetro 
será 137,69 metros. 

1807 — Figure as tangentes exteriores e a tangente 
interior a duas circunferências tangentes exterior-
mente. Designando por A e D os pontos de contacto 
duma das tangentes exteriores com as duas circunfe-
cias por A' e B' os pontos de contacto da outra tan-
gente e por F e F1 os pontos em que a.tangente 
interior cor ta as tangentes exteriores, demonstre 
que ÃB*=A' B' = FF' • R : -Se for O o ponto de encon-
tro das tangentes exteriores, <romo os comprimentos das 
tangentes tiradas de um ponto para ujna circunferên-
cia são iguais, i: OA = OA' e OB = OB' e portanto 
Ã S - Õ B - Õ Ã - Ã J B ' = Õ B ' - Q Ã 1 . Pelo mesmo motivo, 
se fôr C o ponto de contacto das duas circunferências, 
é: FC — FB e FÕ ~ FÃ donde 2FC= .FF" ' -FB + 
+ FÃ — ÃB , pois e fácil ver que FC = F 'C . 

1808 —Deduza em função de r , a expressão do 
volume gerado por uma rotação 
completa da figura representada em 
tôrno de AD. Os lados iguais do ^^ 
triângulo isósceles ADC tem um 
comprimento igual ao raio de cir- N. 

ira » c \ 
cunferência BC. R: O sólido ge- 1 
rado ê um hemisfério encimado por 1 
nm cone cujo- base e um circulo de / 
raio r igual ao da esfera. Assim o 
tx/lume será: V=l /3 (irr3+2j[r3)=nr'• »'— 

Soluções dos n.™ 1801 a 1808 de J, J. Rodrigues dos Santos. 
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Curse de habilitação para professores de desenho nos liceus 
$ da Agosto de 1943. — Ponto n.° 2. 

1809—• Determino a coei dição a que deve satisfazer k 
para que a inequação + 1) —2t,i; + -f 6 >Q seja 
verificada por qualquer valor real atribuído a x . 
R : O coeficiente do 1." têrmo deverá ser positivo e ima-
ginárias as raízes do trinòmio.: k deve satisfazer às 
relações k + l > 0 o k1 — (k + 1) (5 k + 6) < O , donde se 
deduz k >—3/4 . 

1810 — a,) Indique as condições a que devem satis-
fazer os coeficientes da equação para 
que tenha duas raízes nulas e duas raízes infinitas. 
b) Defina progressão geométrica e calcule a razão da 
progressão geométrica eujo primeiro têrmo é 729 e 
cujo sétimo têrmo é 1 . R : a) Devem anular-se a t e , 
nãose anulando h. b) »„^u, r"-1 .•. r ^y/Tãjpí _ Í/Í-

II 
1811 — Determine, por logaritmos, a medida dc 

>m dos ângulos internos de um paralelogramo em que 
dois lados consecutivos medem 9,4 metros e 12,5 me-
tros e cuja área mede 72,8 metros quadrados. 
R : A área c dada para A — ah sen % designando por a 
e b as medidas dos lados e « o áni/ulo compreendido. 
Aplicando logaritmos: 

log sen i = Iog 72,8 + colog 12 ,5+eo log9 , 4 = 
-1,86213 + 2,90309 + í ,02687 - T, 79209 ; 

s - 38» 17' 3" , 75 . 
1812 — Verifique a identidade 

cot«—2eos*aeosec2(l=0. R : cotgo—2cos*icosec2*= 
cosJ a cos s cos a 

— cotg a — 2 .2sen „ C 0 3 k sen® sen et - - 0 . 

1 1 1 

1813 — Desenhe um triângulo equilátero, divida 
cada um dos lados em três partes iguais e una os 

A pontos de divi-
são mais próxi-
mos dc modo a 
formar um hexá-
gono. Demons-
tre que êsse he-
xágono é regu-
lar. R : Por 
ser DI || BC ; 
EV ||ÃC;OH|| 
||AB são equi-

' ** *láteros os triân-
gulos [ADI] , [EBE] e (llfICj , donde se conclui, aten-
dendo às condições do enuneiado, que o hexágono 
[DEFGHI] e' regular, pois tem os lados e ângulos iguais. 

1814 — a) Deduza a relação que existe eutre a 
área de um losango e a do quadrilátero que se obtém 
conduzindo pelos vértices daquele paralelas às suas 
diagonais, b) Indique as condições a que tem dc satis-
fazer a soma das medidas dos diedros de um triedro. 
It: a) 0 quadrilátero construído é um rectângulo de 
lados paralelos às diagonais do losango. Da figura 
respectiva deduz-se facilmente que a área do losango é 
metade rf<i do quadrilátero. 

I V 

1815—Demonstre que o quadrado do qualquer 
ntimero inteiro que não seja divisível por 5 6 um 
múltiplo de 5 , aumentado ou diminuído de 1 . 
R : Visto que todo o número inteiro não múltijdo de 5 
se contém numa das expressões 511 + 1 , 5R + 2 , tem-se : 
(5R + l ) ' = 5 - i - l , (5R ± 2 ) - = á + 4 = à — 1 , o que prova 
o que se tinha em vista. 

Soluções dos t i . " 1809 a 1815 de F. Roídio Dias Agudo, 
aluno do 1.° ano da Faculdade de Ciências de Lisboa. 

Licenciatura em Ciências Geográficas —Julho de 1943--
lJonto n." 4. _ 

1816 —• Escreva uma equação biquadradaque tenha 
as raízes 2 e \J —2 . R : A equação pedida admitirá 
também as raízes —2 e — — 2 e será : 

(x—2) (x+2) ( x - v^2i) (x+ v/2i) = 0 
ou : 

( x ! -4 ) (xi + 2 ) = 0 ou 2x l—8=0 . 
1817 — Quais são os critérios de divisibilidade por 

4 e por 6 ? R : Um número N pente escrever-se com a 
forma: (1) a + b x l O - f c x l O N sendo a , b , c • •• 
os algarismos representativos do número de. unidades, 
dezenas, etc., do número. Critério para 4: Apenas nus 
interessa rt parte a-í-bxlO de (1). Como 10 dividido 
]H<! 4 dá resto 2 , o resto da divisão de N jx>r 4 será 
o mesmo que o da divisão por 4 do número a + b x 2 , 
visto que bx lO é bx (4 + 2)=4 + 2b . O resto da divi-
são dum número por 4 obtém-se dividindo a srnna do 
algarismo das unidades com o dobro do das dezenas por 
4. Critério para 6 : De (1) tira-se que 

N = a + ti + 4l) + 6 + 4e+-
visto ser 4 o resto das divisões de 10, 100, 1000 ••• 
jtor 6 , Portanto, o resto da divisão de N jtor 6 é o 
mesmo que o da divis tio por 6 do número 

a+4 (bq-c + d-f- •) . 
isto é: o resto da divisão dum número jtor C obtém-se 
dividindo por 6 a soma do algarismo das unidtule com 
o quádruplo da soma dos restantes algarismos. 

1818 —Calcule na esfera terrestre, com o raio li, 
o comprimento do areo de I o no paralelo de latitude I,. 
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Diga que relação há entro êste valor o o valor do arco 
2wR' c 

de 1" no meridiano. R : a) R'-=R cos IJ ; •— — ; 
' 360» 1* 

C=2TTR eos L : 3 6 0 ° . b) cJ^—Sick cos L :2ICR = cos L. 
Soluções dos n.°' 1816a 1818 de J.J. Rodrljuesdoa Santos. 

Instituto Superior de Agronomia —8 de Agosto de 1944 
— Ponto n.° 1 

1819 — Determine o coeficiente do tèriuo em ar*20 

do desenvolvimento do binómio (x1/3~2/ac3)15, 
R: O têrino geral do desenvolvimento é 
/ 1 5 \ , / 1 5 \ 2 1 W 

O tèrmo em x"20 corresponde ao valor de p dado por 
/ 1 5 \ 2W 

— 45 = —20, donde P-=5 . Vem pois ( ) . 
\ 5 / 3S 

5p —45 = 

O coeficiente pedido é 
161 2'» 

5! 10t 3& ' 

1820 — Determine a relação entre os valores de 
n e p que satisfazem a *Cp+t = 4xnC>|.t • Diga qual 
é o menor valor de n que verifica a expressão e exem-
plifique para o caso do número de objectos estar com-
preendido entre 16 e 20. R : De 

4 - n! 
( p + l ) ! (n 

4 

deduz-se sucessivamente 

( p + 2 ) ï ( n - p - 2 ) ! 
1 

p + 2 - p - 1 ) ! 

n —5p=9. O menor vedor de n verifi-
n—p—l1 

cando o expressão dada d n = 4 a que corresponde 
p = —1 e 4C1 = 4"C0 . Para um número n de elementos 
compreendido entre 10 6 20 a expressão só é verificada 
para n —19 a que corresponde p-=2, Tem-te, neste 
caso, «C4-4 • "Cj . 

1821—E dada uma superfície prismática qua-
drangular de faces iguais, onde duas faces iguais 
consecutivas formam um diedro de 117° 51',6 ; a dis-
tância de duas arestas mais afastadas é de 8,9338 me-
tros. Calcule o perímetro da secção obtida por um 
plano normalmente às faces. R : A secção recta è um 
i-ombo. São conhecidos o ângulo obtuso « = 117° 51',6 e 
a maior das diagonais d = 8,9338 m . Designando por 1 
o lado do rombo e ]ior P perímetro, tem-se: d/2—1 sena/2 

2d 2x8,9338 
donde P = 41 

s e n Y 
1 sen 58° 6S> 48 " 

m * Aplicando 

logaritmos vem 
log P = log 2 +log 8,9338+ colog sen 58» 55'48" = 

=0,30103 + 0,95101+0,06725=1,31932 
donde P = 20,860 m . 

1822 — Determine, sem recorrer às tábuas, os valo-
res do seno e do coseno de um ângulo do 4.° quadrante 
cuja cotangente 6 —4/3 . R : Seja n o ângulo dado. 
Tem-se 3jc/2<»<2-tc e cotg« = —4/3, donde se deduz 

1 3 4 sen c ' 
— l / l + c o t g 1 B 

• e cos a -
5 

= tg x-sen ® = - * 5 
1823 — Representando por F„ , e Vr os volumes 

dossólidos gerados porum triângulo rectângulo, quando 
roda respectivamente em torno da hipotenusa e de cada 

um dos catetos, verifique que — - v;-+ v 
R : Designando r a altura do triângulo relativo à 
hipotenusa a tem-se respectivamente : 

1 , , , 1 , „ 1 1 ^ b i 
Vb-=-„tcb2c, V ™ - TTC2 b e V . = - i ; r 2 A = - ir ••; - . - • 

3 3 3 3 v/cz + b* 
(Note-se que o dobro da área d.o triângulo è eb^ra = 

Quadrando e substituindo na expressão 
dada verifica-se finalmente o resultado. 

1824 — Demonstre que se duas circunferências se 
cortam, duas secantes paralelas tiradas pelos pontos 
de intersecção são iguais. R : Sejam AIB e A' I' li ' 
as secantes paralelas traçadas (l e P pontos de inter-
secção das duas circunferências; A e A' pontos duma 
circunferência e B e 11' da outra). Por A e B' tra-
çam-se paralelas AC' e B' G à recta II' (O e C são 
os pontos de intersecção das duas paralelas respectiva-
mente com os cordas A' B' e ABJ . Basta provar a 
igualdade dos triãngalos [AAr C ] e [BB' C] e wmse-
qüentemente que GB = A ' C ' . Como AC = C B' segue-se 
qxte ÃB = ÃÜ + CB = C r B' + A ' C ' = A ' B' . 

S o l u ç õ e s dos n . " 1819 a 1824 de M, Zaluar. 

Instituto Superior de Ciências Económicas e Financeiras 
— Outubro de 1943. 
1825 — Definições e propriedades mais importantes 

das progressões aritméticas e geométricas. Determi-
nar os valores reais de a para os quais é nula a 

1 1 , soma - H h • a a' 
•H : discussão, atendendo à pari-ra" 

dade de n . R : S : 
a" —1 

e, como são de regei tar a" (a —1) 
valores itositivos para a , resta a = —1 que anula o 
numerador de S quando n for par. 

1826 — Dados x + y — a e x4 + yA—b, exprima .ny 
em função de a e 6 • R : (x + y) , = x44-y4 + 4x3 y + 
+ 4xyî + 6x2 y2 = x4 + y1 + 4xy (x2 + y2) -f- Rx2 y1 — x1 + 
+ y4 + 4xy (x + y)* — 8* ! y* + 6x5 y* donde a* = b + 
+ 4a2 xy —2x2 y2 ou 2 (xy)2—4a! xy + a1 —b=0 e x y = 

/ a 4 - 1) 
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1827—Calcule o volume dum cone circular recto 
cuja área lateral 6 18 m® e cujo perímetro é 6 m . 

\ 2irr = 6 I r - - „ 
R : — | " donde V = Bh/3 => 

F irrg-18 ' g = G 
v / g i - r J / 3 - 9 l / 4 * ' - l / w ® = 

=9l/(2jt + l ) (2,=—1)/** = 
= 9- (7,2832)"' • ( 5 . 2 8 3 2 ) - 5,6566 m1 . 

1828 — Dadas num plano três circunferências 
iguais e tangentes entre si duas a duas, determinar, 
em função do raio comum, a área do triângulo for-
mado pelas tangentes exteriores a essas circunferên-
cias. R : Sejam O t , Oj , Oj , os eentros das circunfe-
rências, r o seu raio, A , B , C as vértices do triângulo 
formado e Pj •*• P6 os pontos de tangencia. O triân-
gu/o [A B C] é equilátero e o triângulo [0j 0 2 0 3 ] ê seme-
lhante c de lado 2r . Notando que [Oi Pi A] c igual a 
metaile do triângulo [Oj 0 } Oj] e que a distância entre 
Pi e P j é 2r a área virá A = 2 (3 + 2 r * . 

1829 — a) Superfícies de revolução,; definições; 
descrição e propriedades das mais importantes de6sas 
superfícies, b) São dadas duas superfícies esféricas 
de raio r e E\ de raio R e tais que Et passa pelo 
centro de • calcule a área da zona de uma base, ou 
calote, determinada na superfície E2 pela sua inter-
secção com a superfície Et. R: Seja h o raio da 
base da calote e x sua altura ,* então hT — r^—x* e tam-
bém h « = . R i - ( K - x ) » donde r*-x* = R ® - ( R - x ) * % 
x—t*/2R e a área pedida será S = 2irRx = TrrI, calor 
independente de R o que é de notar. 

1830 — Numa semi-circunfercncia de diâmetro 
AB — 2r, consideram-se as três cordas A C~ r /2 , 
CD P DS — rj2 ; calcule o comprimento da corda CD 
e a área do segmento de círculo que ela determina. 
R : O triângulo rectângulo \ ABDJ fornece r/2=2r cos B, 
donde cosR = l /4 . Seja DP a perpendicular baixada 
de D sobre A B ; então: 
PB*=r!/4—r*/4 sen!B=r®(l—sen® B)/4=r®cos! B/4=r»/64 
portanto CD —2 (r—r®/64) . A área pedida obter-se-ia 
por diferença entre a área do sector de abertura 
ir —are sen B e a do triângulo [CQD] . 

SoluçHes dos n," 1823 a 1830 de J. RemJ T. Freire. 

Instituto Superior Técnico — Julho de 1943. 
1831 — Num trajecto de 180 metros, as rodas dian-

teiras de um carro dão mais trinta voltas completas 
que as rodas trapeiras. Se a circunferência de cada 
roda tivesse 1 metro a mais, as rodas da frente dariam 
sòmento mais 15 voltas do que as de trás, durante o 
mesmo percurso. Determine o comprimento da circun-
ferência de cada i oda, R : Seja n o número de soltas 

que dà, no percurso de 180 m , cada uma das rodas 
traseiras, no primeiro caso ; o número de voltas que cada 
roda da frente dá é 11+30. Os perímetros das rodas 
traseiras e dianteiras são, neste caso, respectivamente 
180 : n e 130: (n-f-30) . Aumentando estes perímetros 
de 1 metro, passarão as rodas a ter 180:n + l e 
180: (n+30)+ 1 , e o niitnero de voltas que cada nma 
delas dará no mesmo percurso será, re/jeeticamente, 180: 
:(180:n +1) = 180n:(180 + n) e 180: [180: (n + 30) + 1 ] -
«= 180 (n +30) : (210+ n), e como as rotlas dianteiras da-
rão agora só mais 15 voltas deoerâ ser 180n: (180 +ri) + 
+ 15 =180 (n + 30) : (210 + n) , equação equivalente a 
n® + 390ji —27000— 0 de cujas raízes n , - - 1 9 6 + 255 
e n; = —195—255 só serve a primeira sendo por isso 
n«^C0. Os jterirnètros serão então 3 ni e 2 m . 

1832 —Determine íi , b e c de modo que o trind-
uiio ax2 + bx + c tome para ;c — 1 e ae — — 2 , rospecti-
vamente, os valores 2 e —1 e sejain reais e desiguais 
as raizes da equação Obtida igualando a 0 êSse tri-
nómio. R : Os coeficientes a . b e c terão que satisfa-
zer às seguintes condições, que são impostas pelo enun-
ciado do problema : a-|-b + c —2 . para que x = l dê at> 
trinómio o valor 2 ; 4a —2b + e=> —1 , para que o trinú-
mio tome o valor —1 quando se faz e finalmente 
b2—4ac > 0 pata que as raizes do trinómio sejam reais 
c desiguais. Das duas primeiras equações tirasse a —b — 1 
e e=3—2b , valores que substituídos na última desi-
ffualdade dão a inequação 9b2 — 20b + 12 *> 0 , </- qual é 
verificada para qualquer valor real de b pois as rai-
zes da equação que se obtém igualando o primeiro mem-
bro a zero, são ima^rjin árias. Eogo as soluções do pro-
blema são: b qualquer, a = b —1 e c = 3—2b . 

1833 —Determine os ângulos de um triângulo 
rectângulo de que se conhece um cateto e o ângulo 
da hipotenusa com a mediana relativa a êsse cateto. 
R : Sejam m a medida da mediana, « á do ângulo que a 
mediana forma com n hipotenusa c a do cateto que se 
conhece \ 0 o ângulo ojtosto ao cateto <; c B o outro ân-
gulo agudo. Teremos A — basta jxir isso 
determinar ft . Ora o triângulo rectângulo fica divi-
dido pela mediana em dois pri&nyulos, um rectângulo e 
ooutroobtusâfigulo. Para o primeiro é c/2—m cos (a 4-B) 
e do segundo, atendendo à proporcionalidade dos lados 
e dos senos dos ângidos ojiostos, detlnz-se m:senB — 
= c/2 : sen a ; destas duas equações e por substituição do 
valor de m obtém-se : e/2 — c/2 cos ( »+ B) • sen B : sen « 
Ou sen n = COB a sen l{ COS B —sen a sen® l í equação que 
pode escrever-se tg a — sen B cos B : (1 + sen® B ) ou 
ainda c finalmente (1 + tg®n)sen''B — (1—2 tg'ii)Eeu!B + 

+ tg*a = 0, donde sen B _ ± v / -
L— — 8 tg»a 

2 ( l + tgí« ) 
o que permite determinar conhecido a . 



-GAZETA DE MATEMATICA 19 

1834 — São dadas uma semi-eireunferência dc cen-
tro O e diâmetro AS e duas semi-circunferências in-
teriores a esta e que tem como diâmetros os segmen-
tos OA e OB. Descreva a circunferência de centro C 
tangente interior à circunferência ipaiar e tangente 
exterior às duas menores. Sejam M e N os pontos de 
contacto nestas duas se mi-circunferências. Exprima, 
em função de ÃD o perímetro do triângulo [CMN] . 
H : Seja A H - e x o raio da circunferência de cen-
tro C . Se forem Oi e O? os ftontos médios de OA e OB 
o triângulo [C 0 j O] é rectângulo e dêle se deduz 
(r — : 4 = (r : 2-fx)- donde x = r/3 . Por outro 
lado o triângulo [CMN] é homotético do triângulo 
[CO, O,] e então CM : CÕi — MN : Õ7Õ2 o» r/3: (r/2 + 
+ r/3)=MN : r donde MN = 2r/5, O perímetro de [CMN] 
ë então 2 - r/3 + 2r/5 -16r/15 - 8ÃB/15. 

1835 — O volume de uma esfera de raio R tan-
gente às bases e à superfície lateral de um tronco de 

2 / 
- -
v . •A / Tüü 

/ Va* •A 
cone de revolução é metade do volume do tronco de 
cone. Exprima, em função de R , os raios das bases 
do tronco. R : Sejam rj-< rj os raios das bases superior 

e inferior do tronco, será: 8TrR:l/3 = 2/35tR(rJ + r|4-r1ri) 
ou 4R,=rJ-j-r| + r, r j , notando que è 2R ti altura 
do tronco. A geratriz do tronco tem jtor medida 
V/ílt^ + ^rj—r,)1 e da figura tira-se, considerando os 
triângulos semelhantes [OEFJ e [ACGj , que 
R:(r i+ra)/2=2R:l/4Rí + ( r I - r 1 ) ! o« t A R z + f o - r , ) * -

rj e quadrando 411* + (rj—r,)'' = (rj -f r2)s e por isso 
ri rj - Rí valor que substituído na primeira expressão de 
4RJ determina rf + 3R2 equação que. cotn rj r| = R* 
permite determinar rj e r"2 cujos valores são ' 
r, = R / ( 3 - ^ 5 ) : 2 e :2 . 

1836 — Determine os ângulos que uma diagonal 
do cubo forma com uma aresta, com uma face e com 
a outra diagonal. R : Seja 1 a aresta do cubo a sua 
diagonal será d — l 1^3 e a diagonal duma das faces do 
cubo d ,—lj /2 . Se considerarmos o plano que contêm 
duas diagonais da cubo, notamos que He projecta orto-
gonalmente na face do cuho uma diagonal, projecção 
que a a diagonal da face do cubo. O ângulo destas duas 
diagonais (do cubo e da face do cubo) é o ângulo da 
diagonal do cubo com a face, e do triângulo rectângulo 
cujos catetos são a diagonal da face c a aresta do cubo 
tira-se : cos a. — y'6 • 3 sendo a 0 ângulo da diagonal 
com a face, e 3=90" — a sendo (3 o ângulo da diagonal 
com a aresta. Se considerarmos finalmente o triângulo 
formado pelas semi-diagonais do cubo e por uma aresta, 
e aplicando a proporcionalidade dos senos dos ângulos 
dum triângulo aos lados opostos, sen f5 : d/2=sen i: 1 ou 
sen y = 2 V - * 3 . sendo -j o ângulo das duas diagonais* 

Soluções dos n,"" IS51 a 1836 de J. da Silva Paulo. 

M A T E M A T I Ç A S S U P E R I O R E S 
BREVE ESTUDO, NO CAMPO REAL, DE ALGUMAS TRANSCENDENTES ELEMENTARES 

por Manuel Zaluar Nunes 

F u n ç ã o l o g a r i t m o n e p e r la n o y = l o g * 
Ror vários modos pode ser apresentada e estudada, 

num curso de Matemáticas Gerais, a função y = log x . 
Um dêles consiste em introduzi-la como primitiva da 
função l/x . Com efeito esta função l/x , continua para 
se > 0, admite primitiva definida a menos de uma cons-
tante aditiva, primitiva que se reconhece, porém, não 
ser exprimível por combinação finita alguma das fun-
çScs previamente conl̂ jjjfcdas. E esta a via que adop-
taremos nesta exposição, que acompanha de perto 
algumas das obras citadas na bibliografia final. 

Def in ição 

A função y^logx {logaritmo neperiano, natural ou 
hiperbólico de x) È a função definida para JS > 0 que 

admite a derivada y'—l/x e que se anula para sc=l . 
A função log x é pois a medida algébrica da área 
limitadapeloramo 
do primeiro qua-
drante da hipér-
bole equi látera 
y=l/x , eixo real 
e ordenadas de 
abscissas 1 e x , 
área representada 
na figura. 

Tem-se então: 

log x Z ' 1 , 

'J Ï 


