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GAZETA DE MATEMATICA

InrERFOLAGRO, pélo Assistente O. Morbey Rodrigues,

1. Representacio aproximada duma lei empirica
por uma soma trigonométrica de ordem p.

2. Método de Prony para a interpolagio por meio
de exponenciais.

IntERPOLAGAO, pelo Assistente J. Remy Freire.

1) Problema da derivagdo numérica: a) Caso em
que os valores conhecidos constituem progressio ari-
tmética ; b) Caso geral.

2) Problema da integragio numérica: a) Férmula
de Euler—Maclaurin ; b) Férmula de Gregory.

3) Problema da somacfo: a) Férmula de Woolhouse;
b) Férmula de Lubbock.

4) Resolugio numérica das equagdes diferenciais
ordindrias : Método de Adams, sua aplicagio 3as
equagdes do 1.° grau, justificacio da aplicagio do
método as equacdes de qualquer grau.

Equagdes inrearats, pelo Professor A. de Mira Fer-
nandes.

I) Equaciio de Fredholm — Forma limite dum sis-
tema de equagdes lineares — Andlise de Fredholm —
Expressio da resolvente como fungfio méromorfa de i.

II) Sistema completo de fun¢des caracteristicas —
Género dum pardmetro — Solu¢fio da equaciio homo-
génea e da nfio homogénea de 2.* espécie.

IIT) Teoria de Volterra — Nicleo resolvente — For-
mula de Liouville-Neumann — Reciprocidade —
Nucleos iterados.

1V) Nicleos simétricos — Teorema de Hilbert-
Schmidt — Propriedades dos valores proprios — Teo-
rema de Hilbert- Mercer — Série de Fredholm —Re-
dugio do caso geral ao caso simétrico—Equacio de;
primeira espécie de Volterra— Relagdes com a equagio
diferencial linear.

JUNTA DE INVESTIGACAO MATEMATICA

Por lamentdvel esquecimento nio foi citada no
n.° 18 da nossa revista a adesdo a Junta de Investi-
gaciio Matemadtica, logo apds a sua creagio, de Ar-
mando Gibert, Augusto S4 da Costa e Hugo B. Ribeiro,

"CENTRO DE ESTUDOS

Além das habituais retinides do Centro onde se
expoem e discutem os resultados obtidos nos tra-
balhos em curso, realizou em fins de Maio o Prof.
A. Proca trés conferéncias subordinados aos titulos
seguintes :

1) Sur la notion de particule élémentaire, consti-

bolseiros do I. A. C. em Zirich. No préximo nimero
da Gazeta serd relatada detalhadamente a actividade
da Junta bem como a do Centro de Estudos Matemd-
ticos do Porto.

DE FISICA DA F. C. L

tuant ultime de la matiére. 2) Sur une nouvelle par-
ticule élémentaire. 3) Quelques remarques sur la
notion de temps physique.

Sdo de notar a elegincia e clareza de exposigio
e a elevagiio com que foram tratados os assuntos
indicados.

MATEMATICAS ELEMENTARES
EXAMES DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES (1943)

Faculdade de Engenharia da Universidade do Pérto —
2 de Agdsto de 1943. — Ponto n.° 2.
1708 — D¢ a forma de um polinémio ordenado, de
coeficientes inteiros, igualado a 0, a equacgio
(/3 +2)3=(x—1/3)2— (5xx—1)[6 .

B AR e b gt S S donda
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et = x+—=0 ou 2x3—-18x24297x 4-417=0.
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1709 — Determine os valores de m que tornem po-
sitive, para qualquer valor de «, o'trinémio
(m—1) 22+ (m+1) x—3 .

R : Devendo ser positivo o coeficiente do 1.° termo e ima-
gindrias as raizes do trinémio, m deve satisfazer as
condigbes sequintes: m >1 e (m+1)2412 (m—1) <0.
Destas relagies deduz-se que o problema ndo tem solugdo.

1710 — Defina cone, tronco de cone e cone recto de

base circular.

1711 — Determine por logarimos, comx 5 algarismos
decimais e com a aproximacio que estes permitirem,
os valores de &« que satisfazem a equagio

sec? 0 =0,34562><sen 133° 22/ 201 .

R: Como € |0,34562><sen 133°22'20" | <1, o pro-
blema € impossivel.
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2743

) —sC erifi 1 das fraced
1712 — ; Como verifica qual das fracgdes o

2753

& maior, atendendo a uma relagdo simples a que
2743 _ 2753

—>"— pon
2295~ 2285 1T
uma fracgio superior & unidade diminue, quando a am-
bos os termos se junta o mesmo nimero, Com efeito,

:—:—1<b quando ab <aa ou b<a.

1713 — Defina arranjos de 4 objectos, 3 a 3. Forme
estes arranjoes com as 4 primeiras letras do alfabeto e
verifique o seu mimero pela formula respectiva.

satisfazem os seus térmos? R.:

1714 — Escreva o 3.° térmo do desenvolvimento de
(1/3.ay/ = +a1)5 e simplifique-o.

R: T;-( )a‘iksaq/_)’—i)axf

1715 — ; Em que consistem os métodos geométricos
do problema inverso e das figuras semelhantes ? Apli-
que-os A resoluciio do seguinte problema : Sendo dadas
sdbre o plano trés rectas que se cortam e uma circun-
feréneia, insereva nesta um tridngulo com os lados pa-
ralelos Aquelas. R : Circunserevendo uma circunferéneia
ao triangulo [A'B'C'], determinado pelas 3 rectas,
basta construir o triangulo [ABC], inserito na circun-
feréncia dada, e homotético de [A' B! C'] em relagio a C
(centro de homotetia directa das duas circunferéncias).
Poderiamos obter wma outra solw;ao eonsiderando o
ceniro de homotetia inversa.

Solucdes dos n.°* 1708 a 1715 de F. Rolddo Dias Agudo,
aluno do 1.° ano da Faculdade de Ciéncias de Lisboa.

Licenciatura em Ciéncias Geograficas — Outubro de 1943

— Ponto n.° 2.

1716 — Diga quando é que a equac¢iio pz+qy=r
nio admite solugdes inteiras e quando ¢ que as admite.
R : Nio admite se p e q ndo sendo primos entre si 0 sew
m.d.c. ndo dividir v. E admite solugies inteiras se
P € q forem primos entre si ou quando o ndo forem o
seu m. d. e. for divisor de r.

1717 — Qual é a condiglo necessdria e suficiente

para que as fracgdes a/b e ab/d sejam iguais?
R: ad=ab? ou d=Db2.

1718 — Imagine um cone de revolugido. Corte-o por
um plano paralelo 4 base e que passe pelo meio da
geratriz. Diga qual é a relaciio entre a drea do cone
e a do tronco. R : O enunciado € pouco rreciso. A rela-
¢ilo que pede diz respeito ao cone primitivo e tronco
obtido pela truncatura, ou ao cone e {ronco em que 8¢
decompde o cone inicial ? No primeiro caso serd : Area
do cone =r (g+71) se forem g er a geratriz e o raio da
base do cone. A drea do tronco € nr (g+1)—nrg/d+

+nr2/4d=xr (3g+5r)/4 e a razdo € nr (g+r1) : =T (Bg+
+5r)/4=4 (g+71) : (3g+5r) . No segundo caso como a
drea do cone menor € =r (g+r1)/d vird: =r(g+r)/d:
:ar (3g +5r)/4=(g+r) : (B3g+5r) .

Solugdes dos n.° 1716 a 1718 de J. da Silva Paulo.
Instituto Superior de Agronomia — 9 de Outubro de 1943

— Ponto ne 2.

|

1719 — Um lavrador vendeu 30 hectolitros de ce-
reais (frigo e aveia) por 1.890800. O preco total do
trigo foi 0 mesmo que o preco total da aveia e o prego
de cada hectolitro de trigo exceden em 60§00 o prego
de cada hectolitro de aveia. j Quantos hectolitros de
cada cereal vendeu e quais os pregos de venda do
hectolitro de cada um dos cereais? R: Designando por
X o ntmero de hectotitros de trigo vendido e por Y o
prego em KEscudos de cada hectolitro de trigo, o numero

de hectolitros de aveia serd 30—X, e o preco de cada

hectolitro de avein Y —60 Escudos. Como os wvalores
vendidos sdo iguais, temos: XY =(30—X) (Y—60)=
=1890/2. Por substituigdo chega-se & equagdo : 2X2 —
— 123X +945=0. Das duas solugies sé uma € apro-
veitdvel, que € X=9 e portanto Y =105 Escudos. O la-
vrador tinha portanto vendido 9 Heectolitros de trigo
a Escudos 105300 e 21 Hectolitros de Ateia a Escudos
45300.

1720 — Escreva e simplifique o antepemiltimo

i
térmo do desenvolvimento de (\/ \/
11.a Va

R: Como sabemos, no desenvolvimento de (X —A)™, se
chamarmos T, ao termo que € precedido por n termos ¢

11
T,=(2) A» X™=. Neste caso tem-se: '[',==:( )

CVRIVE- 9

11! x yV& < Ya
‘lﬂ“
a

912111 a

=—5a

1721—Dada a equag¢io @2+ pr—2¢=0, determine a
relagfio que deve existir entre p e ¢ para que a razdo

entre as raizes seja 2/3. R: Se designarmos por x!
'

L,j, x! + x! =
x5

= — p, e x' x'! = — 2q donde, por eliminagdo de

x' e x!!, 3p*+25q=0. Se p e q forem reais e verifi-

carem esta relagdo (para o que tem de ser q < 0), as

raizes serdo reais pois o descriminante da equagdo serd

positivo, como facilmente se verifica.

11

1722 — Um dos catetos de um tridingulo rectingulo
mede 12,675 m e o raio da circunferéneia circunserita

e x'' as raizes da egquacgdo, temos :

.
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ao tridngulo mede 10,143 m . Calcule o menor Angulo
interno do tridngulo. (Utilize logaritmos). R: De-
signando por « o dangulo oposto ao catéto dado, e
atendendo a que a hipotenusa ¢ o diametro do circulo
i) Aplicando loga-
2><10,143
ritmos vem : log sen a=log. 12,675+ colog. 20,286~
=1, 795754 ¢ a—38° 40' 9'".

1723 — Calcule o 4ngulo o do 4.° quadrante tal
que colog “Y cos? o = 0,040209 . (Utilize logaritmos).
R : Atendendo @ defini¢do de cologaritmo, vem :

log. *y/cost a = 1,959791 mas log. *y/cos’a =

—= g log. cos « logo, log. cos &2 = 2 >1,959791 =

circunscrito, temos: sen o=

1,9396865 donde 2y=29° 30' 8,6' ou, finalmente, 2=
=360°—ay=330° 29' 51", 4.

1724 —Determine os dngulos © compreendidos entre
10 e 2= radianos que verificam aigualdade tg(e+4=/3) =
—cotg (=/2—3x). R: E cotg. (x/2—3x)=tg. 8z por
serem complementares os dngulos. Entdo fica tg. (v/2+
+x)=tg. 3z o que implica os dois dngulos difirirem
de K= radianos (K inteiro). Entio 3z — (/3 +2)=K=

donde = (3K6+1) E terd de ser 0 <= (&K;':l)

<2 donde — 1/3<K<11/3 e x=7/6, 23, Tx/6,5r/3"

11T

1725 — Caleule o raio interior de um tubo ci-
lindrico de vidro que, vazio, pesa 90 gramas e pesa
247 gramas quando se lhe introduz uma coluna de
8 centimetros de merectrio. (Densidade do mereirio :
13,6; n=3,14). R: Péso do merciirio : 247—90=157 gr,

157

Volume do mercirio : cc. Como a coluna tem 8 em.

157 157
. 2 ——donde R= ;
de altura,vem:8= R 13,6 \/8><3,11><I3,ﬁ

Aplicando logaritmos, vem R=0,6779 em.

1726 — Demonstre que em qualquer tridngulo rectin-
gulo o diimetro do circulo inscrito é igual ao excesso
da soma dos catetos sdbre a hipotenusa. R: Seja

[A B C] com A=90° o triangulo dado, E, P & D os
pontos de tangéneia com a hipotenusa e os catetos AB
e AC respectivamente, e O o centro da circunferéncia
inserita. Da figura: BE=BP, EC = DC (tangentes
tiradas do mesmo ponto). Logo, BP+DC=BE+E C=BC.
E como [APOD)] ¢ um quadrado, AP+ AD, que € o ex-
cesso de que se fala, ¢ jgual a PO+0D, que € o valor
do diametro.

Solugdes dos n.* 1719 a 1726 de José M. S, Arriaga e Cunha,
aluno do 1.* ano do Instituto Superior de Agronomia.

© g .re. Serd portanto :

Instituto Superior de Ciéncias Econémicas e Financeiras
2 de Agdsto de 1943. — Ponto n.° 2.

ARITMETICA

1727 — Decomposi¢iio em factores primos ; proprie-
dades e aplicagdes. Dada a decomposi¢ido em factores
primos do mimero n: n=p*-¢* »* estude a maneira
como varia o nimero de divisores quando n se multi-
plica por g/p. R : Representemos por Ny e Ny respecti-
vamente, 0 nitmero de divisores de n e de n-q/p=p*!-
N;=(a+1) (b+1) (e+1)
e Na=a(b+2)(c41). O nimero de divisores de n
variou, em valor absoluto, de |Ny—N,|=|(c+1) (ab+
+a+b+1—ab—2a)|=|(e+1)- (b—a+1)].

ALGEBEA

1728 — Determine os valores reais de x para os
quais é real a fungfio y=(z—1) (z—2)  (2—3).
R : Os valores reais de x para os quais y € real, sio os
valores reais de x que tornem (x—1) (x—2) (x—3) =0.
Estudando o sinal déste produto para os valores:
x<1, 1<x<2, 2<x<3 e x>3 concluiremos
que apenas satisfazem os valores x=3elx=2.

Circuvro Numirico

1729 — Calcule a drea da corda circular limi-
tada pelas circunferén-
cias inscrita e circuns-
crita a um octégono
regular de lado 18,31
metros. R: Pela figura
Junta, vé-se que ¢: S=
= n(R? — 1?) = #1/4
em que R=0A, 1 =
7 8 e BB
Portanto: S== (18,31)2/4—log S=2log 18,31 + log =+
+colog 4=2 - 1,26269+0,49715 + 1,39794 — 2,42047 —
— 85=263,31 m2.

GroMeETRIA PLANA

1730 — Dado um triingulo rectingulo de catetos
b e ¢, localizar sébre a hipotenusa um ponto M tal
que, tirando de M perpendiculares para os catetos, o
rectingulo obtido tenha drea dada s. Discussio.
R: Considere-se um tridgngulo rectingulo em A e de

hipotenusa BC . Seja M um ponto sébre BC 2P eQos

. pés das perpendiculares baizadas de M respectivamente

sobre CA=b e AB=c. Fagamos MP=x, MQ=y .
Sera pois, xy=S8. Da semelhanga dos tridngulos
[CPM] e [CAB], b/e=(b—y)/x— bx+ecy—be=0.
Da  primeira equagio wvem y =s[x que substi-
tuido mna segunda conduz, a bx2—hex +¢e8=0,
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donde x = DeLYVBECT Tbel

2b
— 8 <be/d haverd dois pontos M satisfazendo ao pro-
blema (duas raizes reais e distintas em x, por se ler a
soma e o produto das raizes positivas). Se b?e?—
—4beS=0— S=hec/4 haverd um s6 ponto M que satis-
faz ao problema. Nio existem solugies quando b2 e2—
—4beS <0 — S>befd.

. Se b’? — 4beS >0 —

Gromerria No Esrago

1731 — a) Superficies prismdtica e piramidal ; defi-
ni¢bes e propriedades mais importantes.

1732—5) E dada uma esfera de raio r e nela insere-
ve-se um cone circular recto cuja altura é dupla
do didmetro da base; calcule a drea e o volume
désse cone e a drea da secglo nile produzida por
um plano passando pelo centro da esfera e para-
lelo & base do cone. R: Chamemos O o centro da
esfera, A o vértice do cone cireular recto nela inserito,
cujo. didmetro da base ¢ BC e de altura AH=2BC.
Ter-se-i: AH=r+OH=2BC ¢ r—OH'=BC/4

2.4 x2
ou: ri—xtm_ +}f.l6+2£ (fazendo OH=x),
17x2+2rx —15r2=0 — x=15r/17 e (solugiio
sem interésse). Serd portanto, AH=32r/17; BH=

donde

X " =T

VAN + BH =8y 17 1/17 .
Sendo R o raio da base, g a geratriz e h a altura dum
cone eircular recto, sabemos ser: a) drea total,
S==R (g+R)=r - 8t/17 - (8 y/1Tr/17+8r/17) =
=64 (1+ ¢/17) =r2/289 ;
b) volume, V=1[3 xR*h=2048=r3/14.739.

A secgdo produzida no cone por wm plano passando
pelo centro da esfera e paralelo a sua base, € uma cir-
cunferéncia. Estas duas circunferéncias sio homotéticas,
de razio de howotetia AH/AO=32/17. E assim,
S1/8;=(82/17)2 sendo S; e S, respectivamente as dreas
dos dois circulos, base do cone e seccio ptmm, donde,
Sp=nr?/16 .

=BC/2=8r/17 ¢ AB=

TriGONOMETRIA

1733 — Exprima ___m_(cosi At .,_}_z
cost w4 send o

sen 2x. R: A expressio dada pode eserever-se :

em func¢io de

(cos? a+sen? a)? (cos?a—sen® 2)? _
(cos? z+sen? 2)?—2 sen? o cos? o
(1—sen? Qu.)? 2 (1—sen? 2q)2
sen- 2a 2_sen?2a
R o
Solucgdes dos n.*s 1727 a 1735 de O. Morbey Rodrigues.

MATEMATICAS SUPERIORES
CONCURSO PARA ACTUARIO DO INSTITUTO NACIONAL DE TRABALHO

Publicam-se seguidamente os problemas saidos nas
provas de matemdtica bem como as suas solugdes.

Observa-se que nas solugdes publicadas se usam
apenas os conhecimentos correspondentes ao programa
do concurso publicado na «Gazeta de Matemdtican.

1.® prova — 24 de Margo de 1944

1.2 — Prove que as curvas definidas pela equagio :
f(x,y)=Fk, onde para cada curva k ¢ constante, nio
se cruzam.

Supondo as coordenadas referidas a um sistema de
eixos rectangulares e considerando :

7 (@ 59) = (@ +y2—1) (4 —4y241)
determine a curva que separa as regides do plano
- para as quais_k >0 das regides nas quais k< 0.

Indique o tragado aproximado de tal curva e, no
desenho assim executado, marque por meio de sinais
4+ +4++ e ——— as regides do plano para as quais
respectivamente ¢ k>0 e é k<0, apresentando a
correspondente justificagio.

Tendo em atengdo o desenho executado indique a
posi¢iio dos pontos em que degeneraram certos ramos
das curvas para valores especiais de k& completando,
quando for necessdrio, a determinagiio da sua posigio
pela teoria dos maximos e minimos aplicada a fungdes
reais de uma varidvel real. Apresente a configuragio
aproximada de uma curva que nio contenha pontos
isolados a qual corresponda um valor negativo de k.

Deduza a equagio diferencial a que satisfazem
tédas as curvas e verifique o resultado por integragio.

Solugio—Se duas das curvas f(x,y) =k e f(z,y)=ks
tivessem um ponto comum ter-se-ia: f (xq,y)=Mk
e f(zy,y)=ky donde ky=Fk; e as curvas ndo seriam
distintas.

A curva que separa as regides do plano para as
quais k>0 daquelas nas quais k<0, é:

(22 +y2—1) (4=*—4y2+1)=0, atendendo A continuy-
dade de f(x,y) -

Tal curva ¢ portanto constituida por uma circun-



