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donde x _ b ç + V W - 4 b c S . & b V - 4 b c S > 0 ^ 
2b 

->• H <. bc/4 Aawení dois ponto» M *(tí I»/ÍT:CJI</O íwi J » - O -

fttoM (rfiíoi í-BÍSCÍ reat* e distintas em x , [>ot se ter a 
soma e o proiluto das n u « * positivas). Se b7 c l— 
- 4bcS - 0 - » S = bc;'4 haverá itm só jwnto M tpts satis-

faz ao problema. Não existem soluções quando b ! e1— 
— 4bcS < 0 -*• S > bc/4 . 

(rKOMETÍiJA NO K s P A Ç O 

1731 — a) Superfícies prismática e piramidal; defi-
nições e propriedades mais importantes. 

1732 —b) E dada uma esfera de raio r e nela inscre-
ve-se um cone circular recto cuja altura é dupla 
do diâmetro da base; calcule a área e o volume 
dêsse cone e a área da secção nele produzida por 
um plano passando pelo centro da esfera e para-
lelo à base do cone. R : Chamemos O o neutro da 
esfera, A o vértice do cone circular recto nela inscrito, 
cujo diâmetro da base é RC e de altura AU = 2 BC. 
Ter-se-á: ÃH = r + OH — 2 BC e r J - Õ H J = B C ' / 4 

r* + x> + 2rx _ - . 
ou: r1 — ——— (fazendo OH—s^), donde 

17xí + 2rx —15rí=.0-+ x = 15r/17 e x » — r (solução 
sem interesse). Será portanto, AH = 32r/17; BH=> 

- B B / 8 - 8 r / 1 7 c AH - Z a I í V BlT = 8v/17 - r/17 . 
Sendo R o raio da base, g a geratriz e li a altura dum 
cone circular recto, sabemos ser: a) área total, 

S - w R ( g + R ) —it • 8r/17- (8 (/17r/17 + 8r/17) = 
- ( 8 4 ( 1 + ^ ) ^ / 2 8 9 ; 

b) volume, V—1/8 -írR'h—20á8*rJ / l4 - 739. 
A secção produzida no cone por um plano passando 

pelo centro da esfera e paralelo à sua base, é uma cir-
cunferência. listas duas circunferências são homotétieasj 
de razão de hxfmotetia AH/AO—33/17. E assim, 
StfSj-(82/17)» sendo Sj e Sj respectivamente as área* 
dos dois círculos, base do cone e secção plana, donde, 
Sj^itr^/lS. 

THKJONOMKTRIA 

„ . (cos* sen* *)* 
1733 —Exprima -—— — em função de 

Cos4 a+sen ' st 
Sen 2a . It: A expressão dada pode escrever-se : 

(cos* a-4- sen' a)3 {cos? a —sen z a)1 

(cos1 a + Sen2 i)1—2 sen2 a cos1 a 
„ ( i - s e n 2 2v.y _ 2 (1 —sen' 2*) ' 

sen 2a " 2 —sen22a 

Soluções dos n.os 1727 a 1733 de O. Morbey Rodrigues. 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
C O N C U R S O PARA ACTUÁRIO D O INSTITUTO N A C I O N A L DE TRABALHO 

Publicam-se seguidamente os problemas saídos nas 
provas de matemática bem como as suas soluções. 

Observa-se que nas soluções publicadas se usam 
apenas os conhecimentos correspondentes ao programa 
do concurso publicado na «Gazeta de Matemática». 

I.» prova — 2 4 de Março de 1944 
1.® — Prove que as curvas definidas pela equação : 

f (x ,y)^k , onde para cada curva k é constante, não 
se cruzam. 

Supondo as coordenadas referidas a um sistema de 
eixos rectangulares e considerando : 

f(x,y) = (&+ifi-1) ( 4 x ' - 4 ^ + l ) 
determine a curva que separa as regiões do plano 
para as quais. fc>0 das regiões nas quais k <0. 

Indique o traçado aproximado do tal curva e, no 
desenho assim executado, marque por meio de sinais 
+ + + e — as regiões do plano para as quais 
respectivamente é i > 0 e é k <0, apresentando a 
correspondente justificação. 

Tendo em atenção o desenho executado indique a 
posição dos pontos em que degeneraram certos ramos 
das curvas para valores especiais de k completando, 
quando fõr necessário, a determinação da sua posição 
pela teoria dos máximos e mínimos aplicada a funções 
reais de uma variável real. Apresente a configuração 
aproximada de uma curva que não contenha pontos 
isolados à qual corresponda um valor negativo de k . 

Deduza a equação diferencial a que satisfazem 
todas as curvas e verifique o resultado por integração. 

Solução—Se duas das curvas /(•£,!/) = '̂i s f ( x , y ) = ^ 
tivessem um ponto comum ter-se-ia: f (a^ = 
e / (^i , í/i) donde e as curvas não seriam 
distintas. 

A curva que separa as regiões do plano para as 
quais k>0 daquelas nas quais k<0, é : 
(a^-f-y1 —1) (4af—4y* + 1 ) —0 , atendendo ã continui-
dade de / (Ü , y) . 

Tal curva é portanto constituiria por uma circun-
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ferôncia de contra na origem e de raio unidade e por 
uma hipérbole, como a figura indica. 

No interior da circunferência tem-se aí + yS — 1 < 0 
e, portanto, no exterior — 1 > 0 . 

Na região do plano compreendida entre os dois 
ramos da hipérbole tem-se 4IE*—íy^+l > 0 (repare-
-3e que na origem — + 1 1) , 

Da combinação dos sinais dos dois factores resulta 
que nas regiões A , D e E se tem £ < 0 ; nas regiões 
B, G, F e G se tem k > 0 . 

Como as curvas Be não cruzam, e f (x ,y) (5 uma 
função contínua, nas regiões B e C haverá ramos de 
curvas fechados no interior de cada um dos quais 
existirão os ramos nas mesmas condições e correspon-
dentes aos valores de k superiores ao valor especial 
de k correspondente ao ramo considerado. Nestas con-
dições haverá, atendendo ao que sucede nas regiões 
F e G e ao facto de uma recta paralela ao eixo <Jos XX1 

não cortar cada curva em mais de quatro pontos, dois 
ramos nas regiões B e G que degeneram em pontos 
isoladoB. Tais pontos estarão evidentemente situados 
no eixo dos ¥¥' e a sua determinação será feita pro-
curando os valores de y que tornam máxima a função: 
k (y) = / ( 0 ,y), o que conduz a = 0 (origem), 

V/5 /8 , y» l / p . 
A origem corresponde efectivamente a um mínimo 

e, para o estudo do caso especial correspondente a 
esta posição, repare-se que a configuração aproximada 
de uma curva a que corresponde um valor de k nega-
tivo está indicada na figura. Tôdas as curvas para 
as quais á &-<0, passam por quatro máximos e qua-
tro mínimos situados sobre as ordenadas que corres-
pondem aos pontos de intersecção da hipérbole com a 

circunferência e ainda por dois máximos e dois míni-
mos situados sobre YY> . 

A origem é um ponto duplo da curva que por ela 
passa e que corresponde a k— —1 e os dois ramos da 
curva têm neste ponto como tangente o eixos dos X X ' . 
Isto faz supor que para valores de k inferiores a 
as curvas situadas na região A se decompõem em dois 
ramos fechados separados o que portanto haverá pon-
tos isolados sobre o eixo dos XX' que correspondem 
a mínimos de k, mínimos cujo valor deverá ser infe-
rior a —1. 

Efectivamente a função k (x) =f(x ,0) passa por 
mínimos para 3 c = + l / p que, é interessante notar, 
corresponde á pontos situados sêbre as duas ordena-
das acima indicadas e onde, para cada uma das quais, 
estão situados dois máximos e dois mínimos para as 
restantes curvas a que corresponde k < 0 . O valor mí-
nimo de k é —25/16 inferior a —1 como previsto. 
A origem é também solução de k' ( x ) = 0 , fornecendo 
todavia um máximo, o que podia ser facilmente expli-
cado, , 

Para se obter a equação diferencial a que satisfa-
zem tôdas as curvas bastará derivar ambos os mem-
bros da equação (aí + — 1) (4o1 — 4;y3 + 1) = k em 
ordem a x . 

Obter-se-á: 
A integração de tal equação é imediata pois que, 

por separação de variáveis, se tem: (Sjr3 — 5y)<2?/= 
= (8a:3 — 3x) dx . Integrando vem : 4y* — 5y1 — 4-
+3x?=c, isto é, (x! + ^ - l ) ( 4 x í - 4 ^ + l ) = - c ~ l = A J 

fazendo —c — í ^ k , como se pretendia mostrar. 

2." — Escolhe-se um número real maior do que 1 ao 
acaso. 

Convenciona-se que a probabilidade de tal número 

ficar compreendido entre x. e x+dx é — • 
Justifique a legitimidade de tal convenção. 
Calcule a probabilidade de que, escolhendo nas mes-

mas condições dois números, a sua diferença seja infe-
rior a d j e indique o seu valor limite para « —<• co . 
Explique o resultado. 

Calcule, sem o emprego de tabelas, com érro infe-
rior a uma milésima o valor numérico daquela pro-
babilidade para íi^O, J . 

Solução: A legitimidade da convenção resulta de 

/

dx 

— = 1. Sejam x e y os dois números. 
se ter 

A probabilidade de que tais números fiquem com-
preendidos entre x e x-t- dx e y e y + dy á 

dx dy 
rlP — 2 notando-se que o factor 2 é empregado 

3C* 

I 
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para permitir supor sempre no raciocínio que y > i . 
A probabilidade pedida será: 

ao J+s 
t' i' ãx dv 2 2 (1) P<a) = 2 / / - . ^ - 1 — + - | o g ( l 4 . a ) . 

J J xt yl a a* 

log (X + o) 
Quando a oo tem-se 0 . Portanto 

a? 
( i r o ? ( d ) = l . Tal resultado é explicado pelo facto 
a * CD 
do, quaisquer que sejam os dois números, ser sempre 
satisfeita a condição do enunciado. Fazendo em (1) 
a™ 0,1 vem: P = = l - 2 0 •+• 200 log (14 0,1) . 

(1 ̂  (j4 
Ora log(l-i-a) — « —— + — — — + (|aj<l) sendo 

0 êrro cometido, desprezando os termos da série a 
partir duma certa ordem, inferior ao valor absoluto 
do primeiro termo desprezado. 

Então deverá ter-se: 200a"/»<10-3 o u o»/B <l®"*/2-
Ora oi/5 = 10-5/5 <10-s/2 e a*/i - 10^/4 = 10*/D,4 > 
> 10~s/2 . Portanto há que considerar os termos do 
desenvolvimento até o4/4 . 

Efectuadas as operações obtem-se P (0 ,1 ) =>0,062 . 

2. ' prova — 25 de Março de 1944-
1.* — Sabe-se que as condições de Cauchy-Riemann 

a que satisfazem certas funções de variável complexa 
V »ff 6/ »ff . „ . _ A , , 

i y) + 'ff í33 j y) Prove que a função <t> {s) e* 
satisfaz às condições enunciadas. 

Solução — Tem-se : 

1 'ortauto 

/= C [(xl—y'1) cos y-2xy sen y] ; 
y = e* yZxry cos y + (j;*—1/!) sen y\ 

òf 

logo j— ™/+e*(2;>;cos y — 2y sen y) ; 

bn 

^™(^[2ii:cosy—2acjfseny —2vseny-f(j; !—íí ()cosy] = 

(2x cos y—2y sen y) • 

Analogamente se verificaria que : = ~ ' 
2." — Um ponto P é lançado ao acaso sobre uma 

semi-circunferència de diâmetro J4/Í = 2Í- , por forma 
que é igualmente provável a sua queda em qualquer 
arco da semi-circunferêneia de comprimento constante. 

Pede-se: o ) — A probabilidade de que a área do 
triângulo [APB\ seja superior a metade da área do 

triângulo [APi B\ a que corresponde a sua área má-
xima ; b) O valor médio da área do triângulo [ A P B j . 

Solução — a) Como os triângulos [APB] têm, qual-
quer que seja a posição de P , a mesma base, a 
altura h de [APB\ deve ser superior, para satisfazer 
as condições do enunciado, a r/2 , 

Então o ângulo AGP, sendo O o centro da $emi-
-circunferência, deve estar compreendido entre 30" 
e 150°. Donde o valor da probabilidade pedida 
120°/180--2,-3. 

b) Designando por 0 o ângulo AOP tem-se que a 
área do triângulo f A P B j 6 1/2 • 2r • h=-r ! sen 6 o o 

valor médio S é : S •J dò 2r> 
r1 sen t — 

3.° — Sabe-se que y (JC) é um polinómio do 3.® grau 
em x, que toma os valores , yt e y} nos pontos a , 
u-f h e o-(-3A. Sahendo-se que tal polinómio passa 
por um ponto de inflexão para x — a e por um máximo 
para x = a - r h , determine i/3 expresso em y0 e I/j . 

Solução — Usando a notação das diferenças finitas 
tem-se 4S-I , Para o ponto de inflexão 
ter-6e-á, como D- = 0 , 

(1) i^t/o^iJi/o, 
visto o polinómio ser do terceiro grau. 

( a2 A3\ Para o máximo vem: í a — — + — ) y i = 0 ou 

(2) 

( l + i ) y » = 0 , isto ó : 

-f- — — () yo 2 6 ' 

visto o polinómio ser do 3.® grau. 
Substituindo em (2) o resultado dado por (1) vem ; 

(3) - 3-iffo 

Ora yj^yo+Si^o+Saí y0+ a3 y0 ou, utilizando a ex-
pressão (3) : ys = yo 4- 3AJ/0 — 9A?/U — 3ay9 = j/o — Oay0-= 
- l Q t f o - % 1 • 

•4." — Uma roleta llk está dividida em k sectores 
numerados de modo que a probabilidade de saída de 
um número soja l / i . 

Um jogador aposta num dos números consecutiva-
mente até perder. Por cada vez, além da primeira, 
que ganha recebe a quantia a . Pela primeira vez que 
ganha nada recebe. O jogador joga nestas condições 
sucessivamente nas roletas i í j , i f j • •• ü „ . 

Qual deveria ser a sua entrada para que o jôgo 
tosse equitativo? ... , 



26 GAZETA DE MATEM ATI CA 

Solução — A esperança matemática correspondente 

á roleta Iik é : ( — + — +•• I a - —7 — a , visto 
k (k — 1) ' 

à roleta Jlk é : (— + — + •• ̂  
ia ) 

k > 1 . A entrada total será : 
r 1 1 1 1 E—a — + -— + ...+ • 
Ll 2 2-3 (re- l )n . l 

Para somar as n —1 parcelas contidas no cotcliele 

note-se que : uxi\ 

1 

1 <x-f-l)<-*>. L o g » 

1 
( i - t - 1 ) ( * + 2 ) 

n—1 « — 1 
• - • Portanto E - < t r - — T I ' » + 1 lo 

Carlos A." F. Carvalho 

P O N T O S DE EXAME DE FREQÜÊNCIA 

ÁLGEBRA S U P E R I O R - M A T E M Á T I C A S GERAIS 

F. C. L . — A l o k b r a — 2 . ° Exame de freqüência, 1942-43. 

1734--Calcular lim 
1 — cos 

sen1 (x—1)® 
— Traçar aproximadamente a curva 
-3x + 2 indicando os máximos, mínimos e as 

1735 
X* 

V = 

( x - 3 ) ( x - 5 ) 
assíntotas (Eixos rectangulares). 

1736 — Achar a equação geral dos círculos tangen-
tes na origem das coordenadas à recta (Eixos 
rectangulares), 

1737 — Existindo f (x) em (a , 4) , p o d e / ( x ) ser 
máxima ou mínima num ponto onde / ' (x) se não 
anule ? 

1738 —Se a função / ( x ) tem derivadas de tôdas 
as ordens 110 intervalo (—r,r) , que .é necessário e 
suficiente para que a possamos desenvolver em série 
de Mae-Laurin? Conhece alguma condição suficiente 
de imediata aplicação ? 

1739 — Qual a equação da normal em M (o , &) à 
curva / ( x , y ) = 0 ? (Eixos rect.). 

1740 — Que razoes nos levam a considerar as assín-
totas como tangentes? 

1741 — Enuncie alguma condição, a verificar por 
fl (a";y) ou f'„ (x,y) , que garanta a difereneiabilidade 
de / (x , y) num ponto fixo M (« , 6) . 

1742 —Como desenvolver rapidamente em série 
l / (S&-8)*? 

1743—Conhece alguin triângulo notável na pará-
bola? 

1744 — Como se justifica a relação - -= 1 + 
4 3 

1 Í . „ 
5 ~ 7 
1745 — Por que construção geométrica se deter-

mina. na elipse, o diâmetro conjugado com uma dada 
direcção ? 

1746—- Com o se obtêm as equações paramétricas 
da elipse ? 

1747 — Achar o termo geral do desenvolvimento 
de / ( x ) 8 — e m série de Mac-Laurin e indicar 
0 intervalo de convergência dêsse desenvolvimento. 

1748 — Calcular a distância D(U,n>) do ponto 
Mfpca+h , f ( xo+h) ) à recta <j— f ( x $ = m (x — *<,) <• 

r í /J (A , m) ~1 • 
determinar 111 de forma que 1 — 0 

f . C, L. — MATEMÁTICAS G M I A I S — Z.° E x a m e de f r e q ü ê n -
cia. 1942-43. 

e1*—cosa; 
1749 -Calcularolnnitcde y = — — para 

sen' x 
2xe'; + sen x 2e"5 -f sen x/x 

li ; Lun y = h m —Inn — = 0 0 . 
I -W) »-MI 4 S E N 3 X cos x 4 seux/x.sen*x 

x ! 
1750 — Estudar a curva —— (máximos f 

mínimos, inflexões o assintotas). R : Para x > l 1 
y > 0 ; _pn!-a x < l , y < 0 . Quando x-+ 1, y —>• i o o : x = 1 
1 uma assínfota. Para x-=0 é y—0. Também Üni y/x -= I 

1— 3D 

e l im(y—x) = l ; a recta y = x + l é portanto outra 1.1.00 
assíntota. De y ' « x (x —2)/(x—T)2 conelui-se que. a fun-
ção è crescente em ( — oo,0), decrescente em (0,1) e (1,2V 
e crescente de noro eia (1, + 00) ; tem jiortanto um mú-
£ imo para x = 0 e um mínimo para x ^ 2 , respectiva-
mente 0 e 4 . De y " = 2/(x —l) s conclui-se que para 
x < 1 11 curra volta ir sua concavidade 110 sentido Oy'. 
para 1 , no sentido Oy , e que tem para \.. -1 um 
jX>nto de inflexão impróprio. A ''urra d uma hipérbole. 

1751 — Achar a área da curva precedente no inter-

valo (2 ,3) . lí : Ponha-se —-—7 — —7-— x 
x — 1 x - 1 

•+• 1 + —— • Então Px*/(x — 1) — x*/2 + x + log ( x - l l 
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e A 
3 

%i , 7 
1 2 ® 

1752 — Achar a difereuci.il total de + 2y cos x 
no ponto (K/2 , 0) . R : Pondo f (x , y) — xe' + 2y cos x, 
será f,' = e'—2y sen x , fj = xe» + 2 cos s e df—f^ d x + 
-|-f,' dy ou dx-t-ir/2 • dy , no ponto indicado. 

1753 —- Conduzir pela origem uma perpendicular à 
recta que passa pelos pontos (0 ,1 ) e (2 ,0) . (Eixos 
rectangulares). B : O coeficiente angular desta recta é 
— 1/2 . A recta pedida i pois y = 2x . 

1754 — A que equação satisfazem as coordenadas 
dos pontos da curva / (a; , ; / )—O onde a tangente é 
paralela a Oyt (Eixos quaisquer). R : À equação = ™ 

tf „ Sf í f W . 
isto e a — — 0 com — 0 ou a — = «> con — 4= ° ° • 

t y í x 9x í y 
Veja-te,por exemplo, y^-j-V'*—1—4=0. 

1755 — Como se dispõem os diâmetros da parábola ? 
R : São perpendiculares à directriz. 

1756 — Que representa cada uma das equações 
xZ— e y*=3 a) em eixos rectangulares; 
b) em eixos oblíquos ? R : No plano: A 1." representa 
a) uma circunferência, b) uma elipse; a 2." representa, 
sempre uma hipérbole. No espaço: Representam super-
fícies cilíndricas de geratrizes paralelas a zz' cujas 
directrizes em xOy têm por equações, nesse plano, uí 
equações dadas. 

1757—Conhece alguma interpretação geométrica 
da função primitiva duma função continua? R : Seja 
Pf (x) — F (x) . Se em (a , b) f (x) > 0 , e se além disso 
F (a) = 0 , então F (b) é a área limitada j>ela curva 
y = f (x) , o eixo dos xx e as perpendiculares a êste eixo 
nos pontos de abeissa a e b (eixos rectangulares). 

175S — Qual é a definição geral de cónica a partir 
dos conceitos de foco e directriz ? R ; Unia cónica é o 
lugar geométrico das jwsições dum ponto que se move 
num plano por forma que a razão das distâncias desse 
ponto a um ponto dado (foco) e a uma recta dada (di-
rectriz) se mantém constante durante O movimento. 

1759 —Coin que proposição se legitima o desen-
volvimento de sen x em série , dispensando a discus-
são do resto da fórmula de Mac-Laurin ? R : São de-
senvolviveis em série no intervalo (a—k,a + k) todas 
as funções f (x) tais que, qualquer que seja % nesse 
intervalo e qualquer que seja n se tenha um número M , 
independente de ambos, para o qual \ i'"> (x) ! < M . 

1760 — Que fórmula permite calcular (com qual-
quer aproximação prefixa) o valor de l o g 6 , conhe-
cido que seja o valor de l o g 5 ? B* A fórmula 

00 1 ftl-~ f> \50+1 
logq=Jogq-|-2 2 j j j^- j ^p - f -q) °"> n h t e ca*°> 

2 00 1 1 
logtí = l og5 + — 5 ] r — í — T -

s 11 ÍS 8 n + l 121" 
1761 — Seja C uma curva plana fechada (urna 

elipse, por exemplo). Que se entende por área da 
curva C? R : Considere-se o plano da curva decom-
posto em rectângulos não sobrepostos iror dois sistemas 
de rectas. Variando a decomposição, podem obter- te 
rectângulos constituídos exclusivamente por jjontos do 
interior da curva. A soma das áreas rlêsses rectângulos 
è variável com a decomposição ; o conjunto dos seus va-
lares para tõdas as deeomjxisições possíveis é, porrém, li-
mitado superiormente. A área da curva é o limite supe-
rior dêsse conjunto. 

1762 — Calcular, para cc = l , a 2.* derivada da fun-
ção y de x definida implicitamente, em tôrno do va-
lor as—1, peia equação 3xl — y* x + 5 = 0 . R : Tem-se 

6f I 6f 
y i ™ — 1 2 /y- — y/Sx, que toma para x = l e y = 2 

o valor — l / C . Agora y í * — — 4 y 7 y * — 1 / 3 ( / / i — y / i * ) 
que para x = l toma o valor 29/36. 

1763 —Achar a envolvente da família de curvas 
( a - + « ) í _ l „ 0 . R : Ponhorse f ( x , y , a ) = 
- (x - *)> + (y - será f a = - 2 ( x - a ) -
— 2 (y—o). Pondo f^—0 tem-se ( y - « ) * = ( x - a ) 1 e 

a. ~ Jy - • .1 eliminação de a. dá ^X — ^ = ^ 

ou y = x + y/2 • J' equação dada representa a família 
das circunferências com centro em y = x c raio 1 ; « 
equação da envolvente mostra que esta ê constituída 
pelas duas tangentes comuns às infinitas circunferên-
cias. como se podia esperar. 

So lução dos n.»41749 a 1765 de G. Ramos de Castro 

F. C. L.—MATEMÁTICAS GERAIS — Z.° exame de freqüên-
cia. 1342-43. 

1764 — Estudar a curva sen x {máximos e 
mínimos, inflexões e assinto tas). 

1765 — Área da curva anterior no intervalo (0 , t). 
1766—-Que valor tem no ponto x = oo a função que 

nos mais pontos é igual a (1-Í ÍRs) ? 

1767 —Que curva representam as cquaçõesx = acos u 
e y ~b sen u e que significa n geometricamente 1 

1768 — Tomando OX como eixo polar e O como 
polo, escreva em coordenadas polares a equação da 
recta que passa pelos pontos (0,1) c (1,0). 
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1769 — Que é parâmetro duma parábola? 
1770 — De quantos modos se pode transformar 

/ (x+h, y + h) —f (x,, y) pelo teorema dos acréscimos 
finitos? 

1771 — Têm as funções contínuas primitivas? Jus-
tifique a resposta. 

1772 — Como pode obter o desenvolvimento em 
. , a 2 

séne de — ? 
1+x 

1773 — Que representa a equação 2j ; j—3jfí=4 em 
coordenadas obliquas ? Que são os eixos coordenados 
para a curva? 

1774 — Como se levanta uma indeterminação do 
tipo oo—oo ? 

1775 — Em que consiste o teorema de Euler para 
as funções homogéneas ? 

1776 — Pode uma função contínua y = f ( i ) ter má-
ximos e mínimos onde não admite derivada? Porquê? 

1777 — Seja P o ponto em que a tangente em 
M(x,y) a curva y =/ (x) encontra o eixo dos XX. 
Calcular o comprimento do segmento M P , supondo 
os eixos ortogonais. 

1778 — Considerando na curva sen x nega-
tivas as áreas das arcadas de ordenada negativa, cal-
cule o limite para n — ca da área da curva no inter-
valo (0 ,njr). 

I, S, C, E. F . — 1.* C A D E I R A — 2." exams de freqüência 
— Ponto n.° 1, 

1779 — Determinar a, b e c , de modo que a equa-
ção x3—ua;'+èí! + e = 0 admita por raizes a, b e c. R : As 
fórmulas de Newton, conduzem a t a + b + c = a, ab + 
+ ae + b c = b c a b c = — c . 
O sistema admite as ditas soluções: 1) a = c = l , b = - l 
e 2) b —c = 0 , a qualquer, A equação proposta revestirá, 
respectivamente, as formas x3 x2—x+1=0, e xs—ax2=0 . 

_ . Òudu 
1780 — Determinar: a) — e — sendo 

Ox dx 
i? V 

e y=tgx. b) sendo e J G = J C O S Õ , 
i r 5í 

òu du 
i/ = rsen8 , a = í . R : a) — - 2 x e —• — 2x + 2y sec*x. 

ki x dx 
» V Jf i f 6 2 V ft»Í } » f 

b) —*=T—eosS+ —senfl e cosd-i-——scn6. 
or íx Jy ír it ix iz ty tz 

1781—Considere-se um conjunto de planos para-
lelos equidistantes, em que é 3 a distância de 2 pla-
nos consecutivos. Sabendo que um dêsses planos, passa 
pelo ponto P (1 , 2 ,—1) e ó perpendicular à recta 
x ^ y — S z . determinar a equação dêsse conjunto de 
pianos. R : Um plano genérico desta família, dista em 

valor absoluto, 3k f k è variável inteira), do plano indi-
cado no enunciado. A equação deste plano è pois : 
(1) x — l + y — 2 + 1/2 . (z + l ) = 0 ou 2x + 2y + z - 5 - 0 . 
A equação da família de planos paralelos a este, será : 
2x+2y+z+X.=0. Desta família de planos interessam-nos 
só aqueles que distam, em valor absoluto, do plano (1) 3k 
ou seja aqueles planos par a os quais se 
donde X * Ok — 5; a equação da família considerada no 
problema será pois 2x +2y + z + 9 k — 5 = 0 . 

1782—Determinar a e b de modo que a função 
y= (a + bx)e°+** admita um mínimo no ponto de abeissa 
x = a — 3 6 e um ponto de inflexão para x^-a — 4b. Es-
tudar e representar graficamente a função nêsse caso. 
Calcular o seu desenvolvimento em série de potências, 
R : Tem-se y' = {a + 1 + bx) be*+l11 e y ' = 0 para 
x=" —(a + l ) / b í w i b 0 (ocaso b = 0 nào apresenta 
interesse, por reduzir y a constante). A este valor 
de x corresponde um mínimo por tornar v " > 0 como é 
fácil iierificar. y , l = ( a + 2 + bx) • b- e"+t* -»• y " = 0 para 
x—i — (a + 2)/b, que e' a abeissa dum ponto de inflexão 
por tornar y"'zfcO. 

O problema impõe que seja: — ( a + 1 ) b = a—3b e 
— ( a + 2 ) / b = a—4b, donde b =•>+1. A solução b = —1 
conduz a um absui-do e quando b = 1 vern a — 1 . .4 função 
a estudar é pois y = (1 + x) e , + I com um mínimo no 
ponto ( - 2 , - 1 / 2 ) e um ponto de inflexão ( — 3 , — 2/e2). 
A função é continua cm todo o domínio da variável 
x real. A curva passa pelos}xmtos (0 , e) e (—1,0) sobre os 
eixos coordenados. Tem-se: y '=(2+x)e I +* e y"=^(3+x)e1+I, 
portanto y é crescente para x > —2 , decrescente para 
x < — 2 ; concavidade voltada no sentido das ordenadas 
positivas juica \ < — 3 t concavidade no sentido das orde-
nadas negativas para x < —3 . Para x —• + oo,y —»• + oo; 
para x —t—ca, levantando a indeterminação do tipo 
O x o o , conclue-se que y - » 0 , sendo portanto o eixo 
dos xx , unta assíntota da curva, O desenvolvimento em 
série da função é imediato, midtiplicando por 1 + x , o 
desenvolvimento em série de e1 com i - l + i ; portanto, 

í l + x P i l + x l " 

So luções dos n,°* IÍ79 a 1782 de O . Morbey Rodrigues. 

I. S. C. E. F . — 2 , a prova de freqüência Ordinária — 
16-6-943 — 1.* CAIMUKA.—(Exame teórico). 

1783 — Relações entre os conceitos de monotonici-
dade, continuidade e derivada. 

1784 — Estudar a função y = tg z + l / tg x é repre-
sentá-Ia geometricamente no intervalo (0,2ir), 

Estudar a sua inversão. 
Indicar aqueles intervalos parciais em que : 
a) — Se lhe pode aplicar o teorema dos valores 

compreendidos ; b) — Se lhe pode aplicar o teorema 
de Rolle. Justificações. 
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C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L - A N Á L I S E S U P E R I O R 

F. C. P. — CÁLCULO b n m i w i i U L — 2." exame de fre-
qüência, 1942-43 - 2.* chamada. 

1785 — integrar a equação y'(Sx—1) y + 
-(-a:3 yl~6J;! + 1 + 1 = 0 , sabendo que y = l [x ê um 
integral particular. Determinar a normal no ponto 
( 1 , - 5 ) da linha integral que passa por este ponto. 
R : Trata-se de uma equação de Riccati. Pondo 
y — ljz+ t/x, obtem-se a equação tinear •/.' — G x z = x . 0 
inteqral geral da equação sem Ü ° membro é z — Cj e 3 l i ; 

60B3"' — 1 : , 
variando a constante obtem-se •/. — > ou, final-

r> 
e i 

mente, y = + - • Como y ' f l j - » — - 1 > « e3ua' 
ção da normal pedida e Y + 5 •= X — 1 . f y'—y— 

1786 — Integrar o sistema i 
l s ' - i - y + 3 = 4 e o s 2x, 

e determinar o raio de curvatura, na origem, da linha 
integral que passa por êste ponto. R : Usando o sim-

_ ] (D —1) y —5z = 0 . bolo D fica •! eliminando z , 
l y + (D + l ) z = 4 c o s 2 x ; 

vem ( D ' + 4 ) y = 20 cos 2x , cujo integral geral e 
y = C) cos 2x + C j sen 2x + 5x sen 2x ; e, portanto, 

2C» -— Ci 20 | — C2 - cos2x sen2x+x (2cos2x —sen x ) + 
5 

sen 

5 

2X. Como 1 , i , ™™ 
l ^ = 4 t zu —4 

1 7 ^ 1 7 

= 20 
V l 7 , 

A — —80, B - 4 , C = 2 0 ; então 11 
1/681Ö 

1787 —Calcular ff y JJ 
ydx dy 

m 
nio D é limitado pela linha j = l + cos 0 (0<e<ir /2 ) e 
pelos eixos coordenados. R : Tem-se, em coordenadas 

y dx dy 
X2 + yí y-i 

14wl 
dp = 

f COSO f f ' 

D 

T *C0 
I* 1™ sen 6 ^ I' sen 8 / ' 

~JJ l/cTsü + i f ~J /cosM + 1 J D 0 0 , 

'J y/ eosJ fl + 1 V 2 — i 

sen 2z Ml 
marcar no sentido do n, um 

1788 — Sôbre a normal principal em M da linha 
cos 2 s 

ç. „ , y _ 

2 2 

segmento MP de comprimento R . Determinar o 
plano osculador em P da linha lugar destes pontos. 
R : A linha dada éuma hélice circular, portanto R e T são 

eonstantes. Em notação vectorial teremos P — M + Rn ; 
dP 
d T * 

e a equação do piano osculador em P e Q — P d ' p 

A • - = 0 - Atendendo as fórmulas de Frenet, temos 
d s ' 

R -„ j - dP d i P 
^-^donde- A — — - t . 

dP _ _ R - d^P 
ds " T b ' ds* 
A equação do plano osculador em P é, então, Q — P11 = 0 ; 
tratasse de um plano paralelo ao plano normal em M « 
linha dada. 

Soluções dos n.o» 1785 a 17B8 de A , Pereira Gomes 

I. S . T . — CÍLCULO — 2 . ° exame de f r e q ü ê n c i a — 1943 

1789 — Dado o vector x=ai l + a^ J+a% K, sendo 

— xyz 
ai*=xy-\-yz e a esfera de raio 1 e de centro na 
Oi^x+y + z-, 

origem ; verificar, para Êsse vector e para esse domí-
nio, o teorema da divergência. Verificar, para um dos 
hemisférios, o teorema de Stokes. 

1790 — Calcular a área do segmento do paraboloide 
s = x } /6 j/?/10 que é interior ao cilindro 2^/9+^/25—1 

1791—Integrar a equação x. (1— l3 ) dyjdx=x?+ 
•+y—2xyZ. 

1792 — A equação diferencial 
a l - y i * — { í > = y') 

admitirá as rectas 2x=*+ay como soluções singulares? 

O d o m i - i. s . T. — CÁLCULO — 2.° exame de freqüência —1943 

1793 — Dada um vector a , função dum ponto va-
riável P (x , y , í ) , discutir a equação g r a d / = r o t a. 
sendo f (P) uma incógnita escalar. Inversamente, dada 
a função escalar f (P) , discutir a mesma equação em 
relação à incógnita a . As funções / (P) e « (P) podem 
ser ambas harmónicas? 

1794—-Uma curva torsa projecta-se no plano xy 
segundo a senusoide y ~ sen x , Determinar a segunda 
equação da curva, z — z (x) , de modo tal que as nor-
mais principais sejam paralelas ao plano yz . 

1795 — Integrar a equação 
y (ae+ííP) iv-y') 

1796 — Achar a equação diferencial das curvas 
planas cuja raio de curvatura 4 igual a n vezes o 
segmento da normal; e mostrar que ela é sempre 
integrável quando A é inteiro. 
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F. C. P. — ANÁLISE SUPERIOH — 2 . " Exame de freqüên-
cia, 1342-43. 

1797 —Decompor em fracções simples, segundo o 

tcoremadcMittag-Lefflerafunção ^ - • R : Os poios 

da função são: O , 2ÍTT, 4ÍTT, •• • 2kÍ7t, •• cujos resíduos res-pccttvoa são todos iguais a 1. I i m e-1 -1, Teremos : 
i—ikitf 

i i 33 r t i - P («) + — + 2 ZT— + l\r • Como a 
«•—1 z S L í + ^ w J 

™ / 1 \ i 
série 71 í — -—- I é convergente será r—1 c portanto: 

1 1 ™ f 1 1 
0 . _ 1 1 , + S J J,_2k Íit ' z + 2kiir 

1 1 1 1 °° 

1798 —Caleular j j j 

7* 
é limitado pela superfície + —™ 1. R: Teremos 

16 

2z 

& yz dx dy de. O volume 

JIJ y ? 32 r (S/2+1+1) 

Ora r (3/2) =1/2. , r (3/4) r ( 1 / 4 ) v / 2 , 
r(3/2 + l + l) = 15/8. y/i . Portanto: 

1 1 / 2 . 1 / 2 » * v /2 
I -

128 1 5 / 8 . 180 

(f.C 
1 7 9 9 — C a l c u l a r A = I 

J (»-
de /o , f j e . / j . 

em função 

y / x » - 7 * - 6 1 1 
R - A ° 12 (x — 1) ~~ tt ~ 24 " 

1800—Calcular 
/ da 

alcular I — seguindo o caminho 

seguinte: de 0 a 2 —2í. jf + i c=0 ; de 2 — 2i a 2 + r 
a; — 2 = 0 ; de 2 + Í a i, y ~ l = 0 . 

i 

R-. 

Soluç f ies dos n."' 1797 a 1800 de Jayroe Rios de Sousa 

P R O B L E M A S 
As resoluções de problemas propostos devem ser-nos remetidas até ao dia f j do mês 

anterior ao do aparecimento de cada número da «Gazeta» 
Para facilitar a organização da secção, pedimos que cada resolução seja transcrita 
numa folha de papel, utilizada só de um lado (onde outros assuntos não sejam tra-

tados), com a indicação do nome e da morada do autor. 
Das resoluções recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das 
melhores e mencionam-se os autores de tõdas as resoluções correctas e só destas. 

A L G U M A S D A S S O 

1554 -Resolver a equação biquadrada : 

[ x ' + \ f ü + 2 x ( l + v /ã (2 j c -1 ) ] = 159600. 
R: O 1° membro da equação proposta pode escrever-se 
sucessivamente : [x* + v'x + 2x + 2x v/x ] [ x * + 2 x / x -
— v / i ] - [ x ? + 2xv/x + x + x + v/x][x» + 2x v̂ x + x — x — 
- v / 5 ] _ [ ( x + l / x ) i ( x + V / i ) ] [ ( * + ^ ( x + t / I ) ] -

= (x+ v/x)—(x + v/x) f A equação proposta pode pois 

escrever-se: ( x + ^x ) í - ( x + v/x )-l 159600 = 0 , donde 

l / i = 4 e 5; Dex + — 20 vem v/x = 

l / ~ 399 1 - g y/79 —1 — í v/79, _ , -JL e V/x — i D e x + V/x 

L U Ç O E S R E C E B I D A S 

— l + l / l + 4 v/—399 - l ^ l T T v - M i w v i a e V x = — ; 
2 2 

Z b x + V ^ — 1 / 3 9 9 ^ y /x -
2 

- 1 - V I - 4 / - 3 9 9 
c t / r — 2 

SoluçSo de Paul Richard (de Portalegre) 
1704 —Num circulo de centro O, macquo-se uôbro 

o raio OA, um ponto C ; encontrar sobre a circunfe-
rência um ponto P tal que o ângulo (XPc seja má-, 
ximo. R : Da relação sen tíVC = Uüj()Ã. sen OOP eori-
clui-se que sen OPC é máximo para OCP —n/2. 
Ora o ângulo 0PC f sendo evidentemente compreendido 
entre 0 e it/2, é máximo ao mesma temjw que o seu seno. 
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f.ogo, o ponto P procurado é qualquer das extremidades 
da corda tirada por C perpendicular a OA. 

Soluções de Alberto Paes (de Lisboa). 
Enviaram também soluções correctas: Adelino da Silva 

Vieira (de Almada); António A, Guimarães (do Pdrto); 
António B. Lopes (de Leiria); Edmundo Pedro (de S. Tiago, 
Cabo Verde); F. Roldão Dias Agudo (de Lisboa); Miguel 
de Almeida (de Lisboa) e Paul Richard (de Portalegre). 

1705 — Demonstrar que se num triângulo, os três 
ângulos A, B, C, são respectivamente proporcionais 
aos números 2, 3, 4, tem-se: cos Aj2~(a -h e)/2fi. 

a b e a + c 
II: Tem-se : 

A seuvíí sen C sen A -f- sen C 
b , , sen (A+C) j2 .cos ( .1—C) /2 

ou (a + e)l2b _ i — — " —-—•—— mas. 
sen B sen B 

porliipótese: já/2^Zt/3— C/4 - B e 

- — .donde í n + c ) 2ft = eos (— — \ -
2' \ 2 ) 

A 
cos — • 

2 

Solução de J. S. Parla de Abreu (de Penafiel). 
Enviaram também soluções correctas : Adelino da Silva 

Vieira (de Almada); Alberto Paes (de Lisboa); Angel Chain 
Garcia (GUon-Espanha); António A. QuimaiSiB (do Porto); 
António B. Lopes (de Leiria): F. Roldão Dias Agudo (de 
Lisboa»; Paul Richard (de Portalegre); T. Ferreira Rato 
(S. Tiago-Cabo Verde). 

1706 — Sabendo-se quo o número 13.it/45a é divi-
sível por 792, achar os três algarismos x, y, z. R : Por 
ser 792 = 8, será 13xy45z = 8 e também 45z — 8 ou 4 X 
x 4 + ! x 5 + ? = 8 donde se conclui que z = 6. Por ser 

792 = 99, será 13xy45G = 99 ou 5 6 + y 4 + 3 x + l - = 9 0 , 
ou 56 + }'4 + 3x + 1 = 99 , isto é, a soma das classes de 
dois algarismos em que o número se jiode decompor, 
a partir da direita, é miUtipla de 00. A simples ins-
pecção Tnostra que esta soma não pode atingir 2 x 9 9 — 
198, portanto será 56 + y4 + 3x + l = 99 donde se conclui 
que x = 8 e y = o. 

SoluçSo de J, Caeiro Murteira (de Perolivas). 

Enviaram também soluções correctas : A da Silva Vieira 
(de Almada); Alberto Paes (de Lisboa); Angel Chain Garcia 
(Gijon-Espanha); António A. Guimarãis (do Porto); F. R. 
Dias Agudo (de Lisboa); J. S. Faria de Abreu (de Penafiel); 
Paul Richard (de Portalegre); T. Ferreira Rato (de S. Tiago 
—Cabo Verde), 

1 7 0 7 — T r ê s operários executam em certo prazo 
uma obra que, dividida igualmente pelos três, tomaria 
o mesmo tempo a um déles, menos dois dias a outro 
e mais três ao terceiro. De quantos dias é o prazo f 
R: O problema resolve-se mentalmente, ü evidente que 
o trabal/u) executado pelo terceiro operário em 3 dias, 
seria executado pelo segundo em 2. Reconhece-se então 
que os tempos (expressos em dias) que estes dois operá-
rios gastam pa'-<( executar o seu quinhão da obra, estão 
na razão de 3,2 e a sua diferença é 5 ; serão nesse caso, 
os produtos 3 x 5 = 15 e 2 x 5 = 10. Será portanto de 
15 — 3 ou 10 + 2, isto é, de 12 dias o prazo que se procura. 

Solução de J. Caeiro Murteira (de Perolivas). 

Enviaram também soluções correctas: A. da Silva Vieira 
(de Almada); Alberto Paes (de Lisboal ; A. Bernardino 
Lopes, (de Leiria); F. R. Dias Agudo (de Lisboa); P. Richard 
(de Portalegre); T. Ferreira Rato (de S. Tiago-Cabo Verde). 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas criticas de livro a 

e outras publicações de matemática de que os autores ou editores enviarem dois exemplares á Redacção 

32 —FERREIRA NEVES, Francisco - Elementos 
de Geometria para o I, l i e III anos dos liceus. 4* edi-
ção. 1912. Livraria Sá da Costa—-Editora. Lisboa. 
Preço 12£50. 

0 livro Elementos de Geometria escrito em lingua-
gem clara e acessível tem muito bom aspeeto gráfico 
e é de fácil leitura. Definições o enunciados dos teo-
remas são correctos. Todo o livro é escrito com o 
intuito de observar o programa e as suas instruções, 
como convém a livro que se destina ao ensino liceal, 
e necessàriamente segue as normas legais fazendo 
por isso mais verificações do que demonstrações, 

0 capítulo IV sôbre posição relativa de duas rectas 
no plano é tratado dum modo francamente experimen-
tal, dando indicações e apresentando desenhos das 
experiências que mostram o paralelismo e a perpendi-

cularidade de rectas. No entanto, e contra as obser-
vações do programa, dá algumas demonstrações dedu-
tivas logo a partir do 1.® ano, e não a partir do 3.°, 
por exemplo no caso da igualdade de triângulos, em 
que o assunto podia ser tratado por uma forma expe-
rimental. No fim de cada capítulo apresenta o autor 
exercícios de aplicação o revisão bem graduados e 
nos moldes dos saídos cm exames liceais. 

J. da Silva Paulo 
3 3 - P A L M A F E R N A N D E S , AWTÓNIO n o NASCIMENTO, 

Exercícios de Geomelr ís e Álgebra, para o 4.° ano, 
2.* edição melhorada. Livraria Cruz, Braga, 1943. 
Preço 8i00, 

È6te livro de exercícios tem no início do cada ca-
pítulo um breve resumo de matéria teórica, seguido 
de exercícios com a resolução completa, e do mesmo 

) 


