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resultaria, con notacion semejante: B =1D5;, C=
=Cp+ B, A= 434+ B; C=C, B=By+ B, f=4+ L,
es decir: 34— .f] + ;Tz + j; +2F < 3B = ﬁ‘, + B, 4=

+ﬁ;+2§-’ 5 3’(‘:'= 6‘14- {‘z‘i‘ C:;‘i-?E . Pero .ffl ’ El s (Fl
son los dngulos del tridngulo cuyos lados valen
—innad . e Rt
T T MR s ek Vot
=R-tg5/2 segun férmulas conocidas de T'rigonometria,
siendo o, &, ¢ los lados del tridngulo esférico ABC;
luego, &i @, b, ¢, son muy pequefios con relacidn a R,
podemos tomar como equivalentes a sus arcos las
lineas trigonomdtricas seno y tangente, con lo cual,
en el limite, los lados del tridngulo se pedrdn reem-
plazar por: Ra/2, Rb2, Ref2; los dngulos: Ay,
Ag, Ay: By, Ba, By; €y, Ca, Cy; tenderdn, respeec-
tivamente, a los ingulos del tridngulo cuyos lados son
Ra/2, Rb/2, Rej2 o a los de su semejante cuyos
lados valgan: Ra, b, Re, y si a estos dngulos los
llamamos, respectivamente: «', ', §', resultard
A=a'4+2E(3, B=f+2E[3, C=+'4+2E[3; que era
lo que gueriamos demonstrar.

B'Cl =

Para la demostracion del teorema de Lexell, obser-
vemos en la fiz. 1 que si es B' la proyeccidn estereo-
grifica de f§ y siendo B el punto diametralmente
opuesto al B, el angulo B'#' €' es igual al B' C' ¢
y por tanto igual a E.

A IDEIA DE

Ahora, sean 4 y B dos puntos de la esfera (fig. 2)
¥ lamemos a y B a los diametralmente opuestos a
ellos. Sea A un punto genérico del circulo menor de
didmetro 2 y cuyo plane es perpendicular a ACL.
El tridngulo estérico ADM se proyecta estereogrifi-
camente en el mixtilineo OB'M'. La proyeccion

Fig.2

estereogrdfica del circulo menor aMB serd la recta
' M’ y la constancia del dngule O' M’ — cuando M
describe el circulo menor considerado — nos prueba
que el drea del tridngulo esférico ABM es constante.
Y, reciprocamente, dado el lado AB; si el triangulo
ABM ha de ser de drea constante, el dngulo O M'=E
debe ser fijo y para ello, el lugar geomdétrico de 31
debe ser un cireulo menor que pase por a y .

DIMENSAO

por Benno Eckmann

(Encarregado de curso na Faculdade de Ciéncias e na Escola de Engenharia da Universidade de Lausanne
e privat dozent na Escola Politécnica Federal de Ziirich)
Ligfio inaugural proferida em 1943, Fevereiro, 5 e publicada na Revue de Théologle et de Philosophie,
n." 127, Abril-Junho de 1945

(Continuagdo do ndmero anlerior)

5. Tudo isto ndo nos impede, naturalmente, a nbs
matematicos, de fa ar do espago a quatro dimensdes ou
mais, considerado Unicamente como sistema lbgico, e
de examinar as suas propriedades, Conserva-se a mesma
linguagem geométrica e fala-se de pontos, de rectas,
de planos, de angulos, etc., se bem que, em geral,
estas coisas ndo possam ser postas em correspondén-
cia com os objectos do espaco real! Todavia, esta cons-
trugdo € muito importante e eficaz pelas razdes seguin-
tes:

Permite a0 matematico a tradugdo em linguagem geo-
métrica de factos e problemas analiticos ou algébricos,
o que simplifica, por vezes grandemente, a resolugdo e
sugere métodos e resultados ; quasi se pode dizer que,

ao praticar esta geometria, se alcanga uma certa intuigZo
do espago a » dimensdes — ndo sei se é a grande ana-
logia com o espago.a trés dimensdes (que, naturalmente,
pode também enganar-nos!) ou, muito simplesmente,
o habite de pensar nestas coisas.

Mais importante ainda é a aplicagdo seguinte ; quer
no mundo da experiéncia e da intuigdo, quer na fisica,
quer ainda nos diferentes ramos das matematicas, ha
objectos e fendmenos relstivamente aos quais é vanta-
joso tomar o espago a x dimensfes como esguema, no
sentido de que éles podem descrever-se por # niimeros
reais variando independentemente, como as coordenadas
no espago a # dimensoes, Este diz-se entdo, um conti-
nuo a n dimensdes ou a n graus de liberdade.
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Encontram-se exemplos disso em todos os dominios
da ciéncia :

a) Uma curva & um continuo a wma dimensdo; é pos-
sivel mumerar os seus pontos com um numero varidavel,
isto é pelo comprimento‘do arco da curva a partir de
um certo ponto fixo. Por outras palavras, pode fazer-se
correspo:ider aos pontos da curva os pontos de uma
recta (espago a uma dimensdo !) de modo tal que a dois
pontos distintos correspondem dois pontos distintos e
que a dois pontos vizinhos correspondem dois pontos
vizinhos. Neste caso a correspondéncia diz-se biunivoca
(isto €, univoca nos dois sentidos e continua.

b) Outro exemplo: o fempo é um continuo a uma
dimensdo, pois fixam-se os instantes por z nimero.

¢) Uma porgdo de superficie, por exemplo de uma
esfera, é um continuo a duas dimensdes, cujos pontos
podem ser descritos por dois niimeros. as duas coorde-
nadas duma carta topografica da superficie (por exem-
plu, a longitude e a latitude).

d) Os movimentos no plano (por exemplo, de um
segmento) constituem um continuo a trés dimensdes :
qualquer movimento é dado por duas translacgdes inde-
pendentes e por uma rotagdo. Diz-se que um corpo
possui, para os movimentas no plano, trés graus de
liberdade e podem representar-se ésses movimentos por
trés numeros, portanto, pelos pontos de um espago a
trés dimensdes.

¢) Analogamente, os movimentos de um corpo no
espage tém seis graus de liberdade : trés' translacgdes
independentes e uma rotagdo que é dada por trés niime-
ros. Os movimentos no espago, dados por seis nimeros,
podem, portanto, representar-se por pontos do espzgo
a seis dimensoes. (Se se fixa um ponto de um corpo em
movimento, Aste tem apenas trés graus de liberdade,
os da rotagdo. Se se fixam dois pontos, fica s6 um grau
de liberdade, o da rotag3o em tdrno da recta definida
pelos dois pontos.)

Os fisicos tém bem presente a muito particular im-
portincia do nimero déstes graus de liberdade, por
exemplo, na teoria do calor especifico.

f) Para fixar o lugar e o tempo de um ponto que se
desloca, ou de uma observagdo, necessitamos de quatro
nimeros : o continuo esgago-fempo é a quatro dimen-
stes, podemos repiesentd-lo pelos pontos do espago a
quatro dimensdes o que é de uma grande importincia
na teoria da relatividade.

g) O estado de uma wmolécula em movimento pode
ser dado por seis nimeros: as trés coordenadas do lugar
e as trés componentes da sua velocidade. Na teoria
cinética dos gases, o estado de um gaz constituido por
XNV moléculas serd dado, entdo, por 6/V nimeros e os
diversos estados do gaz podem ser representados pelos
pontos do espago a 6V dimensdes, digamos 10* dimen-

soes !''. Podera parecer exquisito, mas é muito prdtico
na tenria estatistica das moléculas.

Ndo quero referir-me aos numerosos exemplos que o
matemédtico encontra na geometria algébrica e na analise.

6. Em resumo :

A pregunta: Porque se diz que o nosso espaco tem trés
dimensoes ¢, responder-se-a: Porque tem por esquema
0 espago geométrico a trés dimensdes ou coordenadas.

E, a pregunta: ; Qual é a razdo pela qual éste ou
aquele continuo tem » dimensdes ou # graus de liber-
dade 7; responder-se-a: Porque pode ser descrito por »
numeros, variando independentemente, como as » coor-
denadas no espago a » dimensdes, por outras palavras:
porque os elementos désse continuo podem ser repre-
sentados pelos pontos déste espago, ou posfos em cor-
respondéncia com os ponifos déste espago a n dimensdes,

Tudo isto parece muito simples e é bem o que durante
muito tempo foi aceite como definigdo da dimensao, sem
precisar muito o que se entende por esta correspondén-
cia (talvez pensando, sobretudo, em correspondéncias
dadas por férmulas simples). Mas, é nests momento
que se erguem graves dificuldades, de cardcter mate-
matico, isto &, intervindo na construgdo lbgica e que
devem ser vencidas antes que a definigdo de dimensao
seja justificada.

7. Eis as dificuldades :

Se se consegue a descrigdo de um continuo por, diga-
mos, dnis nimeros, ¢nfo se podera fazé-la também por
trés (ou quatro, ou um) — naturalmente, procedendo
de uma maneira inteiramente diferente ? ¢ Haverd, em
suma, diferenga entre os espagos a diversas dimensdes,
por exemplo, entre o de duas e o-de trés? ¢ Ndo podera
estabelecer-se uma correspondéncia entre os pontos
déstes dois espagos que permitisse a substituigdo, pura
e simples, de um pelo outro, sobretudo para a descricdo
de um continuo?

Vejam: A no¢do de dimensfo que se afigura tdo
simples e que é tdo importante para numerosas aplica-
¢oes, parece ndo possuir um sentido |

Responder-me-3o: O que pode descrever-se com dois
nameros, variando independentemente, n3o o pode ser
com trés, visto que no plano nio ha tantos pontos como
no espago !

Ora, isto nfo é verdade num certo sentido (muito
embora, se se considera um plano imerso no espago,
haja pontos fora do plano!). Com efsito, dois factos
extremamente surpreendentes, descobertos nos fins do
século XI1X, o puzeram bem em evidéncia,

Primeiramente, a escola de Cantor encontrou corres-

1) Observar-se-a que 10% nfo € um multiplo de 6. Note-
-se que, se em 6N se substitui N pelo nimero de Avogadro
tem-se 6N =10%, (N.do T.)
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pondéncias entre dois espagos a diferentes dimensfes
(por evemplo, entre o plano e o esp ¢o, ou recta e espago
a quatro dimensdes, etc.), correspondéncias que sdo
biunivocas, isto €, que a dois pontos diferentes fazem
- corresponder dois pontos diferentes. Poderia dizer-se
que, déste modo, os dois espagos contém o mesmo nii-
mero de ponlos, e poderia, com efeito, substituir-se um
dos espagos pelo outro !

E, ¢ agora? s Serd necessario, por isso, abandonar a
idéia de dimensdo como a formuldmos? Nio. Porque
esta correspondéncia de Canfor, embora seja biunivoca,
ndo é conlinua, isto é, que a pontos vizinhos corres-
pondem pontos afastados no outro espago, ou no contis
nuo que se pretende descrever e cuja conexdo sera assim
completamente destruida! Mas, para definir a dimens3o,
ndo se encararam, seguramente, tais correspondéncias;
elas devem excluir-se.

O segundo facto é a célebre curva de Peano. E uma
curva no sentido de que é um conjunto de pontos per-
corridos por um ponto que se desloca no plano : € pos-
sivel numerar éstes pontos por intermédio do tempo,
portanto, de s niamero, isto é, é possivel pd-los em
correspondéncia com os pontos de uma recta. Ora, esta
curva de Peane possui a propriedade de preencher com-
pletamente um quadrado, portanto, um continuo a duas
dimensfes e estabelece, assim, uma correspondéncia
entre recta e plano, Desfa vez a correspondéncia é
continua — mas, ndo ¢ biunjvoca, visto que hd pontos
do quadrado que sdo percorridos vdrias vezes, e por
isso ela deve também excluir-se.

B. Se estes resultados vos parecem um pouco estra-
nhos, nio esquegais que se trata de espagos geométricos
abstractos ; ndo se trata, portanto, da intuigdo, mas da
construgdo l6gica que, embora inspirada no real, ultra-
passa — mesmo na sua base axiomatica ! — as possibi
lidades da nossa intuigdo e experiéncia. E, como esta
construgdo estd na base da idéia de dimensdo, expressa
na definigdo, v&-se agora o que € necessario para salvar
esta idéia de dimensdo: é necessario demonstrar a
impossibilidade do estabelecimento, entre dois espagos
de diferentes dimensdes, de uma correspondéncia que
seja, ao mesmo tempo, biunivoca e continua. Por outras
palavras : que € impossivel construir uma imagem
biunivoca e continua do espago a 7 dimensdes num espago
de numero inferior de dimensdes, por exemplo, de um
plano numa recta.

Isto pode demonstrar-se. Desta vez a intui¢do nao
nos engana., A primeira demonstra¢ao foi dadaem rorx
por Brouwwer ¥ ; em 1913, &le proprio deu uma outra,
mais profunda do que a primeira, precisando as ideias
enunciadas em 1912 por Pomncaré na sua célebre me-
mbria: Pourguoi 'espace a frois dimensions ™ As
investigagdes de Brouwer e a importincia dos seus

resultados permaneceram ignorados durante varios anos,
Em 1922, as mesmas ideias foram retomadas, indepen-
dentemente, por Menger e Urysohn® e muito apro-
fundadas, E entdo que uma bela teoria surge com a
colaborag@o de um grande niimero de matematicos. Pode
dizer-se que o ponto final déste desenvolvimento, em-
bora muitos problemas aguardem resolugdo, € o livro
de Hurewicz e Wallmann, Dimension Theory, publi-
cado em 1941, em Princeton '*.

9. Um dos principais resultados de tddas estas inves-
tigagGes, — mas ndo o Unico! — &, portanto, que a
antiga definigdo comum de dimens3do, tal como a formu-
ldmos, subsiste, tem sentido. ; Qual é no fundo, o
significado déste facto? ¢ A que ordem de ideias per-
tence?

O ponto essencial, vimo-lo n6s, reside nas correspon-
déncias ou imagens biunivocas e continuas. Conside-
remos, por exemplo, uma circunferéncia e uma circun-
feréncia mal desenhada, isto é, uma deformagio da
primeira. Esta é sem divida, uma imagem biunivoca
e continua da circunferéncia. Constata-se que quasi
todas as propriedades geométricas se perderam, compri-
mento, Angulos, direcgdes, a curva ja ndo tem centro,
etc. Contudo, ha qualquer coisa que subsiste : a curva
é sempre umn continuo a uma dimensdo e é fechada
(ndo aberta). Estas propriedades que nio se modificaram
s3o de uma ordem diferente da das que se consideram
em geometria ordinaria, dir-se-a de uma ordem mais
elementar, A disciplina que de tais propriedades se ocupa
chama-se analysis sifus ou lopologia,

Por e emplo, ndo ha diferenga topolfigica entre uma
esfera e um uvo, ou um elipsoide, ou ainda uma super-
ficie fechada déste género, o que ja ndo sucede entre
uma esfera e um toro, E, afirma-se uma propriedade
topologica ao dizer que duas curvas fechadas num
espago estdo enlagadas ou ndo. O célebre teorema de
FEuler relativo aos poliedros (a soma dos virtices e
das faces menos a soma das arestas é igual a dois) é
de caracter topol6gico ; visto que é sdmente necessario
que o poliedro tenha a conexdo, o género de uma esfera;
a forma, os a4ngulos, os lados das faces ndo desempe-
nham papel algum neste caso.

E, o sentido do ‘teorema de Brouwer, que era neces-
sario para salvar a idéia de dimensdo (que afirma a
impossibilidade de alterar o nimero de dimensdes por
uma simples deformacio) — é que @ dimensdo de um
espago ¢ uma propriedade fopoldgica, embora tenha
sido definido por intermédio das coordenadas, portanto,
atravez de elementos ndo topolégicos, a saber Angulos,
comprimentos, rectas, etc.

Pode dizer-se — os exemplos mostraram bem — que

%) Veja-se a nota bibliografica final.
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as propriedades topolgicas so.sugeridas pelas experién-
cia e pela intuicdo puramente geométricas, ao passo
que, na geometria ordinaria, se recorre a nogdes aritmé-
ticas e analiticas de uma outra ordem. Por outras pala-
vras : Para chegar a4 geometria ordinaria, é necessario
restringir o dominio das correspondéncias consideradas
até aqui; por exemplo, se se considera, em vez das
deformagdes biunivocas e continuas, somente os movi-
mentos no espago, entdo, os comprimentos e 0s angulos,
etc., permanecem invariantes, e estas sdo as coisas de
que se ocupa a geumelria elementar métrica. Assim, os
diferentes pontes de vista geométricos sdo caracterisados

clas correspondéncias admitidas ; o caso mais geral é
o da topologia; o caso mais restricto, o da geometria
métrica, e hd casos intermédios,

10. Constatou-se, entdo, que a idéia de dimensdo é
de carécter topoldgico ; deve, portanto, procurar-se uma
definigdo que o ponha em evidéncia, isto é, uma defi-
ni¢do utilizando apenas nogdes topologicas.

Para isso, deixemo-nos inspirar muito simplesmente
pelo espago real. Nos Elementos de Euclides encon-
tra-se a idéia seguinte: A extremidade de uma curva
é um ponto, o bdérdo de uma superficie € uma curva,
a fronteira de um corpo é uma superficie. Na memoria
ja citada, Poincaré propbe que se caracterize a dimen-
sdo por tais propriedades ou por propriedades muito
vizinhas. A definigdo de Menger e Urysokn, admitida
hoje como a melhor, quasi nado difere disso.

Considera-se um ponto do continuo em questdo e
uma vizinhanga completa désse ponto; tenta-se extrair
a vizinhanrga do continuo. Para isso é forgoso cortar ou
rasgar o continuo em certos pontos que se chamam
pontos da fronteira da visinhanga.

Se se trata de um continuo a #ma dimensdo — con-
sideremos uma curva ou um fio de ferro — basta cor-
ti-lo em alguns pontos isolados (que nZo constituem
gles préprios continuo algum). -

Se se trata de um continuo a duas dimensdes — con-
sideremos uma superficie — nio basta corta-la em al-
guns pontos isolados, deve-se corta-la segundo uma
curva (portanto, um continuo a uma dimensao).

Se se trata de um continuo a #rés dimensdes — con-
sideremos o espago — nem pontos isolados, nem curvas
bastam ; a fronteira de uma vizinhanga (por exemplo,
de uma bola s6lida) é constituida por uma superficie
(portanto, um continuo a duas dimensdes) — e asslm
por diante.

Dir-se-4, portanto, que um confinuo € a n dimen-
sdes guando os ponlos da froleira de uma vizinhanga
constituem um continuo a n—1 dimensdes.

Pode demonstrar-se, entdo, que o espago abstracto
a n coordenadas goza precisamente desta propriedade ;
isto mostra que a antiga e a nova defini¢des sdo equi-

valentes. Mas, a nova ndo utiliza, nem comprimentos,
nem angulos, nem rectas, somente vizinhangas que sao
de cardcter puramente topolégico (a sua forma nio de-
sempenha qualquer papel !), E talvez o melhor método
para por em evidéncia o facto de que a dimensio, o
ntimero de graus de liberdade, exprime uma propriedade
topolégica de um continue.

11. Poderia ainda falar-vos de outros métodos que
permitem a caracterizagdo da dimensdo de uma maneira
topologica, por exemplo, o proposto por Lebesgue uti-
lizando a nogdo de cobertura; &le foi muito importante
para o desenvolvimento da teoria. Poderia também di-
rigir a vossa atencdo para oS espagos a um nimero
infinito de dimensdes, ou para os espagos (abstractos)
mais gerais ainda do que os dados por intermédio de
coordenadas ; s@o os espagos lopoldgicos, nos quais se
ndo tem quasi sendo uma Unica no¢do geométrica, a de
vizinhanga ; mas, como vimos, estas vizinhangas per-
mitem-nos falar da dimensfio e obteve-se mesmo o re-
sultado interessante de que, em principio, todos estes
espagos generalizados sdo partes dos espagos dados por
intermédio de coordenadas. Poderia falar-vos ainda dos
problemas ndo resolvidos, das aplicaces a algebra e a
andlise — mas, isso conduzir-me-ia muito longe e &
tempo de concluir.

12. Todos constataram, decerto, que todos os méto-
dos geométricos sdo caracterizados por uma colaboragdo
muito particular entre a intui¢do, a experiéncia e a
abstracgo, na qual se distingue sempre estrictamente
entre o real e a teoria que pode ser o seu esquema,
E, de resto, tipico no trabalho matematico e mesmo nas
ciéncias, sdbretudo na fisica tebrica.

Nem sempre assim foi. Tempo houve em que se pen-
sou que o espago geométrico e o espago real, que uma
teoria & o seu objecto, eram a mesma coisa. E, no fundo,
digamos de um modo ndo oficial, talvez se pense o
mesmo ainda hoje.

Se se foi forgado a abandonar esta idéia, se se diz
sem ambiguidade que tudo o que uma teoria enuncia
ndo se refere a realidade, mas apenas ao seu esquema
abstracto — ¢ nfio é isto fazer da necessidade virtude ?
i Ndo é a inteligéncia assim mais modesta do que que-
reria sé<lo ?

Talvez se deva formular a coisa de um modo um
pouco diferente. Pois o que se chama realidade nao
pode, afinal, ser visto e descrito sendo através de um
certo esquema abstracto. Sem a idéia pre-existente de
um continuo, toda a experiéncia seria impossivel, re-
duzir-se-ia a sensagdes isoladas sem relagdes. Conceitos
simples, considerados como pertencentes a experiéncia
e a intuigdo — como o da dimensio — j4 suplem, afi-
nal, uma teoria abstracta. Fregiientemente, mesmo as
matematicas, com as suas construgdes e formalismos
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abstractos, permitiram a concepgdo de novas idéias in-
tuitivas e o descobrimento de novos factos experimen-
tais ; a histéria das ciéncias dd-nos disso numerosos
_exemplos,

Permitir-me-3o, portanto, que eu veja nas matema-
ticas nio sd um instrumento muito til para as cién-
cias e a técnica ndo sb a linguagem que nos permite
relacionar os fendmenos, formular leis e deduzir conse-
giiéncias, mas muito mais : Fejo nelas a expressdo da
nossa maneira de pensar. E, se o matematico, como
um gebgrafo que se ndo contenta com o conhecimento
da geografia da sua aldeia natal, parece afastar se cada
vez mais dos esquemas correntes e ousa passar de uma
abstracgdo e generalizagdo a outra, ndo se afasta mais
do real poi' isso ; pelo contrario, cria novas possibili-
dades de pensar, de encarar e compreender o nosso
mundo.

NOTA BIBLIOGRAFICA

Niao indicimos as memoérias e livros que tratam dos
problemas matematicos abordados nesta confergncia.

Encontram-se citados nas duas obras seguintes consa.
gradas a teoria da dimensdo :

K. Menger, Dimensionstheorie (Leipzig, 1928).

W. Hurewicz e H. Wallmann, Dimension Theory
(Princeton, 1o41),

Consulte-se também a obra de P. Alexandroff &
H. Hop|, Topologie I (Berlin, 1935), da qual virios
capitulos sAo dedicados 4 nogdo de dimensfo.

Estes problemas sao tratados de uma maneira mals
geral em :

H. Poincarée, Derniéres pensées (Paris, 1913), o
capitulo intitulado Porguoi I’espace a trois dimensions,
p. 57-97;

Krise und Neuwaufbaw in den exaklen Wissen-
schaften (Leipzig und Wien, 1933), cinco conferéncias,
das quais, em particular, as seguintes :

H. Hahn, Die Krise der Anschauung, p. 42-64.

G. Naebeling, Diz vierte Dimension wsnd der
krumme Rauwm, p, 66-g2.

Traducdio de A. SA DA COSTA

PEDAGOGIA
ACERCA DO ENSINO DA MATEMATICA NOS LICEUS

por José Cardoso Guerra

Ha4 realmente qualquer coisa de muito grave no en-
sino da matemdtica elementar, e por isso nido nos
causou surprésa alguma o artigo do professor Bento
Caraga.

Deve acrescentar-se ainda que os alunos que pres-
tam provas de exame de aptiddo, fazem parte de um
reduzido mimero que conseguiu salfar as barreiras
do sexto e sétimo anos, onde a percentagem de repro-
vados chega a ser pavorosa !

No ano passado, por exemplo, na época de Julho,
num licen em que prestavam provas cérca de 241
examinandos, sé 41 conseguiram aprovacio, 0 que
corresponde a uma percentagem de reprovagoes de
839/;! Num outro houve uma percentagem de
790y e em muitos outros os resultados foram seme-
lhantes.

Isto no 22 cicle e s6 em Matemdtica. Os examina-
dores tiveram ocasiio de observar o elevado grau de
ignorincia que os alunos revelam através dos pontos.
Os disparates sfo tantos e tio variades gue nem vale
a pena exemplificd-los.

Verdade seja que a percentagem de reprovagdes nos
alunos internos dos liceus ¢ de uma maneira geral
bastante inferior i percentagem final, o que se explica
muito facilmente. O aluno do liceu vai geralmente a
exame se der provas de bom aproveitamento, para o

gque tem de estudar com relativo cuidado, mas se por
qualquer motive fraqueja e resolve nio se magar,
passa para o ensino particular em qualquer altura até
ao final do Z.° periodo escolar e entio vai de certeza
a exame puramente d sorfe, depois de ter comprado
tddas as colecgdes de exercicios do mercado, porque
tem confian¢a cega nos receitudrios da ltima hora,
que uns malfadados professores se véem na necessi-
dade de Ihes ministrar. Muitos déstes alunos realmente
freqilentam o licen como quem freqilenta um parque
de diversies.

De uma maneira geral a maioria dos alunos do
ensino particular nio estuda convenientemente, por-
que sabe que vai a exame, facto éste que so trans-
forma em causa final.

0 professor pode querer reprovi-lo mas o pai exige
0 exame porque paga...

E ndo convém analisar profundamente qual é fi-
nalmente o moral do professor, o do pai do aluno
e sobretudo o do proprio aluno. A projecgio déste
estado de coizas na educacido em geral. ¢ ficil de cal-
cular.

Uma outra causa gque a nosso ver influi no grande
mimero de reprovagdes, comparadamente ao que era
aqui hd uns anos atrds, ¢ Ja maneira como siio feitos



