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aquelas mais pequenas tarefas indispensaveis. A
revista € subsidiada pelo «Instituto para a Alta
Cultura», que tem compreendido o alcance dos
seus objectivos e que pode ver ao cabo de pouco
tempo os seus frutos. Este subsidio permite fazer
face as despezas do papel, de impressdo e de
expedigdo. Ela parece dever constituir um modélo

para outras publicagdes doutros capitulos da
Ciéncia que queiram prosseguir idénticos fins.
A «Portugaliae Matematica» tem j4 uma irma mais
nova, a «Portugaliae Physica» que comegou éste
ano a sua publicacgio.

Ziirich, 15 de Setembro de 1943,

FACULDADE DE CIENCIAS DA UNIVERSIDADE DO PORTO

Faz parte do programa de trabalhos do Semindg-
vio de Fisica Teérica no presente ano lectivo um
conjunto de sessdes dedicadas ao Estudo tedrico
geral das parts’culés elementares. A primeira teve
logar no dia 29 de Outubro e o Professor Dr. Proca
tratou de Les particules élémentaires (Position du
probléme. Méthodes d'attaque. Principes fonda-

A PARTIDA DO DOUTOR

Os didrios portugueses noticiaram ja o convite feito
pela Faculdade Nacional de Filosofia do Rio de Janeiro
‘ao Doutor Anténio Monteiro e a sua proxima partida.
Os nossos leitores sabem também que o Prof. A. Mon-
teiro vai reger a cadeira de Andlise Superior, até aqui
a cargo do Prof. G. Mammana, e dirigir um seminéario
de estudos matematicos cujas pesquisas orientara, pros-
seguindo na tarefa iniciada pelos ilustres professores
de matematica italianos que o precederam. Felicitamos
vivamente a Faculdade Nacional de Filosofia pela inte-
ligente escdlha feita, aconselhada também pelos grandes
cientistas americanos A. Einstein e John von Neumann,

Sentimos bastante, como amigos, na Redacgdo da
«Gazeta de Matemdtica», o seu afastamento tempora-
rio de Portugal ; a revista, no entanto, é compensada
pelo elo que estabelecerd o Prof. Monteiro com o meio
matemadtico brasileiro de cujo movimento nos informar4.
E, porém, o meio mateméatico portugués, nfio desenvol-
vido ainda, como conviria, que mais perde com a sua au-
séncia. Ndo queremos, com efeito, neste momento, deixar
de recordar o animador incansdvel de quasi tédas as
iniciativas de trabalho no campo matematico, algumas
das quais fol o finico a conceb&-las. O nosso colabora-

mentaux des mécaniques nouvelles); a 2.2 sesséio
realizou-se no dia 5 de Novembro e o mesmo pro-
fessor versou o tema Rappel de guelgues notions
fondamentales de Mécanique Ondulatoire. O Se-
minario funcionard as sextas feiras sendo, em
breve, afixado um programa detalhado das ses-
stes a efectuar.

ANTONIO MONTEIRO

dor e amigo Hugo Ribeiro esclarece neste niimero da
«Gazeta» o leitor do que € a «Portugaliae Mathema-
tica» e o que esta lhe deve. E também ao seu entu-
siasmo e persisténcia que se deve em grande parte a_
criagZo da Sociedade Portuguesa de Matemitica, a pu-
blicagio da nossa revista e tantos outros empreendi-
mentos, o mais recente dos quais e de grande impor-
tincia é, sem divida, o ser um dos fundadores da
Junta de Investigacdo Matematica. Os bolseiros do
Instituto para a Alta Cultura que actualmente na ltdlia
e na Suiga se aperfeicoam no campo da investigacdo
matemdtica, e que constituem a melhor propaganda
portuguesa cultural no estrangeiro, permitem-nos afir-
mar — sabemo-lo de certeza, sem consultas — que
muito devem a Anténio Monteiro na orientagdo dos
seus trabalhos de investigagdo e no entusiasmo sempre
comunicade, impedindo desidnimos e eliminando hesi-
tagOes.

Em nome da «Gazeta de Matemdtica», desejamos-lhe
encontre no Brasil a possibilidade, tao merecida, de
realizar sem preocupagdes continuadas, o trabalho de
investigacio e orientagio e consiga alcangar os objecti-
vos que procura realizar. M. Z

MATEMATICAS ELEMENTARES

Exames de Aptiddo as Escolas Superiores (1943)

Faculdade de Engenharia da Universidade do Pérto
Ponto n.° 1

1511 — Deé a forma de um poiinamio ordenado,
de coeficientes inteiros, ignalado a 0, a equagdo

N 1
(_’5 = 1) s (2”22 =T7— =L’ R: Desenvol-

2

vendo, desembaracando de denominadores e orde-
nando, tem-se, sucessivamente ; 5
xd 8z Bx' xt
A TN R R 2
—4x44-3x?—34x2-48x —176=0
4x4 —-3x34-34x2-48x4-176=0
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1512 — Resolva a ineguacio —— <0,
: g x+1
R: A fracido é negativa para os valores de x que
tornem de sinais conlrdrios os seus dois termos,

isto ¢ :
' x24+2x—-1<0 ’ x142x—-1>0
o

x+1 =0 x+1 <0
donde : donde :
t <z —1+3 % x>14+¢/2ex<-1-y/2
x>-1 x&—1
e portanto : e portanto:
+il<x<—14y2 x<—1— 2

A desigualdade é portanto satisfeita para :
~l<x<—1+y2 ¢ x<—1— 2

1513 — Defina triedro. Enuncie as relagdes que
conhece entre os seus elementos,

1514 — ; Que unidades angulares conhece?
Defina-as.

1515 — Determine por logaritmos com 5 alga-
rismos decimais, e com a aproximac¢io que éstes
permitirem, o valor ou valores de

are cotg /0,34275 >< cos2123° 12/ 10" .
R: Se designarmos por a o arco do 1.° quadranie
a que se refere o problema e se molarmos que
cos? 1230 12' 10" =cos? 560 47' 50"

tem-se :
cotg a= |/0,34275><cos? 56° 47! 50"
e porianio :
log cotg 2=1/2 log 0,34275+ log cos 56° 47' 50"
=1,766494-1,73846 =1,50595

donde a=T2013' 28'.7 .
Os arcos que salisfasem ao problema proposto
sdo, pois, x—=k-180°+72013'28",7.

1516 — Verifique se o nimero 631 & primo,
Justifique a resposta. R: Para verificar se um

dado numero N ¢, ou ndo, primo, basta verificar
se éle é, ou ndo, divisivel por algum dos mimeros
primos p < VN. No caso presente bastard verifi-
car se 631 é divisivel por algum dos niimeros pri-
mos menores do que 29, Como fal facto ndo se
verifica, conclui-se que o niimero 631 é primo.

1517 — Determine todos os divisores comuns
de 1188 e 990, R: Como se sabe, os divisores
comuns de vdrios nimeros sido os divisores do seu
M.D.C. O algoritmo de Euclides permite-nos de-
terminar o M. D. C, (11883 990)=198. Como 198=
=2><3%<11, feremos o seguinte esquema para o

cdlculo de todos os divisores de 198 incluindo o
proprio niimero ¢ a unidade :

12
138 3
1, 2,8,6,9, 18
2 Mo 0

1,2,3,6,9, 18, 18, 11, 22, 33, 66, 99, 198
Tais s@o os divisores comuns de 1188 ¢ 990.

1518 — Em que consiste o método de resolugio
dos problemas pelos lugares geométricos ? Apli-
que-o ao seguinte problema : Sendo dados sdbre
o plano uma circunferéncia e um ponto 4 ndo
situado sobre ela, tragar uma secante que passe
por A e que corte a circunferéncia em dois pon-
tos B e C, tais que a razio das distancias 4B
e AC seja igual a 2. (Lembra-se que a figura
homotética de uma circunferéncia & outra circun-
feréncia). R: 4 resolugdo de um problema de
construgdo pelo método dos lugares geomélricos
consiste, geralmente, em ftornar o problema inde-
terminado abstraindo de wuma das condigdes que
lhe sdo impostas. A solugdo do referido problema
indeterminado é constituida pelos ponfos de um
lugar geomélrico que salisfasem as restantes con-
digbes do problema proposto. Construido ésse lu-
gar geométrico, refoma-se o problema proposio e
absirai-se de uma oulra das condigies que lhe sdo
impostas, 0 gue di orvigem a outro lugar geomié-
trico. A intersepcdo déstes dois lugares geomdéiricos
constitui a solugdo do problema proposto. A nalu-
resa do problema a resolver indicard quais as con-
digdes que deveremos sucessivamente omitir pare
que os lugares geomélricos obtidos sejam os mais
convenicnies para a resolugdo do problema pro-
posto. Suponhamos o problerna resolvido e sefa

e AB
AB a secante tal que AC =32, Neslas condigbes,

se tomarmos por centro de homotetia o ponto A e
para raszdo de homotetia o mimero +2, o ponto B
serd homotético de C relativamente a A, Por outro
lado, como o ponto C pertence a circunferéncia
dada, 0 sews homolético existird sébre a circunfe-
réncia homotética da circunferéncia dada. Desta
andlise resulta o método fara delerminar o ponlo
B gue, com o ponto A, definem a secante pedida.
Basta, com efeito, construiy a circunferéncia homo-
tética da civcunferincia dada tomando para centro
de homotetia o ponto A e para rasio de homole-
tia o numero +2. A interseccdo das duas cércun-
feréncias determinard os pontos B que salisfasem
ao problema.

Solugdes dos n.,”™ 1511 a 1518 de J. G. Calado.
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Faculdade de Ciéncias — Licenciaturas em ciéncias fisico-
-quimicas e em ciéncias matematicas, cursos prepara-
torios das escolas militares e de engenheiro gedgrafo.

onto n.°1
I

1519 — Determine o valor de m nas equacgdes:
a2—bx+4+m=0, x?4+Tx+2m=0 de modo que uma
das raizes da segunda equacdo seja o dobro de
uma das raizes da primeira. R: Se forem x, ¢ x,
as raises aa primeira equacdo e X, 2x, as raises
da segunda, fer-se-a X, +X,=0; X, X;=m; X|+
+2x,=T7 ¢ 2x, xy=2m . Resolvendo o sistema for-
mado por estas equagies obtém-se os valores m=6
X=3, X,=2 ¢ X\{=3. 4 outra rais da segunda
equagdo é 4.

1520 — Enuncie os teoremas que servem para
determinar o sinal que toma o triné6mio aa?+bx+¢
«quando se atribuem diferentes valores a x.

1521 — Determine uma fracg¢fio cujo wvalor nido
se altere quando se juntam 15 unidades ao nume-
rador e 18 ao denominador e que se torne trés
vezes maior quando se juntam 55 unidades ao
numerador e 6 ao denominador. R: Seja a/b @

¢ a a+1H
fraccdo pedida, serd b bt18
que podemos juntar ao numerador e denominador
duma fraccdo sem lhe alterar o valor sdo equimiil-
tiplos dos termos da fraccdo equivalente a frac¢do
dada e de lérimos primos entre si, terd que ser

a_p-5+55
a=p-5e b=p-6. Poroutro lado 3 b p_-rﬁ-ﬁ-g-ﬁ

donde se tira, atendendo aos valores de a e b,
2p+22=6p+6 onu p=4 e por conseguinte a=20)
b=24.

€ COMO 05 HIMEYoS

1I
1522 — Verifique a identidade tg(45°—a/2)=
cos a
Tsaa fo—a/2)=(1— : :3
Ttsena R 18 460-a/2)—(1—tga/2): (1+tga/2)

=(cos a/2—sen a/2):(cos a/2+sen a/2)=icos?a 2—
—sen? a/2): (cos a/2+-sen a/2)?=cos a : (1+sen a).
1523 — Calcule sen 34 em funcio de sena.
R: sen (a+ 2a)=sen a cos 2a + cos a sen 2a =
=sena(l—2sen?a)tcosa(2senacosa)=sena—
—2sen’at2sena(l—sen?a)=3sena—4senda.
1524 — Usando o calculo logaritmico, calcule o
.comprimento do lado do heptidgono inscrito
numa circunferéncia de 13,17 metros de diametro.
R : 1;=2><15,17sen 250 42' 51" donde logly=log 2+
+log 13,17+ log sen 25°42' 51''=0,30103 4-1,11959 4
+1,63737=1,05799 ¢ 1,=11,43 smetros.

111

1525 — Sobre os lados de um triangulo qual-
quer ABC constroem-se para o exterior 3 tridn-
gulos equiliteros ABC', ACB', BCA'. Demons-
tre que os segmentos de recta 44', BB' e CC'
tém comprimentos iguais. R: Demonstremos por
exemplo que AA'=BB'. A igualdade AA!=CC'
demonstra-se porprocesso andlogo. Consideremos

os triangulos [BB'C] e¢ [AA'C]), que sdo iguais
porque BIC=AC, BC=CA' ¢ B'CB=ACA' pois
B'CB=BCA +ACB =BCA +60° ¢ ACA'=BCA+
+BCA/=BCA+60°, Jogo BB'=AA',

1526 — Figure duas rectas concorrentes » e §
e um ponto P de . Deduza e justifique a cons-
trugio a usar para determinar o centro de uma
circunferéncia tangente &s duas rectas, sendo P
o seu ponto de contacto com r. R: Tiremos por
P uma perpendicular, p, a r; é sébre esta recta que
deve existiv o centro da circunferéncia pedida. Se
as reclas r e s se encontram no ponto 1 nos limi-
ies do desenho, e se for Q o ponto de contacto da

circunferéncia com s, a igualdade IP=1Q , que se
deve verificar poténcia do ponto 1 em relagdo a
circunferéncia,), permite determinar Q que pode
ocupar duas posicoes Qy e Q. siméfricas em rela-
¢do a | sébre s. As perpendiculares em Q| ou Q,
a s encontrardo p nos pontos Oy e Oy, centros das
civcunferéncias que satisfasem as condigies estabe-
lecidas. Se r e s ndo se encontram nos limites do
desenho, podemos ainda determinar as bissectrizses
dos dngulos que formam r ¢ s, bissectrises by e by
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que encontrardo p em Oy e Qy. Para determinar as
bissectrises tracam-se duas perpendiculares py a
r e qyas em pontos arbitrdrios Pa—r ¢ Ozes ¢
s0bre elas ¢ a partiv de Py ¢ Q, marcam-se dis-
fdncias arbitrdrias mas iguais, deferminando os
pontos Py e Q, interiores no dngulo de r com s;
tiram-se por ésses pomtos rectas vy e s, paralelas
art es. Asdistincias PiP,=Q,Q, devem salisfa-
ser @ unica condigdo de ry e s, se encontrarem

nos limites do desenho. As bissectrises by ¢ by dos -

dngulos vy com s, sdo as bisseclrises de r com s.
A igualdade dos triangulos [IPOy] e [IQOy] jus-
tifica qualquer das construgbes. O problema ndo
terd solugdo se P coincidir com 1.

Solugdes dos n.°® 1519 a 1526 de J. da Silva Paulo.

instituto Superior de Agronomia — 29 de Julho de 1943,
Ponto n.” 1

I

1527 — Determine o parAmetro » de modo que
a equagdo (m—1)a2—2mx+m-+1=0 admita uma
Taiz superior e outra inferior a 2. R: Do enun-
ciado dedus-se que a equagdo dada tem raises reais
e diferentes; o trinomio £(x), primeiro membro
da equagdo, tomard pois, para x=2, um valor
£(2) de sinal contrdrio ao do coeficiente de x2, isto é,

{(m—1)f(2)<0 ot (m—1)[4(m—1)—4d m+m+}1]=
=(m—1)(m—3) <0 donde 1 <m <3.

1528 — ; Quantos nimeros impares compreen-
didos entre 2000 e 7000 se podem constituir com
os algarismos 2, 3, 4, 6, 8e 9, de modo que
em cada nimero nio figurem algarismos repeti-
dos? R : Pretende saber-se o niimero total de niime-
v0s com 4 dos 6 algarismos dados, comegando por
2, 3, 4 ou 6 ¢ terminando por 3 ou 9. O n.e de
numeros de 4 algarismos comegando por 2 é Ay 3,
e 2/5 déstes sdo impares; o n.° de mimervs de 4
algarismos comegando por 3 é Ay 3, e 1/5 déstes
sdo impares; o n.° de nmimeros de 4 algarismos
comegando por 4 é Ajs 3, e 2/5 désies sdo impares;
o n.? de mimeros de 4 algarismos comegando por
6 d Ag 3, e 2/5 déstes sdo impares. O niimero pro-
curado é pois T5- Ay 3=T/5-5-4-3=84,

1529 — Defina progressdo aritmética e calcule »
de modo que 2n+1; 2n%45; 10# estejam em pro-
gressdo aritmética. R: Tem-se 2n2+5—(2n+1)=
=10n—(2n2+4-5), 4n?—12n+4+9=0, (2n 4 3)*=0
n=3/2.

I1

1530 — Da extremidade 4 de um diametro 45
de uma circunferéncia de raio igual a 335m,27

tragou-se uma corda 4C de comprimento igual a
600m, 25. Calcule o angulo z que a corda AC

forma com o diametro A8 . (Utilize logaritmos).
R: O triangulo [ABC| ¢ evidentemente recto
(C =900), Tem-se pois AC—=AB cos«=2R cos «

AC 60025
donde cosa= e m
+colog 2+ colog 335,27 =2,77834 +1,69897 1 3,47461=
=1,95192 donde «=26° 28',

log cos z=log 600,25 +

1531 — Sendo z um 4angulo do 1.° quadrante

que satisfaz a relagdo tga=/2/2, calcule
cos (5x/2+2). R: cos (5n/2 +a) =cos (7/2 + a) =

1532 — Calcule os valores de x+ compreendidos
entre 0 e =/2 radianos que satisfazem & desigual-

dade 4sen2x—2(1+¢/2)senx+ /2 < 0. R: De-
ferminemos as raises do trinomio do 1.° mem-

bro: 4sen?x—2(1+ /2)senx+ |/2=0, senx =

_1+v24Va+veyr—4v2 _1+vV24+(1-V2)
4 4

Ot Sen Xy= {/§/2 ¢ senx,=1/2. A desigualdade ¢,
portanto, satisfeita para 1/2<senx <y 2/2 ou,
limitando-nos aos valores de x entre 0 ¢ =2,
rf6<x<=/t.

I

1533 - Os catetos de um tridngulo rectangulo
medem respectivamente 3 centimetros e 4 cen-
timetros. Calcule o volume do sélido obtido por
uma rotagio completa do triangulo em torno da
hipotenusa. R: O solido obtido é formado por dois
cones de revolugdo com a mesma base, cujo raio R
é a altura relativa a hipotenusa, e cufas alluras hy
e hy sdo vs segmentos que a altura determina sébre
a hipotenusa. Tem-se V=1/3-zR " hj+1/3-zR2h,=
=1/3+%R (hy+hs). Mas hj+h,=y/32+42=5 ¢ R
determina-se facilmente atendendo a que 5R =34,

144
ou R=12/56. Vem finalmente V= 1—; cm?,

1534 — Demonstre que a soma dos segmentos
de recta que unem os vértices do tridngulo [ABC]
com o ponto M, qualquer, do interior do trian-
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gulo, € menor que o perimetro e maior que o
semi-perimetro do referido tridngulo. R: Desi-
gnemos por a, b, ¢ ¢ as medidas dos lados opos-
tosa A, B ¢ C, ¢ fagamos AM=x, BM=y ¢
CM=z. D¢ propriedades conhecidas dedus-se :

a<z+y, b<x+z, e<y+x donde a+b+c=
=2p<2(x+y+z) o p<x+y+z e ainda a+

+b>x+y, b+e>y+z, cta>z-+x donde
4p>2(x+y+z) ou 2p>x+y+z, c q. d
Nota — Em cada um dos grupos I e II sdo de
resposta obrigatéria o 1.° problema e umea das
duas questdes seguintes. £ também de resposta
obrigatéria uma das questdes do grupo 1II
Solugdes dos n.”™ 1527 a 1554 de Manuel Zaluar.

MATEMATICAS SUPERIORES

Exames de [reqiiéncia e finais

ALGEBRA SUPERIOR - MATEMATICAS GERAIS

F. €. L.— Avrcesra Superior — Um ponto do exame
final de 1941-42.

dy
1535 — Calcule 35 sendo

Vsenxy oo

o ol g arc sec x*

1536 — Dada a circunferéncia de equacio
2%+ 92=10, determine uma tangente tal que a
4rea do tridngulo formado pela tangente e a parte
positiva dos eixos seja igual a 32.

1537 — Dada a formula cos B=—cos 4 - cos C+
+sen.4 -sen C-cos b deduza dela por meio das
relagbes entre os elementos dum tridngulo e do
seu polar, uma férmula relacionando 3 lados e um
angulo e torne logarftmica a expressfo obtida
para o cédlculo do elemento a.

1538 — Reduza aos seus eixos e classifique a
quadrica s?—232—4xy+8x+4+12y—16=0.

I. 8. C. E. F. — Exame final — 15 de Julho de [942.

1539 — Estudar e representar geométricamente
a funcio y-—¢v~. Utilizar-se-4 o desenvolvimento
em série da func¢do exponencial para o cileunlo
das ordenadas dos pontos de inflexio com um
érro inferior a 102,

1540 — Dada a variavel complexa s=2x 414y
determinar o lugar dos pontos (x, y) do plano

s—
ra os quais ¢ [——
e e fs+1

1541 — Dada a funcgfio assim definida

{ ) xX—a

SH Y iy e

b4 1+ﬂ“‘_"’
y(@)=0

estudar a existéncia da sua derivada no ponto «a.

para x=ta

I. 8. C. E. F. — 1.2 CapEira — Exame final, 10 de Outu-
bro de 1942,

1542 — Dada a equagio a®—2axi4 (a®+5%) a3+
0+ 522 —10ax + 5 (a® + )= determinar @ e b de
modo que ela tenha as raizes +7 e —i#. Nessa
hipétese resolve-la. R: Substituindo x na equa-
¢do dada por +i e —i vem

5(a?+b’)—2a—5+i[ 1—10a—(a2+b?)]=0

5(az+b?)—2a—5+i[—1+10a+(a2+b?)]=0
5(az+b?)— 2a—5=0 ( a=0
g (a%+b?)+10a—1=0" | (a?+b?)+10a—1=0 o
a=0
bz=1
(*241)(#3+5)=0 e (x+1)(x+"V3) [(+—"VB[2p+
+3°y/25/4]=0.

donde

- Finalmente, tem-se x°+ x3+5x2+5=0,

" x4+ y—5+3=0
1543 — Dados os trés planos |, ¥— y+5+1=0
x+38y—3s=0
verificar que formam uma superficie prismaética,
determinar a direcgio das arestas e a drea da
secgdo nela determinada por um plano perpendi-
cular as arestas. R: O sisfema constituido pelas
Irés equacdes é incompativel, visto que a caracte-
ristica da matris dos coeficientes das incognitas ¢
2 ¢ a da matyrizs dos coeficientes e dos termos conke-
cidos é 3. Qualgquer dos sistemas formado por
duas ou trés equagdes dadas é compativel ¢ indeter-
minado de grau 1. Logo os trés planos sintersec-
tam-se dois a dois, mas ndo os irés, e formam
uma superficie prismdtica. A diveccdo das arestas
édadovector i+j—KAN({—j+k)=—2(j+k).
Um plano perpendicular as arestas é, por exemplo,
o plano de equagdo y-+z=0. OUs pontos de encon-
fro déste plano com as irés arestas sio
A (-2, —1/2, 1/2y, B (-9/2, 3/4, —3/4),
C(—8/4, 1/8, —1/8).



