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Conceito de poténcia de conjuntos

por L. Mendonga de Albuquerque

1. — Diz-se que uma fungio ¢ estabelece uma
correspondéncia biunfvoca entre os elementos de
dois conjuntos E e F, e escreve-se E=¢(F),
quando :

1.° — A todo o elemento p ¢ E (pertencente a E)
a funcgdo ¢ faz corresponder um e um s6 elemento
geF;e

2.°o— A qualquer dos elementos de F corres-
ponde um tnico elemento de E.

Exemplos :
I — Existe uma correspondéncia biunivoca entre
# quaisquer ntmeros inteiros consecutivos e as
# rafzes distintas da equagdo binémia x"—1=0,
a—+bx
14+x
respondéncia biunivoca entre os nimeros reais
do intervalo (@,5) e os niimeros reais do inter-
valo (0,00).

As eorrespondéncias biunivocas gozam das se-
guintes propriedades (entre outras):

I — Formam um grupo, Isto é:

a) Se E=¢(F) € uma correspondéncia biuni-
voca, a correspondéncia inversa F'=¢~1(E) é da
mesma natureza.

b) Se E=¢(F) e F={(G) sdo correspondéncias
biunivocas, o produto £=¢ [{(G)] € uma corres-
pondéncia da mesma natureza.

Il — Se E c F (quere dizer, se £ é um sub-con-
junto de F) também ¢ (E) co(F).

II — A fungio y= estabelece uma cor-

2. — Teorema de Cantor-Bernstein. Se ¢ e { sdo
duas correspondéncias biunivocas tais que, sendo
EicF e FycF se tem ¢(E)=F e {(Fj))=E,
existe, nesse caso, uma correspondéncia biunf-
voca entre E e F',

(A demonstragdo déste teorema encontra-se,
por exemplo, em Borel, Legons sur la théorie des
fonctions, pag. 104).

3.— Poténcia. Quando entre os elementos de
dois conjuntos E e F se pode estabelecer uma
correspondéncia biunfvoca, diz-se que os conjun-
tos tém a mesma poténcia (sio equipotentes) e

escreve-se E=F,

Exemplos :

I — O conjunto.de »# quaisquer nimeros intei-
ros consecutivos e o conjunto das raizes distintas
da equagdo x"—1=0 sido equipotentes,

Nota — A defini¢io de correspondéncia biuni-
voca implica a igualdade do ntimero de elemen-
tos para conjuntos finitos equipotentes. E o que
se evidencia no exemplo precedente,

II — O conjunto (x) dos nimeros inteiros posi-
tivos é equipotente ao conjunto (¥) dos nimeros
pares e positivos. Pode estabelecer-se entre éles
a correspondéncia y=2x, que & biunivoca.

IIl — Tém a mesma poténcia o conjunto dos
nimeros reais dos intervalos (a,56) e (0, ). Isso
resulta da correspopdéncia biunivoca estabelecida
a+bx "
l4+ax

pela relacio y =

4.— Comparagdo de poténcias. Os exemplos
precedentes estabelecem aigualdade de poténcias
de dois conjuntos em casos em que a determina-
¢do da correspondéncia biunivoca entre os seus
elementos é extraordindriamente simples. Nem
todos os casos oferecem porém esta simplicidade.
E muitas vezes necessario relacionar com os con-
juntos dados os seus sub-conjuntos. Assim, se
forem dados os conjuntos E e F, podem apresen-
tar-se os quatro casos seguintes: (Borel, ob. cit,,
pig. 103 e Appert, Proprietés des ensembles abs-
traits les plus géneraux, tomo II, pag. 55)

1. — Existe uma correspondéncia biunivoca
F=¢(E;) entre um sub-conjunto EycE e F, e
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uma correspondéncia da mesma natureza E—{ (Fy)
entre E e um sub-conjunto Fy c ¥,

Entdo pelo teorema de Cantor-Bernstein, € pos-
sivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca
E==(F) entre os conjuntos dados que sdo, por-
tanto, equipotentes.

2.0 — Existe uma correspondéncia biunivoca
F=¢(E,) entre um sub-conjunto E;cE e F
mas ndo existe qualquer relagio da mesma natu-
reza entre um dos sub-conjuntos de F e E . Diz-
-se entdo que a poténcia do conjunto E é supe-

rior 2 de F e escreve-se £ > F. Deve notar-se
que esta defini¢do deixa entrever a possibilidade
de escalonar as poténcias dos conjuntos numa
sucessdo crescente de tipos.

3.c — Pode concluir-se que E < F quando, ana-
logamente, se estabelece uma correspondéncia
do mesmo género entre um dos sub-conjuntos
FicF e E,.

Exemplo :

Seja E o conjunto dos nimeros reais positivos
e F o conjunto das raizes positivas da equacdo
mcos x—p=0 (p <m e reais). E evidente que
EsF.

4.° — Nao existe qualquer correspondéncia biu-
nivoca entre qualquer dos sub-conjuntos Eyc E
e F, por um lado, e Fjc K e E, por outro.

5.— Conjuntos ordenados e bem ordenados. Diz-
-se que um conjunto £ de elementos (p) & orde-
nado quando, quaisquer que sejam os elementos
p1e E e p, e E existe entre éles uma dependéncia
pela qual se pode afirmar uma das relagdes py
precede p, ou p, precede p; que obedece as pro-
priedades assimétrica (se p; precede p,— p, ante-
cede p,) e transitiva (se py precede p, e p, pre-
cede py — p; precede p3).

Se entre os elementos dum conjunto ordenado £
existe um, gy, que precede todos os outros, diz-se
que po— € o primeiro elemento de £'.

Se todos os sub-conjuntos de E contém um
primeiro elemento, £ & um conjunto bem orde-
nado.

Axioma de Zermelo.— Consideremos o con-
junto F de conjuntos £ ndo vazios e sem elemen-
tos comuns dois a dois; existe pelo menos um
conjunto que contém um e um s6 elemento de
cada conjunto E.

Se admitirmos éste axioma, poderemos demons-
trar o

Teorema de Zermelo. — Todo o conjunto pode
ser bem orcﬁ.-nad;o, dum ponto de vista ideal.

Quere dizer: sem que se garanta a possibilidade
efectiva de determinar uma drdem. (Para demons-
tragdo, veja-se Sierpinski, Lécons sur les nom-
bres transfinis, pag. 231).

6.— A iricoftomia. O 4.° caso do paragrafo 4
sugere, naturalmente, uma pregunta: qual é a
relacido entre as poténcias dos conjuntos £ e F
quando se verifica essa hipétese ?

Para Borel, e outros, o facto de se verificar a
4.2 hip6tese apenas indica que a comparagio das
poténcias dos conjuntos £ e F & impossivel.

Pelo contririo, Sierpinski, Appert, etc., acei-
tando o axioma de Zermelo que os primeiros
repudiam, podem demonstrar o teorema de Har-
togs. Esse teorema demonstra (Sierpinski, ob.
cit., pag. 228) que, dados dois conjuntos quaisquer,
apenas se podem estabelecer entre éles e os seus
sub-conjuntos as relacdes a que se referem os
trés primeiros casos. A impossibilidade do quarto
caso chama-se tricotomia.

Nio nos é possivel ir mais longe na exigiiidade
duma nota desta indole; mas deve assinalar-se,
entretanto, que muitos resultados tém sido obti-
dos com base no axioma de Zermelo e confirma-
dos depois por desenvolvimentos que o regeitam.
Para mais esclarecimentos e detalhes pode ler-se
com proveito: Borel, ob. cit,, (publica, em apén-
dice, cinco cartas muito interessantes sébre o
assunto); Sierpinski, ob. cit, ecap. VI; Dugas,
Essai sur l'incompréhension mathématique.

7. — Escala de tipos de poténcia. Dissemos no
paragrafo 4, a propésito do segundo caso, que se
entrevia a possibilidade de escalonar as poténcias
dos conjuntos.

Para conclusdo desta pequena noticia, queremos
mostrar que a escala das poténcias fica bem de-
terminada. E o que claramente evidenciam os dois
teoremas seguintes:

Teorema I — O conjunto de todos os sub-con-
juntos dum conjunto dado E (ndo vazio) tem uma
poténcia superior 4 do conjunto E'. (Sierpinski,
ob. cit., pag. 84).

Teorema II — Dada uma familia de conjuntos £
quaisquer, existe sempre um conjunto £ dessa
familia de poténcia inferior & de todos os outres.
(Sierpinski, op. cit, pag. 214 e Appert, op. cit,,
tomo II, pag. 57).

Quere dizer: uma vez fixada a poténcia N;
dum conjunto £ existem sempre conjuntos F de
poténcia ¥, > N,; (Teorema I); e entre todos os
conjuntos nessas condi¢des ha um de poténcia
N ;1 menor que a de todos os outros.



