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Conce/ ío de pofênc/a de conjuntos 
por L M e n d o n ç a de Albuquerque 

1. — D i z - s e q u e u m a f u n ç ã o tp e s t a b e l e c e u m a 
c o r r e s p o n d ê n c i a b iun ívoca e n t r e os e l e m e n t o s d e 
dois c o n j u n t o s E e F, e e s c r e v e - s e E—<p(F), 
q u a n d o : 

1.° — A todo o e l e m e n t o p e E ( p e r t e n c e n t e a E) 
a função ç faz c o r r e s p o n d e r u m e u m s ó e l e m e n t o 
q e F', e 

2.° — A q u a l q u e r d o s e l e m e n t o s d e F c o r r e s -
ponde u m ü n i c o e l e m e n t o d e E . 

Exemplos ; 

I — E x i s t e u m a c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n l v o c a e n t r e 
n q u a i s q u e r n ú m e r o s in te i ros c o n s e c u t i v o s e as 
« r a í z e s d is t in tas da e q u a ç ã o b i n ô m i a x " — 1 = 0 . 

a + bx 
I I — A função y = — e s t a b e l e c e uma c o r -

r e s p o n d ê n c i a b i u n í v o c a e n t r e o s n ú m e r o s r e a i s 
do in tervalo (o , b) e os n ú m e r o s r e a i s do in te r -
va lo ( 0 , o o ) . 

A s c o r r e s p o n d ê n c i a s b i u n í v o c a s gozam das s e -
guintes p r o p r i e d a d e s ( e n t r e o u t r a s ) ; 

I — F o r m a m um grupo. I s to é : 
a) S e E—if ( í ) é u m a c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n l -

voca , a c o r r e s p o n d ê n c i a i n v e r s a 1 ( E ) é da 
m e s m a n a t u r e z a . 

b) S e E-^if ( F ) e F = $ ( G ) são c o r r e s p o n d ê n c i a s 
b iunívocas , o produto £ = ? [^(G)} é uma c o r r e s -
p o n d ê n c i a da m e s m a n a t u r e z a . 

II — S e E <=.F ( q u e r e dizer , s e E é u m s u b - c o n -
j u n t o de F) t a m b é m 9 ( E ) <= <p (F). 

2 . — Teorema de Cantor-Bernstein. S e i p e í são 
duas c o r r e s p o n d ê n c i a s b i u n í v o c a s ta is que, s e n d o 
í j c f e F t c F s e t e m e ^ ( / ^ « E , 
e x i s t e , n e s s e caso , u m a c o r r e s p o n d ê n c i a biunl-
v o c a e n t r e E e F . 

( A d e m o n s t r a ç ã o d ê s t e t e o r e m a e n c o n t r a - s e , 
p o r e x e m p l o , e m B o r e l , L e ç o n s sur ia t h ê o r i e d e s 
fone ti o ns, pág, 104). 

3 . — Potência. Q u a n d o e n t r e os e l e m e n t o s d e 
do is c o n j u n t o s E e F s e p o d e e s t a b e l e c e r u m a 
c o r r e s p o n d ê n c i a b iunívoca , d i z - s e q u e os c o n j u n -
tos t ê m a m e s m a p o t ê n c i a ( s ã o e q u i p o t e n t e s ) e 

e s c r e v e - s e E<*=F. 

Exemplos : 

I — O c o n j u n t o de « q u a i s q u e r n ú m e r o s in te i -
r o s c o n s e c u t i v o s e o c o n j u n t o das ra izes dis t intas 
da e q u a ç ã o .-e" — 1 = 0 s ã o e q u i p o t e n t e s . 

Nota — A def in ição d e c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n í -
v o c a i m p l i c a a igualdade do n ú m e r o de e l e m e n -
tos para c o n j u n t o s f ini tos e q u i p o t e n t e s . Ë o q u e 
s e e v i d e n c i a no e x e m p l o p r e c e d e n t e . 

II — O c o n j u n t o ( . r ) dos n ú m e r o s i n t e i r o s p o s i -
t ivos é e q u i p o t e n t e ao c o n j u n t o (y) dos n ú m e r o s 
p a r e s e pos i t ivos . P o d e e s t a b e l e c e r - s e e n t r e ê l e s 
a c o r r e s p o n d ê n c i a y=*2x, q u e ê b iun lvoca . 

III — T ê m a m e s m a p o t ê n c i a o c o n j u n t o d o s 
n ú m e r o s r e a i s dos i n t e r v a l o s (a , b) e ( 0 , 00) . I s s o 
r e s u l t a da c o r r e s p o p d ê n c i a b iun ívoca e s t a b e l e c i d a 

a + bx 
pela r e l a ç ã o y = 

l-l- x 

4 . — Comparação de potências. O s e x e m p l o s 
p r e c e d e n t e s e s t a b e l e c e m a igualdade de p o t ê n c i a s 
de dois c o n j u n t o s e m c a s o s em q u e a d e t e r m i n a -
ção da c o r r e s p o n d ê n c i a b iunlvoca e n t r e o s s e u s 
e l e m e n t o s é ex t raordinár ia m e n t e s i m p l e s . N e m 
todos o s c a s o s o f e r e c e m p o r é m es ta s i m p l i c i d a d e . 
É mui tas v e z e s n e c e s s á r i o r e l a c i o n a r c o m os c o n -
j u n t o s dados os s e u s s u b - c o n j u n t o s . A s s i m , s e 
f o r e m dados os c o n j u n t o s E e F , podem a p r e s e n -
t a r - s e o s q u a t r o c a s o s s e g u i n t e s : ( B o r e l , ob. cit. , 
pág. 103 e A p p e r t , P r o p r i é t é s des e n s e m b l e s a b s -
trai ts l e s plus g é n é r a u x , t o m o II , pág. 5 5 ) 

1 . " — E x i s t e u m a c o r r e s p o n d ê n c i a b iun ívoca 
F=tf (Et) e n t r e u m s u b - c o n j u n t o Ei <= E e F , e 
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uma correspondência da mesma natureza £=>iC C l ) 
entre E e um sub-conjunto Fi c F. 

Então pelo teorema de Cantor-Bernstein, é pos-
sível estabelecer uma correspondência biuntvoca 

entre os conjuntos dados que são, por-
tanto, equipotentes. 

2.° — Exis te uma correspondência biuolvoea 
F-^tf (£•() entre um sub-conjunto EicE e F 
mas não existe qualquer relação da mesma natu-
reza entre um dos sub-conjuntos de F e E . Diz-
-se então que a potência do conjunto E é supe-
rior I d e F e escreve-se E > F. Deve notar-se 
que esta definição deixa entrever a possibilidade 
de escalonar as potências dos conjuntos numa 
sucessão crescente de tipos. 

3.° — Pode concluir-se que E < F quando, ana-
logamente, se estabelece uma correspondência 
do mesmo género entre um dos sub-conjuntos 
/ • ( C Í e E. 

Exemplo : 
S e j a E o conjunto dos números reais positivos 

e F o conjunto das raízes positivas da equação 
mcosx—p=0 (p<im e reais). É evidente que 

É>f. 
4." — Não existe qualquer correspondência biu-

ntvoca entre qualquer dos sub-conjuntos E y c E 
e F , por um lado, e F f c F e E , por outro. 

5 . — Conjuntos ordenados e bem ordenados. Diz-
- se que um conjunto E de e lementos (J>) é orde-
nado quando, quaisquer que se jam os e lementos 
pie £ e p2 e E existe entre êles uma dependência 
pela qual se pode afirmar uma das relações pi 
precede p2 ou pz precede pi que obedece às pro-
priedades assimétrica ( se pi precede pt-^-pz ante-
cede pi) e transitiva (se pi precede pz e pz pre-
cede Pt precede p3). 

S e entre os elementos dum conjunto ordenado E 
exis te um, po i Çue precede todos os outros, diz-se 
que p0— é o primeiro elemento de E . 

S e todos os sub-conjuntos de E contêm um 
primeiro elemento, E é um conjunto bem orde-
nado. 

Axioma de Zermelo. — Consideremos o con-
junto F de conjuntos E não vazios e sem e lemen-
tos comuns dois a dois ; existe pelo menos um 
conjunto que contém um e um só elemento de 
cada conjunto E . 

S e admitirmos êste axioma, poderemos demons-
trar o 

Teorema de Zermelo. — Todo o conjunto pode 
s e r bem ordenado, dum ponto de vista ideal. 

GAZETA DE M AT EM AT ICA 

Quere d izer : sem que se garanta a possibilidade 
efectiva de determinar uma ordem. (Para demons-
tração, v e j a - s e Sierpinski . L é ç o n s sur les nom-
bres transfinis, pág. 231). 

6 . — A tricotomia. O 4.° caso do parágrafo 4-
sugere, naturalmente, uma pregunta : qual è a 
relação entre as potências dos conjuntos E e F 
quando se verifica essa h ipótese? 

Para Borel, e outros, o facto de se verificar a 
4." hipótese apenas indica que a comparação das 
potências dos conjuntos E e F é impossível. 

Pelo contrário, Sierpinski , Appert, etc., acei-
tando o axioma de Zermelo que os primeiros 
repudiam, podem demonstrar o teorema de Har-
togs. E s s e teorema demonstra (Sierpinski, ob. 
cit., pág. 22S) que, dados dois conjuntos quaisquer, 
apenas se podem estabelecer entre êles e os seus 
sub-conjuutos as re lações a que se referem os 
três primeiros casos. A impossibilidade do quarto 
caso chama-se tricotomia. 

Não nos é possível ir mais longe na exigttidade 
duma nota desta índole ; mas deve assinalar-se, 
entretanto, que muitos resultados têm sido obti-
dos com base no axioma de Zermelo e confirma-
dos depois por desenvolvimentos que o regeitam. 
Para mais esclarecimentos e detalhes pode ler-se 
com provei to : Borel, ob. cit., (publica, em apên-
dice, cinco cartas muito interessantes sôbre o 
assunto) ; Sierpinski , ob. cit., cap. V I ; Dugas, 
Essa i sur l ' incompréhension mathématique. 

7. — Escala de tipos de potência. Dissemos no 
parágrafo 4, a propósito do segundo caso, que se 
entrevia a possibilidade de escalonar as potências 
dos conjuntos. 

Para conclusão desta pequena noticia, queremos 
mostrar que a escala das potências fica bem de-
terminada. É o que claramente evidenciam os dois 
teoremas seguintes : 

Teorema I—O conjunto de todos os sub-con-
juntos dum conjunto dado E (não vaziol tem uma 
potencia superior à do conjunto E . (Sierpinski, 
ob. cit., pág. 84). 

Teorema II — Dada uma família de conjuntos E 
quaisquer, existe sempre um conjunto E dessa 
família de potência inferior à de todos os outros, 
(Sierpinski , op. cit., pág. 214 e Appert , op. cit., 
tomo II, pág. 57). 

Quere d i z e r : uma vez fixada a potência 
dum conjunto E existem sempre conjuntos F de 
potência H, > fcí,; ( T e o r e m a 1>; e entre todos os 
conjuntos nessas condições há um de potência 

+ i menor que a de todos os outros. 


