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e C = 90° — B = 3G° 52' 1 1 " , 2 5 . Seria fácil ver que a 
equação t g B / 2 - 1 / 3 condas a B = 3 6 ° 52' l l 1 ' , 25 e 
C = 5 3 ° 7 ' 4 8 ' , 7 5 . 

1 3 7 8 — A á r e a da c o r ô a c i r c u l a r l imi tada p e l a s 
c i r c u n f e r ê n c i a s inscr i ta e c i r c u n s c r i t a a um h e x á -
gono regular é igual a 31,4 c m ! . D e t e r m i n a r a á r e a 
do h e x á g o n o . R : Sendo R e r ( R > r ) os raios das 
circunferências que limitam a corôa circular, a sua 
área será; i r (R 2 —r 2 ) = 31,4 cm 2 donde R 2 — r ! — 1 0 c m 2 

(com i r = 3 , 1 1 ) . O lado do hexágono é R e o seu apó-
tema r . É fácil ver que r ' — R ' — R l / 4 , r = R l/s/2 
e portanto R i - r * = l / 4 - R i = 10 c m * , R = 2 t / Í Õ c m . 
A área do hexágono será pois S = 60 y/3 c m 2 . 

1 3 7 9 — I n s c r e v e r n u m a c i r c u n f e r ê n c i a de r a i o R 
um tr iângulo i s ó s c e l e s tal q u e a b a s e s e j a mjn da 
al tura. R : É fácil ver que em tal triângulo se veri-
ficará a relação R 1 — R i » + ( b / 2 ) * , sendo h a 
altura eh a sua base. Atendendo a que b = m/n • h , 
virá : ( m J + 4n')/4n2 • h ' — 2 R h = 0 donde h = 0 , solu-
ção sem interêsse e h — 8 R n , / ( i n í + 4 i i * ) . 

1 3 8 0 — D a d o u m te t raedro r e g u l a r de a r e s t a a t 

t i rar , p o r uma das a r e s t a s , u m plano q u e divida 
o t e t raedro em duas p a r t e s c u j o s v o l u m e s e s t e j a m 
n a razão 1/2. R : A solução é evidente. Com efeito» 
visto que o plano passa por uma das arestas, o 
tetraedro dado ficará dividido noutros dois tetrae-
dros não regulares com a mesma altura do pro-
posto ; portanto a razão dos seus volumes V ( e V^ , 
será a razão das áreas das suas bases Bi e B,. As 
suas bases serão dois triângulos cujas alturas são 
iguais á altura do triângulo equilátero, base do 
tetraedro dado ; portanto a razão das suas áreas 
será a razão das suas bases b t e b 2 . Logo Vi/Vj=-
— B;[ , 'B 2 =bj/bj = 1/2 . Trata-se pois de fazer passar 
um plano por uma aresta do tetraedro regular e 
pelo ponto que divide a aresta oposta em dois 
segmentos de rasão 1/2. Como há dois pontos nes-
tas condições, o problema admite duas soluções. 
São dois planos simétricos em relação ao plano 
que passa pela mesma aresta e pelo ponto médio 
da aresta oposta, 

Soluções dos n.°* 1375 a I3S0 de O. Morbey Rodrigues. 

M A T E M A T I C A S S U P E R I O R E S 
Exames de f reqüênc ia 

ALGEBRA SUPERIOR - MATEMÁTICAS GERAIS 

F, C. L. — ÁLGEBRA SUPERIOR — l.° exame de freqüên-
cia, 1943. 

I 
Y = I 

1381 — D e r i v e j v = ( l + t g ? a : ) ~ e 

1 3 8 2 — P r i m i t i v e 
2x 1 x* 

1 + c o s 2x x[/x*—2 x*—l 

1 3 8 3 — F o r m e a r a z ã o i n c r e m e n t a l , d e 

r e l a t i v a m e n t e a o va lor x=a ( f ( « ) ^=0) e p r o v e a 
sua c o n v e r g ê n c i a , s u p o n d o q u e / ' ( a ) e x i s t e . 

I I 

1 3 8 4 — C o m o s ã o cons t i tu ídas a s s e c ç õ e s de 
n ü m e r o s rac ionais de q u e 51 ^ 3 é f e c h o c o m u m ? 

1 3 8 5 ~ s l v / 3 ê r a c i o n a l ou i r r a c i o n a l ? P o r q u ê ? 

1 3 8 6 — S e » „ ^ - « J e v„ -* 2 , ea" -+ ? 
1 3 8 7 — Quando s d e s c r e v e a r e c t a q u e p a s s a 

p e l o s a f ixos d e e « ' ' = — ( ' , e n t r e q u e l imites 
v a r i a o s e u a r g u m e n t o p r i n c i p a l ? 

1 3 8 8 — Quais são ( e n t r e 0 e 2ir) os a r g u m e n t o s 
das ra ízes c i ib i cas de t 9 ? 

1 3 8 9 — Q u e é o c i r c u l o de c o n v e r g ê n c i a de 
u m a s é r i e d e p o t ê n c i a s ta„z"l Q u e v a l o r t e m o 
raio d ê s s e c i rculo ? 

1 3 9 0 — P o d e d a r - s e o c a s o de a s é r i e d iverg i r 
n u m ponto da c i r c u n í e r ê n c i a dêsse c i rculo , s e n d o 
a b s o l u t a m e n t e c o n v e r g e n t e n o u t r o ponto da 
m e s m a l i n h a ? P o r q u ê ? 

1 3 9 1 — D e q u e grau ê a der ivada de ordem k 
de um pol inómio de grau n ? 

1 3 9 2 — S e <p ( * ) > 0 e ( (x) f o r e m f u n ç õ e s c o n -
t inuas no p o n t o a , [tf t a m b é m é cont ínua 
n é s s e p o n t o ? P o r q u e ? 

1 3 9 3 — S e duas f u n ç õ e s o (a;) e $ ( .*) d i fe rem 
p o r u m po l inó mio do 2.° grau, qual a d i fe rença 
das s u a s p r i m i t i v a s ? 

I I I 

1 3 9 4 — T r o c a n d o n u m a dada s é r i e c a d a t e r m o 
u3l, c o m o t e r m o K2I1+J , v e m u m a s é r i e da m e s m a 
natureza ? P o r q u ê ? 

1 3 9 5 — S e j a m P0 Pt P2 Pz o s a f i x o s das r a í z e s 
quar tas d e c e r t o n ú m e r o A . i m p r i m a - s e ao q u a -
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drado daqueles pontos uma rotação de ampl i tude 
w > 0 e m tórno do centro . Que r e p r e s e n t a m os 
novos pontos Q 0 Qi Q2 Q% T 

1 3 9 6 — D e m o n s t r e a igualdade 
sh (a + b)=sha • chb+shb • cha. 

F . C. P . — ÁLGEBRA SUPERIOR — 2 . ° Exame de freqüên-
cia, Maio de 1942 

Ponto ii.M 

1 3 9 7 — R e s o l v e r a e q u a ç ã o 3 ^ - 2 ^ - 3 ^ + 2 = 0 . 
R ; Admite as raises 1 e — 1. Baixando o grau 
temos 2 x * + 3 x — 2 — 0 , Fazendo y = 3x vem: 
y 1 — 2 y * + 9 y —18 = 0 . Admite as raízes 2 e -+3i. 
Soluções: X 1 = L ; 1 ; X 3 = 2 / 3 ; I ; x 5 = — I . 

1 3 9 8 — A c h a r a e q u a ç ã o do lugar g e o m é t r i c o 
dos pés das p erp endicu lares t iradas do ponto ( 1 , 2 ) 
s ô b r e as r e c t a s cu ja distância ao c e n t r o da c i r -
cunferênc ia x*+y*— 2y—3 — 0 é igual a metade do 
ra io da m e s m a . R : Temos R = 2 , Designando 
por A x + B y + C = 0 a equação da recta vem: 
B + C - ^ A ^ + B 2 ' ou C3 + 2 B C — A ! = 0 . Equações 

I B x - A y + 2 A - B = 0 
da perpendicular , „ „ - Obtém-se 

I A x + B y + C = 0 . 
o seguinte: y * + 2 x * — 4 y — 3 x + 5 = 0 . 

1 3 9 9 — Dada a cónica x y ~ x = 0 deter -
m i n a r : a) O s d iâmetros principais , b) A s assfn-
totas. c) O polo do e ixo OX, R : a) As equa-
ções dos diâmetros principais são: ( l + V ^ 1 0 ) x + 
4 (7 — 2 |/TÕ) y = 1 e ( l - ^ l Õ ) x + (7 + 2 v / Í Õ ) y = l . 
b ) As equações das assinto tas são : y —1/9 = 
= 2 (x—2/9) e y - 1 / 9 = . - ( x - 2 / 9 ) . c ) O polo è o 

ponto ( 0 , 1 ) , 

1 4 0 0 — Mostrar q u e os planos 2x+ay-i-z—a=0 
passam pela m e s m a recta . D e t e r m i n a r os cosenos 
direc tores d e s s a rec ta , i Que valor s e deve a tr i -
buir a a para que o plano c o r r e s p o n d e n t e s e j a 
perpendicu lar ao plano 3 . * — y 4 s — 2 = 0 ? R : 
c o s a = — l / V ã , cos p = 0 , cos 7 = 2 / a = 1 0 . 

Soluções dos n , " 1397 a 1400 de J . Rios de Sousa. 

I. S . C. E. F. — l . a cai ie ira — 2.° Exame de Freqüência 
— Extraordinário, 23-VI-42. 

1401 — Estudar e r e p r e s e n t a r geomètr i camente 
a função jy = log (1 — x2). Ut í l i sar o seu desenvol -
v imento era sér ie para o cálculo do valor da fun-
ção para # = 1 / 3 com uin êr ro super ior a 10~ 4 . 
R : A função è definida no campo real verificada 
a condição 1 — x 2 > 0 ; o seu domínio i, portanto, o 
intervalo aberto (—1, + 1) e o contra-dominio o 
intervalo aberto à esquerda ( —oo , 0), A função l 

par, a sua imagem geométrica admite como eixo 
de simetria o eixo Oy , A origem è um ponto de 
máximo, como se reconhece imediatamente. A fun-
ção não admite outros máximos ou mínimos; com 
efeito, tem-se y r = — 2 x / ( l — x ' ) . Por ser 

— 2 (1-f- x ' ) 
y " = — ( 1 — — > 0 qualquer que seja x real, a 

imagem da função tem sempre a concavidade vol-
tada no sentido dos yy negativos e não tem pontos 
de inflexão. Os pontos x = + l são pontos de des-
continuidade, vísto que não existem os limites 

l i m y e l i m y , 
1-0 1 -o 

e tem-se 1 i m y = — oo e 
i-*-1+0 

l i m y = — oo . É sabido que log (1 — x ) = — x — 
1—0 

—x*/2 x"/n e, portanto, log (1— x' ) -= — x*— 
— x*/2 x ,n/n • Para x = 1/3 < 1 será 
log ( i ^ - l - J k 

\ 9/ 9 2 - 3 * n • 31" 
A con-

vergência desta série pode ser verificada pelo cri-
tério d'Alembert e, por conseqüência ( V . «Gazeta 

de Matemática» n,° 11), tem-se —; - * • — 

( p + 1 ) 3 i p*5 

. . < — ^ [k + k2 + . . * ] , onde 

1 
(p + 2 ) 3 " + * - p - 32p 

p - 3a" 1 k 
—, ou < 

k (p + l)3*p+a' ~ ~ p 3 5 p 1 —k ( p + l ^ t f r t - p . S » 
Se considerarmos três lermos da série, cometeremos 
um êrro sistemático inferior a 1/21057 . Se efec-
tuarmos o cálculo de cada um dâstes três termos 
até à quinta casa decimal, cometeremos erros de 
cálculo tais que a soma dos seus módulos é infe-
rior a 3/100000. Logo, l o g ^ l - ^ = - 0 , 1 1 1 1 1 -
- 0 , 0 0 6 1 7 - 0 , 0 0 0 4 5 = - 0 , 1 1 7 7 . 

1 4 0 2 — R e s o l v e r a e q u a ç ã o 2x5 — + 3 0 . 
Ut i l isar o método gráf ico para a local ização das 
ra ízes i r rac ionais e determiná- las com um ê r r o 
infer ior a 1 0 - 2 . R ; A equação pode pôr-se sob a 
forma 2 x s = 6 x — 3 . As suas raízes reais serão tis 
abscissas dos pontos de intersecção das curvas 
y = 2x s e y = 6x — 3 . A equação admite duas raises 
positivas e uma negativa, que pertencem aos inter-
valos (0,1) (1,2) ( - 2 , - 1 ) . As outras duas raízes 
são complexas conjugadas. As três raises reais 
não são inteiras. Também não são fraccionárias, 
porque a equação não ê satisfeita para x = + l / 2 , 
+3/2, únicos números fraccionários que poderiam 
ser suas raízes. 

Uma tábua de potências e uma máquina de cal-
cular permitem a construção dos quadros de que 
se deduziria — 1 , 4 1 < X í < 1 , 4 0 , 0 , 5 1 < x s < 0 , 5 2 r 
1 , 1 3 < X J < 1 , 1 4 . 

4 
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1 4 0 3 - Dada f u n ç ã o ,sr = log (:K !+_y !) + arctg.y/:e 
c a l c u l a r as s u a s d e r i v a d a s de 1 / e 2.* o r d e n s . 

n x r 

8z 

í x 
az 

Òy 
y z 

i x * 
y z 

í x í y 

i y í 1 

2x 
x * + y* 

2y 

- y 

x» + y* X3 + y ! 

2 y ; + 2 x y - 4 x * 
( x l + y=)2 

y } — 4 x y —x3 

2 x - y 
x i - f - y í 

x + 2y 
x 2 ' i y J 

guio m de r com it e dado por s e n a = 
m o d n . m o d r 

n o vector de ir n i + j + k , m o d t i — | / 3 í r 
o vector de r , r = k , m o d r =• 1 . Tem-se então 
s e n ç ou c o s ^2/3 . Para a plano que 
f ã s o menor ângulo co?n ic tem de detcrminar-se à 

1 + 1 t / 2 
donde + 

f z 
îiyix ( i t H y f 

2 (x*—xy —y3) 

Soluções dos n.™ 1401 a 1403 de A, S i da Costa. 
F. C . L . — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — I . ° e x a m e t is f r e -

qüência, Março 1942 

Ponto n," 4 

1404 — V e r i f i q u e a ident idade v e c t o r i a l : 
ÍU + v) s + (u — v)- = 2 ( u ! + v - ) . T r a d u z i r á a lguma 
p r o p r i e d a d e do p a r a l e l o g r a m o ? R : A identidade 
verifica-se imediatamente. Com efeito, é ( O + v ) 8 — 
= u ? + v í + 2 u x v e (u—V) ! -=U ! + V ! — 2 u x v e no-
tando que mod (u + v ) e m o d (u —v) são as medidas 
das diagonais do paralelogramo construído sôbre 
U e v , a propriedade referida pode enunciar-se: 
«a soma dos quadrados das diagonais ê igual ao 
dôbro da soma dos quadrados dos lados*. 

1 4 0 5 — C o n s t r u a o produto das n d e t e r m i n a ç õ e s 
d e WA (A > 0 ) . T e n h a em a t e n ç S o a par idade 
de n. R : Seja a t = V Ã ( k - 0 , 1 , 2 , n - l ) . 
' , , I 2kir „ , 2kiA X 
lem-se ak = ( y ( cos —— + i s e n -jj— )• O pro-
duto dos módulos de a.k é, evidentemente, A ; a soma e ^ = 

„ 2i7 4tí ( n — l ) i s 
dos argumentos è OH i + ••• + -—-—— —= ° i n n n 

— (1 + 2H hn — l ) = ( n — 1 ) T . Se n é impar o 

produto Hat tem o valor A e se n for par o 
valor — A . 

1 4 0 6 — D a d o s a r e c t a r e o p lano ir de e q u a -
I 

ç õ e s : r=\ e n = d e t e r m i n e a 
( y ^ à 

e q u a ç ã o do plano q u e p a s s a por r e é p e r p e n d i -
cular a s e a do q u e p a s s a pe la m e s m a r e c t a e 
fa7. o m e n o r ângulo c o m JC. R : A equação do feixe 
de planos de eixo r é x —2 + i ( y — 3 ) = 0 ; para o 
plano desta família perpendicular a ir tem-se 
l-f-X=0 e portanto a equação x — y + 1 = 0 . O an-

de modo que 
V / 3 V l + >* y/3 

ou X=1. O plano pedido tem pois por equação 
x + y — 5 = 0 . 

F . C . L . — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — I , * e x a m e de f r e -

quência, 25 de Fevereiro de 1942. 

Ponto n." 1 
1407 — D e s i g n a n d o por m , « j e oy os v a l o r e s 

p o r o r d e m c r e s c e n t e dos a r g u m e n t o s de 3 V / Ï , 
d e s e n v o l v e r o d e t e r m i n a n t e ; D(x) = x* 

«í 

«1 x 
0 a t 

- 1 0 
e c a l c u l a r D{it). R : Tem-se D(x)=-=a 2 x ! — « j x + 
+ «1 a j «3 e D (a j ) = i3 — 7,1 t t j+ni a j 13 = 1 , atendendo 
a que a?—1 e a que cci = l . 

. 1 4 0 8 - S ã o dados os v e c t o r e s : P—0=l + 3 j + 3 k , 
0 - 0 - = 2 j , A'—0 = j + 2k . D e t e r m i n a r o v o l u m e do 
t e t r a e d r o [ O P Q R ] , a á r e a da f a c e oposta ao v é r -
t i ce O e as e q u a ç õ e s das l a c e s . P e l a p r o j e c ç ã o 
de P s o b r e o p lano # = 0 conduzi r uma r e c t a q u e 
d e t e r m i n e c o m o s e i x o s OX e OY u m tr iângulo 
d e área 8 . (O é a or igem do r e f e r e n c i a l ) . R : Vol. 

[ 0 P Q R ] - ^ ( P - 0 ) X ( Q - 0 ) A ( R - 0 ) - * J £ J -

0 1 2 
- 2 / 3 . Área [ P Q R J - 1 / 2 • m o d [ ( P - Q ) A ( R — Q J j -

,|/3Õ/2 visto que P - Q = Í + J + 3 k , R - Q = - j + 2 k 
1 =>5i — 2 j — k . As i k 
1 1 3 

0 - 1 2 
coordenadas dos vértices são O ( 0 , 0 , 0 ) , P ( 1 , 3 , 3 ) , 
0 ( 0 , 2 ,0) e R ( 0 , 1 , 2 ) , a equação da face O Q R 
ê . r = 0 í a da face P Q R è =0. A pro-

jecção de P sôbre z = 0 é o ponto P ' ( l , 3 , 0 ) ou 
simplesmente P ' ( l , 3 ) . Trata-se de um problema 
de geometria plana. 

Seja x,'p + y / q = l a equação procurada. Ternos 
+ 8-=pq/2 e l/p + 3/q = l , sistema que fornece as 
soluções pedidas. 

Soluções dos n.°a 1404 a 1408 de M. Zaluar. 
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CÁLCULO INFINITESIMAL E ANÁLISE SUPERIOR 

F. C. P . - CÁLCULO —2.° exame de freqüência, 1941-42 

1 4 0 9 — I n t e g r a r o s i s t e m a y" + 5y —3««=« e*, 
s' + Gy — x . R : Aplicando o símbolo D vem; 

— 3 e * + 3 x 
y = D » - 4 D * + 5 D - 2 ' i n U £ r a n < i o e * + 
+ Ct x e 1 + C3 + 3/2 • x* e* - 3/2 • x - 1 5 / 4 e 
Z — ( 3 C , + 2/3 • Cs) e I + 2 C 2 x e 1 + 3 C j e ^ + 3 x J e I + 
+ 2 x I e " + 2/3 • e" — 5/2 • x—25/4 . 

1 4 1 0 — Calcular ^ d . r ày, O d o m í n i o D t Hmi-
d 

tado p e l a s l i n h a s y — — x/2 + 1 , y = x + 1 e 
i 1+1 * 

. > > - 2 ( 2 - * ) . R : I ~ / d x / d y + / d x / d y - 3 / 2 . 
ff 1—x/l 1 1—v/È 

1411 — D e t e r m i n a r a t a n g e n t e â l inha x^ + xy1— 
— n a or igem. 

1 4 1 2 - — D e t e r m i n a r a evoluta da l inha y=x2j2. 

1413 — D e t e r m i n a r a s u b t a n g e n t e da l inha 
x=>f; >̂ = s e n TT//2 + / no ponto c o r r e s p o n d e n t e a 
Í—l. 

1 4 1 4 — D e t e r m i n a r os pontos d e i n f l e x ã o da 
l inha j y ^ s e n .v + cos ar. 

cos 1 8 
1 4 1 5 — D e t e r m i n a r a s a s s f n t o t a s d a l i n h a s — — — • 

senO 

1416 — I n t e g r a r a e q u a ç ã o y'i—xy^+y^O e 
d e t e r m i n a r a s o l u ç ã o s ingular . 

SoluçDes dos n,™ 1409 e 1410 de J . Klos de Sousa. 

F. C. P . — CÁLCULO INFINITESIMAL — 2." exame de fre-
qüência, 1943 

Ponto n . ' I 

1 4 1 7 — In tegrar a e q u a ç ã o (x'—l)y' —2y = l , e 
d e t e r m i n a r o r a i o d e c u r v a t u r a , a a or igem, da 
l inha integra l q u e p a s s a por ê s t e ponto . R : Pode 

dy 
2 y + l 

x - 1 
— 0 ; o integral geral è 2y + l = C ——^ • 

integrar-se por separação de variáveis : 

dx 

x * - l 
Para x = y = 0 , vem C = — 1 ; a linha integral que 
passa pela origem tem, pois, para equação 2y + 1 — 

1 — x 
Como yi- — 1, yi'=2, vem R^-

1 + x 
( x 

1 4 1 8 — - I n t e g r a r o s i s t e m a < 
( B"—z'+y-hx = tgx, 

e d e t e r m i n a r o p lano o s c u l a d o r no ponto ( 0 , 2 , - 1 ) 
da l inha integra l q u e p a s s a p o r ê s t e ponto . R : 

( D y + Z — t g ä x 
Usando o símbolo D , fica ? _ 

eliminando y , vem ( D 3 — D - + D —1) z = l , cujo inte-
gral geral è z — Q e" + C : ! c o s x + C 3 s e n x — 1 ; e, 
portanto, y = — Q e ' + C, cos x C2 s e n x + l + tg x . 
As condições iniciais dão-nos C i — 0 , C 2 = 0 , C3 = l ; 
a linha integral tem, pois, para equações 
j y c o . x + , g x + 1 ; ^ r y 0 ; - - i 
( z = s e n x —1 ^ ^ zj, = 0 
A equação do plano osculador è x—z = l . 

1 4 1 9 —Calcular f l ^Z^L dx dy . O d o m í n i o D 
J J x*+yt 

D 

é l imi tado pe la c u r v a p — 0 ( O < 8 < i r / 2 ) e p e l o e i x o 
d o s yy , R í Temos, em coordenadas polares 

irjt 
I cos 28 dà j pdp = - I st cos 2fl dó ; integrando 

'o ff 6 
por partes vem I = — n / 8 . Podíamos integrar em 
primeiro lugar em ordem a 0; e. então, 

i r / j 1T/j 
I . 

P 

f f 5 c o s 29 dp d . - / ? d f f c o s 29 d 9 = 
» o ï 

• - 1 / 2 j ? s e n 2 f d p - - n / 8 . 

1 4 2 0 S e j a m x . u 
2 2 2 

as e q u a ç õ e s da l inha ( L ) e s ô b r e a b i n o r m a l e m M 
m a r q u e - s e u m s e g m e n t o MP de c o m p r i m e n t o 
c o n s t a n t e l . D e t e r m i n a r o a n g u l o 0 q u e a tangente 
em M à c u r v a (Z.) faz c o m a t a n g e n t e em P à 
l inha ( c ) lugar d o s pontos P . R : A linha ( L ) * 
uma hélice em que u=s. Teremos em notação 
vectorial'. P — M + l b ; atendendo íi segunda fór-

d P 
mula de Frenet, vem —— • 

d s 
t+ 1 — ; donde 

T 

d P 1 , „ , d P 
— - 1 t — t 1 1 I — rt 1 t = l . Temos, pots, —— c o s 9 = 1 , 
ds T d s 

sendo 

finalmente c o s 8 — 

Como T = — 
}ß 

4 

V'4 + 311 

Soluções dos n."' 1417 a 1420 de A. Pereira Gomes. 

cos u 
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I, s. T . — C Á L C U L O —2.° exame de freqüência, 1942-43 

1421—Dadas as três funções P=xy, Q=ye, 
R ^ s x , v e r i f i c a r o t e o r e m a de O s t r o g r a d s k i no 
c i l indro ide l imi tado p e l o p lano xy , p e l a s u p e r f í -
c i e c i l índr ica x2 +y- = 1 e pelo h e m i s f é r i o s u p e -
r i o r da e s f e r a x * + y * + ( 8 — 4 ) * — l . 

+ Q cos 3-f -R cos f ) d S ; f f f t y + z + x) dx dy d z -

- / / ( x y c o s a + y z c o s f H z x c o s ^ d S onde V eS 

são o volume e a superfície do cilindroide definido 

no enunciado. Tem-se J j J (n+y+z)áx.áy dz^ 

- f f f ( x + y + z) dx dy dz+ f f f ( x + y + z) dx dy dz 
"1 

onde Vi é o volume do cilindro definido por z = 0 , 
z = 4 , x ' 4 - y í = l e V 2 o do hemisfério definido por 
z = 4 , x l 4 y 3 4 (z — 4)3 = 1 . Tem-se 

f^f/(x + y + z > d x d y d z - f / x dx dy f dz 4 

+ / 1—»« + V l - i ' 

+ f f y dy dz f dx 4- f f z dx dz f dx = 
A, A'[ — L/T^I 

•= 4 f f X dx dy + % f f y / 1 — y * dy dz 4-

4 2 f f z / l — dx dz Ortífe A, , A', , A " o s 
V ' " i 

rtrííís limitadas por 4 y ' = 1 ; y — + 1 ; z — 0 ; z = 4 e 
x = + l , z = 0 , z —4, respectivamente, Análogamente 

f f f ( x + y + z ) d x d y d z ^ f f x d x d y f dz+ 
i j 'Aj Í 

4-V 1-tWI—II' 1-1«-(1-1)1 

+ f f y d y d z f dx+ffzdxdz f dy — 
i - i ' -<t—i j i -V l—xi 1» M 

- f f x v / l - x t = p d x d y 4 2 f f y l / l ~ y - ' - ( z - 4 ) 3 dy d z 4 

4 2 f f z \Zl-xZ-(z-4y dx d z . Por outro lado, 
A» 

/em-sí f f ( x y c o s a 4 yz c o s P 4 zx cos 7) d S — 

- f f ( x y c o s i 4 y z c o s P 4 z x c o s 7) d S j + 
•1 

- t - f f ( x y c o s « f yz cos 3 + z x c o s 7) d S 2 o W e S i e 

a superficie do cilindro definido por x ! 4 y í " = l , 
z = 0 , z = 4 e Si a do hemisfério superior dt 

y i + ( z _ 4)í ™ 1 e z — 4 , Tem-se 

Jf(xy cos *+yz cos P + zx cos 7) dSi — 

< = 2 f f y | / i - y ' dy d z 4 2 f f z / l - x 2 dx d z 4 4 f j x dx dy 

* i *'i * * 

f j (xy c o s « 4 y z cos 3 + z x c o s 7 ) 

V 
=%ff y i / l — y 2 - ( z - 4 ) ! dy d z + 

+ 2 ^ V z \ / l — x * — ( z — 4 ) ! d x d z 4 f f x ^ l — x 1 — y 2 d x d j 

onde A t , A í , A',', A s , A i « A£' sao os rffíos já 
definidas. 

1 4 2 2 — Calcular o v o l u m e l imitado pela e s f e r a 
de r a i o 3 e de c e n t r o na o r i g e m , p e l o plano xy e 
pela s u p e r f í c i e c i l índr ica a:2 = 9 (Jf1—_y3) • 

t- V 0—1»—," 

R : V - f f f dx d y dz— f f d x d y f d z = 

* a —v' s-it—r» 

= 2 f f V' 9 — x 2 — y z d x d y onde A é a área limitada 

por x 2 ( x 2 4 y J ) 4 9 ( y * — x 3 ) = 0 ; 

V . I dx I j/ f l—x*—y' dy . 

/ , * 
»M' 

1 4 2 3 — I n t e g r a r a e q u a ç 5 o 
4 2 « ) y" - (2 4 2 * > y + 2 y = ( * ! 4.2.r)J s a b e n d o 

q u e é y-^Ci x-+cz (1 4J<0 O in tegra l geral da e q u a -
ç5o h o m o g é n e a c o r r e s p o n d e n t e . R : A equação 
admite um integral particular da forma Y = ax4' -f-
4bx34cxï4dx4e-xV642xi/3. O integral geral 
è y + Y . 

1 4 2 4 — D e t e r m i n a r as c u r v a s p lanas c u j o r a i o 
d e c u r v a t u r a é i n v e r s a m e n t e p r o p o r c i o n a l à raiz 
q u a d r a d a da der ivada (em ordem à a b s c i s s a ) do 
c o e f i c i e n t e angular da tangente . R : O problema 
reduz-se á integração da equação diferencial 

-—jft- • y V ' - k OU ( I 4 y ' * ) 3 = k ' y ' ' 1"e- me-
diante a mudança y ' = z , se converte em ( 1 + z ' ) 1 — 
= k 3 z ' , equação de variáveis separáveis, 

SoluçBes dos n."' 1421 a 1424 de A, Sá da Costa. 
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F. D. P, — ANÁLISE SUPERIOR — 3 , ° exercício de repeti-
ção, 5 de Fevereiro de 1943 

1 4 2 5 — D e t e r m i n a r uma f u n ç ã o anal í t i ca tal que 

a p a r t e r e a l s e j a : <p = y l + ^ log e q u e 

t o m e o v a l o r —1 para a — í . R : z ! + l o g z—itr/2, 

d z 
1 4 2 6 - Calcular / ( * + l ) y * + 3 

a o longo 

d u m a c i r c u n f e r ê n c i a d e raio 2 e c e n t r o 0 , R : 

1 4 2 7 — Calcular , a p r o v e i t a n d o a t e o r i a d o s r e s í -

d u o s o s e g u i n t e i n t e g r a l í / í 
- d.i- . L e m b r a - s e 

q u e e " 1 • * e q u e O é u m ponto cr i t i co 
da função . R : — n f V ^ . 

Soluções dos n , " 1425 a 1427 de J . Fios de Sousa. 

MECÂNICA RACIONAL-FÍSICA MATEMÁTICA-ASTRONOMIA 

1. S . T . —MECÂNICA RACIONAL — 2." oxame , 1942 

1 4 2 8 — Quando é q u e e x c e p c i o n a l m e n t e n ã o 
e x i s t e , n o m o v i m e n t o ins tantâneo dum sólido, u m 
s ó p o n t o d e a c e l e r a ç ã o n u l a ? 

1 4 2 9 — U m fio f l ex íve l e i n e x t e n s í v e l , pesado 
e h o m o g ê n e o , d e c o m p r i m e n t o dado, é s u s p e n s o , 
uma p r i m e i r a vez, p e l a s suas e x t r e m i d a d e s , e m 
dois pontos A e B s i tuados à m e s m a altura. O 
m e s m o fio é s u s p e n s o , uma s e g u n d a vez , pe las 
s u a s e x t r e m i d a d e s , n o s pontos A e B e p e l o s e u 
m e i o no ponto C q u e é o m e i o do s e g m e n t o AB. 
M o s t r a r que , n o s e g u n d o caso, as t e n s õ e s das 
duas ca tenar ias , e m A e B, fazem, c o m a v e r t i -
cal , o m e s m o ângulo q u e faziam as da c a t e n á r i a 
p r i m i t i v a ; e q u e a sua grandeza c o m u m é m e t a d e 
da grandeza das t e n s õ e s da p r i m e i r a ca tenár ia , 

1 4 3 0 — C o n h e c i d o s os e i x o s pr inc ipa is de i u é r -
cia, em r e l a ç ã o a u m ponto O , d e t e r m i n a r o s 
pontos do e s p a ç o em r e l a ç ã o a o s q u a i s os e i x o s 
p r i n c i p a i s são p a r a l e l o s à q u e l e s . D i s c u s s ã o , 

1431 — U m ponto p e s a d o é obr igado a m o v e r -
-se , s e m atrito, s ô b r e uma s u p e r f í c i e c i l índrica de 
g e r a t r i z e s ver t i ca i s . Q u a l q u e r q u e s e j a a s e c ç ã o 
r e c t a da s u p e r f í c i e c i l índrica , a t r a j e c t ó r i a do 
p o n t o é tal q u e a sua t r a n s f o r m a d a , na plani f ica-
ção da s u p e r f í c i e , é uma p a r á b o l a . 

p o s s í v e l e s c r e v e r todo o c o n j u n t o E c o m o s o m a 
dum n ü m e r o f inito ou inf ini to n u m e r á v e l de c o n -
j u n t o s Eí d e m e d i d a JI f i n i t a ? R : Aproveite-se 
a possibilidade de decompor o conjunto E numa 

soma de conjuntos E = ^ G, disjuntos, mensurá-
i-l 

veis e de medida L finita; e atenda-se a que i 
possível escrever o mesmo conjunto E do seguinte 

modo E = S E ' E I N - l < f ( x ) < n ] - £ ; H t . Aso-
u=l * I—L 

• s e u jç , 
-J^J lução do problema í então E = J J G r H, visto que 

no conjunto da medida L finita, G ; • H , , a fun-
ção f ( x ) i limitada. 3 ) A q u e c o n d i ç ã o s a t i s f a z e m 
duas f u n ç õ e s f ( x ) e g ( .*) q u e c o n d u z e m à m e s m a 
medida u. ? R : As duas funções devem str equi-
valentes. 4) S u p o n d o q u e f (x) t s o m â v e l em Ri , 
m o s t r a r q u e para todo o n ü m e r o arb i t rár io n s e 
p o d e d e t e r m i n a r u m c o n j u n t o a b e r t o G sa t i s fa -
z e n d o às duas s e g u i n t e s c o n d i ç õ e s : G = £ T e 
L f f (-v) dx < í . R: Se assim não fôsse. cons-

G - E 

truir-se-ia uma sucessão de conjuntos G„ satisfa-
zendo a G„ = E , j G„—E [ < i , < L f í ( x ) d x > * 

e nesse caso ter-se-ia por passagem ao limite 

f f ( x ) dx > r , , sendo B = fi ^ ( G „ - E ) o que ê 

F, C. P . — FÍSICA MATEMÁTICA — 2 , ° exame de freqüên-
cia, 2! de Maio de 1942 

1 4 3 2 — S e j a f ( x ) uma função m e n s u r á v e l e m 
R\ e E u m c o n j u n t o m e n s u r á v e l -Z, a rb i t rár io . 
1 ) A q u e c o n d i ç õ e s s e d e v e s u g e i t a r /( .v ) para 
q u e a f u n ç ã o de c o n j u n t o u.(E)=Lj'f (x)d.v s e 

k 
possa ident i f i car c o m uma medida i e x t e r i o r ) de El 
R: A função i ( x ) deve ser uma função mensurá-
vel, satisfazendo a | E [f (x) < 0] | = 0 . 2 ) S e r á 

absurdo visto que B é um conjunto de medida L 
nula. 

Soluções de L. Neves Real. 

F. C. P . — ASTRONOMIA — 2 . ° exame de freqüência, ano 
lectivo 1941-42 

I Pai te — 1. Deduza a e x p r e s s ã o da v a r i a ç ã o 
da lat i tude c e l e s t e duma e s t r é i a em vir tude do 
f e n ó m e n o da a b e r r a ç ã o das f i x a s . 

2, E m q u e di fere o f e n ó m e n o da a b e r r a ç ã o pla-
n e t á r i a do f e n ó m e n o da a b e r r a ç ã o das f i x a s ? 
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3. C o m o a t e n d e ao e fe i to da a b e r r a ç ã o diurna 
n a s o b s e r v a ç õ e s fe i tas c o m o i n s t r u m e n t o de p a s -
s a g e n s s u p o s t o co locado no m e r i d i a n o ? 

4. £ Á a b e r r a ç ã o t e m alguma i n f l u ê n c i a s õ b r e 
as o b s e r v a ç õ e s fe i tas c o m o a s t r o l á b i o de pr is -
m a ? 

5. A q u e c h a m a per íodo s inódico dum p l a n e t a ? 
^ O per íodo s inódico dum planeta é maior ou m e -
n o r q u e um a n o ? J u s t i f i q u e as r e s p o s t a s . 

6. A s f a s e s dos p lane tas d e p e n d e m nas posi -
ç õ e s r e l a t i v a s do planeta , do S o l e da T e r r a ? 
E x a m i n e em p o r m e n o r o c a s o dos p lane tas e x t e -
r iores , 

7. E x p l i q u e o q u e é a e l i p s e d e p a r a l a x e anua l 
e deduza as e x p r e s s õ e s ana l í t i cas d o s s e u s e i x o s . 

8. E x p l i q u e o q u e e n t e n d e por d e p r e s s ã o do 

h o r i z o n t e e c o m o a t o m a e m c o n s i d e r a ç ã o n a s 
o b s e r v a ç õ e s i e i tas c o m o s e x t a n t e . 

9. Indique o s Ê r r o s d u m a l taz imute dist inguindo 
os d e c o n s t r u ç ã o do i n s t r u m e n t o d o s de c o l o c a -
ção . 

II Parte — Q u a i s são a s d e c l i n a ç õ e s d a s e s t r é -
ias que , dev ido à r e t r a c ç ã o a s t r o n ó m i c a , s e v ê m 
a c i m a do hor izonte durante o e s p a ç o de um dia, 
mais 8 m i n u t o s s i d e r a i s do q u e s e a r e f r a c ç ã o n ã o 
e x i s t i s s e ? L a t i t u d e do local 41° 8' N . 

Nota — Os alunos têm hora e meia para responder A pri-
meira parte e outra hora e meia para responderá seaunda. 
Em relação à primeira parte os alunos devem : responder a 
uma das presuntas 1, 2, El ou 4; responder a uma das presun-
tas 5 ou 6 : responder às presuntas 7, 8 e 9. Seguidamente 
podem responder âa restantes presuntas. 

P R O B L E M A S 
As resoluções de problemas propostos devem ser-nos remetidas até ao dia i j do mês 

anterior ao do aparecimento de cada numero da Gazeta . 
Para facilitar a organização da secção, pedimos que cada resolução seja transcrita 
numa folha de papel, utilizada só de um lado (onde outros assuntos não sejam tra-

tados), com a indicação do nome e da morada do autor. 
Das resoluções recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das 
melhores e mencionam-se os autores de tôdas as resoluções correctas e só destas. 

P R O B L E M A S 

1433 — E s t a b e l e c e r a fórmula 
. sen"ír - c o s nx 

J s e n ""'A: COS (W + 1 ) x • dx — 1- C 

( E u l e r ) , A c h a r as fórmulas c o r r e s p o n d e n t e s para 
y s e n " ~ ' j t s e n ( « + 1) xdx, f c o s " " 1 * c o s (n + 1 ) x d x , 

f c o s " - , ; r s e n ( » + ! ) x • dx, 
r Lx»dx 

1 4 3 4 - Calcular ! „ „ I „ . . . . . ( m , n intei -
J va + bx 

r o s pos i t ivos) . 

1 4 3 5 — A c h a r em t e r m o s f initos as e q u a ç õ e s 
das e v o l u t a s da c u r v a q u e cor ta s o b u m ângulo 
c o n s t a n t e tp as gera t r izes do c o n e c i r c u l a r r e c t o 
de semi . -aber tura u . 

1436 — P r o v e q u e o grupo de m o v i m e n t o s q u e 
t r a n s f o r m a m e m si m e s m o um sól ido regular 
d e « + 1 v é r t i c e s num e s p a ç o n - d i m e n s i o n a l ê o 
grupo a l t e r n a n t e de grau n - f - 1 ; e q u e no e s p a ç o 
d e M-i-1 d i m e n s õ e s , o grupo para o m e s m o sól ido 
é o grupo s i m é t r i c o de grau » + 1 , 

(Maud Willey, Am. Ma th. Mon th ti/ 19557) 
1 4 3 7 - — U m a es fera S de r a i o c o n s t a n t e m o v e - s e 

m a n t e n d o f ixo u m ponto P da sua s u p e r f í c i e . 
S e n d o C uma e s f e r a f ixa e Q a p r o j e c ç ã o o r t o -

P R O P O S T O S 

gonal d e P no plano radica l de S e C prove q u e 
Q s e m o v e na s u p e r f í c i e d u m a es fe r a . 

(V. Thébault) 

1 4 3 8 — J o ã o e F r a n c i s c o j o g a m 500 partidas de 
c a r a ou c u n h o a um e s c u d o de aposta , J o ã o possui 
40 e s c u d o s e F r a n c i s c o 25. S u p o n d o q u e o a j u s t e 
d e contas s ó s e rea l iza depois de acabada a s é r i e , 
c a l c u l a r a p r o b a b i l i d a d e d e q u e è s s e a j u s t e de 
c o n t a s p o s s a r ea l izar - se i n t e g r a l m e n t e . 

1439 — U m d i a m a n t e bruto de va lor a par t iu-se 
em t r ê s f r a g m e n t o s . Ca lcu le a e s p e r a n ç a m a t e m á -
tica do v a l o r total do d i a m a n t e q u e b r a d o s u p o n d o 
q u e o p r e ç o dum d i a m a n t e é proporc iona l a o 
q u a d r a d o do s e u p ê s o . E n u n c i e as h i p ó t e s e s d e 
q u e t e m de s e s e r v i r para a solução, s e m p r e q u e 
e l a s não e s t e j a m impl í c i tas no enunc iado . 

(Êmile Borel) 

1 4 4 0 — Calcular o l imi te da s o m a de uma s u c e s -
são de f r a c ç õ e s , c u j o s n u m e r a d o r e s es tão em pro-
g r e s s ã o a r i t m é t i c a e o s d e n o m i n a d o r e s em pro-
g r e s s ã o g e o m é t r i c a . C o n d i ç ã o de c o n v e r g ê n c i a . 
( A p l i c a ç ã o n u m é r i c a : 1/2 + 2 ' 4 + 3/84-4/16+ -• •). 

Problemas propostos por Mério de Alenquer, 


