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1331 — Dum angulo 2 obtiveram-se as seguintes
determinacdes:
300 20' + 0,21, 30022'-F0,4', 30019 +0,2',
Calcule o valor mais provavel e um aferidor.

F. C. P. — CiArLcuLo pAs PROBABILIDADES — 2.° exame
de freqiiéncla, 1942

1332 — Trés séries de medicdes de uma gran-
deza conduziram aos seguintes resultados (/;):
120,43 4+ 0,15, 120,38 + 0,20 e 120,50 4 0,20, Cal-
cular a média pesada e o seu érro mediano.

R: Pondo li=~_'120,30+1—:—]}-’ teremos z;—13, z,=8

e 2320, Tomando iguais a unidade os pesos das
duas iltimas delerminacies p.=1, p3=1, vird
0,202
=8,

0,152

P1

1333 — Medicdes de dois lados e do angulo com-
preendido dum triangulo plano conduziram as mé-
dias @ =3,000+0,004, b=4,00040,005 ¢ C-=90°+ 10",
Calcular o valor mais provavel do lado ¢ e o seu
érro. R: De c?=a?+b*—-2abcos C resulfa para
valor mais aproximado cy— \/3*+42=5. O desen-

de
volvimento lineay aproximado c—cy= ('ba) (a—ag)+
a

’bc) i ’bc_ o _3 e
} (ob U(b---bu) ; (‘ac) (C—Lu)“;_)(a-—ao} .
4 o AL ¢
+—-(b—bg)+ —(C—Cy) condus ao érrvo mediano
5] o
(medicies independentes de a, b e C)
/3N 2 4\ 2 12\ | _
?z(._-) mi-+l= ) mg+ ) m}, sendo m,—0,004,

‘ \5) 5
m,=0,005 ¢ m; = sen 10",

m

5

1334 — Medigoes das distancias de trés pontos
colineares A4, B e C conduziram aos valores
AB=1504,12, BC—948,15 e 4 C=245220. Deter-
minar os valores mais providveis dessas distan-
cias e os seus erros, a) supondo igualmente pre-
cisos os valores dados; &) atribuindo as trés
medigdes de distdncias pesos a elas inversamente
proporcionais. R: Pondo

1

r— ~ la
AB=1504,12+ -, BC= M815+ > ¢

100° 100
|
AC—=2452,20— ——,
100
os resultados das medigdes sdo 1,—=l.=13-0 ¢ @

equagdo de condigio AC —~ AB + BC escreve-se
L+l 13+T=0, O problema poderd ser resolvido
por compensagado.

Solucdes dos n.”* 1552 a 153 de Goncalves Miranda,
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PROBLEMAS PROPOSTOS

Matematicas Elementares

1335 — Seja 04, um segmento rectilineo de
comprimento igual ao dobro do diametro de uma
circunferéncia dada. Marque-se, a partir de O 4,
o angulo 4,0.4,=45°, e outro OAyd;=90°; a par-

- 1
tir de 04y, o Angulo A104,= o 152, e outro

OA14,—90°; a partir de 04, , o angulo 4,04;—

1 & ‘
= —-45°, e outro OAsA3=MNrP; e assim sucessi-

vamente, de modo que seja sempre A, 04 —

1 2
e 459 e OA,_4d,=Me . Caleular lim O4,,

- T
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e verificar que é perpendicular a 04, e igual ao
perimetro da circunferéncia dada.

1336 — Mostrar que, sendo 27-3' =37 4" =6, é
também 2?—2y?=2x—3y.

1337 — Demonstrar a identidade
8sen 10 - sen H0°-sen TP =1,

1338 — Resolver a equacio
sen Hx - cos 3x—sen Yx - cos Tx.

1339 — Trés nimeros x, ¥ € & estio em pro-
gressdo aritmética, estando x4y, v e y4+5 em
progressdo geométrica. Calcular ésses nimeros
sabendo ainda que a soma dos quadrados dos
extremos v e 5 € 8. Calcular as razdes aas duas
progressoes.

Problemas propostos por A, A. Ferreira de Macedo.

1340 — Sido dadas as circunferéncias €, C>C,
tais que : @) os centros estdo alinhados; &) a cir-
cunferéncia C,(i=2,...,#—1) é tangente a cir-

SOLUCOES

Matematicas Elementares

1082 — Mostrar que 1000/, escrito no sistema
decimal, termina em 249 zeros, R: O mimero de
seros dum factorial é determinado pelo mimero de
factores 2 e 5 que a sua decomposi¢do comporia;
mas como o factor 2 entra em 1000/ mais veses
que o factor 5, basta ver o mimero de veses que éste
vltimo factor entra para se saber o nmimero de
zeros com que termina; ¢ assim em 1000) hd :

200 5]
40— 52
8§ 58
1 51=625
249 ... O factorial 1000 fermina emn

249 zeros.
Solucgdo de ). S. Faria de Abreu (Penafiel).

1180 — Calcular os coeficientes @, & € ¢, na
identidade: @+ bcos2x +ccosdxr—=senix. R: Tra-
tando-se duma identidade, basta atribuir a x trés
valores distintos que ndo difivam de 2k= (k inteiro),

por exemplo x=\), =/4, =/2, para obter um siste-
ma, neste caso a+b+c=0,a—c=1/4, a—b+ec=1,
que determina os coeficientes a—=38, b——-1/2,
c=1/8:

Soluciio de José Morgado.

Enviaram também solugbes exactas: Alvaro Simdes (San-
galhos), A. da Fonseca Faia (Lisboa), Rui Verdial (Porto) e
J. S, Faria de Abreu (Penafiel).

cunferéncia C,_, e a circunferéncia C,.,; ¢) as
circunferéncias sdo tangentes as rectas a e b.
Conhecendo o angulo 22 das rectas @ e & e o
raio R, de €}, calcular a soma dos raios das # cir-
cunferéncias. [Considerar os dois casos: &, < R,
eR;, >Ry, (f=1,..-,8-1)],

1341 — Calcular o valor da soma
S=1/142!24 ... +nln.

1342 — Desenhar trés circunferéncias de raios
proporcionais a %, # e /, de modo que cada cir-
cunferéncia seja tangente as outras duas e a dois
lados de um triangulo de que é dada a 4rea, S.

Problemas n.% 1340 a 1342 propostos por José Morgado
(Porto).

1343 — Consideremos um diedro de rectilineo 2«
e um plano que secciona o diedro perpendicular-
mente ao plano bissector. Sendo § o angulo for-
mado pela aresta e por aquéle plano, determinar,
em funcéo de 2 e 3, o angulo de secgdo do diedro.

Problema proposto por Alvaro Simdes (Sangalhos).

RECEBIDAS

1184 — Mostrar que, se @, & e ¢ sdo as medi-
das dos 3 lados de um triangulo, por ordem cres-
cente de grandeza, se verifica a desigualdade:

@ 83463+ 3 abe > (@24 bc) (@+b+c).

R: A desigualdade pode apresentar-se da seguinte
maneira: a(a®+be)+b(b*+ac)+c(e2+ab)>
> a(a?+be)+b(a?+be) +e(a2+be) on b(b2+ac)+
+¢(c*+ab) > b(a?2+4be)+c(a+be). De a+b>c,
a+c>b,b>a e c >a resulta gueé biiac >
~>a’ibe e cttab >a’lbe o que demonstra a
desigualdade proposta.

Solugéio de M. C. Guerra dos Santos (Lisboa),
Enviou também solucfio exacta : José Morgado.

1185 — Sendo a #rea da esfera circunscrita a
um tronco de cone circular de bases paralelas seis
vezes maijor do que a area da esfera inscrita no
mesmo tronco, calcular a relacdo entre os raios
das bases do tronco. R: Sefam R, ¢ R, os rafos
das esferas circunscrita e inscrita, R ¢ r os rafos
das bases maior e menor do lronco. Por hipdtese ¢
AnR? =24=R? logo serd R:=6R:. A geratris do
cone é R+r e tem-se AR?=(R+r)*—~(R—r)'=4Rr,
donde R}=Rr. Se for d a distincia do centro da
esfera circunscrita ao plano da base menor do
tronco, tem-se d'+r?=R? ¢ (2R, —d)?+ R?=R?
donde d-—=(4R? —r?+ R2)/AR, on d = (4Rr 12+
+R2)M4AYRr ¢ R? =14 (ARr—r?+ R)?/16Rr. Subs-
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tituindo em R? = 06R? vem, finalmente, r*+(4Rr—
—r2+R2p216Rr=6Rr,

Solucéio de Alvaro Simoes (Sangalhos).

Enviou também solugfio exacta : José Morgado.

1186 — Num quadrilatero ABCD inscrito numa
circunferéncia de raio r=5 os lados medem res-
pectivamente A4 8=5y3, BC=5 e CD=8, ; Qual
é o comprimento da diagonal BD? R: Se fir O
o centro da circunferéncia, tem-se

BOC BC 1 cOD CD 4
Sef —— =—=- ¢ sen =—=—~ ‘donde
2 2 2 2 2r 6
: BOD | i /BOC | COD\ |
BD=2r sen —— [=10| sen { e ) =
Oc’ . cODp BOC  COD
=il0- sen———-icos. =k icos — = sen——|=

=10(3/10+2/3/5)=3+4y/35.
Solucdio de A, Reis (Lisboa). ‘
Enviaram também solugdes exactas: A. da Fonseca Faia

(Lisboa), José Morgado, Rui Verdial (Porto), Alvaro Simdes
{Sangalhos), J. S. Faria Abreu (Penafiel).

1187 — Consideremos num bilhar circular uma
bola num ponto 4. ;Em que direc¢do se deve
lancar a bola para que torne a passar pelo ponto 4
apos duas reflexdes sucessivas? R: Como o dan-
gulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexdo e

as normais a circunferéncia passam pelo centro, a
bola no sew movimento descreve um tridangulo isos-
celes de vértice A. Designando por d a distincia
de A ao centro, por 2 o dngulo da dirveccdo pedida
com o didmetro que passa por A e por B o dngulo
de incidéncia, tem-se Bl sl iy dewmve por
d senp sen
ser 2+28==/2, Portanto é
sen B=(—R + V/R?1-8d2)/4d
e a=n/2—2 are sen ( —R + {/R2-8d?)/4d .
Solucdio de José Morgado.

1248 — Determinar o lugar geométrico dos cen-
tros de gravidade dos triangulos que tém um lado
dado e o vértice oposto sdbre uma recta dada.
R: Seja M o ponto médio do lado dado ¢ P um
pontoda rectar dada. Margue-se sébre MP o ponto Q

tal que MQ/MP—1/3, O lugar procurado é a recta
s//r e passando por Q. Demonstracdo: Q é o cen-
tro de gravidade do triangulo com a base dada ¢ o
vértice em P. Por outro lado, seja C wmn ponto
qualquer de v, distinto de P . Designe-se por G a

Ay A
intersecgdo de s com CM. De MPC s MQG, resulta
MG/MC=MQ/MP--1/3. Logo, G é o0 ¢. de g. do
trigngulo com a base dada e o vértice em C,

Solucéio de PEME.
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12—LEROY,E.— Cours d'Algébre et d' Analyse.
Mathématiques Spéciales, Eléves ingénieurs. Etu-
diants des Facultés, Agrégation. Essai d’ensei-
gnement concret et intuitif. Tome II, Analyse.
1 vol. in-8,2 de X-352 pags. preco 70 frs.; Vuibert,
Paris, 1940.

O Tomo I, (Algebra) desta obra apareceu em
1935. No presente tomo (Analise) a maneira con-
creta e intuitiva do autor parece ter-se compli-
cado. As formulas carregadas de indices sdo muito
numerosas. Pelo contririo os graficos continuam
a ser excelentes, .

A obra completa & comparavel a um Curso de
Matematicas Gerais, e que tem esta espécie de
rigor intuitivo de M. Leroy mas sente-se ainda a
influéncia dos programas, mais que o espirito

liberal de um Paul Appell.

(De A. Buhl (Toulouse) em «L’Enseignement Ma-
thématique», vol. 38 — Trad. ]. S. P.)

13 — AGOSTINI, Asepo — Lezioni di Analisi
Matematica — R. Accademia Navale, 1936, 8 4-336

pags.

Este livro representa um excelente curso de
introdugio 2 analise, que tem sido dado desde ha
alguns anos na Academia Naval Italiana. E seu
fim, em primeiro lugar, preparar os estudantes
para as matemadticas aplicadas. O modo de tratar
as questdes € claro e rigoroso, como é para dese-
jar dum livro de tal caracter, sendo os exemplos
bem escolhidos e os problemas instrutivos. As
referéncias histéricas neste trabalho, sdo, contudo,
freqiientemente desvirtuadas. Assim, na pag, 323,
ao tratar da histéria da resolugdo algébrica das
equacgoes, o autor fala de Dal Ferro, Ferrari, Ru-
fini, mas ndo se refere a Abel e Galois. Além
disso, os nomes de Newton e Leibniz aparecem
ligados com virios pormenores, mas o seu papel



